
ПРОГРАММА КУРСА 
                                        «МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ» 

      (2004-2005 уч.г.) 
1. Физические задачи, приводящие к уравнениям в частных производных. 
2. Классификация уравнений в частных производных второго порядка. 
3. Общая схема метода разделения переменных. 
4. Специальные функции математической физики: 

1) Цилиндрические функции. Уравнение Бесселя. Функции Бесселя. Функции Ханкеля. 
Функция Неймана. Общее решение уравнения Бесселя. Асимптотическое поведение 
цилиндрических функций. Цилиндрические функции чисто мнимого аргумента. 
2) Классические ортогональные полиномы. Дифференциальное уравнение. Формула 
Родрига. Производящая функция. Полиномы Лежандра. Присоединенные функции 
Лежандра. Полиномы Лагерра. Полиномы Эрмита. 
3) Сферические и шаровые функции. 
4) Простейшие задачи для уравнения Шредингера. 

5. Краевые задачи для уравнения Лапласа. Гармонические функции. Фундаментальное 
решение уравнения Лапласа. Формулы Грина. Основные свойства гармонических 
функций (теорема Гаусса, теорема о среднем, бесконечная дифференцируемость, 
принцип максимума). Теоремы единственности для внутренних и внешних краевых 
задач для уравнения Лапласа. Функция Грина для оператора Лапласа. Гармонические 
потенциалы. Свойства потенциалов простого и двойного слоя. Метод интегральных 
уравнений для решения краевых задач. Существование решений основных краевых 
задач для уравнения Лапласа. 

6. Уравнение параболического типа. Внутренние начально-краевые задачи. Принцип мак- 
симума. Теоремы единственности. Теорема существования для одномерного случая. 
Уравнение теплопроводности на бесконечной прямой и в неограниченном пространст- 
ве. Теорема единственности. Теорема существования. Фундаментальное решение. 
Уравнение теплопроводности на полубесконечной прямой. Метод продолжения. Функ- 
ция Грина. Неоднородные граничные условия. 

     7.   Уравнение гиперболического типа. Внутренние начально-краевые задачи. Теоремы  
единственности. Теорема существования в одномерном случае. Уравнение колебаний 
на бесконечной прямой. Метод распространяющихся волн. Формула Даламбера. Урав- 
нение колебаний на полубесконечной прямой. Метод продолжения. Метод интеграль- 
ных преобразований Фурье. Задача Коши для уравнения колебаний в пространстве. 
Формула Пуассона. Метод спуска. 

8. Краевые задачи для уравнения Гельмгольца. Задача Штурма-Лиувилля для оператора 
Лапласа. Свойства собственных значений и собственных функций. Собственные функ- 
ции оператора Лапласа для простейших канонических областей. Фундаментальные ре- 
шения для уравнения Гельмгольца. Теоремы единственности для уравнения Гельм- 
гольца в ограниченной области.                                              
                                                        ЛИТЕРАТУРА 

1. Свешников А.Г., Боголюбов А.Н., Кравцов В.В. Лекции по математической физике. М: 
Изд-во МГУ, 1993. 

2. Боголюбов А.Н., Кравцов В.В. Задачи по математической физике. М: Изд-во МГУ,  
            1998. 

3. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. М: Изд-во МГУ, 
1999. 

4. Арсенин В.Я. Методы математической физики и специальные функции. М: «Наука», 
1984. 

5. Будак Б.М., Самарский А.А., Тихонов А.Н. Сборник задач по математической физике. 
М: «Физматлит», 2003. 

 
 
                      Необходимый минимум по курсу ММФ (2004\2005 уч.г.) 
 



 
1. Канонический вид уравнений гиперболического, параболического и 

эллиптического типов. 
2. Постановка начально-краевых задач.  
3. Общая схема метода разделения переменных. 
4. Постановка задачи на собственные значения. 
5. Уравнение Бесселя и его общее решение. 
6. Определение классических ортогональных полиномов. 
7. Определение присоединенных функций Лежандра, сферических 

функций, шаровых функций. 
8. Определение гармонической функции. Принцип максимума для 

гармонических функций. 
9. Метод функций Грина решения краевых задач. 
10. Метод сведения краевых задач к интегральным уравнениям. 
11. Принцип максимума для уравнения теплопроводности. 
12. Фундаментальное решение для уравнения теплопроводности на 

бесконечной прямой. 
13. Метод распространяющихся волн. Формула Даламбера. 
14. Уравнение теплопроводности и колебаний на полупрямой. Принцип 

продолжения начальных условий. 
15. Уравнение Гельмгольца. Фундаментальные решения на плоскости и 

в пространстве. 
 
 

ПЛАН СЕМИНАРСКИХ ЗАНЯТИЙ ПО МЕТОДАМ  
 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  
                                                 

                НА 2004\2005 УЧЕБНЫЙ ГОД (ОСЕННИЙ СЕМЕСТР)           
 
1. Вывод уравнений. Постановка краевых задач. 
2. Задача Штурма-Лиувилля (отрезок, прямоугольник, параллелепипед). 

Контрольная работа. 
3. Уравнение Лапласа в прямоугольнике и параллелепипеде. 
4. Уравнение Лапласа в круге, вне круга, в кольце, в секторе. 

Контрольная работа. 
5. Уравнение Бесселя. Общее решение. Рекуррентные формулы. Функции 

полуцелого порядка. Вычисление определителя Вронского.  
Вычисление квадрата нормы. 

6. Задача Штурма-Лиувилля (круг, сектор, кольцо). 
7. Задача Штурма-Лиувилля (цилиндр и его части). 

Контрольная работа. 
8. Уравнение Лапласа в цилиндре и  его частях. 
9. Уравнение Лапласа внутри и вне шара, в шаровом слое. 
10. Задача Штурма-Лиувилля (шар, шаровой слой). 
       Контрольная работа. 
11. Уравнения теплопроводности и колебаний в ограниченной области 

(однородные граничные условия). 
Контрольная работа. 

12. Уравнения теплопроводности и колебаний в ограниченной области 
(неоднородные граничные условия). 



13. Уравнение теплопроводности на бесконечной прямой,  
в неограниченном пространстве, на полубесконечной прямой. 

14. Уравнение Гельмгольца в круге, в шаре, в шаровом слое. 
Контрольная работа. 
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                               Методы математической физики (2004-2005 уч.г.) 
                                     
                                       Билет 1 (ММФ 2004\05) 
 

1. Принцип максимума для гармонической функции (сформулируйте и 
докажите). 

2. Напишите формулу Даламбера. Решение какой задачи выражает эта 
формула? 

3. Дайте классификацию дифференциальных уравнений в частных 
производных второго порядка в случае двух переменных. 

4. Как связаны функции Jn(x) и J-n(x)? Ответ обоснуйте. 
5. Как ставится общая начально-краевая задача для уравнения 

теплопроводности? 
 
                                      Билет 2 (ММФ 2004\05)  
1. Теорема о нулях классических ортогональных полиномов 

(сформулируйте и докажите). 
2. Дайте определение и сформулируйте основные свойства потенциала 

двойного слоя. 
3. Напишите фундаментальное решение для уравнения теплопроводности 

на бесконечной прямой. 
4. Поставьте задачу на собственные значения для полиномов Лагерра.    
5. Напишите каноническую форму уравнения гиперболического типа. 
 
                                      Билет 3 (ММФ 2004\05) 
1. Теорема единственности решения уравнения теплопроводности на 

бесконечной прямой (сформулируйте и докажите). 
2. Сформулируйте определение классических ортогональных полиномов. 
3. Напишите функцию Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа в 

верхнем полупространстве. Каким методом ее можно построить? 
4. Применение принципа отражения для построения решения задачи 

Дирихле для уравнения колебаний на положительной полупрямой 
(постройте решение задачи). 

5. Поставьте задачу на собственные значения для полиномов Эрмита. 
 
                                                  Билет 4 (ММФ 2004\05) 
 

1. Теорема существования классического решения уравнения 
теплопроводности на отрезке (сформулируйте и докажите). 

2. Какие пары цилиндрических функций могут образовывать 
фундаментальную систему решений уравнения Бесселя? 

3. Дайте определение поверхности Ляпунова. 



4. Проиллюстрируйте на фазовой плоскости процесс распространения 
локального начального возмущения бесконечной струны. Начальная 
скорость струны равна нулю. 

5. Покажите, что система полиномов Лежандра исчерпывает все 
собственные функции соответствующей задачи на собственные 
значения.  

                                                   
 
                                                 
                                      Билет 5 (ММФ 2004\05) 
 
1. Принцип максимума для уравнения параболического типа 

(сформулируйте и докажите). 
2. Являются ли шаровые функции собственными функциями задачи на 

собственные значения? 
3. Теорема об устойчивости решения уравнения гиперболического типа 

на бесконечной прямой по начальным функциям и правой части 
(сформулируйте). 

4. Напишите формулу для разрыва нормальной производной потенциала 
простого слоя. 

5. Дайте классификацию дифференциальных уравнений в частных 
производных второго порядка в случае многих переменных. 

 
 

                                 Билет 6 (ММФ 2004\05) 
 

1.   Докажите замкнутость системы присоединенных функций Лежандра. 
2. Покажите, что функция Ханкеля не может иметь вещественных нулей. 
3. Используя функцию Грина, запишите общее решение начально-

краевой задачи для неоднородного уравнения колебаний в 
ограниченной области с неоднородными начальными и однородным 
граничным условием третьего рода. 

4. Дайте определение производящей функции классических 
ортогональных полиномов. 

5. Напишите уравнение теплопроводности и уравнение колебаний. 
Справедлив ли для этих уравнений принцип максимума? 
 

 
                                       Билет 7 (ММФ 2004\05) 
 
1.  Теорема о непрерывности потенциала простого слоя (сформулируйте и докажите). 
2. Напишите асимптотику функции Бесселя при больших значениях        аргумента. 
3. Сформулируйте принцип сравнения для уравнения параболического 

типа. 
4. Напишите формулу для решения неоднородного уравнения колебаний 

на бесконечной прямой при однородных начальных условиях. 
5. Поставьте начально-краевую задачу, моделирующую процесс малых 

поперечных колебаний однородной свободной струны с 
закрепленными концами. 

 
                                       Билет 8 (ММФ 2004\05) 
 
1.  Теорема о существовании потенциала двойного слоя (сформулируйте и 

докажите). 



2. Напишите асимптотику функции Ханкеля при больших значениях  
аргумента. 

3. Сформулируйте принцип сравнения для гармонических функций. 
4. В чем  состоит  метод спуска Адамара? 
5. Поставьте общую краевую задачу для уравнения эллиптического типа. 
           

 
                                      Билет 9 (ММФ 2004\05) 
1.  Теорема о разрыве нормальных производных потенциала простого слоя 

(сформулируйте и докажите). 
2. В чем состоит  метод распространяющихся волн? Приведите пример. 
3. Решением какого уравнения является функция Инфельда? 
4. Какой физический смысл имеет  функция Грина задачи Дирихле для 

уравнения Лапласа? 
5. Напишите общий вид решения начальной задачи для неоднородного 

уравнения теплопроводности с неоднородным начальным условием на 
бесконечной прямой. 

 
                                                  Билет 10 (ММФ 2004\05) 

1. Теорема о разрыве потенциала двойного слоя (сформулируйте и 
докажите). 

2. Какие условия ставятся на бесконечности при постановке внешней 
краевой задачи для уравнения Лапласа в трехмерном случае? Что они 
обеспечивают? Приведите пример. 

3. Решением какого уравнения является функция Макдональда? 
4. В чем состоит парадокс бесконечной теплопроводности? Как его 

можно объяснить? 
5. В чем состоит метод сведения краевых задач к интегральным 

уравнениям? Приведите пример. 
 
 

                                      Билет 11 (ММФ 2004\05) 
1. Докажите свойство симметрии функции Грина задачи Дирихле для 

уравнения Лапласа. 
2. Поставьте общую краевую задачу для классических ортогональных 

полиномов. 
3. Дайте определение  регулярной на бесконечности функции в 

трехмерном и двумерном случаях. 
4. Напишите функцию Грина задачи Дирихле для уравнения 

теплопроводности на полубесконечной прямой. Каков ее физический 
смысл? 

5. Что такое метод интегрирования по фазовой плоскости? Приведите 
пример.                 

 
                                      Билет 12 (ММФ 2004\05) 
1 Уравнение специальных функций и свойства его решений 

(сформулируйте и докажите леммы о поведении решений в особой 
точке). 

2. Дайте определение функции Грина задачи Неймана для оператора 
Лапласа. 

3. Сформулируйте принцип максимума для уравнения параболического 
типа. 

4.  Поставьте внешнюю краевую задачу для уравнения Лапласа в 
двумерном случае.  

5. Дайте определение сферической функции.           



 
 
 

                                            
 
                                Билет 13 (ММФ 2004\05) 

1. Существование решений внутренней задачи Дирихле и внешней задачи 
Неймана (сформулируйте и докажите теоремы существования). 

2. Напишите уравнение Бесселя. Какие функции образуют его 
фундаментальную систему решений? 

3. Дайте определение гармонической функции. Приведите пример. 
4. Приведите пример применения метода электростатических 

изображений. 
5. Напишите собственные функции круга (граничные условия Дирихле). 
 
                                       Билет 14 (ММФ 2004\05) 
1. Существование решений внутренней задачи Неймана и внешней 

задачи Дирихле (сформулируйте и докажите теоремы существования). 
2. Дайте определение полиномов Лежандра. Частным случаем полиномов 

какого типа они являются? 
3. Напишите первую формулу Грина. Какие условия накладываются на 

входящие в нее функции? 
4. Напишите формулу для решение задачи Коши для однородного 

уравнения колебаний на бесконечной прямой. 
5. Дайте определение фундаментального решения уравнения Лапласа в 

трехмерном случае. 
                                                                           
                                                  Билет 15 (ММФ 2004\05) 

1. Теорема единственности решения внешней краевой задачи  для 
уравнения Лапласа в трехмерном случае (сформулируйте и докажите). 

2. Поставьте задачу на собственные значения для присоединенных 
функций Лежандра. Какие особые точки имеет уравнение этой задачи? 

3. Поставьте общую начально-краевую задачу для уравнения 
гиперболического типа. 

4. Напишите определители Вронского для функций Бесселя и Ханкеля. 
5. Напишите общий вид решения краевой задачи для однородного 

уравнения теплопроводности на полубесконечной прямой с 
однородным начальным условием и неоднородным граничным 
условием.               

 
                                      Билет 16 (ММФ 2004\05) 
1. Теорема единственности решения внешней краевой задачи для 

уравнения Лапласа  в двумерном случае (сформулируйте и докажите). 
2. Напишите уравнение для цилиндрических функций чисто мнимого 

аргумента. Какие его решения вы знаете? 
3. Приведите общую схему метода разделения переменных. 
4. В каком случае применимы формулы Грина в случае внешней области? 
5. Напишите канонический вид уравнения эллиптического типа. 

 
 

                                                           
 
 
 
 



 
 
 
                                      Билет 17 (ММФ 2004\05) 
1 Функция Бесселя (получите представление в виде обобщенного 

степенного ряда). 
2. Сформулируйте принцип максимума для уравнения параболического 

типа. 
3. Напишите обобщенную формулу Родрига для классических 

ортогональных полиномов. 
4. Напишите общий вид решения краевой задачи для однородного 

уравнения колебаний на полубесконечной прямой с однородными 
начальными условиям и  неоднородным граничным условием.  

5. Напишите третью формулу Грина для оператора Гельмгольца.  
 

                                       Билет 18 (ММФ 2004\05) 
1. Интегральное представление функции Бесселя (выведите формулу). 
2. Дайте определение фундаментального решения уравнения 

Гельмгольца в трехмерном случае. 
3. Какой функцией определяется радиальная зависимость собственной 

функции шара? 
4. Сформулируйте теорему существования классического решения 

однородного уравнения колебаний на бесконечной прямой. 
5. Функция Грина задачи Неймана для уравнения теплопроводности на 

полупрямой (приведите формулу).  
 
                                                  Билет 19 (ММФ 2004\05) 

1. Функция Ханкеля первого и второго рода (получите интегральное 
представление). 

2. Сформулируйте теорему единственности решения внутренней краевой 
задачи для уравнения Гельмгольца с граничными условиями третьего 
рода. 

3. Сформулируйте теорему об устойчивости решения уравнения 
колебаний на бесконечной прямой. 

4. Принцип продолжения для построения решения уравнения 
параболического типа на полупрямой в случае граничных условий 
Дирихле и Неймана (сформулируйте и обоснуйте). 

5. Напишите канонический вид уравнения гиперболического типа. 
 

                                      Билет 20 (ММФ 2004\05) 
1. Асимптотика цилиндрических функций при большом значении 

аргумента (получите асимптотическую формулу). 
2. Постройте функцию Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа в 

шаре методом электростатических изображений. 
3. Фазовая плоскость, характеристический треугольник (дать 

определения, приведите примеры). 
4. Дайте определение полиномов Якоби. 
5. Как связаны функции Бесселя, Неймана и Ханкеля? 

 
                                                        
 
 

 
                                      
 



                                      Билет 21 (2004\05) 
1. Производящая функция классических ортогональных полиномов 

(выведите общую формулу). 
2. Разрыв потенциала двойного слоя (напишите формулу). 
3. Теорема единственности решения внутренней краевой задачи для 

уравнения Гельмгольца (сформулируйте). 
4. Дайте определение функции Неймана. 
5. Свойства фундаментального решения уравнения теплопроводности на 

бесконечной прямой (перечислите). 
 

                                       Билет 22 (ММФ 2004\05) 
1. Линейная независимость цилиндрических функций (получите 

выражения для определителей Вронского). 
2. Напишите формулу Даламбера. Какими способами ее можно 

получить? 
3. Поставьте краевую задачу для полиномов Лежандра. Какие особые 

точки имеет уравнение этой задачи? 
4. Какой физический смысл имеет функция Грина внутренней краевой 

задачи для уравнения теплопроводности? Ответ обоснуйте. 
5. Дайте определение функции Грина задачи Дирихле для уравнения 

Гельмгольца.  
 

                                       Билет 23 (ММФ 2004\05) 
1. Выведите формулу Пуассона, описывающую процесс распространения 

колебаний в трехмерном пространстве. 
2. Дайте определение гармонической функции. 
3. Напишите  уравнение Бесселя. 
4. Как ставится внешняя задача Дирихле для оператора Лапласа в 

трехмерном случае? 
5. Дайте определение фундаментального решения уравнения 

Гельмгольца в двумерном случае. 
 
                                                  Билет 24 (ММФ 2004\05) 

1. С помощью метода спуска Адамара получите формулу Пуассона, 
описывающую процесс распространения колебаний в двумерном 
пространстве. 

2. Дайте определение производящей функции классических 
ортогональных полиномов. 

3. Сформулируйте теорему Стеклова для сферических функций. 
4. Напишите собственные функции круга. 
5. Покажите, что все нули уравнения Бесселя, кроме нуля x=0, простые. 

 
                                      
 
 
 
 
 
 
                                      Билет 25 (ММФ 2004\05) 
1. Выведите уравнение для присоединенных функций Лежандра. 
2. Сформулируйте теорему Стеклова. 
3. Докажите теорему единственности решения внутренней краевой 

задачи для уравнения Гельмгольца. 



4. Какой физический смысл имеет фундаментальное решение уравнения 
теплопроводности на бесконечной прямой?  

5. Напишите уравнение малых поперечных колебаний мембраны. 
 
 
 

  Необходимым условием для получения на экзамене оценки «отлично» 
является правильный ответ на первый вопрос билета.                                                  
   
  Начало экзаменов в 9.00. Первая половина группы приходит к 9 
часам, вторая половина группы приходит к 10 часам. 

 














