
Âîïðîñ �1

Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Íüþòîíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé
Ãàëèëåÿ, óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé ëîðåíöà

Â ïðåîáðàçîâàíèõ ãàëèëåÿ, äëÿ èíåðöèàëüíîé ÑÎ S è ÑÎ S', äâèæóùåé-
ñÿ îòíîñèòåëüíî S ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ −→v 0, à òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ñ ðàäèóñ âåêòîðîì −→r â ñèñòåìå S:

−→r ′ +−→r S′ = −→r

Îáûêíîâåííîå âåêòîðíîå òîæäåñòâî. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìàëûõ ýëå-
ìåíòîâ âðåìåíè â ðàçíûõ ÑÎ, ìû ìîæåì âçÿòü îäíó è òó æå ïðîèçâîäíóþ
ïî âðåìåíè îò îáåèõ ÷àñòåé. Òîãäà:

−→v ′ +−→v 0 = −→v

Èëè Ãàëèëååâñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó îòíîñè-
òåëüíîñòè Ãàëèëåÿ, âñå ÿâëåíèÿ ïðîòåêàþò îäèíàêîâî â ðàçíûõ èíåðöèàëü-
íûõ ÑÎ. Ïîñêîëüêó S', î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëüíîé, òî â íåé ðàáîòàåò
òîò æå çàêîí

−→
F ′ = m−→a ′

Äèôôåðåíöèðóÿ çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé åùå ðàç, â ñèëó èíåðöèàëü-
íîñòè S':

−→a ′ = −→a

À çíà÷èò, èç óðàâíåíèÿ âûøå:
−→
F =

−→
F ′ À ðàç âñå âåëè÷èíû îäèíàêîâû,

òî îäèíàêîâû áóäóò è ñàìè óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ñëó÷àÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàí-

æà âòîðîãî ðîäà:

d

dt

∂

∂ẋi
L(x, ẋ, t)− ∂

∂xi
L(x, ẋ, t) = F di

Ââåäåì çàìåíó êîîðäèíàò x = x(q, t) ñ òðåáîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îá-
ðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: q = q(x, t). Òàæêå íàì ïîíàäîáÿòñÿ î÷åâèäíûå ñî-

îòíîøåíèÿ: ẋ =
∑N
i=1

∂x
∂qi
q̇i + ∂

∂tx, è àíàëîãè÷íûå èì: q̇ =
∑N
i=1

∂q
∂xi

ẋi + ∂
∂tq.

Îáîçíà÷èì: L′(q, q̇, t) = L(x(q, t), ẋ(q, t), t). Òîãäà, ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà:

d

dt

n∑
j=1

[
∂L′

∂qj

(
∂qj
∂ẋi

)
+
∂L′

∂q̇j

(
∂q̇j
∂ẋi

)]
−

N∑
j=1

[
∂L′

∂qj

(
∂qj
∂xi

)
+
∂L′

∂q̇j

(
∂q̇j
∂xi

)]
= F di

Î÷åâèäíî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè q îò ẋ, ÷òî
∂qj
∂ẋi

= 0, îäíîâðåìåííî:
∂q̇j
∂ẋi

=
∂qj
∂xi

èç çàïèñàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé. Òîãäà:

n∑
j=1

d

dt

[
∂L′

∂q̇j

(
∂qj
∂xi

)]
−

N∑
j=1

[
∂L′

∂qj

(
∂qj
∂xi

)
+
∂L′

∂q̇j

(
∂q̇j
∂xi

)]
= F di
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Ðàñêðûâàÿ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ íà ïåðâîì ñëàãàåìîì:

d

dt

[
∂L′

∂q̇j

(
∂qj
∂xi

)]
=

(
∂qj
∂xi

)
d

dt

∂L′

∂q̇j
+
∂L′

∂q̇j

∂q̇j
∂xi

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî îáîðàòíî è ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

N∑
j=1

(
∂qj
∂xi

)[
d

dt

∂L′

∂q̇j
− ∂L′

∂qj

]
+

N∑
j=1

(
∂q̇j
∂xi

)[
∂L′

∂q̇j
− ∂L′

∂q̇j

]
= F di

Âòîðàÿ ãðóïïà ñëàãàåìûõ ñîêðàùàåòñÿ, à äëÿ ïåðâîé îñòàåòñÿ:

N∑
j=1

(
∂qj
∂xi

)[
d

dt

∂L′

∂q̇j
− ∂L′

∂qj

]
= F di

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåíóæíîé ñóììû â ëåâîé ÷àñòè, ïåðåïèøåì óðàâ-
íåíèå. Ââåäåì âåêòîð F d = F di , âåêòîð: A = d

dt
∂L′

∂q̇j
− ∂L′

∂qj
è ìàòðèöó B =

∂qj
∂xi

Òîãäà óðàâíåíèå âûøå ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê:

BA = F

Äîìíîæèâ íà îáðàòíóþ ê B ìàòðèöó B−1 = ∂xi
∂qj

:

d

dt

∂L′

∂q̇j
− ∂L′

∂qj
=

N∑
i=1

∂xi
∂qj

F di ≡ Qdj

×òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, î÷åâèäíî, îòíî-
ñèòñÿ ê êëàññó òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â ñàìîì äåëå, âî-ïåðâûõ, ó íåãî åñòü
îáðàòíîå, à âî-âòîðûõ, ñòàðûå êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ òîëüêî ÷åðåç íîâûå
è âðåìÿ.

Âîïðîñ �2

Ïðèâåäèòå âûâîä çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ Ýíåðãèè, Èìïóëüñà, Ìîìåíòà
èìïóëüñà ó ÷àñòèöû â ðåëÿòèâèñòñêîé è íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå.

Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèëû.

1) Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. È â ðåëÿòèâèñòñêîé, è â îáû÷íîé ìåõàíè-

êå óðàâíåíèå âûãëÿäèò êàê: −̇→p =
−→
F . Â òàêîì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå íà ëþáîå íàïðàâëåíèå −→n :

d

dt
(−→p ,−→n ) = (

−→
F ,−→n )

Îòñþäà î÷åâèäíîå óñëîâèå íà ñîõðàíåíèå ïðîåêöèè èìïóëüñà íà ëþáóþ
îñü n: Fn = 0, ãäå Fn - ñóììà âñåõ ñèë.

2) Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà âûòàùèì â ñëåäóþùåì âèäå:

ṗi = Fi =>
d

dt
[−→r ×−→p ] = [−→v ×−→p ] + [−→r ×

−→
F ]

×òî â ðåëÿòèâèñòñêîé, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, èìïóëüñ ñî-
íàïðàâëåí ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè. Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà èñ÷åçíåò.
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Îñòàíåòñÿ òîëüêî ìîìåíò ñèë. Îòêóäà î÷åâèäíî óñëîâèå íà ìîìåíò âûòåêà-
åò òàêæå, êàê èç óñëîâèÿ íà èìïóëüñ.

3)Çàêîí ñîõðàíåíèÿ Ýíåðãèè:

Ė = (−→v , −̇→p )

Â ýòî ìîæíî ïîâåðèòü, à ìîæíî óáåäèòüñÿ ðóêàìè:

(−→v , −̇→p ) = m(−→v , −̇→v ) =
d

dt

m

2
v2

(−→v , −̇→p ) = γm

[
(−→v , −̇→v ) + γ2v2 vv̇

c2

]
= mγ3[vv̇]

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñäåëàí â ñèëó: (−→v , −̇→v ) =
∑
ẋiẍi = v d

dtv = v 1
2

∑
2ẋiẍi
v .

Ïðè ýòîì ìîùíîñòü:

d

dt
E = mc2

[
−1

2
γ3

(
−2

vv̇

c2

)]
Òî åñòü òî æå ñàìîå è â ðåëÿòèâèñêîé ìåõàíèêå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ:

Ė = (−→v ,
−→
F )

Ðàçëîæèì ñèëó íà ïîòåíöèàëüíóþ, äèññèïàòèâíóþ è ãîðîñêîïè÷åñêóþ ñî-
ñòàâëÿþùèå F = F g + F d −5U . Â òàêîì ñëó÷àå:

Ė = (−→v ,
−→
F d)− (−→v ,

−→
5)U

Ïðè ýòîì, îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà d

dtU =
∂
∂tU + (−→v ,

−→
5U), ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü:

d

dt
(E + U) =

∂

∂t
U + (−→v ,

−→
F d)

À çíà÷èò, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ â îòñóòñòâèå äèññèïàòèâíûõ
ñèë è â êîíñåðâàòèâíûõ ïîëÿõ.

Âîïðîñ �3

Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè çàîêíû êåïëåðà, ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû,
äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ñèëîâîãî öåíòðà íà ÷àñòèöó

Èç çàêîíîâ Êåïëåðà ñëåäóåò, ÷òî ñåêòîðàëüíàÿ ñêîðîñòü ïîñòîÿííà. Â òî

æå âðåìÿ, ÷òî òàêîå ñåêòîðàëüíàÿ ñêîðîñòü? Ýòî−→σ = 1
2 [−→r ×−̇→r ]. Â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ: −̇→r = d

dt (r−→e r) = ṙ−→e r + rϕ̇−→e ϕ => −→σ = σ−→e z = 1
2r

2ϕ̇ = const =

σ0 => ϕ̇ = 2σ0

r2

Äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé êîîðäèíàòû:

−̈→r = [r̈−→e r + ṙϕ̇−→e ϕ] + [ṙϕ̇+ rϕ̈]−→e ϕ − rϕ̇2−→e r =
[
r̈ − rϕ̇2

]−→e r +
1

r

d

dt

[
r2ϕ̇
]−→e ϕ

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ϕ̇:
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−̈→r =

[
r̈ − 4σ2

0

r3

]
−→e r +

1

r

d

dt
[2σ0]−→e ϕ

À òåïåðü âûðàçèì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ṙ = dr
dϕ ϕ̇ = −2σ0

d

dϕ
1
r => r̈ =

− (2σ0)2

r2
d
2

d2ϕ
1
r îòêóäà

−̈→r = −4σ2
0

r2

[
d2

d2ϕ

1

r
+

1

r

]
−→e r

Äëÿ òðàåêòîðèé ïëàíåò â âèäå ýëëèïñîâ: r = ρ
1+ε cosϕ , ε =

√
1− b2

a2 , ρ = b2

a
òåïåðü, îêîí÷àòåëüíî:

1

r
=

1

ρ
+
ε

r
cosϕ,

d2

d2ϕ

1

r
= − ε

r
cosϕ => −̈→r = −4σ2

0

ρr2

Èç çàêîíà Íüþòîíà:
−→
F = m−̈→r = mα

r2
−→e r, à èç 3 çàêîíà Íüþòîíà î÷åâèäíî,

÷òî òî÷íî òàêæå äîëæíà âûëåçàòü èç âûðàæåíèÿ è ìàññà âòîðîãî òåëà.

Çíà÷èò, îêîí÷àòåëüíî:
−→
F = γm1M2

r2
−→e r

×òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. Ïî æåëàíèþ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èç-
âåñòíûìè èç Êóëîíà ôèíòèôëþøêàìè è ïîêàçàòü åùå, ÷òî ïîòåíöèàë îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ïåðâîé ñòåïåíè ðàäèóñà, è âûïîëíÿåòñÿ èçâåñòíîå èç
ìàêñâåëëà óðàâíåíèå î äèâåðãåíöèè íàïðÿæåííîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ,
íî ìû íå áóäåì ñòðàäàòü òàêîé ôèãíåé íàìåðåííî.

Âîïðîñ �4

Ïîêàæèòå, ÷òî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Ëîðåíöà ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà äëÿ îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûõ ñèë

âìåñòå ñ ïåðâîé ïàðîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà:

d

dt

∂

∂q̇i
L− ∂

∂qi
L = 0

À òàêæå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

−̇→p i = F li =
d

dt

∂

∂q̇i
L0 −

∂

∂qi
L0

Âû÷èòàÿ îäíî èç âòîðîãî è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: U(q, q̇, t) = L− L0:

F li =
d

dt

∂

∂q̇i
U − ∂

∂qi
U =

=

N∑
j=1

∂2

∂q̇i∂q̇j
Uq̈j +

N∑
j=1

∂2

∂qj∂q̇i
Uq̇j +

∂2

∂t∂q̇i
U − ∂

∂qi
U = F li (q, q̇, t)

Ïîñêîëüêó ñèëà ëîðåíöà çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ êîðäè-
íàò, òî ïåðâûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü òîæ-
äåñòâåííî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îáîáùåííûé ïîòåíöèàë U áóäåò ëèøü ëèíåéíîé
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ôîðìîé îò ñêîðîñòåé:

U(q, q̇, t) = V (q, t) +

N∑
j=1

aj(q, t)q̇j

Ïîäñòàíîâêîé â âûðàæåíèå âûøå èìååì:

N∑
j=1

q̇j
∂ai
∂qj

+
∂ai
∂t
− ∂

∂qi
U = F li (q, q̇, t)

Íåòðóäíî âèäåòü ãðóïèðîâêó ñëàãàåìûõ:

N∑
j=1

q̇j

[
∂ai
∂qj
− ∂aj
∂qi

]
+
∂ai
∂t
− ∂

∂qi
V = F li (q, q̇, t)

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî â ïåðâûõ ñêîáêàõ ñòîèò íà ñàìîì äåëå ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ðîòîðà, à çíà÷èò, ìîæíî íàïèñàòü, èñïîëüçóÿ äâà
íåäîñòàþùèõ óðàâíåíèÿ:[−̇→q × rot

−→a
]

+
∂

∂t
−→a − gradV =

−→
F l

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: V = eϕ,−→a = e
c

−→
A, q = r, q̇ = v:

e

c

[−→v × rot
−→
A
]

+ e

[
−gradϕ+

1

c

∂

∂t

−→
A

]
=
−→
F l

×òî è åñòü âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Ëîðåíöà â íóýíîì íàì âèäå. Îñòàëîñü
ïîëó÷èòü äâà íåäîñòàþùèõ óðàâíåíèÿ ìàêñâåëëà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

−→
E = −gradϕ+

1

c

∂

∂t

−→
A,
−→
B = rot

−→
A =>

divB = div rot
−→
A ≡ 0

rotE = −rot gradϕ+
1

c

∂

∂t
rot
−→
A =

1

c

∂

∂t

−→
B

×òî è òðåáîâàëîñü ïîìîãàòü.

Âîïðîñ �5

Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò

è âðåìåíè. Óñòàíîâèòå ñâÿçü òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàãðàíæà ñ
êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîòåíöèàëîâ ýëåìêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì äâà ëàãðàíæèàíà, ïðèâîäÿùèõ ê îäèíì è òåì
æå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ:

d

dt

∂

∂q̇i
L1 −

∂

∂qi
L1 = 0,

d

dt

∂

∂q̇i
L2 −

∂

∂qi
L2 = 0

Âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî:
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d

dt

∂

∂q̇i
∆L− ∂

∂qi
∆L = 0

Ðàñêðûâàÿ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ, îêîí÷àòåëüíî:

N∑
j=1

∂2

∂q̇i∂q̇j
q̈j∆L+

N∑
j=1

∂2

∂qj∂q̇i
q̇j∆L+

∂2

∂t∂q̇i
∆L− ∂

∂qi
∆L = 0

Íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íàêëàäûâàòüñÿ íå ìîæåò,
ïîýòîìó ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïåðâîå ñëàãàåìîå îáíóëÿëîñü òîæ-
äåñòâåííî. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ∆L áóäåò ëèøü ëèíåéíîé ôîðìîé ïî
ñêîðîñòè. Àíàëîãè÷íî 4 âîïðîñû, îáîçíà÷èì:

∆L = α(q, t) +
∑

q̇iβi(q, t)

N∑
j=1

∂

∂qj
q̇jβi +

∂

∂t
βi −

∂

∂qi
α−

N∑
j=1

q̇j
∂

∂qi
βj = 0

N∑
j=1

q̇j

[
∂

∂qj
βi −

∂

∂qi
βj

]
+
∂

∂t
βi −

∂

∂qi
α = 0

Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ñêîðîñòåé, à çíà÷èò, íóæ-
íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû è ïåðâàÿ ñêîáêà òîæäåñòâåííî îáíóëÿëîñü. Òî åñòü:

rotβ = 0 => β = gradf(q, t) =>

∂

∂qi

[
∂

∂t
f(q, t)− α(q, t)

]
= 0

Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî ïîòåðáîâàòü: α(q, t) = ∂
∂tf(q, t)+γ(t). Èç-çà ïðî-

èçâîëüíîñòè ôóíêöèè f ïîñëåäíþþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàãíàòü
ïîä äèôôåðåíöèàë è ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíî:

∆L =
∂

∂t
f(q, t) +

N∑
k=1

q̇k
∂

∂qk
f(q, t) =

d

dt
f(q, t)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. Òî åñòü ìû ìîæåì ïðèáàâëÿòü ïîëíóþ ïðî-
âçîäíóþ îò ëþáîé ôóíêöèè ëèøü êîîðäèíàò è âðåìåíè, ïðè ýòîì áåç ïî-
òåðè âèäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îá-
ëåã÷åíèÿ çàïèñè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü åñòü
Ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

L1 = L0 +
e

c
(
−→
A, −̇→q )− eϕ = L0 +

e

c

N∑
k=1

q̇kAk − eϕ

Ïðèìíåèì ê íåìó êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå è ñãðóïïèðóåì ñëàãà-
åìûå:

L2 = L0 − e
[
ϕ− 1

c

∂

∂t
f

]
+
e

c

N∑
k=1

q̇k

[
Ak +

∂

∂qk
f

]
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Âèäíà î÷åâèäíàÿ çàìåíà: ϕ′ = ϕ− 1
c
∂
∂tf,
−→
A ′ =

−→
A + gradf

Íåïîñðåäñòâåííéî ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ýòîì íàïðÿæåí-
íîñòè ïîëåé íå ìåíÿþòñÿ, ÷òî è äîëæíî áû òüâ ñîîòâåòòñâèè ñ èíâàðèàíò-
íîñòüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Âîïðîñ �6

Èññëåäóéòå îäíîìåðíîå äâèæåíèå â êîíñåðâàòèâíîì ïîëå. Ïîëó÷èòå
ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Íàéäèòå ôóíêöèþ

Ëàãðàíæà äëÿ îäíîìðåíîãî ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âî âíåøíåì
ïîëå â ïðèáëèæåíèè ëèíåéíûõ êîëåáàíèé, ëèíåéíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ïðè íàëè÷èè äèññèïàòèâíîé ñèëû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè è îáùåå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Â îäíîìåðíîì êîíñåðâàòèâíîì ïîëå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàþò âèä:

L(x, ẋ, t) =
m

2
ẋ2 − U(x)

Â ýòî óðàâíåíèå íå âõîäèò ÿâíî âðåìÿ, à çíà÷èò èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö. Òî åñòü:

E = const = E0 =
m

2
ẋ2 + U(x) <=> ẋ = ±

√
2

m
[E0 − U(x)]

±
∫ x(t)

x0

dx√
2
m [E0 − U(x)]

= t− t0

Ôèíèòíîå äâèæåíèå ïîäðàçóìåâàåò òî÷êè ïîâîðîòà. Òîãäà, äëÿ ïåðèîäà
èìååòñÿ î÷åâäèíîå âûðàæåíèå:

T = 2

∫ x2

x1

dx√
2
m [E0 − U(x)]

Â îáùåì âèäå ýòó áàéäó ðåøèòü íå óäàñòñÿ, òàê ÷òî ìû âîñïîëüçóåì-
ñÿ ðïèáëèæåíèåì ëèíåéíûõ êîëåáàíèé, à èìåííî, ðàçëîæèì U(x) â ðÿä â
îêðåñòíîñòè ýêñòðåìóìà ïîòåíöèàëà, â íàøåì ñëó÷àå - ìèíèìóìà. Òîãäà:

U(x) = Umin + (x− x0)U ′(x0) +
(x− x0)2

2
U ′′(x0) = Umin +

(x− x0)2

2
U ′′(x0)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äàåò, ñ îïóñêàíèåì
êîíñòàíòû:

L(x, ẋ, t) =
m

2
ẋ2 − (x− x0)2

2
U ′′(x0)

Òåïåðü ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò q = x−x0, çàïèøåì óðàâíåíèå Ëàãðàí-
æà ñ äèññèïàòèâíîé ñèëîé âî âíåøíåì ïîëå Uext(x, t):

mq̈ + qU ′′(x0) +
∂

∂q
Uext = F d = −kq̇ <=>

mq̈ + kq̇ + U ′′(x0)q = − ∂

∂q
Uext(q, t)

7



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåøíåå ïîëå ìåíÿåòñÿ ñëàáî, è åãî ïðîèçâîäíóþ ìîæíî
çàìåíèòü ñâîèì çíà÷åíèåì â ìèíèìóìå ïîòåíöèàëà. Òîãäà, íåòðóäíî âèäåòü
â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèå êîëåáàíèé è ïîíÿòü åãî îáùåå ðåøåíèå: q(t) =

e−
k

2m t

(
A exp

[√
k2

4m2 − U ′′(x0)
m t

]
+B exp

[
−
√

k2

4m2 − U ′′(x0)
m t

])
Ïîëàãàÿ, ÷òî òóò åñòü õîòü êàêèå-òî êîëåáàíèÿ, ìû ïîòðåáóåì U ′′(x) >

k2

4m è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

√
U ′′(x0)
m − k2

4m2 = Ω, k
2m = γ,

U ′′(x)

m = ω2
0 . Òîãäà,

îáùåå ðåøåíèå íàøåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äàåòñÿ:

q(t) = e−γt (A′ sin[Ωt] +B′ cos[Ωt])

Îòñàëîñü íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ íåãî
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå: − 1

m
∂
∂qU(q, t)|q=0 ≡ Q(t):

q(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dωq(ω)e−iωt, q(ω) =

∫ +∞

−∞
dtq(t)eiωt

Q(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dωQ(ω)e−iωt, Q(ω) =

∫ +∞

−∞
dtQ(t)eiωt

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

q(ω)(−ω2)− 2γiωq(ω) + ω2
0q(ω) = Q(ω) <=> q(ω) =

Q(ω)

−ω2 − 2iγω + ω2
0

=>

q(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

Q(ω)dω

−ω2 − 2iγω + ω2
0

e−iωt =

=

∫ +∞

−∞

1

2π

∫ +∞

−∞

dωeiω(t′−t)

−ω2 − 2iγω + ω2
0

Q(t′)dt′

Îáîçâàâ G(t, t′) = 1
2π

∫ +∞
−∞

dωeiω(t′−t)

−ω2−2iγω+ω2
0
, ïðèäåì ê èçâåñòíîé ôîðìóëå äëÿ

÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà:

q(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, t′)Q(t′)dt′

ßâíûé âèä ôóíêöèè ãðèíà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðóêàìè âçÿòü è íàéòè åå èí-
òåãðàë ÷åðåç âû÷åòû. Îí èìååò äâà ïðîñòûõ ïîëþñà â òî÷êàõ −iγ−Ω,−iγ+
Ω. ×òîáû âçÿòü èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ, íóæíî äëÿ ðàçíûõ t− t′ âû-
áèðàòü êîíòóð ëèáî ñâåðõó, ëèáî ñíèçó, ÷òîáû áûë ïðàâèëüíûé çíàêî â ïî-
êàçàòåëå ýêñïîíåíòû. Åñëè t′−t > 0, òî îáõîäèòü ìû áóäåì ñïîëîæèòåëüíîé
ìíèìîé ÷àòñüþ, òî åñòü ñâåðõó. Òîãäà íóæåí âû÷åò íè â îäíîì èç ïîëþñîâ,
òî åñòü ïî òåîðåìå êîøè èíòåãðàë çàíóëèòüñÿ. À âîò åñëè t− t′ > 0, Òî íàì
íóæíû îáà ïîëþñà è ôîðìóëû äàþò:

G(t, t′) =
2πi

2π

[
eiω1(t′−t) − eiω2(t′−t)

]
ω1 − ω2

=
sin(Ω(t− t′))

Ω
e−γ(t−t′)
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Âîçâðàùàÿ ýòî îáðàòíî â íàøó ôîðìóëó:

q(t) =

∫ t

−∞
Q(t′)e−γ(t−t′) sin(Ω(t− t′))

Ω
dt′

Îñòàíåòñÿ òîëüêî âçÿòü èíòåãðàë.

Âîïðîñ �7

Ïðèâåäèòå âûâîä óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì
èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà è ýíåðãèè ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ âî âíåøíåì ïîëå ïðè íàëè÷èè äèññèïàòèâíûõ ñèë.

Ïîëó÷èòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà ñ ïåðåìåííîé ìàññîé.

1)Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
ê òîìó æå âî âíåøíåì ïîëå è ïîäâåðæåíû äèññèïàòèâíûì ñèëàì. Òîãäà:

L(−→q α, −̇→q α, t) =

n∑
α=1

m

2
˙|−→q |

2

alpha −
n∑

α,β=1

Uαβ(|−→q α −−→q β |)−
n∑
α=1

Uextα (−→q α)

À òàêæå ìíîæåñòâîì äèññèïàòèâíûõ ñèë F dα , êîòîðûå ó÷òóòñÿ â óðàâíåíèÿõ
äâèæåíèÿ. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ñóììàðíîå èçìåíåíèå èìïóëüñà ñóòü:

d

dt

−→
P =

n∑
α=1

−̇→p α =

n∑
α=1

− ∂

∂qα

n∑
β=1

Uαβ(|−→q α −−→q β |)−
∂

∂qα
Uextα (−→q α) + F dα


Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ïåðâóþ äâîéíóþ ñóììó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âè-

äå(áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè çàìåíû α < − > β):

n∑
αβ=1

∂

∂qα
Uαβ(|−→q α −−→q β |) =

1

2

n∑
αβ=1

[
∂

∂qα
Uαβ +

∂

∂qβ
Uαβ

]
= 0

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, òàê êàê çíàêè ó ðàçíûõ α è β ïîä àðãóìåí-
òîì ðàçíûå. Çíà÷èò, ïåðâàÿ ñóììà ñàìà ñåáÿ ñõëîïûâàåò, è îñòàåòñÿ òîëüêî
âíåøíèå ïîëÿ è âíåøíèå ñèëû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû
áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ, åñëè ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë(ïîòåíöèàëüíûõ â òîì ÷èñ-
ëå) ðàâíà íóëþ, ÷òî âûðàçèòñÿ â íóëå ñïðàâà.

2) Ìîìåíò èìïóëüñà ñèòåìû åñòü ñóììà ìîìåíòîâ îòäåëüíûõ åå ñëàãàå-
ìûõ. Çàïèøåì ýòî â âèäå:

d

dt
L =

n∑
α=1

d

dt
[−→q α ×−→p α] =

n∑
α=1

[−̇→q α ×−→p α] +

n∑
α=1

[−→q α × −̇→p α]

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà çàìåíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, Ïåðâàÿ æå
ãðóïïà ñëàãàåìûõ îáíóëÿåòñÿ â ñèëó êîëëèíåàðíîñòè èìïóëüñà è ñêîðîñòè:

−̇→p α = − ∂

∂qα

n∑
β=1

Uαβ(|−→q α −−→q β |)−
∂

∂qα
Uextα (−→q α) + F dα
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Îòìåòèì, ÷òî ∂
∂qαi

Uαβ = U ′αβ
(−→q α−−→q β)i
|−→q α−−→q β |

. ÊÎãäà ìû áóäåì âåêòîðíî ïåðåìíî-
æàòü êîîðäèíàòû ñ äèâåðãåíöèÿìè, òî ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ñëàãàåìûõ
âèäà:

n∑
αβ=1

qαk
∂

∂qαj
Uαβ =

1

2

n∑
αβ=1

(
qαk

∂

∂qαj
Uαβ + qβk

∂

∂qβj
Uαβ

)
=

=
1

2

n∑
αβ=1

(qαk − qβk)
∂

∂qαj
Uαβ =

1

2

n∑
αβ=1

(qαk − qβk)U ′αβ
qαj − qβj
|−→q α −−→q β |

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå ñèììåòðî÷íî ïî k è j, è åãî ïàðà â
âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè åãî ñàìîãî óáüåò. Â èòîãå îñòàíåòñÿ:

d

dt
L =

n∑
α=1

[
−→q α ×

(
− ∂

∂qα
Uextα (−→q α) + F dα

)]
≡

n∑
α=1

Mα

Òî åñòü èçìåííåèå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâíî ìîìåíòó âñåõ âíåøíèõ ñèë(ïîòåíöèàëüíûõ
èëè äèññèïàòèâíûõ). ×.ò.ï.

3) Çàïèøåì ýíåðãèþ ñèñòåìû:

H =
1

2

n∑
i=1

mαq̇
2
α +

1

2

n∑
αβ=1

Uαβ(|−→q α −−→q β |) +

n∑
α=1

Uextα (−→q α, t)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèé äâæèåíèÿ:

d

dt
H =

d

dt

[
n∑
α=1

(
−̇→q α

∂L

∂−̇→q α

)
− L

]
=

=

n∑
α=1

(
−̈→q α,

∂L

∂−̇→q α

)
+

n∑
α=1

(
−̇→q α,

d

dt

∂L

∂−̇→q α

)
− d

dt
L =

=

n∑
α=1

(
−̈→q α,

∂L

∂−̇→q α

)
+

n∑
α=1

(
−̇→q α,

d

dt

∂L

∂−̇→q α
− ∂L

∂−→q α

)
+

n∑
α=1

(
−̇→q α,

∂L

∂−→q α

)
− d

dt
L =

=

n∑
α=1

(−̇→q α, F dα)− ∂L

∂t

Òàêèì îáðàçîì,

Ḣ =

n∑
α=1

(−̇→q α, F dα)− ∂

∂t

n∑
α=1

Uextα (−→q α, t)

×òî è òðåáîâàëîñü. Êàê âèäíî, åñëè âíåøíèå ïîëÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,
òî åñòü ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè, à ìîùíîñòü äèññèïàòèâíûõ ñèë ðàâíà
íóëþ(òî åñòü îíè îòñóòñòâóþò), òîãäà ýíåðãèÿ â ñèñòåìå ñîõðàíÿåòñÿ.

4) Âûâîäó ðàâíåíèÿ ìåùåðñêîãî. Ðàññìîòðèì èìïóëüñ ñèñòåìû â äâà
áëèçêèõ ìîìåíòà âðåìåíè:

−→p (t) = m(t)−→v (t);−→p (t+ dt) = (m(t)− dm)(−→v + d−→v ) + dm−→v1
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d−→p = m(t)d−→v + dm(−→v1 −−→v )

d
−→p
dt

= m(t)
d
−→v
dt

+
dm

dt
(−→v1 −−→v ) =

−→
F = 0 => x Åñëè

−→v1 −−→v = −−→u = const :

d−→v = −→u dm

m
=> −→v (t)−−→v 0 = −→u ln m

m0

Âîïðîñ �8

Ïðèâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âèðèàëå äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö ñ
ïàðíûì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ, çàâèñÿùèì òîëüêî îò
ðàññòîÿíèé ìåæäó ÷àñòèöàìè, è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÷àñòèö ñ

êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì.

Ýòî òåîðåìà î ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ïîëíîé êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû è ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ å¼ ÷àñòåé. Âîçüìåì
ïîëó÷åííîå íàìè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

d

dt
−→p α = − ∂

∂qα

n∑
β=1

Uαβ (|−→q α −−→q β |) + F dα

Äîìíîæèì ýòî ñêàëÿðíî íà −→q α è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì α:

n∑
α=1

(
−→q α,

d

dt
−→p α
)

=

n∑
α=1

d

dt
(−→q α,−→p α)−

n∑
α=1

(−̇→q ,−→p ) =

= −
n∑

αβ=1

(
−→q α, U ′αβ

−→q α −−→q β
|−→q α −−→q β |

)
+

n∑
α=1

(−→q α,−→F d
α

)
=

= −1

2

n∑
αβ=1

U ′αβ |−→q α −−→q β |+
n∑
α=1

(−→q α,−→F d
α

)
Äàâàéòå òåïåðü ïîñ÷èòàåì ñðåäíåå çíà÷åíèå îò:

d

dt

n∑
α=1

(−→q α,−→p α) = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

d

dt

n∑
α=1

(−→q α,−→p α) dt =

= lim
τ→∞

1

τ

[
n∑
α=1

(−→q (τ)α,
−→p (τ)α)−

n∑
α=1

(−→q (0)α,
−→p (0)α)

]
= 0

À çíà÷èò, óñðåäíÿÿ âûðàæåíèå âûøå, ïîëüçóÿñü
∑n
α=1

(−̇→q ,−→p ) = 2Ek:

−2Ek = −1

2

n∑
αβ=1

|−→q α −−→q β |U ′αβ +
∑
α=1

n
(−→q α,−→F d

α

)
Âèðèàë êëàóçèóñà:

Ek =
1

4

∑
αβ=1

n|−→q α −−→q β |U ′αβ −
1

2

n∑
α=1

(−→q α,−→F d
α

)
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Äëÿ îäíîðîäíûõ ñòåïåíè n ïîòåíöèàëîâ, â ñèëó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà
íèõ:

t
df

dt
= nf

|−→q α −−→q β |U ′αβ = nUαβ

Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ: Uin = 1
2

∑n
αβ=1 Uαβ =>

Ek =
n

2
Uin +

1

2

n∑
α=1

(−→q α,−→F d
α

)
È äëÿ îòñóòñòâèÿ äèññèïàòèâíûõ ñèë ïðîñòî Ek = n

2Uin. Äëÿ êóëîíà

ýòî ïðîñòî Ek = − 1
2U ×.ò.ï.

Âîïðîñ � 9

Ñ÷èòàÿ çàäàííûìè óðàâíåíèÿ ãîëîíîìíûõ èäåàëüíûõ ñâÿçåé, ïðèâåäèòå
âûâîä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ñ ðåàêöèÿìè ñâÿçåé (1-ãî ðîäà); ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé.

Èòàê, ïóñêàé ó íàñ åñòü k ñâÿçåé, òàêèõ, ÷òî óðàâííåèÿ ñâÿçè f(−→ri ) = 0,
òî åñòü îíè íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòåé ÷àñòèö, à òàêæå ðàáîòà èõ ñèë ðåàêöèé
íà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ(íà ïåðåìåùåíèÿõ. ðàçðåøåííûõ óðàâíåíèÿ-
ìè ñâÿçåé ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè) ðàâíà íóëþ. Âèðòóàëüíîå ïåðåìå-
ùåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå:

5fδ−→r = 0

Ðàâåíñòâî íóëþ ðàáîòû ñèë ðåàêöèè åñòü:
(−→
Ri, δ

−→r
)

= 0. Óðàâíåíèå äâè-

æåíèÿ íàì èçâåñòíû â ôîðìå:

m−̈→r =
−→
F ext +

k∑
i=1

−→
R i

Ââåäåì k ïîñòîÿííûõ λk:

N∑
i=1

(
−→
R i −

k∑
α=1

λα
−→
5ifα

)
δ−→r = 0

Ýòî 3N óðàâíåíèé íà âàðèàöèè êîîðäèíàò, èç êîòîðûõ k äîëæíû áûòü
çàâèñèìûìè. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü, ïîäîáðàâ êîýôôèöèåíòû λi
òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè çàâèñèìûõ âàðèàöèÿõ îáðàùàëèñü â íîëü.
Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ íåçàâèñèìûõ âàðèàöèé íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííî îá-
ðàùåíèå â íóëü êîýôôèöèåíòîâ ïðè íèõ, ÷òî ïðèâåäåò íàñ ê óðàâíåíèÿì íà
R:

−→
R =

k∑
α=1

λα
−→
5ifα => m−̈→r =

−→
F ext +

k∑
α=1

λα
−→
5ifα,∀α : fα = 0
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Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ ëàãðàíæà 1 ðîäà ñî ñâÿçÿìè. Èçìåíåíèå ïîëíîé
ýíåðãèè ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé ïîñ÷èòàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ė = − ∂

∂t
Uext +

N∑
i=1

−→
F d−→v i +

N∑
i=1

−→
R−→v i

Êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ íà ìîùíîñòü òîëüêî òðåòüèì
ñëàãàåìûì -ðàáîòîé ñèûë ñâÿçåé. Ýòî ñëàãàåìîå ìîæí îïðåîáðàçîâàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà:

N∑
i=1

−→
R−→v i =

k∑
α=1

λα

(
N∑
i=1

−→
5ifα

−→v i

)
=

k∑
α=1

λα

(
d

dt
fα −

∂

∂t
fα

)
Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçè çàíóëèòñÿ, òàê êàê ïîëíîå ïðèðà-

ùåíèå âñåãäà â òî÷íîñòè ðàâíî íóëþ. À âîò îñòàíåòñÿ ñëàãàåìîå ñ ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé, à çíà÷èò:

Ė = − ∂

∂t
Uext +

N∑
i=1

−→
F d−→v i −

k∑
α=1

λα
∂

∂t
fα

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òåïåðü íàì ïîòðåáîâàëîñü åùå îäíî óñëîâèå: óñëî-
âèå ñòàöèîíàðíîñòè ñâÿçåé. Ñ íèì ýíåðãèÿ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ.

Âîïðîñ �10

10. Ïðèâåäèòå âûâîä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåìû N ÷àñòèö ñ s
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èç óðàâíåíèé Äàëàìáåðà.

Óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà:

N∑
i=1

(−→
F i −mi

−̈→r
)
δ−→r = 0,∀α : fα = 0

Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà ìû áåðåì óðàâíåíèå äâæèåíèÿ ñî ñâÿ-
çÿìè, äîìíîæàåì åãî ñêàëÿðíî íà âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå è ïîëüçóåìñÿ
èäåàëüíîñòüþ ñâÿçåé. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ñâÿçåé ìîæíî èñêëþ÷èòü k
êîîðäèíàò, è îñòàâèòü òîëüêî 3N − k = s. Îáçîâåì èõ qi, i = 1, s. Ïðè ýòîì
âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàìè:

δ−→r i =

s∑
k=1

∂−→r i
∂qk

δqk

Â òî æå âðåìÿ:

−̈→r =
d

dt
−→v =

d

dt

s∑
i=1

∂−→r
∂qi

q̇i +
d

dt

∂

∂t
−→r

Ïîäñòàâëÿÿÿ âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ïî êîîðäèíàòàì â óðàâíåíèå Äà-
äàìáåðà, èìååì:
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N∑
i=1

s∑
k=1

(
−→
F i

∂−→r i
∂qk

−mi
d
−→v i
dt

∂−→r i
∂qk

)
δqk = 0

Ââåäåì îáîáùåííóþ ñèëó Qk =
∑N
i=1

−→
F i

∂−→r i
∂qk

è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ:

T = T (q, q̇, t) =
∑N
i=1

mi
2 ṙ

2
i . Èñïîëüçóåì

∂−→r i
∂qk

= ∂−→vi
∂q̇k

:

s∑
k=1

(
Qk −

N∑
i=1

mi

[
d

dt

(
−→v i,

∂−→v i
∂q̇k

)
−−→v i

d

dt

∂−→r i
∂qk

])
δqk = 0

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåâðàòèòñÿ â îäèí íóæíû íàì
÷ëåí, à èìåííî:

N∑
i=1

mi
d

dt

(
−→v i,

∂−→v i
∂q̇k

)
=

d

dt

N∑
i=1

mi

2

∂

∂q̇k
v2
i =

d

dt

∂

∂q̇k
T

À âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóåòñÿ êàê:

d

dt

∂

∂qk

−→r i =
∂

∂qk

−→v i =>

Èòîãîâàÿ ôîðìà óðàâíåíèé:

s∑
k=1

(
Qk −

d

dt

∂

∂qk
T +

∂

∂qk
T

)
δqk = 0

Òàê êàê ýòî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî äëÿ âñåõ âàðèàöèé íàøèõ
íîâûõ êîîðäèíàò, òî ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà.
×.ò.ï.

Âîïðîñ �11

11. Ïpèâåäèòå âûâîä ópàâíåíèé Ëàãpàíæà èç ïpèíöèïà íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ.

Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì äåéñòâèå: S =
∫ t
t0
L(q, q̇, t)dt. È ïðîâàðüèðóåì åãî:

δS =

∫ t1

t0

[
s∑

k=1

∂L

∂qk
δqk +

s∑
k=1

∂L

∂q̇k
δq̇k

]
dt

Ïîëàãàÿ, ÷òî δq̇ = d

dtδq è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

δS =

∫ t1

t0

s∑
k=1

[
∂L

∂qk
− d

dt

∂L

∂q̇k

]
δqkdt+

∂L

∂q̇k
δqk|t1t0

Èç-çà ôèêñèðîâàííûõ êîíöîâ ïîäñòàíîâêè íà èõ ãðàíèöàõ îáðàùàþòñÿ
â íîëü, è ìû ïîëó÷àåì, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé äëÿ δq íóæíûå íàì
óðàâíåíèÿ ëàãðàíæà.

Âîïðîñ �12
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12. Ïîëó÷èòå âûpàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ëàãpàíæà è ópàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â íåèíåpöèàëüíîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà.

Òî åñòü íàì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè çàìåíó êîîðäèíàò äëÿ íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â íàøåì ñëó÷àå, ïóñòü ñèñòåìà S′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî ñèñòåìû S ïî çàêîíó −→r S′(t), à òàêæå âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
−→ω (t), à ëàãðàíæèàí â ñòàðîé ñèñòåìå - L(r, ṙ, t). Òîãäà èìååòñÿ ñâÿçü ìåæäó
ñòàðûìè è íîâûìè êîîðäèíàòàìè:

−→r ′ +−→r S′(t) = −→r
Òîãäà, êàê ìû óæå ïîêàçûâàëè â ïåðâîì âîïðîñå, òàê êàê ýòè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòåé ÷àñòèö, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò èíâàðè-
àíòíû îòíîñèòåëüíî íèõ. Îñòàëîñü ïîëó÷èòü íîâûé âèä ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà. ×òî æ, èç-çà âðàùåíèÿ ñèñòåìû, çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé áóäåò äðó-
ãèì:

−→v = −→v s′(t) +−→v ′ + [ω(t)×−→r ′]
Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ýòî â ôóíêöèþ ëàãðàíæà. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

òóò æå ðàçîáüåòñÿ íà 6 ñëàãàåìûõ, òðè ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ, è òðè ïîë-
íûõ êâàäðàòà. Â ñèëó íåîäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè ëàãðàíæà, ìîæíî ïåðâûé
êâàäðàò âûêèíóòü. Èç ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé òàêæå óäàëÿòñÿ ïîäîáíûå
÷ëåíû. Èòîãîâûé ëàãðàíæèàí âûãëÿäèò î÷åíü ãðîìîçäêî è ïðèâåäåíèþ òóò
íå ïîäëåæèò, îäíàêî îí ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé è íå ñîäåðæèò íè-
êàêèõ ëñîæíîñòåé.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîíêðåòíûå ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè
ëàãðàíæà â óðàâíåíèÿ ëàãðàíæà è âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ.

Âîïðîñ �14

Ïîëó÷èòå â êâàäðàòóðàõ îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷å÷íîé
÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòîé?

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå, ãäå ñèëîâîé öåíòð ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò:

L =
m

2
v2 − U(r)

Ðàññìîòðèì ìîìåíò èìïóëüñà ýòîé ÷àñòèöû: L = [−→r ×−→p ] = const, òàê êàê
äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ ìîìåíò åäèíñòâåííîé ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðî-
íû ïîëÿ, ðàâåí 0, òàê êàê îíà ñîíàïðàâëåíà ñ ðàäèóñîì. Ïîñêîëüêó ìîìåíò
ñîõðàíÿåòñÿ, òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäåêóëÿð-
íîé åìó. Îòëè÷íî, ââåäåì íà ýòîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû ρ, ϕ è ïåðåïèøåì
Ëàãðàíæèàí:

L(ρ, ϕ, ρ̇, ϕ̇, t) =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2)− U(r)

Ïîñêîëüêó â ëàãðàíæèàí ÿâíî íå âõîäèò óãîë, òî ìîæíî íàïèñàòü äëÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà: Lϕ = ∂

∂ϕ̇L = m
2 2ρ2ϕ̇ = mρ2ϕ̇ = const = L0 => ϕ̇ = L0

mρ2 .
Çíà÷èò, îïÿòü ïåðåïèøåì ëàãðàíæèàí:

L(ρ, ρ̇, t) =
m

2
ρ̇2 +

L2
0

2mρ2
− U(ρ)
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Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû:

E =
m

2
ρ̇2 +

L2
0

2mρ2
+ U(ρ) ≡ m

2
ρ̇2 + Ueff (ρ) = const

Ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ èç-çà êîíñåðâàòèâíîñòè ïîëÿ. Ýòî óðàâíåíèå ïðå-
êðàñíî ðåøàåòñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ. Â ñàìîì äåëå:

dρ

dt
= ±

√
2

m
(E − Ueff (ρ))

t− t0 = ±
∫ ρ1

ρ0

dρ√
2
m (E − Ueff (ρ))

Òî åñòü çàêîí äâèæåíèÿ. Äëÿ óãëà, ñîîòâåòòñâåííî:

ϕ̇ =
dϕ

dρ
ρ̇ =>

dϕ

dρ
=

1

ρ̇

L0

mρ2
=> ϕ− ϕ0 = ±

∫ ρ(ϕ)

ρ(ϕ0)

L0

mρ2 dρ√
2
m (E − Ueff (ρ))

Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ïîäûíòå-

ãðàëüíîãî êîðíÿ, à èìåííî: E − U(ρ)− L2
0

2mρ2 ≥ 0, ðàâåíñòâî æå îïðåäåëÿåò
òî÷êè ïîâîðîòà - òî÷êè, ãäå â íîëü îáðàùàåòñÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàäèó-
ñà. Åñëè åñòü äâå êîíå÷íûå òî÷êè ïîâîðîòà, òî äâèæåíèå áóäåò ôèíèòíûì,
çàêëþ÷åííûì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñ ïåðèîäîì:

T = 2

∫ ρmax

ρmin

dρ√
2
m (E − Ueff (ρ))

Ãäå òî÷êè ïîâîðîòà ρmin è ρmax - êîðíè óðàâíåíèÿ E − Ueff (ρ) = 0.
Ýòîìó ïåðèîäó ñîîòâåòòñâóåò èçìåíåíèå óãëîâîé êîìïîíåíòû:

Φ = 2

∫ ρmax

ρmin

L0

mρ2 dρ√
2
m (E − Ueff (ρ))

Åñëè êàêîå-òî ÷èñëî îáîðîòîâ íå äàñò íàáåãà ôàçû, êðàòíîãî 2π, òî òðà-
åêòîðèÿ áóäåò î÷åâèäíî íåçàìêíóòîé. Ýòî óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíî: Φ = 2πmn ,
m,n - öåëûå ÷èñëà.

Äëÿ ñëó÷àÿ èíôèíèòíîãî äâèæåíèÿ, ãäå ρmax = ∞, âìåñòî íàáåãà ôà-
çû çà ïåðèîä èìååòñÿ äðóãàÿ õàðàêòåðèñòèêà - óãîë ðàññåÿíèÿ. Ýòî óãîë:
χ = π−Φ. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà ñèëîâîé öåíòð, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû îáëàñòü îêîëî íóëÿ ïîòåíöèàëà îáëàäàëà ýíåðãèåé, ìåíüøåé,
÷åì ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ:

lim
r→0

U(ρ)ρ2 +
L2

0

2m
≤ 0

Ýòî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíü, ñ êîòîðîé ïîòåíöèàë âåäåò ñåáÿ
âáëèçè íóëÿ.

Âîïðîñ �15
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Íàéäèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû, ñîâåðøàþùåé ôèíèòíîå äâèæåíèå ïîä
äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, U = -à/r, à òàêæå âûðàæåíèå
äëÿ ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå.

Óêàçàííûé ïîòåíöèàë óõîäèò íà +∞ â íóëå è ñòðåìèòüñÿ ê 0 ñíèçó íà
áåñêîíå÷íîîñòè. Ôèíèòíîå äâèæåíèå â íåì áóäåò ðåàëèçîâàíî, åñëè Umin <
E < 0. Òî÷êè ïîâîðîòà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì:

E =
L2

0

2mρ2
− α

ρ
<=> Eρ2 + αρ− L2

0

2m
= 0;

D = α2 +
2E

m
L2

0 => ρ1,2 =
−α±

√
α2 + 2E

m L2
0

2E
=
α± |α|

√
1− 2|E|

m
L2

0

α2

2|E|
Òî åñòü êîðíÿ êàê ðàç äâà, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü. Â òàêîì ñëó÷àå, âåð-

íåìñÿ ê íàøèì ôîðìóëàì äëÿ òðàåêòîðèè:

ϕ− ϕ0 = ±
∫ ρ

ρ1

L0

mρ2 dρ√
2
m

(
−|E|+ α

ρ −
L2

0

2mρ2

) =

= ±
∫ ρ

ρ1

−L0

m d 1
ρ√

2
m

(
−|E| − L2

0

2m

(
1
ρ −

mα
L2

0

)2

+ mα2

2L2
0

) =

= ±
∫ ρ

ρ1

−d L0√
2m

(
1
ρ −

mα
L2

0

)
√

mα2

2L2
0
− |E| − L2

0

2m

(
1
ρ −

mα
L2

0

)2
= ±arccos

1
ρ −

mα
L2

0√
m2α2

L4
0
− 2m|E|

L2
0

=

= ±arccos
1
ρ −

mα
L2

0

m|α|
L2

0

√
1− 2L2

0|E|
mα2

Âûðàæàÿ îòñþäà ρ, ïîëüçóÿñü ÷åòíîñòü êîñèíóñà:

1

ρ
− mα

L2
0

=
m|α|
L2

0

√
1− 2L2

0|E|
mα2

cos (ϕ− ϕ0)

ρ =

L2
0

m|α|

α
|α| +

√
1− 2L2

0|E|
mα2 cos (ϕ− ϕ0)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ:
L2

0

m|α| = p,

√
1 +

2L2
0E

mα2 = ε:

ρ =
p

α
|α| + ε cos (ϕ− ϕ0)

Åñëè ϕ0 ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ðàäèóñà, òî ϕ0 = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî
â íàøåì ñëó÷àå ýêñöåíòðèñèòåò ε ìåíüøå 1, à çíà÷èò, âñå óãëû ÿâëÿþòñÿ
ðàçðåøåííûìè. Â òàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèåé áóäóò ýëëèïñû, ïðè óñëîâèè
ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà, òî åñòü α > 0. Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè:
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ρ =
p

1 + ε cosϕ

ρmin =
p

1 + ε
, ρmax =

p

1− ε
, a =

p

1− ε2
=
|α|

2|E|
, b =

p√
1− ε2sqrt

=
L0√

2m|E|
Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ïîñ÷èòàåì, íàéäÿ çàêîí

äâèæåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ïàðàìåòð çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: r(ξ) = a(1− ε cos ξ). Òîãäà

±(t− t0) =

√
m

2|E|
a2ε

∫
(1− ε cos ξ) sin ξdξ√

−a2(1− ε cos ξ)2 + 2a2(1− ε cos ξ)− b2
=

=

√
m

2|E|
a

∫
(1− ε cos ξ)dξ =

√
ma3

α
(ξ − ε sin ξ)

Îòñþäà òóò æå ñëåäóåò ïåðèîä: T =
√

ma3

α 2π

Äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî îïòåíöèàëà ýòî íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê çàêîíó
Êåïëåðà î êóáàõ áîëüøèõ ïîëóîñåé. Â òî æå âðåìÿ ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ òóò æå ðïèâîäèò ê ñåêòîðàëüíîìó çàêîíó êåïëåðà.
Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíû âîîáùå âñå çàêîíû êåïëåðà, êàêèå òîëüêî
åñòü.

Âîïðîñ �16

Íàéäèòå òðàåêòîðèþ è óãîë ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû ïðè åå èíôèíèòíîì
äâèæåíèè â ïîëå öåíòðàëüíîé ñèëû îòòàëêèâàíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì U =

a/r, à òàêæå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì U = -a/r.

Äëÿ îáîèõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ðåàëèçàöèè èíôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ýíåðãèÿ
÷àñòèöû äîëæíà áûòü áîëüøå 0. Â òàêîì ñëó÷àå ïîóë÷åííàÿ ôîðìóëà äëÿ
òðàåêòîðèè ïî-ïðåæíåìó áóäåò âåðíîé, íî å¼ ýêñöåíòðèñèòåò òåïåðü ñòàíåò
áîëüøå 1 è ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïîÿâÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå óãëû,
à çíà÷èò òðàåêòîðèÿ âûðîäèòñÿ â ãèïåðáîëó. Êàêèå óãëû çàïðåùåíû?

1 + ε cosϕ = 0 => ϕ1 = π − arccos
1

ε
, ϕ2 = π + arccos

1

ε

Ïðè ýòîìó íåèçáåæíî ñëåäóåò óãîë ðàññåÿíèÿ, òàê êàê ýòè äâà óãëà - àñ-
ñèìïòîòû íà - è + áåñêîíå÷íîñòÿõ âðåìåíè:

χ = π − 2arccos
1

ε
= π − 2arccos

1√
1 +

2L2
0E

mα2

= 2

(
arcctg

√
2EL2

0

mα2

)

Ïðè ýòîì äëÿ ðàçíûõ ïîòåíöèàëîâ îòâåò áóäåò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî çíà-
êîì, äëÿ îòòàëêèâàþùåãî - ìèíóñ, äëÿ ïðèòÿãèâàþùåãî - ïëþñ. Ñëó÷àé
E = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïîðàáîëû.

Âîïðîñ �17

Ïîëó÷èòå îáùåå ðåøåíèå (â êâàäðàòóðàõ) çàäà÷è äâóõ òåë.
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Ïî ñðàâíåíèþ ñ óæå ðàçîáðàííûì ìàòåðèàëîì, çàäà÷à äâóõ òåë âåñü-
ìà îñëîæíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷èòûâàòü âëèÿíèå è âòîðîé ÷àñòèöû íà
ïåðâóþ. ñíà÷àëà íàïèøåì íóæíûé íàì ëàãðàíæèàí â íàèáîëåå ïðîñòîì âè-
äå:

L =
m1

2
v2

1 +
m2

2
v2

2 − U(|−→r 1 −−→r 2|)

Ýòîò ëàãðàíæèàí ïðèâîäèò ê 6 óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ:{
m−̈→r 1 = − ∂

∂−→r1
U(|−→r 1 −−→r 2|)

m−̈→r 2 = − ∂
∂−→r2

U(|−→r 1 −−→r 2|)

Äàâàéòå ñäåëàåì çàìåíû ïåðåìåííûõ: −→r = −→r 1 − −→r 2,
−→r m = m1

m
−→r 1 +

m2

m
−→r 2 => −→v 1 = −→v + m

m2

−→v m−m1

m2

−→v 1 => −→v 1 = m2

m
−→v +−→v m;−→v 2 = −→v m−m1

m
−→v .

Ëàãðàíæèàí ïðåâðàùàåòñÿ â:

L =
m1

2
(
m2

m
−→v +−→v m)2 +

m2

2
(−→v m −

m1

m
−→v )2 − U(|−→r |)

L =
m

2
−→v 2
m +

m1m2

2m
−→v 2 − U(|−→r |) ≡ m

2
−→v 2
m +

µ

2
−→v 2 − U(|−→r |)

Òå êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ ÿâíî èñ÷åçëà èç óðàâíåíèÿ, à çíà÷èò èìïóëüñ
â åå íàïðàâëåíèè ñîõðàíÿåòñÿ. Çíà÷èò, vm = const è äëÿ ýíåðãèè ñèñòåìû,
êîòîðàÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì:

E =
m

2
v2
m +

µ

2
v2 + U(|−→r |) = const

Òî åñòü èçó÷åííóþ ðàíåå çàäà÷ó î öåíòðàëüíîì ïîëå äëÿ êâàçè÷àñòèöû ìàñ-

ñû µ ñ ýíåðãèåé E − mv2m
2 . Äëÿ êâàçè÷àñòèöû, ïîñêîëüêó ýòî çàäà÷à î öåí-

òðàëüíîì ïîëå, äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü ñ ïîñòî-
ÿííûì ìîìåíòîì èìïóëüñà. Òåïåðü, äàæå â ïîòåíöèàëàõ âèäà α

ρ , íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ìû ïðèõîäèì ê òîé æå ôîðìóëå äëÿ ïåðèîäà îáðàùåíèÿ T =

2π
√

ma3

α , íî ïîëóîñè äëÿ êæàäîé èç ðåàëüíûõ ÷àñòèö a1 = m2

m a, a2 = m1

m a,
òî åñòü ìàññà íå èñ÷åçíåò èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðèîäà.

Âîïðîñ �18

Ïðèâåäèòå âûâîä ôîðìóëû Ðåçåðôîðäà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ
ðàññåÿíèÿ ëåãêèõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íà ïåðâîíà÷àëüíî íåïîäâèæíûõ

òÿæåëûõ ÿäðàõ.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè âûâîäàìè äëÿ çàäà÷è
äâóõ òåë. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíè ðàññåÿíèÿ åñòü îòíîøåíèå ÷èñëà ðàñ-
ñåÿâøèõñÿ â óãîë dΩ ÷àñòèö ê îáùåìó èõ ÷èñëó. Èçíà÷àëüíî âñå ÷àñòèöû
ëåòÿò ìîíîõðîìàòè÷åñêèì ðàçðåæåííûì ïó÷êîì â îäíîì íàïðàâëåíèè, à
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ñâîèìè ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Â çà-
âèñèìîñòè îò ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ÷àñòèö, èç-çà àêñèàëüíîé ñèììåòðèè,
âñå ÷àñòèöû â óçêîì êîëüöå íà èçíà÷àëüíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé èõ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, ðàññåþòñÿ â òàêîå æå
óçêîå "êîëüöî"íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Ïðè ýòîì çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî â îäíîé ïëîñêîñòè. Êàê ìû óæå ïîëó÷àëè, óãîë ðàññåÿíèÿ äëÿ
îòòàëêèâàþùåãî ïîòåíöèàëà:
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χ = 2arctg

√
mα2

2EL2
0

= 2arctg
α

L0

√
µ

2E

Ïðè ýòîì èõ ìîìåíò èìïóëüñà L = dµv, ãäå d - èõ ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð.

E = µv2

2 Â òàêîì ñëó÷àå:

χ = 2arctg
α

µdv

√
µ

2E
= 2arctg

α

µdv2

v - ñêîðîñòü êâàçè÷àñòèöû íà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè. Ñêîëüêî ÷àñòèö ðàññå-
èâàåòñÿ â òåëåñíûé óãîë?

dσ = ρdddΨ =
N

I
=> N = IddddΨ

Äëÿ ñëó÷àÿ ðàññåÿíèÿ èç êîëüöà:

dσ = 2πd
dd

dχ
dχ

Îñòàëîñü òîëüêî íàéòè, êàê d2 çàâèñèò îò χ. Ýòî ìû æóå ïî÷òè ïîëó÷èëè
÷óòü âûøå. Ðàñêðûâàÿ àðêòàíãåíñ:

α

µdv2
= tg

χ

2
=> d =

α

µv2
ctg

χ

2
=> d2 =

α2

µ2v4
ctg2χ

2
=>

dd2

dχ
=

α2

µ2v4
2ctg

χ

2

−1

sin2 χ
2

1

2
=

α2

µ2v4

1

2

sinχ

sin4 χ
2

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî îáðàòíî:

dσ = 2πdχ

(
α

2µv2

)2
sinχ

sin4 χ
2

=

(
α

2µv2

)2
dΩ

sin4 χ
2

×.ò.ï. Çàïèøåì ýòî æå ñîîòíîøåíèå ÷åðåç ýíåðãèþ, ïðèîáðåòåííóþ ïåð-
âîíà÷àëüíî ïîêîèâøèìèñÿ ÷àñòèöàìè:

E =
p′22

2m2
=

1

2m2

(
2p sin

χ

2

)2

=
2p2

m2
sin2 χ

2
=>

dσ =

(
α

2µv2

)2 4πd(sin2 χ
2 )

sin4 χ
2

=

(
α

2µv2

)2 4πdm2E
2p2(

m2E
2p2

)2 =
(α
v

)2 2π

m2

dE

E2

Âîïðîñ �19

Ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ýôôåêòèâíîãî ñå÷åíèÿ
ðàññåÿíèÿ æåñòêèõ ñôåð.

Ïîòåíöèàë æåñòêèõ óïðóãèõ ñôåð - ýòî U(|−→r |) = 0, r < 2a, U(r) =
+∞, r ≤ 2a. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ:
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χ = π − 2

∫ +∞

2a

L0

µρ2 dρ√
2
µ

(
E − L2

0

2µρ2

) = π + 2

∫ ∞
2a

ddρ√
1− d2

ρ2

Î÷åâèäíî, d = L0

µ

√
µ

2E = L0√
2µE

. Ýòîò èíòåãðàë ñóòü àðêñèíóñ è ïðåêðàñíî

áåðåòñÿ, äàâàÿ:

χ = π − 2arcsin
d

2a
, d = 2a sin

(π
2
− χ

2

)
= 2a cos

χ

2

Ïîñäòàâëÿÿ ýòî â ôîðìóëó äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ:

dσ = π
d
(
2a cos χ2

)2
dχ

dχ = π4a22 cos
χ

2
(sin

χ

2
)
1

2
dχ = a22π sinχdχ = a2dΩ

Òî åñòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ âîîáùå íèêàê íå çàâèñèò îò óãëîâ, òî åñòü ðàññå-
ÿíèå ðàâíîâåðîÿòíî âî âñå âîçìîæíûå óãëû. Ýòî, ïðàâäà, â ñèñòåìå öåíòðà
èíåðöèè.

Âîïðîñ �20

Íàéäèòå êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîpîñòè òâåpäîãî òåëà êàê ôóíêöèè
óãëîâ Ýéëåpà è èõ ïpîèçâîäíûõ ïî âpåìåíè.

Äëÿ òâåðäîãî òåëà íóæíî ôèêñèðîâàòü òðè òî÷êè, ÷òîáû îäíîçíà÷íî
ôèêñèðîâàòü åãî. Äëÿ ôèêñàöèè òðåõ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå íóæíî 3 + 2 +
1 êîîðäèíàòà, òî åñòü 3 + 3. 3 Ïðîñòðàíñòâåííûõ ìû ñåé÷àñ ðàññìàòðèâ-
òàü íå áóäåì, à âîò îñòàâøèåñÿ 3 âûáåðåì â ôîðìå òàê íàçûâàåìûõ óãëîâ
ýéëåðà. Ýòî òðè óãëà, ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîâîðîòû íà êîòîðûå ñîâìåùàþò
ïîâåðíóòîå òåëî ñ íåïîâåðíóòîé(âûáîðîì íà÷àëà îòñ÷åòà óãëîâ) ñèñòåìîé
êîîðäèíàò. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, êîòîðîå îòâå÷àåò ïîâîðîòó íà òðè
óãëà ýéëåðà äàåòñÿ íåâúåáåííîé ìàòðèöåé, êîòîðàÿ, îäíàêî, èìååò ïðîñòóþ
ñòðóêòóðó: cosα cos γ − sinα sin γ cosβ − cosα sin γ − sinα cos γ cosβ sinα sinβ

sinα cos γ + cosα sin γ cosβ − sinα sin γ + cosα cosβ cos γ − cosα sinβ
sinβ sin γ sinβ cos γ cosβ


Ýòî - ìàòðèöà ïîâîðîòà a(α, β, γ). Åñëè óãëû ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, ïðè-

÷åì ìåäëåííî, òî ìàòðèöó ìîæíî ðàçëîæèòü îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî ïîâî-
ðîòà. Òîãäà: a = I + ε1 + ε2 + ε3, ãäå ïîñëåäíèå òðè ñëàãàåìûõ - ïîíÿòíî
êàêèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ðàññìîòðèì, êàê áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîâîðîòû
âëèÿþò íà îðòû ñèñòåìû. Êàæäûé òîêîé ïîâîðîò ìîæíî çàäàòü êàê âåêòîð
ñ ìîäóëåì ðàâíîì ïðèðàùåíèþ ïîâîðîòà, à íàïðàâëåíèåì - îñüþ âðàùåíèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèðàùåíèå íåêîòîðîãî âåêòîðà âñåãäà áóäåò ïåðïåíäåêó-
ëÿðíî ïëîñêîñòè, âêëþ÷àåùåé åãî è îñü ïîâîðîòà. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî
çàïèñàòü: d−→n = [d−→χ ×−→n ]

Ïðè ýòîì, òàê êàê ìû ïðåíåáðåãàåì áåñêîíå÷íî ìàëûìè âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ, òî ðåçóëüòàò äâóõ ïîâîðîòîâ íå áóäåò òðåáîâàòü ïåðåñòàíîâêè âåêòîð-
íûõ ïðîèçâåäåíèé ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà îïâîðîòîâ, à çíà÷èò - íå áóäåò çà-
âèñåòü îò èõ ïîðÿäêà. Â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðîòîâ âî-

êðóã òðåõ ðàçëè÷íûõ îñåé:d−→χ = d
−→
Ω = {dΩ1, dΩ2, dΩ3} => d−→r = [d

−→
Ω ×−→r ].
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Ââåäåì ïîíÿòèå óãëîâîé ñêîðîñòè: −→ω = d
−→
Ω
dt . Òîãäà, î÷åâèäíî:

−→v = [−→ω ×−→r ]

Ïðè ýòîì áóäåò óìåñòíî ïðèâåñòè ðàçëîæåíèå ω ïî óãëàì Ýéëåðà ÷åðåç
îðòû èñõîäíîé ñèñòåìû. ω1 = γ̇, ω2 = β̇, ω3 = α̇

ωx′ = γ̇ sinα sinβ + β̇ cosα

ωy′ = γ̇ cosα sinβ − β̇ sinα

ωz′ = γ̇ cosβ + α̇

ωx = β̇ cos γ + α̇ sinβ sin γ

ωy = β̇ sin γ − α̇ sinβ cos γ

ωz = γ̇ + α̇ cosβ

Âîïðîñ �21

Ïðèâåäèòå âûâîä ôóíêöèè Ëàãðàíæà òâåðäîãî òåëà, ïðèíèìàÿ â
êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ

òåëà è óãëû Ýéëåðà.

Ðàññìîòðèì òâåðäîå òåëî êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷å÷íûõ ìàññ. Ýòî äîïó-
ùåíèå ìîæíî áóäåò ïîòîì çàìåíèòü íà èíòåãðèðîâàíèå, â ñèëó ëèíåéíîñòè
óðàâíåíèé, íèêàêîé êà÷åñòâåííîé ðàçíèöû íå áóäåò. Èòàê, êîîðäèíàòà ëþ-
áîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà: −→r = −→r m + −→r ′ => −→v = −→v m + −→v ′ + [−→ω × −→r ′].
Ïîñêîëüêó òåëî - òâåðäîå, òî −→v ′ = 0, è ìû ìîæåì ïðîäîëæàòü ïîäñòàíîâêó
â èñõîíûå óðàâíåíèÿ:

L =
∑
i

mi

2
v2
i =

∑
i

mi

2
(−→v m +−→v ′i + [−→ω ×−→r ′i])2 =

= v2
m

∑
i

mi

2
+
∑
i

miv
′2
i

2
+
∑
i

mi

2
(ω2r

′2
i − (−→ω ,−→r ′i)2)+

+−→v m
∑
i

−→v ′i + [−→v m ×−→ω ]
∑
i

mi
−→v ′i +

∑
i

mi(
−→v m[−→ω ×−→r ′i]) =

= v2
m

∑
i

mi

2
+
∑
i

mi

2
(ω2r

′2
i − (−→ω ,−→r ′i)2) +

∑
i

mi(
−→v m[−→ω ×−→r ′i])

Ïîñëåäíþþ ñóììó ìîæíî ïðîòàùèòü âíóòðü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèå
è ïîëó÷èòü âìåñòî íåå m(−→v m[−→ω × −→r m]). ñîîòâåòñòâåííî, 0, òàê êàê â ñìå-
øàííîì ïðîèâçåäåíèè ìîæíî ïåðåñòàâèòü ñêîáêè. Âòîðîå æå ñëàãàåìîå ìû
ïðåîáðàçóåì, âûòàùèì èç ω2 = δikωiωk. Òî æå ñàìîå èç ñêàëÿðíîãî. Îñòà-
íåòñÿ îêíñòðóêöèÿ: ∑

i

mi

2
(r
′2
iαδαβ − x′iαx′iβ) = Iαβ

Ïîñëåäíèé îáúåêò íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì èíåðöèè ñèñòåìû. Èòîãîâûé âèä
ôóíêöèè ëàãðàíæà:

L =
m

2
v2
m +−→ω T Î−→ω

Óãëû Ýéëåðà âõîäÿò ñþäà ÷åðåç ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.
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Âîïðîñ �22

Ïðèâåäèòå ôîpìóëû ïpåîápàçîâàíèÿ òåíçîpà èíåpöèè òâåpäîãî òåëà ïpè
ïîâîpîòàõ è ïàpàëëåëüíûõ ïåpåíîñàõ êîîpäèíàòíûõ îñåé. Ïîêàæèòå,
êàêèì îáðàçîì òåíçîp èíåpöèè òâåðäîãî òåëà ïðèâîäèòñÿ ê ãëàâíûì

îñÿì èíåpöèè.

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå: −→r ′ = −→r +−→a :

I ′αβ =
∑
i

mi

2

(
(−→r α +−→a )2δαβ − (−→r +−→a )iα(−→r +−→a )iβ

)
=

= Iαβ +
∑
i

mi

2

(
a2δαβ − aαaβ

)
+
∑
i

mi

2
(2(−→r ,−→a )δαβ − rαaβ − aαrβ) =

Iαβ +
m

2
(a2δαβ − aαbβ) +

m

2
(2(−→r m,−→a )δαβ − rmαaβ − aαrmβ)

Åñëè èñõîäíî íà÷àëî êîîðäèíàò ó íàñ áûëû â ö.ì., òî ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà
èñ÷åçàåò, îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ.

Ïðè ïîâîðîòàõ îñè êîîðäèíàò òåíçîð èíåðöèè ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê è ëþ-
áîé äðóãîé òåíçîð, ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ïîâîðîòà:

Iαβ = AαkIkjAβj

Ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè íàçûâàþòñÿ òàêèå îñè, â êîòîðûõ òåíçîð èíåð-
öèè èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. ×Òîáû ïðèâåñòè åãî ê íèì, íåîáõîäèìî: íàé-
òè êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, åñëè âñå òðè îäèíàêîâûå, òî ìîæíî
âçÿòü ëþáîé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, òåíçîð èíåðöèè è òàê áóäåò äèàãîíàëåí.
Èíà÷å íàéäåòñÿ îäíî îòëè÷íîå: òîãäà ìû íàéäåì ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýòîì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ è ñîâìåñòèì îäíó èç íàøèõ
îñåé ñ ýòèì âåêòîðîì. Òîãäà îñòàíåòñÿ äèàãîíàëèçîâàòü òîëüêî ìàòðèöó 2
íà 2. Äëÿ íåå äåëàåì òîò æå ôîêóñ, òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è íà ïëîñ-
êîñòü, ïåðïåíäåêóëÿðíóþ íîâîé îñè. Íàõîäèì íîâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,
åñëè äâà ðàçëè÷íûõ - ñîïîñòàâëÿåì îñè ñ íèìè, èíà÷å - áåðåì ëþáóþ ïàðó
îðòàãîíàëüíûõ. Â èòîãå ïîëó÷èì äèàãîíàëèçîâàííûé òåíçîð èíåðöèè.

Âîïðîñ �23

23. Ïpèâåäèòå âûâîä ópàâíåíèé Ýéëåpà äâèæåíèÿ òâåpäîãî òåëà ñ îäíîé
íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Íàéäèòå ÷àñòîòó ïpåöåññèè ñâîáîäíîãî

ñèììåòpè÷íîãî òâåpäîãî òåëà.

Åñëè ó òåëà åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, óäîáíî ñ ýòîé òî÷êîé ñîâìåñòèòü
íà÷àëî êîîðäèíàò. Äëÿ òàêîãîïîñ÷èòàåì ìîìåíò èìïóëüñà:

L =
∑
i

mi[(
−→r 0 +−→r ′i)× (−→v 0 + [−→ω ×−→r ′])] =

=
∑
i

mi[
−→r 0 ×−→v 0] +

∑
i

mi[
−→r ′i ×−→v 0]+

+
∑
i

mi[
−→r 0 × [−→ω ×−→r ′]] +

∑
i

mi[
−→r ′i × [−→ω ×−→r ′]] =
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= L0 +m[r′m ×−→v 0] +−→ωm(−→r 0,
−→r ′m)−−→r ′mm(−→r 0,

−→ω )+

+−→ω
∑
i

mir
′2
i −

∑
i

mi
−→r ′i(−→r ′i,−→ω ) =

Ïîñëåäíèå äâå ñóììû åñòü íè ÷òî èíîå, êàê Î−→ω äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè, âû-
÷èñëåíûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Ñîâìåñòèì íà÷àëî îòñ÷åòà ñ êàêèì-ëèáî
ïîëîæåíèåì òî÷êè 0. Ïîñêîëüêó îíà ïîêîèòñÿ, òî îäíîâðåìåííî êîîðäèíàò-
íûå è ñîêðîñòíûå ñîñòàâëÿþùèå îáíóëÿòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå,. ìîæíî çàïè-
ñàòü:

L = L0 + Î−→ω

Åñëè ìû âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò ýòîãî, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå óáüåòñÿ îá
ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âñå òåëî. Îñòàíåòñÿ, â ïðåäïîëîæåíèè ãëàâíûõ
îñåé èíåðöèè:

L̇ = Î
d

dt
−→ω + [ω × Iω] =>

Mx = I1ω̇1 + ω3ω2(I3 − I2)

My = I2ω̇2 + ω3ω1(I1 − I3)

Mz = I3ω̇3 + ω1ω2(I2 − I1)

Åñëè íàø âîë÷îê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè z, òîãäà I1 = I2 =>
I3ω̇3 = 0 ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë. Çíà÷èò ω3 = const.
Ðåøåíèå äëÿ äâóõ äðóãèõ óðàâíåíèå óäîáíîé íàéòè, çàïèñàâ ω = ω1 + iω2,
îòêóäà ñðàçó ýå ñëåäóåò: {

ω̇1 = − I3−I1I1
ω3ω2

ω̇2 = I3−I1
I1

ω3ω1

ω̇ =
I3 − I1
I1

ω3iω = Ωiω => ω(t) = AeiΩt, ω2
1 + ω2

2 = const

×àñòîòà Ω - ÷àñòîòà ïðåöåññèè.

Âîïðîñ �24.

Èññëåäóéòå äâèæåíèå òÿæåëîãî ñèììåòpè÷íîãî âîë÷êà ñ îäíîé
íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Çàïèøåì Ëàãðàíæèàí ýòîé øòóêè ñ íà÷àëîì êîðäèíàò, ñîâìåùåííûì ñ
íåïîäâèæíîé òî÷êîé:

L =
m

2
v2

0 +m(−→v ,[−→ω ×−→r m]) +
1

2
Iαβωαωβ − U

Ïîñêîëüêó ìû ñêðåïëåíû ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, à òåíçîð èíåðöèè ñèì-
ìåòðè÷åí ïî äâóìÿ ãëàâíûì îñÿì, òî, çàïèñûâàÿ âñå â ïîñëåäíèõ:

L =
1

2
I1(ω2

x + ω2
y) +

1

2
I3ω

2
3 −mgl cos θ
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Ãäå, êàê ìû óæå ïîëó÷àëè:
ωx = ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

ωy = ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

ωz = ϕ̇ cos θ + ψ̇

Ïîäñòàíîâêà â ëàãðàíæèàí äàåò:

L =
1

2
I1(ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2) +

1

2
I3(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2 −mgl cos θ

Î÷åâèäíî, ÷òî öèêëè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ óãëû ψ è ϕ, â òî æå âðåìÿ ñîõðà-
íÿåòñÿ è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, òàê êàê ïîòåíöèàë êîíñåðâàòèâåí. Â òàêîì ñëó÷àå,
äëÿ èìïóëüñîâ ïîëó÷àåì:

pψ = I3(ϕ̇ cos θ + ψ̇) = const

pϕ = I1ϕ̇ sin2 θ + cos θpψ = const

E =
1

2
I1(ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2) +

1

2I3
p2
ψ +mgl cos θ = const

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà âûòàñêèâàåì: ϕ̇ =
pϕ−pψ cos θ
I1 sin2 θ

. Ââîäèì çàìåíó cos θ =

ξ,− sin θθ̇ = ξ̇ è ïîäñòàâëÿåì âñå âû âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè:

E′ =
I1
2

(
pϕ − pψξ
I1(1− ξ2)

)2

+
I1
2

ξ̇2

1− ξ2
+mglξ = E −

p2
ψ

2I3

Ýòî íåòðóäíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

ξ̇2 = (1− ξ2)

(
2E′

I1
− 2mgl

I1
ξ

)
− (pϕ − pψξ)2

I2
1

Íåòðóäíî óâèäåòü äàëüíåéøåå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è ïîëó÷åíèå çàêî-
íà èçìåíåíèÿ ξ âî âðåìåíè. Ôóíêöèÿ ñïðàâà, êàê è ëþáîé äðóãîé ìíîãîë÷åí
3 ñòåïåíè èìååò 3 íóëÿ. Ñàìûé ïðàâûé èç íèõ íåôèçè÷åí, à âîò äâà ïî îáå
ñòîðîíû îò íóëÿ íàñ èíòåðåñóþò. Ìåæäó íèìè ðåàëèçóåòñÿ êàê ðàç ðàçðå-
øåííàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ýòîãî ïîëèíîìà, à ñàìè íóëè îïðåäåëÿþò äâà óãëà
θ1.θ2, è âñÿ äèíàìèêà ðïîèõñîäèò ìåæäó íèìè. Ýòè óãëû íà ñôåðå, à êîíåö
âîë÷êà îïèñûâàåò íà ñôåðå öèêëîèäîïîäîáíûå òðàåêòîðèè, ê ñîæàëåíèÞ
.íåïåðåäàâàåìûå â ïå÷àòíîì âèäå.

Âîïðîñ �25

25. Íàéäèòå îáùåå påøåíèå ópàâíåíèé äâèæåíèÿ êîíñåpâàòèâíîé
ñèñòåìû â ìàëîé îêpåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ pàâíîâåñèÿ. Ïpè êàêèõ

óñëîâèÿõ ñèñòåìà áóäåò âñå âðåìÿ îñòàâàòüñÿ â ýòîé îêpåñòíîñòè?

Ðàññìîòðèì îáùèé âèä ëàãðàíæèàíà êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû:

L = a(q)ij q̇iq̇j − U(q)

Ïðåäïîëîæèì íàëè÷èå óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ: 5U = 0, ðåàëèçóþùå-
ãîñÿ ïðè q0 è ðàçëîæèì ïîòåíöèàë â ðÿä ïî q − q0 äî âòîðîãî ÷ëåíà âêëþ-
÷èòåëüíî. Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîîðäèíàòàì ξ = q − q0. Ñ òîé æå ñòåïåíü
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òî÷íîñòè ìîæíî çàìåíèòü è êèíåòè÷åñêóþ ôîðìó å¼ çíà÷åíèåì â òî÷êå ðàâ-
íîâåñèÿ:

L = a(ξ0)ij ξ̇iξ̇j −
∂2

∂ξi∂ξj
U(ξ0)

ξiξj
2

Ýòà øòóêà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ:∑
i

a(ξ0)ij ξ̈i +
∑
i

∂2U(ξ0)

∂ξi∂ξj

ξi
2

= 0

Â òàêîì ñëó÷àå, ïðîñëåæèâàÿ ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì êîëåáàíèé, óäîáíî ñäå-
ëàòü çàìåíó: ξi = Re

[
Aie

iωt
]
, ξ̈i = Re

[
−Aiω2eiωt

]
:∑

i

(
1

2

∂2U(ξ0)

∂ξi∂ξj
− ω2a(ξ0)ij

)
Ai = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èìååì s óðàâíåíèé
è s íåèçâåñòíûõ âåêòîðîâ Ai. Îíà áóäåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òî-
ãäà, êîãäà å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Ýòî äàåò íàì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå íà îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωi. Ýòè ÷àñòîòû, î÷åâèäíî
èç ëèíåéíîé àëãåáðû. áóäóò âåùåñòâåííûìè. Ïóñòü âñå ωi ðàçëè÷íû. Òîãäà
ó íàñ òîëüêî îäíî óðàâíåíèå áóäåò ñëåäñòâèåì îñòàëüíûõ è ðåøåíèå äàåòñÿ
íàì ïî ôîðìóëàì êðàìåðà èëè êàê-íèáóäü åùå: Aµi = cµ∆µ

i , ãäå èíäåêñ µ
íóìåðóåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à Delta - Äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð ê i-îé
ñòðîêå è s-îìó ñòîëáöó. Îáùåå ðåøåíèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóïåðïî-
çèöèþ âñåõ ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ðåøåíèé, à èìåííî:

ξi =

s∑
µ=1

∆µ
i Re[cµe

iωµt]

Çíà÷èò, ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòüñÿ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ëþ-
áîì t, à íå òîëüêî ïðè ðàññìàòðâèàåìîì, åñëè ω2

µ ≥ 0 äëÿ âñåú µ. Åñëè õîòÿ
áû äëÿ êàêîé-òî ýòî óñëîâèå íå âûïîëíèòñÿ, òî ìû ïîëó÷èì ðàñõîäÿùèåñÿ âî
âðåìåíè ðåøåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷àñòîòû óäîâëåòâîðÿëè ýòîìó óñëîâèþ,

äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ∂2U(ξ0)
∂ξi∂ξj

áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò èìåòü
èçîëèðîâàííûé ìèíèìóì.

Âîïðîñ �26

Ïpåîápàçóéòå ôóíêöèþ è ópàâíåíèÿ Ëàãpàíæà ñèñòåìû ñ ìíîãèìè
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â ïpèáëèæåíèè ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ê íîpìàëüíûì

êîîpäèíàòàì.

Ëàãðàíæèàí íàøåé ñèñòåìû òàêîé æå, êàê è â ïðåäûäùåì ñëó÷àå. Ìû
ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ξi =

∑
µ ∆µ

i θµ => äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ïîëó÷àåì âûðàæåíèå âèäà:

T =
1

2

∑
ijµµ′

aij∆
µ
i ∆µ′

j θµθν =
1

2

∑
µν

εµµ′ θ̇µθ̇µ′

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà εµµ′ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Â ñàìîì äåëå, äëÿ
äâóõ ðàçíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà:
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{
∂2
ijU∆µ

i ∆µ′

j = ω2
µaij∆

µ
i ∆µ′

j

∂2
ijU∆µ

i ∆µ′

j = ω2
µ′aij∆

µ
i ∆µ′

j

Âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì:

(ω2
µ − ω2

µ′)εµµ′ = 0

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êîðíåé, î÷åâèäíî, ìû ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ íàì äèàãî-
íàëüíîñòü. Ðàç ε äèàãîíàëüíî, òî âûðàæåíèå äëÿ T :

T =
1

2

∑
µ

εµµθ̇
2
µ

Â òî æå âðåìÿ ïîòåíöèàë:

1

2
∂2
ijUξiξj =

1

2

∑
µν

∂2
ijU∆µ

i ∆ν
j θνθµ

Çäåñü îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà:

1

2

∑
µν

∂2
ijU∆µ

i ∆ν
j θνθµ =

1

2

∑
µν

ω2
µεµνθνθµ =

1

2

∑
µ

ω2
µεµµθ

2
µ

Èòîãîâûé Ëàãðàíæèàí:

L =
1

2

∑
µ

εµµ

(
θ̇2
µ − ω2

µθ
2
µ

)
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äàäóò:

θ̈µ + ω2
µθ

2
µ = 0

Òî åñòü óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Äëÿ íåãî θµ = aµ cos(ωµt+
ϕµ).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü êðàòíûå
êîðíè, íàì íå óäàñòüñÿ òàê õîðîøî ïðîâåðíóòü çàìåíó êîðäèíàò. Â òàêîì
ñëó÷àå åñòü ñïîñîá âûêðóòèòüñÿ - íåìíîãî èçìåíèòü a è U , ÷òîáû êðàòíûå
êîðíè èñ÷åçëè, è ïåðåéòè îáðàòíî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.

Âîïðîñ �27

Â ïpèáëèæåíèè ëèíåéíûõ êîëåáàíèé íàéäèòå îáùåå påøåíèå ópàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö ñ s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïpè íàëè÷èè

äèññèïàòèâíûõ ñèë.

Îïÿòü òîò æå ñàìûé Ãàìèëüòîíèàí, íî òåïðåü óæå ñ äèññèïàòèâíûìè
ñèëàìè, âõîäÿùèìè â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ìû áóäåì çàïèñûâàòü äèññè-
ïàòèâíûå ñèëû ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðåëåÿ: D = 1

2dij(q1, .., qs)q̇iq̇j . Òîãäà
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïðèìóò âèä, ñ ó÷åòîì ðàññóæäåíèé âûøå:

d

dt

∂

∂q̇j
L− ∂

∂qj
L = − ∂

∂q̇j
D
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×òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé:∑
i

aij q̈i +
∑
i

dij q̇i +
∑
i

∂2
ijUq̇j = 0

Âñå ýòî â ïðåäïîëîæåíèè íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà â 0 îáîáùåí-
íûõ êîîðäèíàò è âáëèçè íåãî. Âñå ôóíêöèè áåðóòüñÿ â ýòîé òî÷êå, åñëè
ïîòåíöèàë â äðóãîì ìåñòå, ñäâèíóòü åãî íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Ýòî óðàâíå-
íèå óæå íå åñòü óðàâíåíèå íà ãðàìîíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû, Îäíàêî ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì æå ïðåîáðàçîâàíèåì: qk = Re[Ake

−iωt]. Òîãäà óðàâíå-
íèÿ ñòàíîâÿòñÿ: (

aij(−ω2)− iωdij + ∂2
ijU
)
Ai = 0

Ýòî ëàãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ðàâåíñòâî íóëþ å¼ îïðåäåëèòå-
ëÿ äàåò íàì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå åå ñîáñòâåííûå êî-
ëåáàíèÿ. Çàòåì ïî íèì îïðåäåëÿþòñÿ àìïëèòóäû Ai. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó
âåùåñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ, åñëè ωk - êîìïëåêñíûé êîðåíü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî è ω∗k - òîæå áóäåò åãî êîðíåì. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

qi(t) =
∑
k

Re

[
∆i(ωµ)cke

−iωkt + c∗kDeltai(ω
∗
µ)eiω

∗
kt
]

Âîïðîñ �28

28. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ s
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû, à

òàêæå äèññèïàòèâíûõ ñèë.

Òà æå ñàìàÿ çàäà÷à, íî òåïåðü â ïðàâîé ÷àñòèé óðàâíåíèé ëàãðàíæà
ïîÿâèòñÿ îáîáùåííàÿ ñèëà: Qj . Â òàêîì ñëó÷àå ìû óæå íàøëè â ïðîøëîì
ïóíêòå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, îñòàëîñü íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî. Äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ ðàçëîæèòü âíåøíþþ ñèëó â ðÿä ôóðüå:

Qj(t) =
∑
n

Qnje
−iΩnt,Ω =

2π

T
,Qkj =

2

T

∫ T

0

Qj(t)e
ikΩtdt

Íà ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìîæíî ïîëîæèòü áîëò, òàê êàê îíà ëåãêî
âàðüèðóåòñÿ ñäâèãîì ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà. ×àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü
â âèäó: ξj =

∑
nAnje

−inΩt, îòêóäà íåçàìåäëèòåëüíî:

(−Ω2n2aij − inΩdij + ∂2
ijU)Anj = Qnj

Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðàçðåøèìà âñåãäà, åñëè å¼
îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

Anj =
∆i

∆

Çäåñü ∆ - îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû âûøå, à ∆ - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó-
÷åííîé èç èñõîäíîé çàìåíîé i- ãî ñòîëáöà íà Qnj . Çàòåì èç ýòîãî ñîáèðàåòñÿ
èñõîäíîå ðåøåíèå.

Âîïðîñ �30
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Ìåòîäîì Êpûëîâà-Áîãîëþáîâà ïîëó÷èòå ôîpìóëû ïåpâîãî ïpèáëèæåíèÿ
äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ påøåíèé ópàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåì, áëèçêèõ ê

ëèíåéíûì.

Âîò ýòî ïîëíàÿ æîïà, à ïî ñóòè - òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Ìû ðàññìàòðè-
âàåì îñíîâíîå, ëèíåéíîå êîëåáàíèå ñèñòåìû êàê îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, à âñå
íåëèíåéíîñòè ïèõàåì â âîçìóùåííûå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êîëåáàíèé:

ξ̈ + ω2
0ξ = εQ(ξ, ξ̇)

Ïðè ε = 0, ìû èìååì íà ðóêàõ îáû÷íûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé àìïëèòóäàé è ëèíåéíî ìåíÿþùåéñÿ ôàçîé: ξ = A cosψ. ×òîáû íàéòè
ïîïðàâêè, êîòîðûå âíîñèò íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè, ðàçëîæèì âñå â ðÿäû ïî
ñòåïåíÿì ε:

ξ = A cosψ + εξ1(a, ψ) + ε2ξ2(a, ξ)

ȧ = 0 + εf1(a) + ...

ψ̇ = ω0 + εω1(A) + ...

Ðåøàåì çàäà÷ó:

ξ̇ = −ψ̇a sinψ + ȧ cosψ + ε
∂ξ1
∂a

ȧ+ ε
∂ξ1
∂ψ

ψ̇ =

= −(ω0 + εω1)a sinψ + εf1 cosψ + ε
∂ξ1
∂ψ

ψ̇

Àíàëîãè÷íî:

ξ̈ = −aω2
0 cosψ − aεω0ω1 cosψ − ω0εf1 sinψ − aεω0ω1 cosψ−

−εω0f1 sinψ + ε
∂2ξ1
∂ψ2

ω2
0

ξ̈ = −aω2
0 cosψ − 2aεω0ω1 cosψ − 2εω0f1 sinψ + εω2

0

∂2ξ1
∂ψ2

ξ̈ + ω2
0ξ = εω2

0

(
∂2ξ1
∂ψ2

+ ξ1

)
− 2aω0ω1ε cosψ − 2ω0εf1 sinψ

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òîé æå òåîðèè âîçìóùåíèé:

εQ(ξ, ξ̇) = εQ(a cosψ,−aω0 sinψ) + ...

Ñîïîñòàâëÿÿ îáà âûðàæåíèÿ, èìååì:(
∂2ξ1
∂ψ2

+ ξ1

)
= 2

ω1

ω0
a cosψ + 2

f1

ω0
sinψ +

1

ω2
0

Q(a cosψ,−aω0 sinψ)

Íåòðóäíà çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâà ñòîèò ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî ψ. Çíà-
÷èò, è ñëåâà òîæå äîëæíà áûòü òàêàÿ ôóíêöèÿ. ÎÒëè÷íî. Òåïåðü ðàñêëà-
äûâàåì âñå â ðÿäû ôóðüå.

Q(a cosψ,−aω0 sinψ) =
∑
n

[αn(a) sinnψ + βn(a) cosnψ]
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ξ1 =
∑
n

[γn sinnψ + νn cosψn]

Ïîäñòàâèâ èõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå è ïðèðàâíÿâ íóæíûå íàì êîýôôè-
öèåíòû:

ν0(a) =
β0(a)

ω2
0

, γn(a) =
αn(a)

(1− n2)ω2
0

, νn(a) =
βn(a)

(1− n2)ω2
0

Îòêóäà

ξ = a cosψ +
εβ0(a)

ω2
0

+
ε

ω2
0

∞∑
n=2

1

1− n2
{αn(a) sinnψ + βn(a) cosnψ}

Äëÿ n = 1:

ω1(a) = −β1(a)

2aω0
, f1(a) = −α1(a)

2ω0
=>

ȧ(t) =
−εα1(a)

2ω0
, ψ̇(t) = ω0 −

εβn(a)

2aω0

Îòñþäà íàõîäÿòñÿ a è ψ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿòü
âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ε íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê çà âðåìåíà ïîðÿäêà
ε ýòè ñëàãàåìûå äàäóò ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà ε, à íå ε2. Â òàêîì ñëó÷àå ìû
îñòàâèì òîëüêî:

ξ = a cosψ, ȧ =
−εα1(a)

2ω0
, ˙psi = ω0 −

εβ1(a)

2aω0

Äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû Q = Q(ξ) :

ȧ = 0, a = const => ψ = ω0t−
εβ1(a)

2aω0
t => ξ = a cos(ψ + ψ0)

Âîïðîñ �31

Èññëåäóéòå àâòîêîëåáàíèÿ íà ïðèìåðå ìàÿòíèêà ñ âðàùàþùåéñÿ
ìóôòîé ïîäâåñà ïðè íàëè÷èè ñóõîãî òðåíèÿ (ìàÿòíèê Ôðîóäà).

Çäåñü íàì ïðèïîìíèòñÿ ìåòîä êðûëîâà-áîãîëþáîâà. Çàïèøåì óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ äëÿ óêàçàííîãî ìàÿòíèêà:

Iθ̈ = −mgl sin θ − lθ̇λ+ f(Ω− θ̇)

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ Ω äîëæíî áûòü âîçìîæíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ,
à èìåííî:

sin θeq =
f(Ω)

mgl
; θ̇ = 0, θ̈ = 0

Îòñþäà íåèçáåæíî òðåáóåòñÿ f(Ω) < mgl. Ðàçëîæèì óðàâíåíèÿ â ðÿä ïî
îòêëîíåíèþ ξ = θ − θeq:

Iξ̈ = −mgl sin θeq −mgl cos θeqξ + mgl 12 sin θeqξ
2 + mgl 16 cos θeqξ

3 − lξ̇λ +

f(Ω)− f ′(Ω)ξ̇ + f ′′(Ω) ξ̇
2

2 − f
′′′(ω) ξ̇

3

6
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Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
ïåðåãèáà ôóíêöèè f <=> f ′′ = 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ω2
0 =

mgl

I
cos θeq,æ1 = − lλ

I
,æ2 =

f ′′′

6I

ξ̈ + ω2
0ξ =

ω2
0

2
tan θeqξ

2 +
ω2

0

6
ξ3 + æ1ξ̇ − æ2ξ̇

3 = εQ(ξ, ξ̇)

Çäåñü ìû è ïðèìåíèì íàø ìåòîä. Ïî Ê-Á:

εQ(a cosψ,−aω0 sinψ) =
ω2

0

2
tan θeqa

2 cos2 ψ +
ω2

0

6
a3 cos3 ψ − æ1aω0 sinψ+

+æ2a
3ω3

0 sin3 ψ

Ýòî äàåò ïåðâûå òðè ãàðìîíèêè ïî ψ. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëîæåíèå îáîá-
ùåííîé ñèëû â ðÿä ôóðüå èìååò ñëåäóþùèå ïåðâûå êîìïîíåíòû:

εα1(a) = −aωæ1 −
3

4
a3æ2ω

3
0

εβ1(a) =
ω3

0a
3

8

Ïîäñòàíîâêà æå äàåò:

ȧ =
aæ1

2

(
1− 3

4

æ2

æ1
a2ω2

0

)
ψ̇ = ω0 −

a2ω2
0

16

Îòêóäà ìû ìîæåì óêàçàòü àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì:

ȧ = 0 <=> a2 =
4

3

æ1

æ2
ω−2

0

Âîïðîñ �32

Ïîëó÷èòå ôîpìóëû ïåpâîãî ïpèáëèæåíèÿ ìåòîäà Êpûëîâà-Áîãîëþáîâà
äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ ïàpàìåòpàìè.

Ïpèâåäèòå ïpèìåpû àäèàáàòè÷åñêèõ èíâàpèàíòîâ.

Ýòè ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìîòðåííûõ òåì, ÷òî îíè ïàðàìåòðè÷å-
ñêèå. Ââåäåì â ñèñòåìå ìåäëåííîå âðåìÿ τ = εt è çàïèøåì å¼ ëàãðàíæèàí
â âèäå:

L =
1

2
c(τ)ξ̇2 − 1

2
k(τ)ξ2 + εχ(ξ, τ)

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïðèìóò âèä:

d

dt
(c(τ)ξ̇) + k(τ)ξ − ε ∂

∂ξ
χ(ξ, τ) = εQ(ξ, ξ̇, t)

Çàãíàâ ïîòåíöèàë χ â îáîáùåííûå ñèëû, ïîëó÷àåì:
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ξ̈ + ω2
0(τ)ξ = εQ(ξ, ξ̇, t)− ε 1

c(τ)

dc

dτ
ξ̇, ω2

0(τ) =
k(τ)

c(τ)

Ðåøåíèå îïÿòü èùåòñÿ ìåòîäîì Ê-Á. Âñå óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîþ
ñèëó, îäíàêî â âûðàæåíèÿõ ïîÿâëÿþòñÿ ëèøíèå ñëàãàåìûå. Ýòî êðèòè÷íî
äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ:{

2ω0εf1 + εα1 + εa
c
d
dτ (ωc) = 0

2aω0εω1 + εβ1 = 0

Îòêóäà íàõîäÿòñÿ:{
ȧ = − εα1

2ω0
− εa

2ω0c
d
dτ (ωc) = 0

ψ̇ = ω(τ)− εβ1

2aω0(τ)

Â îòñóòñòâèå äèññèïàòèâíûõ ñèë: ȧ = − εa
2ω0c

d
dτ (ωc) => a2ω0c = const.

Àäèàáàòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû, êîòîðûå ìåíÿ-
þòñÿ ìåäëåííî äàæå îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ïàðàìåòðîâ ñè-
ñòåìû. Îíè, î÷åâèäíî, äîëæíû áûòü ñîñòàâëåíû òîëüêî èç a ψ è ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû.

Ïðèìåð àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà: ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé ìà-
ÿòíèê ñ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ äëèííîé íèòè:

L =
ml2(τ)

2
ϕ̇2 − 1

2
mgl(τ)ϕ2

c(τ) = ml2(τ), ω2
0(τ) =

g

l(τ)
=> a2l3/2 = const

Ýòî è áóäåò àäèàáàòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Èç çàïèñàííîãî âûøå.

Âîïðîñ �33

Íàéäèòå âûpàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåpãèè
¾ìåäëåííîãî¿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïpè íàëè÷èè

âûñîêî÷àñòîòíûõ âîçìóùåíèé.

Îïÿòü ïóíêò íà òåîðèþ âîçìóùåíèé. Ïîñëåäíèé, áëàãî. Ðàññìîòðèì ñè-
ñòåìó ñ äèññèïàöèåé è ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè:

mq̈ = −∂U
∂q

+Q(q, t)

Ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè îòêëîíåíèÿ ξ = q − q; q(t) = 1
T

∫ T
0
q(t+ τ)dτ

Òîãäà, ïîäñòàâèâ ξ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ðàñêëàäûâàÿ âñå ïî ξ êàê ïî
ìàëûì âîçìóùåíèÿì:

mξ̈ +mq̈ = − ∂

∂q
U − ∂2

∂q2Uξ +Q(q, t) +
∂Q

∂q
ξ

ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî ïåðèîäó, ìû ïîëó÷èì:

mq̈ = −∂U
∂q

+ <
∂Q

∂q
, ξ >
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Òîãäà, â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè:

mξ̈ = Q(q, t)

Ïðè÷åì q ïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîèí-
òåãðèðîâàòü âûðàæåíèå âûøå è ïîëó÷èòü: ξ̇ = 1

m

∫
Qdt

ξ
∂Q

∂q
=

d

dt
(ξ

∫
∂

∂q
Qdt)− ξ̇

∫
∂Q

∂q
dt

Óñðåäíåíèå ïî÷åìó-òî óáèâàåò ñðåäíåå ñëàãàåìîå è äàåò:

< ξ
∂Q

∂q
>= − < 1

m

∫
Qdt

∂

∂q

∫
Qdt >= − 1

2m
<

∂

∂q
(

∫
Qdt)2 >

Ýòà øòóêà áóäåò èäòè äîáàâêîé ê îñíîâíûì ïîòåíöèàëàì ÷åðåç ñâîé
êâàäðàò. Â ñàìîì äåëå:

mξ̈ = − ∂

∂q
Ueff , U)eff = U +

1

2m
< (

∫
Qdt)2 >

Âîïðîñ �34

Ïîëó÷èòå êàíîíè÷åñêèå ópàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ ñèñòåìû ñ s
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïpè íàëè÷èè äèññèïàòèâíûõ ñèë, èñõîäÿ èç

ëàãpàíæåâîé ôîpìû ópàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ýòà åðåñü ñ òåîðèåé âîçìóùåíèÿ íàêîíåö-òî êîí÷èëàñü, ìîæ-
íî ïðèñòóïèòü ê íîðìàëüíûì çàäà÷êàì. Íàïðèìåð, ýòîé. Ðàññìîòðèì çà-
ìåíó ϕi = ϕ(q, q̇, t). Òàêóþ, ÷òîáû ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê íåé îò ïåðåìåííûõ
(q, q̇) áûë îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:
q̇i = fi(q, ϕ, t) â äîïîëíåíèå ê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. òî åñòü ìû ïîëó÷èì
2s óðàâíåíèé 1 ïîðÿäêà, âìåñòî s óðàâíåíèé 2 ïîðÿäêà, ñîâåðøåííî àíà-
ëîãè÷íûõ èñõîäíûì. Íàèáîëåå ôèçè÷íî â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè áðàòü
îáîùåííûé èìïóëüñ íàøåé ñèñòåìû:

ϕi = pi =
∂L

∂q̇i
= pi(q, q̇, t)

Ïîñêîëüêó ÿêîáèàí ïåðåõîäà â äàííîì ñëó÷àå: | ∂
2L

∂q̇i∂q̇j
| - îñòàòîê êèíåòè-

÷åñêîé ôîðìû, òî îí ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäíåé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.
Äàâàéòå ïîêàæåì, ÷òî íóæíûå íàì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ q̇ = q̇(q, p, t)
òàêæå ìîãóò áûòü ïðåäñòàëâåíû êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí:

dL(q, q̇(q, p, t), t) =
∂L

∂qk
dqk + pkdq̇k +

∂L

∂t
dt

d[pkq̇k − L] = − ∂

∂qk
Ldqk + q̇kdpk −

∂L

∂t
dt ≡ dH

Ïðèðàâíèâàÿ êîýýôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ äèôôèðåíöèàëàõ, ïîëó÷à-
åì:

∂H

∂qk
= − ∂L

∂qk
,
∂H

∂pk
= q̇k,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
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Òîãäà, èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé ëàãðàíæà åãî ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíà-
òå:

ṗk = −∂H
∂qk

+Qk

q̇k =
∂H

∂pk

×òî íàì è òðåáîâàëîñü íàéòè. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
Ãàìèëüòîíà â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Âîïðîñ �35

Ïðèâåäèòå âûâîä êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà èç âàðèàöèîííîãî
ïðèíöèïà.

Ïîñòóëèðóåì ôóíêöèîíàë:

F = pkq̇k −H

, ãäå H - ôóíêöèÿ ãàìèëüòîíà. Ñâÿæåì ñ íèì äåéñòâèå:

S =

∫ t2

t1

Fdt => δS =

∫ t2

t1

(
∂F

∂qk
δqk +

∂F

∂q̇k
δq̇k +

∂F

∂pk
δpk

)
dt

Ðàñêðûâàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå F :

δS =

∫ t2

t1

(
d

dt
(pkδqk)− (pk +

∂H

∂qk
)δqk + (qk −

∂H

∂pk
)δpk

)
dt

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âàðèàöèè ñèñèòåìû íåèçåñòíû,
òî åñòü δqk îáíóëÿåòñÿ íà ãðàíèöàõ, ìîæíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèâåñòè
âàðèàöèþ äåéñòâèÿ ê âèäó:

δS =

∫ t2

t1

((
qk −

∂H

∂pk

)
δpk −

(
pk +

∂H

∂qk

)
δqk

)
dt

À ýòî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé, êàê ðàç ïðèâîäèò ê êàíîíè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì ãàìèëüòîíà.

Âîïðîñ �36

36. Ïpèâåäèòå îïpåäåëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà. Äîêàæèòå òåîpåìó Ïóàññîíà.

Îïðåäåëåíèå ñêîáîê ïóàññîíà:

[f, g] =
∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂qk

Äîêàæåì ñâîéñòâî ñêîáîê ïóàññîíà:

f = f(q, p, t) =>
d

dt
f = [f,H] +

∂f

∂pk
Qdk +

∂f

∂t

Â ñàìîì äåëå:

d

dt
f =

∂f

∂qk

∂H

∂pk
+

∂f

∂pk

(
−∂H
∂qk

+Qk

)
+
∂f

∂t
= [f,H] +

∂f

∂pk
Qk +

∂f

∂t
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×.ò.ä. Ïîêàæåì òåîðåìó ïóàñîíà. Ïóñòü ϕ = [f, g]. Òîãäà d
dtϕ =?

d

dt
ϕ =

d

dt

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk

)
− d

dt

(
∂g

∂qk

∂f

∂pk

)
=

=

(
d

dt

∂f

∂qk

∂g

∂pk

)
+

(
∂f

∂qk

d

dt

∂g

∂pk

)
−
(
d

dt

∂g

∂qk

∂f

∂pk

)
−
(
∂g

∂qk

d

dt

∂f

∂pk

)
=

= [ḟ , g] + [f, ġ]

×.ò.ä. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî åñëè f è g - èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ, òî è èõ ñêîáêà ïóàññîíà - èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

Âîïðîñ �38

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî ïpåîápàçîâàíèÿ ñóùåñòâóåò
ïpîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëó÷èòå ôîpìóëû êàíîíè÷åñêèõ ïpåîápàçîâàíèé

â òåðìèíàõ ÷åòûpåõ âîçìîæíûõ òèïîâ ïpîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì? Òî, êîòîðîå íå ìåíÿåò
âèä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà. Òî åñòü ýòî ïåðåõîä Q = Q(q, p, t), P = P (q, p, t) :

Qk = ∂H′

∂Pk
, Pk = − ∂H′

∂Qk
. Êàê ñâÿçàòü ýòè äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ? Âåäü îíè ïðè-

âîäÿò, â îáùåì-òî, ê ðàçíûì ãàìèëüòîíèàíàì? Îêàçûâàåòñÿ, èõ ìîæíî ñâÿ-
çàòü ÷åðåç èíâàðèàíòû Ïóàíêàðå-Êàðòàíà, êîòîðûå ìû òóò âûâîäèòü íå
áóäåì. Ñóòü èõ â ôîðìóëå:

δΦ1(q,Q, t) = −
∑
k

PkδQk +
∑
k

pkδqk + (H ′ −H)δt

Î÷åâèäíî ñîïîñòàâëåíèå ïðèâîäèò ê:

∂Φ1

∂Qk
= −Pk,

∂Φ1

∂qk
= pk,

∂Φ

∂t
= H ′ −H

Êàê ïîëó÷àòü ôîðìóëû êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îñòàëüíûõ òèïîâ?
Èõ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëåæàíäðà, à èìåííî:

Φ2(p,Q, t) = Φ1 −
∑
k

pkqk

Φ3(q, P, t) = Φ1 +
∑
k

PkQk

Φ4(p,Q, t) = Φ1 −
∑
k

pkqk +
∑
k

PkQk

Îòêóäà ñîîòíîøåíèÿ íà èõ âàðèàöèè, à çíà÷èò è íà ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñëåäóþò î÷åâèäíûì îáðàçîì. Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî ÿêîáèàí êàíîíè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí 1. À èìåííî:

∂(Q,P )

∂(q, p)
=
∂(Q,P )

∂(q, P )
/
∂(q, p)

∂(q, P )
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Èç âèäà äëÿ ìàòðèöû îáåèõ ÿêîáèàíîâ(áîëüøîé äèàãîíàëüíûé êóñîê èç
åäèíè÷åê ãäå íàäî), ñëåäóåò, ÷òî:

∂(Q,P )

∂(q, P )
=
∂Q

∂q
;
∂(q, p)

∂(q, P )
=

∂p

∂P

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðîé ôóíêöèè(à ýòî ðàçëæåíèå ÿêîáèàíîâ äëÿ
íåå), ìû òðåáîâàëè ñóùåñòâîâàíèå è ïîëó÷àëè ðàâåíñòâî òàêèõ ÿêîáèàíîâ
êàê ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. ×.ò.ï.

Âîïðîñ �39

Ïpèâåäèòå âûâîä ópàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è äîêàçàòåëüñòâî
òåîpåìû ßêîáè.

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè - óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êî-
òîðûå çàìåíÿþò óðàâíåíèÿ ëàãðàíæà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà:

∂S

∂t
+H(q1, ..., qs,

∂S

∂q1
, ...,

∂S

∂qs
, t) = 0

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ãàìèëüòîíà-ÿêîáè, à S = S(q, α, t0, t) - åãî ïîëíûé
èíòåãðàë, îíî æå äåéñòâèå, òóò ïðåäñòàâëåííîå â ôîðìå, çàâèñÿùåé îò s ïå-
ðåìåííûõ è s ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî óðàâ-
íåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà
âòîðîãî ðîäà. Èñõîäíîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, ïîýòîìó ìû
ìîæåì åãî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñíà÷àëà ïî ïàðà-
ìåòðàì:

∂2

∂t∂αk
S +

∑
j

∂

∂pj
H

∂2

∂αk∂qj
S = 0

Íî, êàê ìû çíàåì: ∂H∂pk = q̇k, à

d

dt

∂S

∂αk
=

∂2

∂t∂αk
S +

∑
j

∂2

∂αk∂qj
Sq̇j = 0

Ïîñêîëüêó ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå íèãäå íå ðàâíû íóëþ, òî ñèñòåìû
äîëæíû èìåòü òîæäåñòâåííî ðàâíûå êîðíè, à èìåííî:

q̇k =
∂H

∂pk

Äèôôåðåíöèðóÿ òåïåðü òîæäåñòâî ïî êîîðäèíàòàì:

∂2S

∂t∂qk
+
∑
j

∂H

∂pj

∂2S

∂qjqk
+
∂H

∂qk
= 0

Â òî æå âðåìÿ:
d

dt

(
∂S

∂qk

)
=

∂2S

∂t∂qk
+
∑
j

∂2S

∂qk∂qj
q̇j

Êàê ìû óýå íàøëè ∂H
∂pk

= q̇k, à ïîñêîëüêó äåéñòâèå - ïîòåíöèàë ïîëÿ

èìïóëüñîâ, òî èìååì îêîí÷àòåëüíî: d
dtpk = − ∂H

∂qk
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À ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó ßêîáè, òî åñòü ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé ïîëíûé
èíòåãðàë óðàâíåíèé Ã-ß èíäóöèðóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèÿ Ãàìèëü-
òîíà. Âûâåñòè ñàìî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç îïðåäåëåíèÿ
î÷åâèäíî:

dS

st
= L =

∂S

∂t
+
∑
j

∂S

∂qj
q̇j =

∂S

∂t
+
∑
j

pj q̇j = L

Âîò îíî è âûâåëîñü.

Âîïðîñ �40

Ñôîpìóëèpóéòå ìåòîä pàçäåëåíèÿ ïåpåìåííûõ â ópàâíåíèè
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è åãî îñîáåííîñòè äëÿ êîíñåpâàòèâíûõ ñèñòåì.
Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì ïðåæäå âñåãî ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëåííîãî âèäà:

H = H(q1, ..., qm, p1, ..., pm, f1(qm+1, pm+1), ..., fs−m(qs, ps))

Òî åñòü ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò îò ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò-èìïóëüñîâ òîëüêî
÷åðåç ôóíêöèè. Òîãäà Íàì ñëåäóåò óêîðîòèòü äåéñòâèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = W (q1, ..., qm, α1, ...., αs, t) +

s∑
j=m+1

Wj(qj , α1, ..., αs)

Òåïåðü íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ∂S
∂qk

= ∂
∂qk

Wj , k > m; ∂S∂qk = ∂
∂qk

W,k < m;
Òîãäà çàïèøåì äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

∂W

∂t
+H(q1, ..., qm,

∂W

∂q1
, ...,

∂W

∂qm
, f1(qm+1,

∂Wm+1

∂qm+1
), ..., fk−m(qs,

∂Ws

∂qs
)) = 0

Åñëè íàøå äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíòåãðàëîì, òî îíî äîëæíî îáðà-
ùàòü ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿ qm+k. Îäíàêî îíè
âõîäÿò òîëüêî ïîä àðãóìåíò ôóíêöèé fk. Çíà÷èò, ñàìè ýòè ôóíêöèè íå
äîëæíû çàâèñåòü îò èçìåíåíèÿ ýòèõ ïåðåìåíííûõ, òî åñòü áûòü êîíñòàí-
òàìè. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∂W

∂t
+H(q1, ..., qm,

∂W

∂q1
, ...,

∂W

∂qm
, αm+1, ..., αs) = 0

fk(qm+k,
∂Wm+k

∂qm+k
) = αm+k

Èç êîòîðûõ ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ ïðîñòî îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå. Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ âêëþ÷àåò â
ñåáÿ òàêæå è ñëó÷àé öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëî-
æèòü fj = pj , òî çàâèñèìîñòè îò qj íå áóäåò, à âñå ðàññóæäåíèÿ îñòàíóòüñÿ
â ñèëå. Î÷åâèäíî, ÷òîáû äîáèòü óðàâíåíèå, íåîáõîäèìî ñíîâà ïðèìåíèòü ê
íåìó òåîðåìó ÿêîáè óæå äëÿ óêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ. Îòâåòû äàþòñÿ:

∂W

∂qk
= pk, k = 1,m;

∂Wj

∂qj
= pj , j = m+ 1, s, βj =

∂S

∂αj

×.ò.ï.
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Âîïðîñ �41

Ââåäèòå ïåpåìåííûå ¾äåéñòâèå-óãîë¿ äëÿ ñèñòåìû, ñîâåpøàþùåé
óñëîâíî-ïåpèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Ñôîpìóëèpóéòå, îñíîâàííûé íà ýòèõ
ïåðåìåííûõ, ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñèñòåìû

ñ s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé, è õîòÿ áû
îäèí íàáîð êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ðàçäåëÿåòñÿ, ïðè÷åì, ëèáî êàæäàÿ èç
ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè ñ îäèíàêîâûì ïå-
ðèîäîì, ëèáî êàæäûé èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé êîîðäè-
íàòû, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Äâèæåíèå ïåðâîãî
òèïà íàçûâàþò - ëèáðàöèåé, à âòîðîãî òèïà - âðàùåíèåì.

Äëÿ ðàññìòàðèâàåìûõ ñèñòåì äåéñòâèå ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿåòñÿ, òàê êàê
îíî åùå è íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî åñòü:

S(qi, pi) =
∑
j

Wj(qj , α)

Óðàâíåíèÿ æå ÃÀìèëüòîíà-ßêîáè ïðèíèìàþò âèä:

H

(
f1

(
q1,

∂S

∂q1

)
, ..., fs

(
qs,

∂S

∂qs

))
= H0

Ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì òîîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è â ìåòîæå ðàçäåëåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ. Êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ïîïàäàåò ïîä ñâîþ ôóíêöèþ è äëÿ òîæäå-
ñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé Ã-ß íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäàÿ èç ôóíê-
öèé áûëà ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. À èìåííî, ñèñòåìà óðàâíåíèé:

fk

(
qk,

∂Wk

∂qk

)
= αk

Òàêæå åñòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ñâÿçü ìåæäó ïîñòîÿííûìè:

H(α1, ..., αs) = H0

Ðàçðåøèâ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, íàéäåì ïî îïðåäåëåíèþ
äåéñòâèÿ è èìïóëüñîâ:

∂Wk

∂qk
= pk

Òåïåðü ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå è ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì. Ïî-
ñêîëüêó ïî óñëîâèþ ó íàñ p ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ââåäåì Ij = 1

2π

∮
pjdqj ,

ãäå èíòåãðàëû áåðóòüñÿ ïî ïîëíûì ïåðèîäàì. Ýòè âåëè÷èíû ìû íàçîâåì
ïåðåìåííûìè äåéñòâèÿ. Î÷åâèäíî:

Ij =
1

2π

∮
∂Wj

∂qj
dqj = Ij(α1, ..., αs)

Íàì íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî αk = αk(I1, .., Is).
ÏÐîäåëàâ ýòî, ïîñòàâëÿåì ýòè ïåðåìåííûå â èñõîäíóþ ñèñòåìó:

S = S(q1, ..., qs, I1, ..., Is)
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Ýòî äåéñòâèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè îò
ñòàðûõ êîîðäèíàò è íîâûõ èìïóëüñîâ è ïîëó÷èòü:

∂S

∂qk
= pi,

∂S

∂Ik
= ϕi

Âåëè÷èíû ϕi ñîîòâåòòñâóþò íîâûì êîîðäèíàòàì, ñâÿçàííûì ñ íîâûìè èì-
ïóëüñàìè. Îíè íàçûâàþòñÿ óãëîâûìè ïåðåìåííûìè. Âåðíåìñÿ æå ê óðàâ-
íåíèþ Ã-ß:

H(I1, ..., Is) = H0

Òî åñòü ãàìèëüòîíèàí â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàâèñèò òîëüêî îò èìïóëüñîâ,
òî åñòü âñå êîîðäèíàòû öèêëè÷åñêèå, à çíà÷èò:

İi = −∂H
∂ϕ̇i

= 0, ϕ̇i =
∂H

∂Ii

Îòêóäà òóò æå ñëåäóåò:

ϕi = ϕi0 +
∂H

∂Ii
t

Ïðè ýòîì ÷àñòîòà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò èõ èçìåíåíèþ åñòü íè ÷òî èíîå,
êàê ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ èìïóëüñà. Â ñàìîì äåëå:

∆ϕi =

∮
∂ϕi
∂qj

dqj =

∮
∂2S

∂qj∂Ii
dqj =

∂

∂Ii

∮
∂S

∂qj
dqj ≡ 2π

∂Ij
∂Ii

= 2πδij

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

∆ϕi =
∂H

∂Ii
Ti

×.ò.ä.

Âîïîñ �42

Ïpèâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîpåìû Ëèóâèëëÿ.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì å¼: ôàçîâûé îáúåì àíñàìáëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ñ îáîáùåííî-ïîåòíöèàëüíûìè ñèëàìè, ãîëîíîìíûìè èäåàëüíûìè ñâÿ-
çÿìè, à òàêæå îòñóòñòâèåì äèññèïàöèè, ñîõðàíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ôàçîâûé îáúåì ñèñòåìû â äâà áëèçêèõ ìîìåíòà âðåìåíè.
Ïîñêîëüêó ðåàëüíîå äâèæåíèå àíñàìáëåé ïîä÷èíåíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ,
òî êîíå÷íûå êîîðäèíàòû áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû.
Â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ íîâîãî ôàçîâîãî îáúåìà ìîæíî çàïèñàòü:

Γ =

∮
Dδq01δq02...δq0sδp01δp0s

Γ0 =

∮
δq01δq02...δq0sδp01δp0s

D - ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò ñòàðûõ (q0, p0) êîîðäèíàò ê íîâûì (q, p). Òåïåðü
ÿñíî, ÷òî ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ôàçîâîãî îáúåìà íàäî ïîíÿòü, êàê
ñåáÿ âåäåò ÿêîáèàí. Èòàê, â äâà áëèçêèõ ìîìåíòà âðåìåíè:

qi = qi0 + q̇i0∆t; pi = pi0 + ṗi0∆t
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Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýëåìåíòû ÿêîáèàíà:

∂qj
∂q0i

= δij +
∂q̇j0
∂qi0

∆t,
∂qj
∂p0i

=
∂q̇j0
∂pi0

∆t,

∂pj
∂q0i

=
∂ṗj0
∂qi0

∆t,
∂pj
∂p0i

= δij +
∂ṗj0
∂qp0

∆t

Îòêóäà ñëåäóåò òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ÿêîáèàíà:

D(t0) = 1, D(t0 + ∆t) = 1 +

s∑
i=1

(
∂q̇i0
∂qi0

+
∂ṗi0
∂pi0

)
∆t

Òî åñòü ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ ïåðâîé ñòåïíåü ìëàîñòè ïî ∆t, êîòî-
ðûå îáðàçóþòñÿ ëèøü èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. È, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó,
èìååì:

Ḋ(t0) =

s∑
i=1

(
∂q̇i0
∂qi0

+
∂ṗi0
∂pi0

)
Òàê êàê äâèæåíèå íàøåãî àíñàìáëÿ ïîä÷èíåíî óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà, òî:

∂q̇j0
∂qj0

=
∂

∂qj0

∂H

∂pj0
= −∂ṗj0

∂pj0
+

∂

∂pj0
Qdj

Â îòñóòñòâèå äèññèïàöèè:(
∂q̇i0
∂qi0

+
∂ṗi0
∂pi0

)
= 0 => Ḋ = 0

È ôàçîâûé îáúåì ñîõðàíÿåòñÿ. ×.ò.ä.

Âîïðîñ �43

Ïpèâåäèòå âûâîä ópàâíåíèÿ íåïpåpûâíîñòè.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà òî÷å÷íûõ ÷àñòèö:

ρ(−→r , t) =
1

∆(−→r )

N∑
i=1

mi =
1

∆−→r

∫
∆

N∑
j=1

miδ(
−→r −−→r i(t))dV

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýòîãî âûðàæåíèÿ è ó÷òåì, ÷òî:
∂
∂tδ(
−→r −−→r i(t)) = −−→v i ∂δ∂−→r ÒÎãäà:

∂ρ

∂t
= − ∂

∂−→r
1

∆

∫
∆

∑−→v imiδdV

Ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò òîëüêî íà delta- ôóíêöèþ. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ëþ-
áîãî ìîìíåòà âðåìåíè ìîæíî ïðîèçâåñòè ñóììèðîâàíèå, ïåðåéäÿ ê ñêîðîñòè
öåíòðà ìàññ: ∑−→v imi = −→v mm = −→v mρ∆V

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â èíòåãðàë âûøå:

∂ρ

∂t
+ div(ρ−→v ) = 0
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Ýòî è åñòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. Â ðÿäå ñëó÷àå, ïåðåíåáðåãàÿ èçìåíå-
íèåì ïëîòíîñòè ïî êîîðäèíàòå:

∂ρ

∂t
+−→v ∇ρ = −ρdiv−→v

Âîïðîñ �47

Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ èäåàëüíîé
æèäêîñòè è èäåàëüíîãî ãàçà. Ïîëó÷èòå â ýòîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå

Ýéëåðà.

Èäåàëüíîé æèäêîñòüþ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, â êîòîðîé ïðè
ëþáîé äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè äåôîðìàöèè êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïðå-
íåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíûìè, à âñå íîðìàëüíûå íàïðÿæå-
íèÿ îäèíàêîâû. Ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðèìåíèìà êî ìíîãèì çàäà÷àì
ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âÿçêîñòüþ ïðè óñëîâèè õîðîøåé îáòåêàåìîñòè òåë â
ðïèãðàíè÷íûõ ñëîÿõ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè:

dρ
dt + ρdiv−→v = 0

ρd
−→v
dt = −gradp+ ρ

−→
f

ρdedt = −ρdiv−→v
ds
dt = 0

Èõ äîïîëíÿþò äâà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ: êàëîðè÷åñêîå è òåðìè÷åñêîå:

e = e(ρ, T ), p = p(ρ, T )

Âòîðîé èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñâåðõó è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýéëåðà.
Åãî èñõîäíûé âàðèàíò - óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ èìïóëüñà:

ρ
∂vi
∂t

=
∂Pik
∂xk

+ ρfi

Ïåðåõîä èç íåãî îáðàòíî ïð èóñëîâèè íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè è îäè-
íàêîâîñòè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ñîâåðøåííî î÷åâèäåí.

Âîïðîñ �48

Ïîëó÷èòå èíòåãðàë Áåðíóëëè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîé
æèäêîñòè.

Ýòî èíòåãðàë äëÿ èçýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèé, òî åñòü òå÷åíèé ñ ïîñòîÿí-
íîé ýíòðîïèåé. Çàïèøåì óðàâíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

d

dt

(
v2

2
+ ue

)
=
∂ue

∂t
+

1

ρ

∂p

∂t
− 1

ρ

dp

dt

Äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèëîâûõ ïîëåé:

d

dt

(
v2

2
+ ue + h

)
= 0

òóò ìû óáèëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíû è âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì
ýíòàëüïèè: dh = dp

ρ . Ýòî è äàåò íàì èíòåãðàëë Áåðíóëëè:

v2

2
+ ue + h = const
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Âîïðîñ �49

Ïîëó÷èòå èíòåãðàë Ëàãðàíæà-Êîøè äëÿ áåçâèõðåâîãî äâèæåíèÿ
èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ýéëåðà:

d

dt
−→v = −grad(h+ ue)

Çäåñü ó÷òåíà ïîòåíöèàëüíîñòü îáúåìíûõ ñèë, à òàêæå îïðååäåëåíèå ýí-
òàëüïèè. Ïîêîìïîíåíòíî:

∂vi
∂t

+
∂vi
∂xj

vj = − ∂

∂xi
(h+ ue)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïîòåíöèàëüíîñòüþ òå÷åíèÿ è ââåäåì −→v = −gradϕ:

∂

∂t

∂

∂xi
ϕ+

∂2ϕ

∂xj∂xi

∂ϕ

∂xj
= − ∂

∂xi
(h+ ue)

∂

∂xi

(
h+ ue +

∂ϕ

∂t
+
v2

2

)
= 0

Îòêóäà ñëåäóåò èíòåãðàë ÊÎøè:

∂ϕ

∂t
+
v2

2
+ h+ ue = f(t)

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f îäèíàêîâà äëÿ ëþáîé òî÷êè ñðåäû.

Âîïðîñ �50

Ïðèâåäèòå âûâîä óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà.

Ïðåîáðàçóåì òåíçîð äàâëåíèé ê âèäó pαβ = pδαβ − σαβ , ãäå σ - òåíçîð
êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ïîñëåäíèå âîçíèêàþò èç-çà íåñîîòâåòòñâèå ñêîð-
ñîòåé è ðàçíûõ ñëîåâ æèäêîñòè. Çíà÷èò, îíè äîëæíû çàâèñåòü îò ãðàäèåí-
òîâ ýòèõ ñêîðîñòåé. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàø òåíçõîð çàâèñèò òîëüêî îò
íèõ è ðàçëîæèì åãî ïî íèì â ðÿä òåéëîðà äî ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Òåíçîð ñèì-
ìåòðè÷åí, à çíà÷èò áóäåò çàâèñåòü îò ñèììåòðè÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ýòèõ ãðàäèåíòîâ. Êàê îíè ìîãóò âûãëÿäåòü? Òåíçîð ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòåé
ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñèììåòðè÷íûé, àíòèñèììåòðè÷íûé è äèàãîíàëüíûé
ñëåäóþùèì îáðàçîì(êàê è ëþáîé äðóãîé òåíçîð, êîíå÷íî æå):

∂vi
∂xj

=
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij

∂vk
∂xk

)
+

1

2

(
∂vi
∂xj
− ∂vj
∂xi

)
+

1

3
δij

∂vk
∂xk

íàñ èíòåðåñóåò ïåðâàÿ ñèììåòðè÷íàÿ êîìïîíåíòà ñ íóëåâûì ñëåäîì. Ïî-
ýòîìó:

σij = ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij

∂vk
∂xk

)
+ τδij

∂vk
∂xk

ν - ñäâèãîâàÿ âÿçêîñòü, τ - îáúåìíàÿ âÿçêîñòü. Òîãäà óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà ïðèìåò âèä:

ρ

[
∂vi
∂t

+ vk
∂

∂xk
vi

]
= − ∂

∂xi
p+ρfi+

∂

∂xj

(
ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij

∂vk
∂xk

)
+ τδij

∂vk
∂xk

)
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Äëÿ ïîñòîÿíûõ çíà÷åíèé âÿçêîñòè óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
âåêòîðíîì âèäå:

ρ

[
∂

∂t
+ (−→v ∇)

]
−→v = −∇p+ ρ

−→
f + ν∆−→v + (

ν

3
+ τ)∇(div−→v )

À ýòî è åñòü óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà.

Âîïðîñ �51

Ïðèâåäèòå ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè.

∂ρ

∂t
+ div(−→v ρ) = 0

ρ

[
∂

∂t
+ (−→v ∇)

]
−→v = −∇p+ ρ

−→
f + ν∆−→v + (

ν

3
+ τ)∇(div−→v )

ρ

[
∂

∂t
+ (−→v ∇)

]
e+ Pij

∂vi
∂xj

+
∂qi
∂xi

= 0

Pij = pδij − ν
(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij

∂vk
∂xk

)
+ τδij

∂vk
∂xk

−→q = −æ∇T

Óðàâíåíèå Íåïðåðûâíîñòè, óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, Óðàâíåíèå áàëàíñà
ýíåðãèè, îïðåäåëåíèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé è óðàâíåíèå Ôóðüå.
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