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1. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Th.1[Êîøè î ∃ è ! ðåøåíèÿ]. Ïóñòü â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå R = {|x − x0| ≤
a, |y − y0| ≤ b} ôóíêöèÿ f(x, y):
1) íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ;
2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò.å.:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ N |y1 − y2|,

ãäå N - ïîñòîÿííàÿ(íå çàâèñèò îò âûáîðà y1, y2, y1, y2 ∈ R.
Òîãäà íà ñåãìåíòå |x − x0| ≤ H, ãäå H = min(a, b

M
) (M = supR |f(x, y)|) ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ y' =
f(x,y). Ïðîâåðüòå å¼ âûïîëíåíèå äëÿ çàäà÷è.

Òîæå, ÷òî Th.1[Êîøè î ∃ è ! ðåøåíèÿ]. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ:
f(x, y) = 4x− 4y
1) íåïðåðûâíîñòü f(x,y): î÷åâèäíà, íî âñå æå. Ïðîâåðèì ïî îïðåäåëåíèþ. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî: ∀ε > 0∃δ > 0∀M,ρ(M(x, y),M0(x0, y0)) < δ : |f(M) − f(M0)| < ε. Ôèêñèðóåì ε > 0.
Ïîëîæèì δ = ε

8
. Òîãäà, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε: |4x− 4y− 4x0 + 4y0| =

4|(x − x0) − (y − y0)| ≤ 4(|x − x0| + |y − y0|) < 4(δ + δ) = 8δ < ε 2) óñëîâèå Ëèïøèöà
ïðîâåðÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî:

|f(x, y1)− f(x, y2)| = 4|x− y1 − x+ y2| = 4|y1 − y2| ≤ N |y1 − y2| äëÿ N ≥ 4

Êàê âèäèì, âûáîð N íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê => óñëîâèå Ëèïøèöà âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû âñþäó äëÿ x>0.

3. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ y' =
f(x,y). Ïðîâåðüòå å¼ âûïîëíåíèå äëÿ çàäà÷è.

Òîæå, ÷òî Th.1[Êîøè î ∃ è ! ðåøåíèÿ]. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ:
f(x, y) = 6

√
y

1) íåïðåðûâíîñòü: î÷åâèäíà, íî çäåñü óæå ëó÷øå äîêàçûâàòü ÷åðåç ïðåäåëû.
2) óñëîâèå Ëèïøèöà:

| 6√y1 − 6
√
y2| ≤ N |y1 − y2|

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûáîð N çàâèñèò îò y1, y2 => óñëîâèå Ëèïøèöà íå âûïîëíÿåòñÿ âñþäó,
â òîì ÷èñëå è ïðè x>0. Òåì íå ìåíåå ïîêàæåì ýòî:

| 6√y1 − 6
√
y2|

|y1 − y2|
≤ N

ïðè y2 = 0 è y1 → 0:
| 6√y1 − 6

√
y2|

|y1 − y2|
=

1

y
5/6
1

→∞
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4. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ×àïëûãèíà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè.

Th.2[×àïëûãèíà] Ïóñòü ñóùåñòâóåò íèæíåå α(x) è âåðõíåå β(x) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè, òàêèå ÷òî α(x) < β(x). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x,y) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé y, ò.å. ïðè êàæäîì x ∈ [0; a] :

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ N |y1 − y2|, y1, y2 ∈ [α(x), β(x)].

Òîãäà çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì:

α(x) < y(x) < β(x), x ∈ [0; a]

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ÔÑÐ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ÄÓ. Âèä îáùåãî ðåøåíèÿ.

ÔÑÐ - ñîâîêóïíîñòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå [a,b] ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîä-
íîãî ÄÓ.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Th Ïóñòü y1(x), · · · , yn(x) - ÔÑÐ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.
Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

z(x) =
n∑
i=1

ciyi(x),

ãäå ci - ïîñòîÿííûå.
Ïðèìåð:

y′′ − 3y′ = 0

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

λ2 − 3λ = 0

Òîãäà ÔÑÐ óðàâíåíèÿ:
y1(x) = 1, y2(x) = e3x

Òîãäà, èç âûøå ñêàçàííîãî, îáùåå ðåøåíèå:

z(x) = c1 + c2e
3x

6. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé äëÿ ðåøåíèÿ ÍË ÎÄÓ 1ï.

Ñóòü ìåòîäà:
Th.3[Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ] Ïóñòü y1(x), .., yn(x) - ÔÑÐ îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ
Ly = y(n) + a1(x)y(n−1) + ...+ an(x)y = 0

Òîãäà ôóíêöèÿ y(x) =
∑n

i=1 ci(x)yi(x) áóäåò ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ, åñëè c′(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå:{ ∑n

i=1 c
′
i(x)y

(j)
i (x) = 0, äëÿ j = 0, 1, .., n− 2∑n

i=1 c
′
i(x)y

(n−1)
i (x) = f(x)

Ïðèìåð: x� = t
Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî: x(t) = at+ b
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Âàðüèðóåì ïîñòîÿííûå:x(t) = a(t)t+ b(t)
Ïîëó÷èì: {

a′t+ b′ = 0
a′ = t{

b(t) = − t3

3
+ C2

a(t) = t2

2
+ C1

Òàêèì îáðàçîì, x(t) = ( t
2

2
+ C1)t+ (− t3

3
+ C2), ãäå ~C = (C1, C2)

T - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

7. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé äëÿ íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé íîðìàëüíîé ñèñòåìû.

Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà - ñèñòåìà âèäà:~̇x = A(t)~x + ~F (t), ãäå A(t) - ìàòðèöà nxn, ~F (t) =
{f1(t), .., fn(t)} - çàäàííàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ(íåîäíîðîäíîñòü), ~x(t) = {x1(t), ..., xn(t)}.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Th.4 Ïóñòü A(t) è X(t) íåïðåðûâíû íà [a,b] è èçâåñòíî ÔÑÐ îäíîðîäíî ëèíåéíîé
íîðìàëüíîé ñèñòåìû. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
êâàäðàòóð.

Ïóñòü ~x =
∑n

i=1 ci~xi(t) - îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû: ~̇x =
A(t)~x. Âàðüèðóåì ïîñòîÿííûå => ~x =

∑n
i=1 ci(t)~xi(t) (7.1). Ïîäñòàâëÿåì â èñêîìîóþ ñè-

ñòåìó è ïîëó÷àåì:

n∑
i=1

c′i(t)~xi(t) +
n∑
i=1

ci(t)~xi
′(t)︸ ︷︷ ︸

A(t)
∑n
i=1 ci(t)~xi(t)

= A(t)
n∑
i=1

ci(t)~xi(t) + ~F (t)

n∑
i=1

c′i(t)~xi(t) = ~F

Åñëè ðàñïèñàòü ïî ñòðî÷íî, ïîëó÷èì ñèñòåìó:
∑n

i=1 c
′
i(t)x1i = f1(t)∑n

i=1 c
′
i(t)x2i = f2(t)

· · ·∑n
i=1 c

′
i(t)xni = fn(t)

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W [ ~x1, · · · , ~xn] 6= 0 => ñèñòåìà ðàçðåøèìà è c′i(t) =
φi(t), i = 1, n.

ci(t) =

∫
φi(t)dt+ c̃i,

ãäå C̃ = (c̃1, · · · , c̃n)T - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ci(t) â ôîðìóëó
(7.1) è ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå äëÿ íåîäíîðîäíîé ËÍÑ.
Ïðèìåð: {

ẋ = y
ẏ = −x+ 1

cos(t)

Îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñâóþùåé îäíîðîäíîé:(
x

y

)
=

(
c1 cos(t) + c2 sin(t)

−c1 sin(t) + c2 cos(t)

)
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Âàðüèðóåì ïîñòîÿííûå. Ïîëó÷èì:(
c1
c2

)
=

(
ln | cos(t)|+ c̃1

t+ c̃2

)
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå:(

x

y

)
=

(
(ln | cos(t)|+ c̃1) cos(t) + (t+ c̃2) sin(t)

−(ln | cos(t)|+ c̃1) sin(t) + (t+ c̃2) cos(t)

)
8. Ïîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà ñòàâèòñÿ òàê:

y(n) = f(x, y, y′, · · · , y(n−1))

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: y(x0) = y01, y
′(x0) = y02, · · · , y(n−1)(x0) = y0n−1.

Ïóñòü òåïåðü y = y1, y
′ = y2, · · · , y(n−1) = yn. Òîãäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:

y′1 = y2
y′2 = y3
· · ·
y′n−1 = yn
y′n = f(x, y1, y2, · · · , yn)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: y1(x0) = y01, y2(x0) = y02, · · · , yn−1(x0) = y0n−1.
Ïðàâûå ÷àñòè: fi = yi+1 - óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû î ∃ è !, ëèøü òîëüêî
ïîòðåáóåì íåïðåðûâíîñòü f(x, y, y′, · · · , y(n)) è âûïîëíåíèå óñëîâèå Ëèïøèöà.
Ïðèìåð:

mẍ = F (t, x, ẋ)

Ïóñòü y1 = x, y2 = ẋ. {
ẏ1 = y2
ẏ2 = F (t, y1, y2)

9. Òåîðåìà ∃ è ! ðåøåíèÿ ç.Êîøè äëÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (9.1). Ïóñòü:
ẋ1 = f1(t, x1, · · · , xn)
· · ·
ẋn = fn(t, x1, · · · , xn)

Èëè â âåêòîðíîì âèäå: ~x′ = A(t)~x.
Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: xi(t0) = x0i (i = 1, n).

Th [Êîøè] Ïóñòü:
1) fi - íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé;
2) fi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âñåì àðãóìåíòàì, íà÷èíàÿ ñî 2-ãî.
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.1) ∃ è !.

10.Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà è òàê äàëåå.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà - ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ, îáðàçóþùèõ ÔÑÐ -
X(t) = ( ~x1(t), · · · , ~xn(t)).
Òàê êàê êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû - ðåøåíèå, òî ñïðàâåäëèâî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (10.1):

Ẋ(t) = A(t)X(t)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå: ~x(t) = X(t)~C, ãäå ~C - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Ïîäñòàâèâ â (10.1) => òîæäåñòâî => Ìû ïîñòðîèëè îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Ïðèìåð: {

ẋ = y
ẏ = −x

Ëåãêî ïðîâåðèòü:

~x1 =

(
cos(t)

− sin(t)

)
è ~x2 =

(
sin(t)

cos(t)

)
îáðàçóþò ÔÑÐ ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà, îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ:

~x0 =

(
x

y

)
= X(T )C = ( ~x1 ~x2)

(
c1
c2

)
=

(
−c1 sin(t) + c2 cos(t)

c1 cos(t) + c2 sin(t)

)
11. Òåîðåìà ∃ è ! ðåøåíèÿ ç.Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè (11.1).
Ïóñòü:

y(n) = f(x, y, y′, · · · , y(n−1))

Ïóñòü òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

y(x0) = y01, y
′(x0) = y02, · · · , y(n−1)(x0) = y0n−1

Òîãäà:
Th [Êîøè] Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (11.1) ∃ è !, åñëè â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé

(x0, y0, y
′
0, · · · , y

(n−1)
0 ) ôóíêöèÿ f:

1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ;
2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âñåì àðãóìåíòàì, íà÷èíàÿ ñî 2-ãî.

12. Òåîðåìà î ñòðêòóðå ÔÑÐ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.

Ââåäåì ïàðó îïðåäåëåíèé.
Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà - ÄÓ âèäà (11.1):

Ly ≡ y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = f(x)

ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ai(x) è f(x) - íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå X(íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå
÷èñëîâîé ïðÿìîé).
Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå - óðàâíåíèå âèäà (11.1) ïðè f(x) ≡ 0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÄÓ íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1) - ëþáàÿ ôóíêöèÿ y(x) ∈ Cn[X], óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíå-
íèþ.
ÄÓ (11.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, åñëè ai(x) = consti.
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Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè (ËÎÓñÏÊ) áóäåì ñòðîèòü â âèäå: y(x) = Ceλx, ãäå Ñ6= 0, λ = const (ìåòîä Ýéëåðà).
Ïîäñòàâëÿÿ â ËÎÓñÏÊ:

L[Ceλx] = C [λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an]︸ ︷︷ ︸
M(λ)

eλx = 0

Îòñþäà: M(λ) = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí - ìíîãî÷ëåí M(λ) = λn + a1λ

n−1 + · · · + an = λ +∑n
i=1 aiλ

n−i.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêðå óðàâíåíèå - óðàâíåíèå M(λ) = 0.

Ïóñòü: õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò n ðàçëè÷íûõ (ïðîñòûõ) êîðíåé λ1, · · · , λn.
Îòñþäà, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó λi ñîîòâåòñâóåò ðåøåíèå: yi(x) = eλix.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Th Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðîñòûå. Òîãäà ôóíêöèè: yi(x) = eλix

(i = 1, n) îáðàçóþò ÔÑÐ ýòîãî îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
Çàìå÷àíèå:

Åñëè êîðíè λi - êîìïëåêñíûå, ïàðó ôóíêöèé e
(α+iβ)x, e(α−iβ)x, îòâå÷àþùèõ λi = α+iβ, λi+1 =

α− iβ, îáû÷íî çàìåíÿþò âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè eαx cos(βx), eαx sin(βx).
Ïðèìåð:

y′′′ − 2y′′ − 3y = 0

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (ÕÓ):

λ3 − 2λ2 − 3λ = 0

Åãî ðåøåíèÿ: λ1,2,3 = 0, 3,−1
Òîãäà. ÔÑÐ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ:

Y (x) = (1 e3x e−x)

13. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ.

Ïóñòü X(t) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà:
Ìàòðèöà Êîøè (ìàòðèöàíò) - ìàòðèöà K(t, τ) = X(t)X−1(τ). Îíà îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:{

d
dt
K(t, t0) = A(t)K(t, t0)

K(t0, t0) = E

Ñêàæåì ïàðó ñëîâ î ïîñòðîåíèè ìàòðèöàíòà è åãî èñïîëüçîâàíèè.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Êîøè íàäî ðåøèòü n âåêòîðíûõ çàäà÷ Êîøè:

~xi
′ = A(t)~xi

~xi(t0) = ~x0i
k = 1, n

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû èìååò âèä:

~x(t) = K(t, t0) ~x0 +

∫ t

t0

K(t, τ)~F (τ)dτ

Ïðèìåð: ïîêà õç
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14. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà ìåòîäîì Êîøè.

Ââîäíûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â 12.
Ìåòîä Êîøè - ìåòîä íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ: Ly = f(x)
Ïóñòü ôóíêöèÿ K(x, s) - ðåøåíèå ñïåöèàëüíîé çàäà÷è Êîøè:

L[K(x, s)] = 0
K(s, s) = K ′(s, s) = · · · = K(n−2)(s, s) = 0
K(n−1)(s, s) = 1

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Êîøè.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Th Ôóíêöèÿ y(x) =
∫ x
x0
K(x, s)f(s)ds - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ò.å:
Ly = f(x)
y(x0) = y′(x0) = · · · = y(n−1)(x0) = 0
x, x0 ∈ [a, b]

Ôóíêöèÿ K(x, s) - ôóíêöèÿ Êîøè.

Proof
Ïðîâåðÿåì íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâêîé y(x) â óðàâíåíèå. Ïðåæäå:

an(x)|y =

∫ x

x0

K(x, s)f(s)ds

an−1(x)|y′ = K(x, x)︸ ︷︷ ︸
=0

f(x) +

∫ x

x0

K ′x(x, s)f(s)ds

· · ·

a1(x)|y(n−1) = K(n−2)
x︸ ︷︷ ︸
=0

f(x) +

∫ x

x0

K(n−1)
x (x, s)f(s)ds

|y(n) = K(n−1)
x︸ ︷︷ ︸
=1

f(x) +

∫ x

x0

K(n)
x (x, s)f(s)ds

Óìíîæèì êàæäîå y(k)(x) íà ak(x), ñëîæèì è ïîëó÷èì:

Ly = f(x) +

∫ x

x0

L[K(x, s)]f(s)dx = f(x)

Îòñþäà ñðàçó: ÷òä.
Ïðèìåð: 

y′′ + y = f(x)
y(0) = 0
y′(0) = 0

Ðåøàåì îäíîðîäíîå: y(x) = c1 sin(t) + c2 cos(t)
Òåïåðü èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Êîøè:{

c1 sin(s) + c2 cos(s) = 0
c1 cos(s)− c2 sin(s) = 1

Îòñþäà ñðàçó: (
c1
c2

)
=

(
cos(s)

− sin(s)

)
Òî åñòü: K(x, s) = sin(x− s). Òîãäà ðåøåíèå äà¼òñÿ: y(x) =

∫ x
0

sin(x− s)f(s)ds.
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15. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû
ÎÄÓ.

Ïîêà õç, ÷åì îòëè÷àåòñÿ îí îò ñì. âîïðîñ 10.

16. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî, ïîñòðîåííîãî èç ðåøåíèé
îäíîðîäíîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî (Âðîíñêèàí) ôóíêöèé y1, y2, · · · , yn ((n-1) ðàç äèôôåðåí-
öèðóåìûõ íà ïðîìåæóòêå X) - îïðåäåëèòåëü âèäà:

W (x) = W [y1, y2, · · · , yn] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ïóñòü òåïåðü y1, y2, · · · , yn - ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå òåîðåìû-ñâîéñòâà:
1) Åñëè ôóíêöèè y1, y2, · · · , yn - ëèíåéíî çàâèñèìû ïðè x ∈ [a; b], òî âðîíñêèàí ýòîé ñèñòå-
ìû W [y1, · · · , yn] ≡ 0 íà ýòîì îòðåçêå.
(äîêàçûâàåòñÿ "â ëîá"âûïèñûâàíèåì óñëîâèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì îíîãî (n-1) ðàç)
2) Åñëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå (ëíç) ôóíêöèè y1, · · · , yn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0

ñ íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå [a;b] êîýôôèöèåíòàìè pi(x), òî âðîíñêèàí ýòîé ñèñòåìû

W [y1, · · · , yn] 6= 0

íè â îäíîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà.
Ïðèìåð:

y′′ − y = 0

ÕÓ: λ2 = 1
ÔÑÐ: (

y1
y2

)
=

(
ex

e−x

)
Ñîñòàâèì âðîíñêèàí W [y1, y2]:

W [y1, y2] =

∣∣∣∣ ex e−x

ex −e−x
∣∣∣∣ = −1− 1 = −2

Êàê è îæèäàëîñü, âðîíñêèàí ëíç âåêòîðîâ îòëè÷åí îò íóëÿ âñþäó, ãäå âåêòîðà ëíç.

17. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ∃ è ! ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëíîé ñèñòåìû ÎÄÓ.

Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ - ñèñòåìà âèäà (â âåêòîðíîé çàïèñè):

~x′ = ~f(t, ~x)
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Çàäà÷à Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû ÎÄÓ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
~x = ~x(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷.óñëîâèÿì: ~x(t0) = ~x0.

Th [Êîøè] Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ~f(t, ~x) ∈ C(G), ò.å. ∃M = maxG |~f(t, ~x)| : |~f | ≤M - ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà G;

2) ~f(t, ~x) â ëþáîé çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé ïîäîáëàñòè :ḡ ⊂ G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà:

|~f(t, ~x1)− ~f(t, ~x2)| ≤ N | ~x1 − ~x2|

Òîãäà äëÿ âñåõ (t0, ~x0) ∈ G ∃ è ! ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.

18. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Òîæå, ÷òî 14.

19. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèí.îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ ñ
ïîìîùüþ ìàòðèöû Êîøè.

Îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöàíòà áûëî äàíî âûøå. Íàïîìíèì åãî.
ÏóñòüX(t) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà: Ìàòðèöà Êîøè (ìàòðèöàíò) - ìàòðèöà
K(t, τ) = X(t)X−1(τ). Îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:{

d
dt
K(t, t0) = A(t)K(t, t0)

K(t0, t0) = E

Ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Êîøè äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

~x(t) = K(t, t0) ~C0,

ãäå ~C0 -ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Ïðèìåð: {

x′ = x− 2y
y′ = −y

Îáùåå ðåøåíèå: ~z(t) = W (t)~C

y =

(
x

y

)
=

(
et e−t

0 e−t

)(
C1

C2

)
=

(
C1e

t + C2e
−t

C2e−t

)
K(t, t0) = W (t)W−1(t0) =

(
et e−t

0 e−t

)(
e−t0 − e−t0

0 et0

)
=

=

(
et−t0 − 2sh(t− t0)

0 et0−t

)
20. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèí.íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ ñ
ïîìîùüþ ìàòðèöû Êîøè.

Àíàëîãè÷íî âîïðîñó 19. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ:

~x(t) = K(t, t0) ~C0 +

∫ t

t0

K(t, τ)~F (τ)dτ
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Ïðèìåð: {
x′ = x− 2y + et

y′ = −y + 1

K(t, t0) = W (t)W−1(t0) =

(
et e−t

0 e−t

)(
e−t0 − e−t0

0 et0

)
=

=

(
et−t0 − 2sh(t− t0)

0 et0−t

)
z(t) =

∫ t

t0

K(t, s)F (s)ds =

∫ t

t0

(
et−s − 2sh(t− s)

0 es−t

)(
es

1

)
ds =

=

(
et(t− t0) + 2

1

)
+

(
−2ch(t− t0)
−et0−t

)
21. Êàêîìó èíòóðó ðàâíîñèëüíà çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà?.

Íà÷àëüíóþ çàäà÷ó ìû ñòàâèëè óæå íåîäíîêðàòíî (íàïðèìåð, â 2-3 âîïðîñàõ). Ñïðàâåäëè-
âà òåîðåìà:

Th Ïóñòü f(x,y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëü-
íèêå R = (x, y) : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b.
Òîãäà çàäà÷à Êîøè ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds,

êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ïðèìåð: {

dy
dx

= 5
y(0) = 1

Âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû: y(x) = 1 +
∫ x
0

5ds = 5x+ 1
Ðåøàÿ, êàê îáû÷íî, ïîëó÷èì y(x) = 5x+ 1.
×òî è îæèäàëîñü.

22. ×òî òàêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ÎÄÓ.

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè (ËÎÓñÏÊ) áóäåì ñòðîèòü â âèäå: y(x) = Ceλx, ãäå Ñ6= 0, λ = const (ìåòîä Ýéëåðà).
Ïîäñòàâëÿÿ â ËÎÓñÏÊ:

L[Ceλx] = C [λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an]︸ ︷︷ ︸
M(λ)

eλx = 0

Îòñþäà: M(λ) = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí - ìíîãî÷ëåí M(λ) = λn + a1λ

n−1 + · · · + an = λ +∑n
i=1 aiλ

n−i.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêðå óðàâíåíèå - óðàâíåíèå M(λ) = 0.
Ïðèìåð :

y′′′ − y = 0

ÕÓ: λ3 − λ = 0 Ðåøåíèÿ ÕÓ: λ = 0,−1,+1. Òîãäà ÔÑÐ:

Z(x) = (1 e−x ex)

.
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23. Çàïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû
ÎÄÓ 1 è ëèíåéíîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà.

1) Çàäà÷à Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû. Ïóñòü:

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~F (t),

ãäå A(t) - ìàòðèöà n x n, ~F (t) - âåêòîð-ôóêöèÿ.
Ïóñòü òàê æå äàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

~x(t0) = ~x0

Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ - çàäà÷à Êîøè äëÿ íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìû ÎÄÓ.
2) Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü:

Ly = y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ any = f(x)

Ïóñòü, êðîìå òîãî äàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

y(x0) = y01, y
′(x0) = y02, · · · , y(n−1)(x0) = y0n

Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé - çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåé-
íîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà.

24.×òî òàêîå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ?.

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ ÎÄÓ - ñèñòåìà óðàâíåíèé:

~x′(t) = A(t)~x(t)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà - ìàòðèöà èç ñòîëáöîâ ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòåìû X(t) =
~x1(t), · · · , ~xn(t). Ñïðàâåäëèâî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

Ẋ(t) = A(t)X(t)

Ïðèìåð: {
ẋ = x− 2y
ẏ = −y

ÔÑÐ ýòîé ñèñòåìû:

z1 =

(
et

0

)
, z2 =

(
e−t

e−t

)
Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà:

Z(t) =

(
et e−t

0 e−t

)
25.×òî òàêîå ìàòðèöà Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ?.
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ÏóñòüX(t) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà: Ìàòðèöà Êîøè (ìàòðèöàíò) - ìàòðèöà
K(t, τ) = X(t)X−1(τ). Îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:{

d
dt
K(t, t0) = A(t)K(t, t0)

K(t0, t0) = E

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Êîøè íàäî ðåøèòü n âåêòîðíûõ çàäà÷ Êîøè:
~xi
′ = A(t)~xi

~xi(t0) = ~x0i
k = 1, n

26.Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ.

Ïðåæäå ïîñòàâèì çàäà÷ó è ââåäåì ïàðó îïðåäåëåíèé.
Ïóñòü äàíà íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ÄÓ (26.1):{

dyi
dt

= Φi(t, y1, · · · , yn)(i = 1, n)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: yi(t0) = yi0(i = 1, n).
Ïóñòü t ∈ [t0; +∞).
Ïóñòü, êðîìå òîãî, yi - íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà G = {(t, ~x) :
t ∈ [t0; +∞), ~x ∈ D − îòêðûòîì ìíîæåñòâå}.
Ðåøåíèå ϕi(t)(i = 1, n) ñèñòåìû (26.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó(óñòîé÷èâûì),
åñëè:

∀ε > 0∃δ(ε) > 0,∀yi(t)− ðåøåíèÿ òîé æå ñèñòåìû, |yi(t0)− ϕi(t0)| < δ(ε),∀t ≥ t0 :

|yi(t)− ϕi(t)| < ε(äëÿ êàæäîãîi = 1, n)

(ò.å., áëèçêèå ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿ îñòàþòñÿ áëèçêèìè).
Åñëè ðåøåíèå ϕi(t)(i = 1, n) íå òîëüêî óñòîé÷èâî, íî:

lim
t→∞
|yi(t)− ϕi(t)| = 0

òî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Ïóñòü òåïåðü (26.2):

dxi
dt

=
n∑
j=1

aij(t)xj +Ri(t, x1, · · · , xn)(i = 1, n)

Th [Ëÿóïíîâà î óñòîé÷èâîñòè ïî 1ïðèá] Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (26.2) ñòàöè-
îíàðíà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, âñå ÷ëåíû Ri â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò ïðè t ≥ T ≥ t0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

|Ri| ≤ N(
n∑
i=1

x2i )
1
2
+α,

ãäå N,α - ïîñòîÿííûå (α > 0). Ïóñòü, êðîìå òîãî, âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ: ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − k a12 · · · a1n
a21 a22 − k · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå xi ≡ 0(i = 1, n) ñè-
òåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû => âîçìîæíî èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ.

Th [Ëÿóïíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè ïî 1ïðèá] Åñëè âñå óñëîâèÿ, êàê â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå, íî, õîòÿ áû îäèí êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, òî òî÷êà ïîêîÿ xi ≡ 0(i = 1, n) ñèñòåìû íåóñòîé÷èâà=> âîçìîæíî
èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

27. Äàéòå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå ϕi(t)(i = 1, n) ñèñòåìû (26.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó(óñòîé÷èâûì),
åñëè:

∀ε > 0∃δ(ε) > 0,∀yi(t)− ðåøåíèÿ òîé æå ñèñòåìû, |yi(t0)− ϕi(t0)| < δ(ε),∀t ≥ t0 :

|yi(t)− ϕi(t)| < ε(äëÿ êàæäîãîi = 1, n)

(ò.å., áëèçêèå ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿ îñòàþòñÿ áëèçêèìè).
Ïðèìåð:
ïîêà õç

28. Äàéòå îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå ϕi(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè ∀yi(t),∃δ, |yi(t0)−ϕi(t0)| <
δ :

lim
t→∞
|yi(t)− ϕi(t)| = 0

Ïðèìåð: {
dx
dt

= −2x+ 8 sin(y)
dy
dt

= 2− ex − 3y − cos(y)

Ðàçëîæèì sin(y), ex, cos(y) â ðÿä Òåéëîðà, ïðåäñòàâèì ñèñòåìó â âèäå:{
dx
dt

= −2x+ 8y +R1
dy
dt

= −x− 3y +R2

Ãäå R1, R2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.(
2− k 8
−1 −3− k

∣∣∣∣ = 0

Åãî êîðíè: k1,2 = −1
2
± i

√
7
2
= > òî÷êà ïîêàÿ x = 0 - àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

29. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå ϕi(t)(i = 1, n) ñèñòåìû (26.1) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè:

∃ε > 0∀δ(ε) > 0,∃yi(t)− ðåøåíèÿ òîé æå ñèñòåìû, |yi(t0)− ϕi(t0)| < δ(ε),∀t ≥ t0 :

|yi(t)− ϕi(t)| > ε

Ïðèìåð: {
dx
dt

= x− y + x2 + y2 sin(t)
dy
dt

= x+ y − y2
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Íåëèíåéíûå ÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè (èëè íåóñòîé÷èâîñòè). {

dx
dt

= x− y
dy
dt

= x+ y(
1− k −1
1 1− k

∣∣∣∣ = 0

Åãî êîðíè: k1,2 = 1± i = > òî÷êà ïîêàÿ x = 0 - íåóñòîé÷èâà.

30. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû â âåêòîðíîé çàïèñè âèäà:

~t′ = A~x

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
Th Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~θ áûëî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk ìàòðèöû A èìåëè îòðèöà-
òåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

31. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

ñì. 30.

32. Óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé óçëû. Ïðèìåðû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó: {
dx
dt

= a11x+ a12y
dy
dt

= a21x+ a22y

Òî÷êè ïîêîÿ ýòîé ñèñòåìû - x = y = 0. ÕÓ èìååò âèä:∣∣∣∣ a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0

Èëè:
λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a21a12) = 0

Åñëè:
1) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ - âåùåñòâåííûå ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå:
Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä: x = C1e

λ1t, y = C2e
λ2t, t = 1

λ1
ln( x

C1
) èëè:

y = C2(
x

C1

)
λ2
λ1

Åñëè λ1 < λ2 < 0 => x → 0, y → 0 ïðè t → ∞ - òî÷êà ïîêîÿ - óñòîé÷èâûé óçåë -
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
Åñëè 0 < λ1 < λ2 => x → ∞, y → ∞ ïðè t → ∞ - òî÷êà ïîêîÿ - íåóñòîé÷èâûé óçåë -
íåóñòîé÷èâà.
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Ïðèìåð:

{
ẋ = −3x+ 2y
ẏ = x− 4y

ÕÓ: ∣∣∣∣ −3− λ 2
1 −4− λ

∣∣∣∣ = 0

Ðåøåíèÿ: λ1,2 = −5,−2. Òî÷êà ïîêîÿ - óñòîé÷èâûé óçåë.

33. Óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé ôîêóñû. Ïðèìåðû.

2) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ - êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå λ1,2 = α± iβ. Òîãäà áùåå ðåøåíèå:

x = C1e
αt cos(βt), y = C2e

αt sin(βt)→ x2

C2
1

+
y2

C2
2

= e2αt

à) Åñëè α < 0 => òî÷êà ïîêîÿ (0; 0) - óñòîé÷èâûé ôîêóñ - àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà;
á) Åñëè α > 0=> òî÷êà ïîêîÿ (0; 0) - íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ - íå óñòîé÷èâàÿ.
Ïðèìåð:

{
ẋ = y
ẏ = −2x+ 2y

ÕÓ: ∣∣∣∣ −λ 1
−2 2− λ

∣∣∣∣ = 0

Ðåøåíèÿ: λ1,2 = 1± i. Òî÷êà ïîêîÿ - íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.

34. Ñåäëî. Ïðèìåðû.

Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûå ðàçëè÷íûå è íåíóëåâûå è: Åñëè λ1 < 0 < λ=>
x→ 0, y →∞ ïðè t→∞ - òî÷êà ïîêîÿ - ñåäëî - íåóñòîé÷èâà.
Ïðèìåð:
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{
ẋ = y
ẏ = 2x+ y

ÕÓ: ∣∣∣∣ −λ −1
2 1− λ

∣∣∣∣ = 0

Ðåøåíèÿ: λ1,2 = −1, 2. Òî÷êà ïîêîÿ - ñåäëî.

35. Öåíòð. Ïðèìåðû.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ - êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå.
Åñëè α = 0 => òî÷êà ïîêîÿ - öåíòð - óñòîé÷èâà, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.
Ïðèìåð:

{
ẋ = −y
ẏ = x

ÕÓ: ∣∣∣∣ −λ −1
1 −λ

∣∣∣∣ = 0

Ðåøåíèÿ: λ1,2 = ±i. Òî÷êà ïîêîÿ - öåíòð.

36. Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ òîëüêî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ó îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ
óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó.
Ïóñòü:

d2u

dx2
+ a1(x)

du

dx
+ a2(x)u = f1(x), 0 < x < l

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà(çàäà÷à Äèðèõëå),

u(0) = u0, u(l) = u1

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî a1, a2, f1 ∈ C[0; l].
Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u(x) ∈ C2(0; l)∩
C[0; l], óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ è êðàåâûì(ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì).
Ñïðàâäåëèâû òåîðåìû:

16



Th [! ðåøåíèÿ]Åñëè îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå,
òî ñîîòâåòñâòóþùàÿ íåîäíîðîäíàÿ íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Th [äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ !] Ïóñòü â îïåðàòîðå L[u] q(x) ≥ 0. Òîãäà îäíîðîäíàÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò:
1) â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 1-ãî ðîäà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå;

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð L[u] = d
dx

(p(x)du
dx

)− q(x)u.

37. Òåîðåìà Íàãóìî î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (37.1):

d2u

dx2
= f(u, x), x ∈ D = (0; 1)

u(0) = u0, u(1) = u1

Ââåäåì ïàðó îïðåäåëåíèé:
Ôóíêöèè α(x), β(x) ∈ C2(D) ∩ C(D̄) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñâåííî íèæíèì è âåðõíèì
ðåøåíèÿìè çàäà÷è (37.1), åñëè:

d2α

dx2
− f(α(x), x) ≥ 0 ≥ d2β

dx2
− f(β(x), x), x ∈ D

α(0) ≤ u0 ≤ β(0), α(1) ≤ u1 ≤ β(1)

Th [Íàãóìî] Ïóñòü ñóùåñòâóþò α(x), β(x) - íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è (37.1),
ïðè÷åì α(x) ≤ β(x), x ∈ [0; 1], à ôóíêöèÿ f(u, x) - íåïðåðûâíàÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé u ∈ [α; β], x ∈ [0; 1].
Òîãäà ∃ ðåøåíèå çàäà÷è (37.1) u(x), ïðè÷åì:

α(x) ≤ u(x) ≤ β(x), x ∈ [0; 1]

38. Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:
Th Ïóñòü îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Òîãäà ∃!

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà:

y(x) =

∫ l

0

G(x, s)f(s)ds

39. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÄÓ 2 ïîðÿäêà.

Ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (37.1) íàçûâàþò ôóíêöèþ 2-õ ïåðåìåííûõ G(x, s):
1) G(x, s) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â R = {(x, s) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ s ≤ l};
2) G(x, s) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ: Lx[G] = 0, 0 < x, s < l;
3) G(x, s) óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: G(0, s) = G(l, s) = 0;
4) G(x, s) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â x = s:

[G′x(s+ 0)−G′x(s− 0)] =
1

p(s)

40. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ô.Ãðèíà è ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî
ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà.
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Ðàññìîòðèì ïðåæäå îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.

Ly = 0

y(x0) = 0, y(x1) = 0

Ïóñòü y1(x) - ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, íî óäîâëåòâîðÿþùåå ëèøü ïåðâîìó ãðàíè÷íîìó óñëî-
âèþ.
Ïóñòü y2(x) - ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, íî óäîâëåòâîðÿþùåå ëèøü âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëî-
âèþ.
Ïóñòüy1(x), y2(x) - íåòðèâèàëüíû.
Ôóíêöèþ Ãðèíà èùåì â âèäå:

G(x, s) =

{
c1y1(x), x0 ≤ x ≤ s;
c2y2(x), s ≤ x ≤ x1

Âûáåðåì ïîñòîÿííûå c1, c2 òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà:

c1y1(s) = c2y2(s)

c2y
′
2(s)− c1y′1(s) =

1

p(s)

Òàê êàê y1(x1) 6= 0 ðåøåíèÿ y1, y2 - ëíç => âðîíñêèàí W [y1, y2] 6= 0 â òî÷êå x = s = >

c1 =
y2(s)

p(s)W (s)
, c2 =

y1(s)

p(s)W (s)

Îòñþäà:

G(x, s) =

{
y2(s)

p(s)W (s)
y1(x), x0 ≤ x ≤ s;

y1(s)
p(s)W (s)

y2(x), s ≤ x ≤ x1

Òîãäà, ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è:

y(x) =

∫ x1

x0

G(x, s)f(s)ds

41. Îïðåäåëåíèå è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.

ñì. 39 - 40

42. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà.

ñì. 39

43. Çàïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè èçâåñòíûõ Âàì êðàåâûõ çàäà÷.

Âîçüìåì çàäà÷ó èç ëåêöèè î ïðîôèëå ñòðóíû.

y′′(x) = f(x), 0 < x < l, f(x) ∈ C[0; l]

y(0) = y(l) = 0

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ çàäà÷ó.
y′′ = 0→ y(x) = C1x+C2 ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: y(x) ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ
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çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïîñòðîì ôóíêöèþ Ãðèíà.

y1(x) :

{
y′′1(x) = 0
y1(0) = 0

→ y1(x) = x

y2(x) :

{
y′′2(x) = 0
y2(l) = 0

→ y1(x) = x− l

W [y1, y2] = 1

p(s) = 1

Òîãäà:

G(x, s) =

{
x(s− l), 0 ≤ x ≤ s;
(x− l)s, s ≤ x ≤ l

Òîãäà: y(x) =
∫ l
0
G(x, s)f(s)ds

Ôèç.ñìûñë - ïðîôèëü ñòðóíû ïðè ñòàò.íàãðóçêå f(x).

44. Ëèíåéíîå îäíîðîäíî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåâðîãî ïîðÿäêà. Àëãîðèòì
ðåøåíèÿ.

Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà -
óðàâíåíèå âèäà:

n∑
i=1

Xi(x1, · · · , xn)
∂z

∂xi
= 0

Ïóñòü, äàëåå:
1) Xi - îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû â îáëàñòè D;
2) ∀~x ∈ D :

∑n
i=1X

2
i (~x) 6= 0;

Ïóñòü (44.1):
dx1
X1(~x)

=
dx2
X2(~x)

= · · · = dxn
Xn(~x)

Ïåðâûì èíòåãðàëîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ψ(x1, · · · , xn), òàêàÿ, ÷òî âäîëü èíòåãðàëüíîé
êðèâîé (44.1) :Ψ(x1, · · · , xn) = C. Ïóñòü èçâåñòíû n-1 íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ (44.1),
ïðè÷åì:

D(Ψ1, · · · ,Ψn−1

D(x1, · · · , xn−1
6= 0, ~x ∈ D

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

z = Φ(Ψ1, · · · ,Ψn−1)

. ãäå Φ - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

45. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà è õàðàêòåðèñòèêè.

n∑
i=1

Xi(x1, · · · , xn)
∂z

∂xi
= 0(45.1)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìîé, ñîîòâåòñâóþùåé (45.1), íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà èç n-1
óðàâíåíèé:

dx1
X1(~x)

=
dx2
X2(~x)

= · · · = dxn
Xn(~x)

Õàðàêåòðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (45.1) íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòå-
ìû.
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46. Ïåðâûé èíòåãðàë õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïåðâûì èíòåãðàëîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ψ(x1, · · · , xn),
òàêàÿ, ÷òî âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé (45.1) :Ψ(x1, · · · , xn) = C.

47. Òåîðåìà î ðåøåíèè êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷.ï. ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà -óðàâíåíèå
âèäà:

n∑
i=1

Xi(x1, · · · , xn, z)
∂z

∂xi
= Z(x1, · · · , xn, z)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â íåÿâíîì âèäå: V (x1, · · · , xn, z) = 0. Ïóñòü: ∂V
∂z
6= 0.

Ïóñòü óð-èå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî z: z = Ψ(x1, · · · , xn).
Òîãäà, ñ ó÷åòîì:

∂z

∂xi
= −

∂V
∂xi
∂V
∂z

Ïîëó÷èì èç ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû:

n∑
i=1

Xi(x1, · · · , xn, z)
∂V

∂xi
+ Z(x1, · · · , xn, z)

∂V

∂z
= 0

1) Çàïèøåì, êàê è ïðåæäå, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó:

dx1
X1(~x)

=
dx2
X2(~x)

= · · · = dxn
Xn(~x)

=
dz

Z(~x)

Å¼ ðåøåíèÿ - èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå (x1, · · · , xn, z).
2) Íàéäåì, êàê è ðàíüøå, n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû.

Ψ1(x1, · · · , xn, z) = C1

· · ·

Ψn(x1, · · · , xn, z) = C2

Òîãäà, çàïèøåì: V = Φ(Ψ1, · · · ,Φn).
3) V = Φ(Ψ1, · · · ,Φn) äàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â íåÿâíîì âèäå.
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