
1. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà.
Äâà ñëó÷àÿ.

• Ëèíåéíîå: dydx + p(x)y(x) = f(x), y(x0) = y0
Ïóñòü p(x) è f(x) ∈ C(a, b). Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0, y0) ïîëîñû (a, b) × R ïðîõîäèò
îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ x ∈ (a, b).

• Â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ: M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0
Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå Q = (a, b)× (c, d) ôóíêöèè M(x, y) è N(x, y) íåïðåðûâíûå âìåñòå ñî

ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂M
∂y è ∂N

∂x , ïðè÷åì âñþäó â Q âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
(1)

N(x, y) 6= 0 (2)

Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0, y0) ∈ Q ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ
óðàâíåíèÿ.

2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y). Ïðîâåðüòå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé òåîðåìû äëÿ çàäà÷è

y′ = 4x− 4y, x > 0, y(0) = 0

3. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y). Ïðîâåðüòå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé òåîðåìû äëÿ çàäà÷è

6
√
y, x > 0, y(0) = 0

{
dy
dx = f(x, y),

y(x0) = y0.

Ïóñòü f(x, y) çàäàíà â îáëàñòè G ïëîñêîñòè (x, y), ñîäåðæàùåé çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê D =
[x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b], D ⊂ G è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

• f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííà

∃M : |f(x, y)| ≤M â D, òî åñòü M = max
D
|f(x, y)|

• f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò â D óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ N |y1 − y2|, ãäå N - ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà, íå çàâèñÿùàÿ îò x è y

Èëè æå:
∂f(x, y)

∂y
∈ C(D)

Òîãäà íà îòðåçêå x0−H ≤ x ≤ x0+H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ãäåH = min(a, bM ).
Ïðîâåðêà: 

dy
dx = 4x− 4y,

y(0) = 0,

x > 0.
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f(x, y) = 4x− 4y íåïðåðûâíà â (0, a]×R ïðè ∀a. Óñëîâèå Ëèïøèöà:

|f(x, y2)− f(x, y1)| = |4x− 4y2 − 4x+ 4y1| = 4|y1 − y′2| ≤ N |y2 − y1|

Çíà÷èò, óñëîâèÿ âûïîëíåíû, ×ÒÄ. 
dy
dx = 6

√
y,

y(0) = 0,

x > 0.

f(x, y) = 6
√
y íåïðåðûâíà â (−∞,+∞) × (0,+∞); çíà÷èò, îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ïðÿìî-

óãîëüíèêå [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b] äàæå ó÷èòûâàÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå x > 0. Óñëîâèÿ
òåîðåìû íå âûïîëíåíû.

4. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ×àïëûãèíà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ñàìà çàäà÷à: 

dy
dx = f(x, y),

y(0) = y0,

0 < x ≤ a

Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé (âåðõíåé è íèæíåé ô-é ×àïëûãèíà):
Ôóíêöèÿ z ∈ C−1(0, a]∩C[0, a] íàçûâàåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì çàäà÷è, åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 < x ≤ a,
dz

dx
< f(x, z(x)), z(0) < y0

èëè æå ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, åñëè ðå÷ü î âåðõíåì ðåøåíèè çàäà÷è

0 < x ≤ a,
dz

dx
> f(x, z(x)), z(0) > y0

Òîãäà ïðè ∀x ∈ [0, a]: α(x) < y(x) < β(x), ãäå α, β - íèæíåå è âåðõíèå ðåøåíèÿ, y(x) - ïðîñòî
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû.
Ñàìà òåîðåìà:
Ïóñòü ∃α(x), β(x) - âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî è α(x) < β(x) (õç çà÷åì
íàïèñàíî), x ∈ [0, a]. Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé
y, òî åñòü

∀x ∈ [0, a] : |f(x, y1)− f(x, y2)| < N |y1 − y2|; y1, y2 ∈ [α(x), β(x)]

Òîãäà îïèñàííàÿ âûøå çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x), ïðè÷åì

α(x) < y(x) < β(x), 0 ≤ x ≤ a

.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé (ÔÑÐ) ëèíåéíîãî îäíîðîäíî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ËÎÄÓ). Êàêîé âèä èìååò îáùåå ðåøåíèå òàêîãî
óðàâíåíèÿ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Ïóñêàé åñòü ËÎÄÓ

y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = 0

Ñîâîêóïíîñòü ëþáûõ n (n - ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà îòðåçêå [a, b] ðåøå-
íèé ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ÔÑÐ ËÎÄÓ.
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• Îáùåå ðåøåíèå: y(x) =
n∑
i=1

Ciyi(x), ãäå y1 . . . yn - ÔÑÐ óðàâíåíèÿ.

• Ïðèìåð: îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − y = 0

y(x) = C1e
x + C2e

−x, à åãî ÔÑÐ, ñîîòâåòñòâåííî

{ex, e−x}

6. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÍËÄÓ) ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Ïóñêàé åñòü ÍËÄÓ

y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = f(x)

Ïóñòü y1(x) . . . yn(x) - ÔÑÐ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y(n) + . . .+ an(x)y = 0.

Òîãäà y(x) =
n∑
i=1

Ci(x)yi(x) áóäåò ðåøåíèåì ÍËÄÓ, åñëè Ci(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâ-

íåíèé 
n∑
i=1

C ′i(x)y
(j)
i (x) = 0, j = 0, 1, 2, . . . , n− 2

n∑
i=1

C ′i(x)y
(n−1)
i (x) = f(x)

• Äëÿ ÍËÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâåííî:

y′ + a(x)y(x) = f(x);

y(x) = C1(x)y1(x);

Äàëüøå ïðîñòî ïîäñòàâëÿåì ýòî â èñõîäíîå óðàâíåíèå, òàê êàê ñèñòåìó ìû íàïèñàòü íå ìîæåì.
Èç ýòîãî íàõîäèì C(x) è âóàëÿ.

7. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé íîðìàëüíîé ñèñòå-
ìû ÎÄÓ (ÍËÍÑ) ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

Ïóñòü åñòü ñèñòåìà ~̇x = A(t)~x + ~F (t), ãäå A(t) - ìàòðèöà n × n, ~F (t) - çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ïðè t ∈ [a, b], ~x = {x1(t), . . . , xn(t)}. Ýëåìåíòûai,j ìàòðèöû A(t), à òàê æå ôóíêöèè

fi(t) èç ~F (t) íåïðåðûâíû íà [a, b].
Ïóñòü èçâåñòíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà W (t) (ñì. âîïðîñ 10) îäíîðîäíîé ñèñòåìû (ìàòðèöà,
ñòîáöû êîòîðîé - ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòåìû), W (t) è F (t) íåïðåðûâíû íà [a, b]. (Öèòàòà èç ëåê-
öèè: Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ÍËÍÑ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð è äàëüøå äîê-âî ìåòîäà âàðè-
àöèè ïîñòîÿííûõ). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû áóäåò â âèäå ~y = W (t)~C, à ÷àñòíîå

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé èùåì â âèäå ~̃y = W (t)~C(t). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ñèñòåìó, ïîëó÷àåì

W (t) ~̇C = ~F (t) â ñèëó òîãî, ÷òî Ẇ = A(t)W (t).

Îòñþäà íàõîäèì ~C(t); ïîäñòàâëÿåì â ~y = W (t)~C è ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ÍËÍÑ, à, çíà÷èò, è
åå îáùåå ðåøåíèå, òàê êàê èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïðèìåð ïðèâîäèòü ëåíü.

8. Ïîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà çàäà÷å Êîøè äëÿ íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìû 1-ãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
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• Çàäà÷à Êîøè: 
y(n) = fi(x, y, y

′, . . . , y(n−1))

y(x0) = y01
· · ·
y(n−1)(x0) = y0n

Çàìåíÿåì y = y1, y
′ = y2, . . . , y

(n−1) = yn. Òîãäà ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîé
íîðìàëüíîé ñèñòåìû 1-ãî ïîðÿäêà:

y′1 = y2

y′2 = y3

· · ·
y′n−1 = yn

y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn)

yi(x0) = y0i , i = 1, 2, . . . , n

• Ïðèìåð: çàäà÷à Êîøè 
y′′ + y = sin(x)

y(0) = A

y′(0) = B

ñâîäèòñÿ ïóòåì çàìåíû v = y′ ê 
v = x′

v′ + y = sin(x)

y(0) = A

v(0) = B

9. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ïóñòü åñòü ñèñòåìà {

~̇y = ~f(x, ~y)

~y( ~x0) = ~y0

ãäå ~f(x, ~y) çàäàíà â îáëàñòè G (n+1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü ~f(x, ~y) ∈ C(G) (∃M : ∀(x, ~y) ∈ G : |f(x, ~y)| ≤ M) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ~y
(âíèìàíèå: äëÿ âñåõ êîìïîíåíò yi êîíñòàíòà N îäíà è òà æå) â ëþáîé çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè g ⊂ G. Òîãäà ∃!~y, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè íà âñåì G.

10. ×òî òàêîå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà? Êàê ñ åå ïîìîùüþ ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîé ñèñòåìû? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Ñîâîêóïíîñòü èç n ðåøåíèé îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ~̇x = A(t)~x, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

íà [a, b] (ñì. 6, ÷òî òàêîå [a, b], òîëüêî ~F (t) íåòó), íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ
ðåøåíèé (ÔÑÐ) ýòîé ñèñòåìû.

• Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X(t) - ìàòðèöà èç ñòîëáöîâ, îáðàçóþùèõ ÔÑÐ:

X(t) = ( ~X1(t), . . . , ~Xn(t)),

ãäå ~X1(t), . . . , ~Xn(t) - ÔÑÐ.
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• Îáùåå ðåøåíèå ~x(t) =
n∑
i=1

CiXi(t) ïðè ïîìîùè ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå:
~x(t) = X(t)~C,

ãäå ~C - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

• Ïðèìåð - áåðåì êàêóþ-íèáóäü ïðîñòåíüêóþ ñèñòåìó, ðåøàåì åå è ïîêàçûâàåì åå ÔÑÐ è X(t).

11. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé
Ïóñòü f(x, y1, y2, . . . , yn) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â

D = {0 ≤ x ≤ a, |y1 − y0i | ≤ bi}, i = 1, 2, . . . , n.

Òîãäà çàäà÷à 
y(n) = fi(x, y, y

′, . . . , y(n−1))

y(x0) = y01
· · ·
y(n−1)(x0) = y0n

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [x0, x0 +H], ãäå

H = min(a,
b1
M
, . . . ,

bi
M

),M = max
D
|f(x, y1, . . . , yn)|.

12. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñòðóêòóðå ÔÑÐ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïî-
ðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Ly = y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = f(x), ai = const.

• Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí: M(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an

• Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (M(λ) = 0) ïðîñòûå (òî åñòü, êàæäûé âñòðå-
÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç). Òîãäà ôóíêöèè

yk = eλkx, k = 1, . . . , n îáðàçóþò ÔÑÐ.

• Ïðèìåð: îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − y = 0

y(x) = C1e
x + C2e

−x, à åãî ÔÑÐ, ñîîòâåòñòâåííî

{ex, e−x}

13. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ.
Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
Ìàòðèöà K(t, τ) = X(t)X−1(τ), ãäå X(t) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, à X−1(t) - îáðàòíàÿ åé,
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Êîøè.
Îïðåäåëèòü åå ïîëåã÷å ìîæíî ÷åðåç òî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿK ′(t, τ) =
A(t)K(t, τ), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ K(τ, τ) = E.

14. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
Êîøè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
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• Ôóíêöèÿ K(x, ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ñïåöèàëüíîé çàäà÷è Êîøè{
LxK(x, ξ) = 0

K(ξ, ξ) = 0, K ′x(ξ, ξ) = 0, . . . , Kn−2
x (ξ, ξ) = 0, Kn−2

x (ξ, ξ) = 1

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Êîøè.

• Ïîðÿäîê äåéñòâèé

Íàäî äîïèñàòü, ÿ õç

15. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ n-ãî
ïîðÿäêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Îïðåäåëåíèå è ïðèìåð - ñì. 10 (Òóò îáîçíà÷ó åå êàê X(t))

• ëèíåéíàÿ ÎÑ ÎÄÓ èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó.

• Çíàÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó X(t) ñèñòåìû, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ýòó ñèñòåìó
óðàâíåíèé. Êàê ýòî ñäåëàòü - ÷åðåç òîò ôàêò, ÷òî Ẋ(t) = A(t)X(t), îòñþäà íàõîäèòñÿ A(t).

• Îïðåäåëèòåëü X(t) îòëè÷åí îò íóëÿ íà [a, b] (âî âñåõ òî÷êàõýòîãî îòðåçêà). ñì. 6, ÷òî òàêîå

[a, b], òîëüêî ~F (t) íåòó. Ýòîò ôàêò î÷åâèäåí, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû
- ïî ñóòè, âðîíñêèàí ÔÑÐ.

• Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ Ẋ(t) = A(t)X(t).

• Ëþáîé ðåøåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâèìî â âèäå ~x(t) = X(t)~C, ãäå C - ëþáîé ïîñòîÿííûé âåêòîð.

16. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî, ïîñòðîåííîãî èç ðåøåíèé îäíîðîä-
íîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî (âðîíñêèàíîì) ñèñòåìû n ôóíêöèé y1(x), . . . , yn(x) íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëèòåëü:

W [y1(x), . . . , yn(x)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) . . . yn(x)
y′1(x) . . . y′n(x)
...

. . .
...

y
(n−2)
1 (x) . . . y

(n−2)
n (x)

y
(n−1)
1 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• Ïóñòü ôóíêöèè yi(x) ëèíåéíî çàâèñèìû íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà W [. . .] = 0.

• Ïóñòü ôóíêöèè yi(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà W [. . .] 6= 0.

• Âðîíñêèàí ñèñòåìû ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ly = 0 ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ
íà [a, b], è òîãäà ýòè ðåøåíèÿ ËÇ íà [a, b], ëèáî íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íèãäå íà [a, b]; â ýòîì
ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûå ðåøåíèÿ ËÍÇ íà [a, b].

• Âðîíñêèàí ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç ôóíêöèé, ∈ ÔÑÐ, îòëè÷åí îò íóëÿ.

• Ïðèìåð: îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − y = 0

y(x) = C1e
x + C2e

−x, à åãî ÔÑÐ, ñîîòâåòñòâåííî

{ex, e−x}
Âîçüìåì âðîíñêèàí îò ýòîé ñèñòåìû ôóíêöèé:∣∣∣∣ex e−x

ex −e−x
∣∣∣∣ = ex(−e−x)− exe−x = −2exe−x = −2,−2 6= 0,×ÒÄ - âðîíñêèàí ÔÑÐ 6= 0
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17. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
íîðìàëüíîé ñèñòåìû ÎÄÓ. Ïóñòü åñòü ñèñòåìà ~̇x = A(t)~x + ~F (t), ãäå A(t) - ìàòðèöà n × n,
~F (t) - çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè t ∈ [a, b], ~x = {x1(t), . . . , xn(t)}. Òîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

~x(t0) = ~x0

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà ëþáîì îòðåçêå [t0, T ] ⊂ [a, b].

18. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÍÄÓ n-ãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Êîøè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Ôóíêöèÿ K(x, ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ñïåöèàëüíîé çàäà÷è Êîøè{
LxK(x, ξ) = 0

K(ξ, ξ) = 0, K ′x(ξ, ξ) = 0, . . . , Kn−2
x (ξ, ξ) = 0, Kn−1

x (ξ, ξ) = 1

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Êîøè. Lx - èíäåêñ ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî x.

• Ôóíêöèÿ y(x) =
x∫
x0

K(x, ξ)f(ξ)dξ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:{
Ly = f(x), x ∈ [a, b]

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0, x0 ∈ [a, b]

• Î÷åâèäíî, àëãîðèòì, òåì ñàìûì - ñíà÷àëà íàéòè ôóíêöèþ Êîøè, à ïîòîì ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë.

• Ïðèìåð. Ïóñòü åñòü çàäà÷à: {
y′ − ay = f(x)

y(0) = 0

Èòàê, LxK(x, ξ) = 0; K ′(x, ξ)− aK(x, ξ) = 0; K(x, ξ) = Ceax; èç óñëîâèé íà ô-þ:

K(n−1)(ξ, ξ) = 1⇒ ïðè n = 1 : Ceaξ = 1, C = e−aξ

Çàìåòèì, ÷òî îñòàåòñÿ ïîñëåäíåå óñëîâèå, à íå ïåðâîå. Òî åñòü, ñ÷åò èõ êàê áû èäåò îò êîíöà,
ïîñëåäíåå = 1, îñòàëüíûå - 0. Ïîäñòàâëÿåì C:

K(x, ξ) = Ca(x−ξ) - ô-ÿ Êîøè, à ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåò

y(x) =

x∫
x0

Ca(x−ξ)f(ξ)dξ

19. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ÎÑ ÎÄÓ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Êîøè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

20. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ÍÑ ÎÄÓ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Êîøè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
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• Íàéòè ìàòðèöó Êîøè. Êàê èñêàòü è îïðåäåëåíèå - ñì. Âîïðîñ 13

• Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè {
~̇x = A(t)~x+ ~F (t)

~x(t0) = ~x0
èìååò âèä

~x(t) = K(t, t0) ~x0 +

t∫
t0

K(t, τ)~F (τ)dτ

Äëÿ îäíîðîäíîé ïðîñòî íåòó ~F (t) (òî åñòü, ñëàãàåìîãî ñ èíòåãðàëîì)

• Ïðèìåð: {
ẋ = x− 2y + et;

ẏ = −y + 1

ÔÑÐ äàííîé ñèñòåìû - âåêòîðà

(
et

0

)
è

(
e−t

e−t

)
, à ÔÌ áóäåò

(
et e−t

0 e−t

)
. Òîãäà ìàòðèöà Êîøè

K(t, τ)=

(
et e−t

0 e−t

)(
e−τ e−τ

0 e−τ

)
=

(
et−τ −2sh(t− τ)

0 e−t

)
~y =

t∫
t0

(
et−τ −2sh(t− τ)

0 e−t

)(
et

1

)
dτ

21. Êàêîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ðàâíîñèëüíà çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà? Ïðèâåäèòå ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ â
íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå D = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b], D ⊂ G. Òîãäà ýêâ. óðàâíåíèå:

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ

22. ×òî òàêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

• Ïóñêàé åñòü ËÎÄÓ

yn(x) + a1y
(n−1)(x) + . . .+ any = 0

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ

M(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an = 0,

à õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì - M(λ) = 0.

• Ïðèìåð: õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèÿ y′′ − y = 0:

M(λ) = λ2 − 1

23. Çàïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà è ëèíåéíîãî ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà.

• Ñèñòåìà: {
~̇x = A(t)~x+ ~F (t)

~x(t0) = ~x0

ãäå A(t) - ìàòðèöà n × n, ~F (t) - çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè t ∈ [a, b], ~x =
{x1(t), . . . , xn(t)}.
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• ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà: 

yn(x) + a1y
(n−1)(x) + . . .+ any = 0 = f(x)

y(x0) = y01
y′(x0) = y02
· · ·
y(n−1)(x0) = y0n

24. ×òî òàêîå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ? Ïðèâåäèòå
ïðèìåð.
Ñì. 15, òàì äàæå ñî ñâîéñòâàìè :)

25. ×òî òàêîå ìàòðèöà Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
Ñì. 13, åñëè êðàòêî: K(t, τ) = X(t)X−1(τ)

26. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðè-
áëèæåíèþ.

~̇x = A~x+ ~F (t, ~x), (~F (t,~0) = ~0),

ãäå A - ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëü-
íûå ÷àñòè. Ïóñòü òàêæå ïðè âñåõ t ≤ t0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì |~x|: |~F (t, ~x)| ≤M |~x|1+α; α,M > 0
Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Åñëè âñå òàê æå, íî èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ Re > 0, òî íåóñòîé÷èâî.
Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âñå îïðåäåëÿåòñÿ ÷ëåíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, è ýòà òåîðåìà
íè î ÷åì íå ãîâîðèò (íàïðèìåð, åñëè îáà êîðíÿ = 0 èëè îäèí ìåíüøå 0, à äðóãîé - 0)

27. Äàéòå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ (ïî Ëÿïóíîâó, âèäèìî). Ïðèâåäèòå ïðèìåð
ðåøåíèÿ óñòîé÷èâîãî, íî íå àñèìòîòè÷åñêè.

28. Äàéòå îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ (ïî Ëÿïóíîâó, âèäèìî). Ïðè-
âåäèòå ïðèìåð.

• Ðåøåíèå ~x = ~φ(t) ñèñòåìû ~̇x = ~f(t, ~x) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè

∀ε > 0∃δ(ε) > 0 : ∀ ~x0 : |~φ(t0)− ~x0| < δ, ðåøåíèå ~x = ~ψ(t) : ~ψ(t0) = ~x0, îïðåäåëåíî ïðè t ≥ t0 è

|~ψ(t)− ~φ(t)| < ε ïðè t ≥ t0.

Åñëè �ïî-ðóññêè�: åñòü ó íàñ ðåøåíèå ~φ(t), ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðîõîäÿùåå ê ~x0 ïðè t = t0,

òîãäà îíî íå îòõîäèò îò ðåøåíèÿ ~x = ~ψ(t), ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ~x0 ïðè t = t0 äàëüøå, ÷åì íà ε.
È òàê äëÿ ∀ ~x0.

• Åñëè lim
t→∞

|~ψ(t)−~φ(t)| = 0, òî ðåøåíèå ~x = ~φ(t) - àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè

ïðîñòî óñòîé÷èâîñòè íèêàêîãî ñòðåìëåíèÿ íåò, ~φ(t) ñïîêîéíî ìîæåò òóïî êîëåáàòüñÿ îêîëî
~ψ(t).

• Ïðèìåð óñòîé÷èâîãî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè:{
x′(t) = y(t)

y′(t) = −x(t)
, ðåøåíèåì áóäåò
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{
x(t) = C1cos(t) + C2sin(t)

y(t) = C2cos(t)− C1sin(t)
(Ýòî êðóã: x2 + y2 = C2

1 + C2
2 = const.)

Ýòè êðóãè äàëåêî íå îòõîäÿò îò òî÷êè (0, 0), îäíàêî, è íå ñòðåìÿòñÿ ê íåé. Âîò è ïðèìåð,
(0, 0) - òî÷êà ïîêîÿ, ïðè÷åì óñòîé÷èâàÿ (öåíòð).

• Ïðèìåð àñèìòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî:{
x′(t) = y(t)

y′(t) = −x(t)− 2y(t)
, ðåøåíèåì áóäåò

{
x(t) = C1(1 + t)e−t + C2te

−t

y(t) = C2(1− t)e−t − C1te
−t , åñëè âûíåñòè e−t :{

x(t) = e−t(C1(1 + t) + C2t)

y(t) = e−t(C2(1− t)− C1t)
,Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
t→∞

x = 0, lim
t→∞

y = 0, òî åñòü ýòè ðåøåíèÿ áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè.

29. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
Ïî ñóòè, èíâåðñèÿ 27ãî.

∃ε > 0∀δ > 0∃ ~x0 : |~φ(t0)− ~x0| < δ, ðåøåíèå ~x = ~ψ(t) : ~ψ(t0) = ~x0

ëèáî íå îïðåäåëåíî ïðè t ≥ t0, ëèáî |~ψ(t)− ~φ(t)| > ε ïðè t ≥ t0.

30. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
Èñõîäÿ èç (ñì. 8) òîãî, ÷òî ëþáîå ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé èç n ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà: ïîëó÷èì ñèñòåìó.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 ñèñòåìû ~̇x = A~x, ãäå A - ïîñòîÿííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ
ìàòðèöà, áûëî óñòîé÷èâî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A
èìåëè îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè: Re < 0.

31. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ß õç

32. Êàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè íàçûâà-
åòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì? Íåóñòîé÷èâûì óçëîì? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

33. Êàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè íàçûâà-
åòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì? Íåóñòîé÷èâûì óçëîì? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

34. Êàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè íàçûâà-
åòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì? Íåóñòîé÷èâûì óçëîì? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

35. Êàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè íàçûâà-
åòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì? Íåóñòîé÷èâûì óçëîì? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó:

{
dx
dt = a11x+ a12y
dy
dt = a21x+ a22y

, åå òî÷êà ïîêîÿ - (0, 0). ÕÓ:

∣∣∣∣a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0, åãî êîðíè - ÑÇ.
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• Âåùåñòâåííûå ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ÑÇ:

(a) λ1, λ2 < 0, òîãäà ýòî óñòîé÷èâûé óçåë (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ)

(b) λ1, λ2 > 0, òîãäà ýòî íåóñòîé÷èâûé óçåë (íåóñòîé÷èâ)

(c) λ1 < 0 < λ2, òîãäà ýòî ñåäëîâàÿ òî÷êà (íåóñòîé÷èâà)

• Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÑÇ λ = α± iβ (β 6= 0):

(a) α < 0, òîãäà ýòî óñòîé÷èâûé ôîêóñ (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ)

(b) α > 0, òîãäà ýòî íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ (íåóñòîé÷èâ)

(c) α = 0, òîãäà ýòî öåíòð (óñòîé÷èâ, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè)

36. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è òåîðåìó î äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ òîëüêî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ó îäíîðîäíîé êðàåâîé
çàäà÷è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà.

• Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ L[u]:

L[u] =
d

dx

[
p(x)

du

dx

]
− q(x)u

• Ïóñòü îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:
L[y] = 0, 0 < x < l

N0[y](0) = 0

Nl[y](l) = 0

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåîäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

• Ïóñòü â îïåðàòîðå L[y]q(x) ≥ 0. Òîãäà îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò:

(a) â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 1ãî ðîäà - òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (íàø ñëó÷àé)

(b) â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 2ãî ðîäà - òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè q(x) > 0, èëè
íåòðèâèàëüíîå u(x) = const., åñëè q(x) = 0.

37. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Íàãóìî î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà-
÷è.

• Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à: 
∂2u
∂x2

= f(u, x), x ∈ D = (0, 1)

u(0) = u0

u(1) = u1

• Ôóíêöèè α(x), β(x) ∈ C2(D)∩C(D) íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

d2α

dx2
− f(α(x), x) ≥ 0 ≥ [

d2β

dx2
− f(α(x), x)

α(0) ≤ u0 ≤ β(0), α(1) ≤ u1 ≤ β(1)
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• Òåîðåìà Íàãóìî: ïóñòü ∃α(x), β(x) - íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðè÷åì α(x) ≤ β(x), x ∈
[0, 1], à ôóíêöèÿ f(u, x) - íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u ïðè u ∈
[α, β], x ∈ [0, 1].
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è u(x), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàìè

α(x) ≤ u(x) ≤ β(x), x ∈ [0, 1].

38. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèè Ãðèíà.
Ïóñòü îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (ñì. âûøå åå âèä). Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûðàæåíî
÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà:

y(x) =

l∫
0

G(x, s)f(s)ds

39. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ñàìà çàäà÷à: 

L[y] = f(x), 0 < x < l

y(0) = 0

y(l) = 0

Ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 2õ ïåðåìåííûõ G(x, s) òàêàÿ, ÷òî

• G(x, s) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â R̄ = {(x, s) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ s ≤ l};
• G(x, s) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ: Lx[G] = 0, 0 < x, s < l;

• G(x, s) óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: G(0, s) = G(l, s) = 0;

• G(x, s) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â x = s:

G′x(s+ 0, s)−G′x(s− 0, s) =
1

p(s)

40. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà è ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíî-
ðîäíîãî ÄÓ 2ãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíóþ çàäà÷ó:

L[y] = 0, 0 < x < l

y(0) = 0

y(l) = 0

Ðåøàåì L[y] = 0 (áåç ó÷åòà êðàåâûõ), ïîëó÷àåì êàêîå-òî îáùåå ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ôóíêöèè y1(x)
è y2(x): ïåðâàÿ ïóñêàé áóäåò ðåøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì òîëüêî ëåâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
(òî åñòü, ïîäñòàâëÿåì â îáùåå ðåøåíèå ëåâîå ÊÓ è ïîëó÷àåì y1(x)), à âòîðàÿ - òîëüêî ïðàâîìó
(àíàëîãè÷íî ñ÷èòàåòñÿ). È äà, îíè îáà íåòðèâèàëüíû.

Äàëåå ïîñ÷èòàåì èõ âðîíñêèàí W (x) =

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y1(x)′ y2(x)′

∣∣∣∣ è èùåì ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå:

G(x, s) =
1

C

{
y1(x)y2(s), 0 ≤ s ≤ x

y2(x)y1(s), s ≤ x ≤ l
, ãäå
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C = p(s)W (s) = p(s) ·
∣∣∣∣y1(s) y2(s)
y′1(s) y′2(s)

∣∣∣∣
Èíîãäà òàê ñ÷èòàòü íåóäîáíî èç-çà òîãî, ÷òî ýòî õåð çàïîìíèøü (äàæå â ëåêöèÿõ ýòî íàïèñàíî,
ëîë). Òîãäà ìîæíî èñêàòü ôóíêöèþ Ãðèíà òàê (íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ):

G(x, s) =

{
C1(s)y1(x), 0 ≤ s ≤ x

C2(s)y2(x), s ≤ x ≤ l
, ãäå C1(s), C2(s) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé:

• G(x, s) íåïðåðûâíà ïðè x = s. Òî åñòü, K(s− 0, s) = K(s+ 0, s)⇒ C1(s)y1(s) = C2(s)y2(s).

• G(x, s) èìååò ðàçðûâ 1ãî ðîäà ïðè x = s, ïðîèçâîäíàÿ ñêà÷åò íà 1
p(s)

. Çíà÷èò,

[C2(s)y2(x)]′x − [C1(s)y1(x)]′x =
1

p(s)
.

Îòñþäà íàõîäèì C1(s), C2(s), ïîëó÷àåì ãîòîâóþ Ôóíêöèþ Ãðèíà. À ðåøåíèå ó íàñ ïîëó÷èòñÿ

y(x) =

l∫
0

G(x, s)f(s)ds

41. Îïðåäåëåíèå è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.

42. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.
Íàñêîëüêî ÿ äîãàäûâàþñü, âñå óæå íàïèñàíî ÷óòü âûøå - âîïðîñû 38-40.

43. Îïðåäåëåíèå è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.
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