
Определения и формулы
№1

Дайте определение функции, однолистной на некотором множестве

Функция комплексного переменного ω(z) на множестве Z является од-
нолистной, если ∀z1, z2 ∈ Z : ω(z1) 6= ω(z2).

Дайте определение показательной функции ez

ez = lim
n→∞

n∑
i=0

zi

i!
=
∞∑
i=0

zi

i!

Можно поступить иначе: определим показательную функцию чисто мни-
мого числа ai, a ∈ R : eai = cos(a) + i sin(a). Тогда для произвольного
комплексного аргумента z = a+ bi : ez = ea ∗ eib.

Дайте определение тригонометрических функций

Опять та же самая двойственность. Либо используем соотношение Эй-
лера: sin z = Im(ez), cos(z) = Re(ez), tan(z) = sin(z)

cos(z)
, cot(z) = tan−1(z).

Если расписывать мнимую и вещественную части, как 2Re(z) = z +
z, 2iIm(z) = z − z:

sin(z) =
ez − e−z

2i
, cos(z) =

ez + e−z

2

Либо же с помощью рядов:

sin(z) =
∞∑
i=1

(−1)i−1 z2i−1

(2i− 1)!

cos(z) =
∞∑
i=0

(−1)i
z2i

(2i)!

Тангенс и котангенс определяются очевидным образом.

Определение гиперболических функций

С помощью рядов - точно также, как и в предыдущем, но все (−1) заме-
нить на (+1). Либо перенося определение из действительной переменной:
sh(z) = ez−e−z

2
, ch(z) = ez+e−z

2
. Остальные определяются очевидно.

Дайте определение общей степенной функции za, a 6= 0
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Определим через комплексный логарифм, который определяется как об-
ратная функция к экспоненте:

za = eaLn(z)

Писать Ln или ln - уже вопрос определения, можно делать и так, и так.

Дайте определение функции комплексной переменной,
дифференцируемой в точке, дайте пример.

Пусть функция комплексной переменной ω(z) определена в некоторой
окрестности точки z0. Тогда, рассмотрим внутри этой окрестности сле-
дующий предел:

lim
dz→0

ω(z0 + dz)− ω(z0)

dz

Примером будет, например, экспонента.

Сформулируйте необходимое и достаточное условие
дифференцируемости функции в точке

Имеются в виду условия Коши-Римана. Функция в точке является диф-
ференцируемой в точке тогда и только тогда, когда она является ана-
литической в некоторой окрестности этой точки. То есть тогда, когда в
некоторой окрестности для этой функции выполняются условия Коши-
Римана. Например:

∂Re(ω)

∂Re(z)
=
∂Im(ω)

∂Im(z)
,
∂Re(ω)

∂Im(z)
= −∂Im(ω)

∂Re(z)

Дайте определение функции, аналитической в области, не
содержащей точку z =∞. Приведите пример.

Функция, дифференцируемая в комплексном смысле в любой точке об-
ласти, является аналитической в ней. Или же: аналитическая функция -
та, что совпадает со своим рядом лорана в каждой точке этой области.

Условия Коши-Римана для: ω(x, y) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy

Уже записывали их:
∂u

∂x)
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

То же самое для z = ρeiϕ
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Re(z) = ρ cos(ϕ), Im(z) = ρ sin(ϕ)

uρ =
vϕ
ρ
, vρ = −uϕ

ρ

Условия Коши-Римана для z = x+ iy,ω = u(ρ, ϕ) + iv(ρ, ϕ)

Выводятся тупо подстановкой специального вида функции в обычные
соотношения:

ρx = ρψy, ρψx = −ρy <=> ψy = ln(ρ)x, ψx = −ln(ρ)u

Аналогично, когда и z в параболических

Собственно, подставляем в выведенные выше пораболические специаль-
ного вида функцию ReiΦ:

Rϕ = −ρRΦρ,Φϕ =
ρ

R
Rρ

Дайте определение конформного в точке z 6=∞ отображения

Этоотображение, аналитическое в этой точке, и у которого существует в
образе этой точки также аналитическое обратное отображение.

Дайте определение гармонической функции в области

Функция в области называется гармонической, если она удовлетворя-
ет уравнению лапласа: ∆ω = 0. Легко показать, что любая компонен-
та(мнимая или действительная) аналитической функции является гар-
монической, если у нее(функции) равны смешанные производные второ-
го порядка(по x, y).

Дайте определение сопряженных гармонических в некоторой области
функций

Сопряженными гармоническими функциями, называются два таких ре-
шения уравнения лапласа u(x, y) и v(x, y), что эти решения связаны со-
отношениями Коши-Римана: ∂u

∂x)
= ∂v

∂y
, ∂u
∂y

= − ∂v
∂x

Сформулируйте теорему Коши для односвязной области

По любому замкнутому контуру, целиком лежащему внутри односвязной
области, для функции, аналитичной в этой области, интеграл по этому
контуру будет равен 0.
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Для ограниченной: если функция аналитично в области, и непрерывна
на ее границе, то интеграл от функции по границе области равен 0.

Для многосвязной: если функция аналитична в области, ограниченной
снаружи неким контуром C0, а изнутри - контурами Ci, то интеграл от
этой функции по полной границе это области(то есть по всем Ci ∪ C0)
равен 0

Интегральная формула Коши для односвязной области

Пусть функция аналитична внутри области U . Тогда для произвольной
точки z0 внутри этой области:

f(z0) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)

z − z0

dz

Дайте определение интеграла типа Коши

Я в ахуе пошел за кофеем.

Сформулируйте теорему о среднем

Описав окружность вокруг точки z0, испльзуя формулу коши получим
формулу:

f(z0) =
1

2πR0

∫
CR0

f(ζ)ds, s = R0ϕ− длина дуги окружности

Сформулируйте теорему Луивилля

Ограниченная и аналитическая на всей комплексной плоскости функция
есть константа.

Сформулируйте принцип максимума(минимума) модуля
аналитической функции ω

Пусть целая функция ограничена в области сверху(1/ω ограничена свер-
ху и не имеет нулей). Тогда или она константа, или она достигает максимума(1/ω
Достигает максимума)(относительно точек области) на границе этой об-
ласти.

Сформулируйте теорему о почленном интегрировании
функционального ряда
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Если все функции под суммой ряда интегрируемы на неком сегмента, и
если ряд сходится равномерно на этом сегменте, тогда интеграл ряда на
этом сегменте существует и есть ряд интегралов.

Вторая теорема Вейерштрасса о функциональных рядах

Если имеется ряд из функций, аналитических в некоторой области, и
непрерывных на ее границе, и вдобавок к этому, ряд из этих функций
равномерно сходится на границе области, то он сходится равномерно во
всей замкнутой области.

Сформулируйте теорему Абеля о степенных рядах

Если имеется степенной ряд по степеням (z − z0), который сходится в
некоторой точке z1 6= z0, то он абсолютно сходится и внутри круга. с
центром в z0, проходящего через эту точку, причем внутри круга он схо-
дится равномерно.

Запишите формулу Коши-Адамара для радиуса круга сходимости
степенного ряда

По признаку коши, ряд будет сходиться, если: n
√
an|z|n → 1 − ε, ε >

0 => R = 1
lim n
√
an
. Если предел берется неоднозначно, то нужно брать

больший из этих пределов(то есть готовиться к худшему, сужая свой
радиус сходимости под все гадости)

Сформулируйте теорему Тейлора

Любую аналитическую в точке области функцию можно представить
в некой окрестности этой точки сходящимся степенным рядом, причем
однозначно:

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

Сформулируйте теорему Мореры

Если функция в односвязной области комплексной плоскости непрерыв-
на, и интеграл от нее по любому замкнутому контуру внутри этой обла-
сти равен 0, то это - аналитическая функция.

Сформулируйте первую теорему Вейерштрасса о функциональных
рядах:
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Пусть имеется ряд из аналитических в области функций, причем эти
функции по любой замкнутой подобласти сходятся к некоторой функции
ω равномерно. Тогда ω - аналитическая функция в этой области, причем
теорема о почленном дифференцировании выполняется сколько угодно
раз, и, соответственно, k-я производная ω есть ряд из k-ых производных
исходных функций, причем этот ряд тоже сходится равномерно.

Теорема единственности аналитической функции

Если существует такая фундаментальная последовательность комплекс-
ных чисел, значения в которой у двух аналитических функций f и g
равны, то это равные функции.

Дайте определение аналитического продолжения функции, заданной
зиначально на мнлжестве T

Аналитическое продолжение - это функция, совпадающая с данной на
множестве Е и являющаяся аналитической на неком множестве Х, со-
держащем Е.

Сформулируйте теорему Лорана

Любая аналитическая в круговом кольце функция однозначно представ-
ляется в нем сходящимся рядом Лорана.

Дайте определение изолированной особой точки аналитической
функции

Изолированная особая точка - такая точка, что существует ее проколотая
окрестность, внутри которой функция аналитична и однозначна, а сама
точка - некая особая точка

Дайте определение устранимой особой точки

Устранимая точка - такая, что существует конечный предел функции
при стремлении к этой точке. Аналогично, что минимальный отличный
от нуля коэффициент ряда лорана этой функции в этой окрестности не
меньше нуля. ПРимер: 2i(z − i), у которой в точке i Значение слегка
приподняли.

Определение оплюса с примером

Такая точка, что ее ряд лорана в этой точке содержит конечное чис-
ло отрицательных членов. При этом старший член определяет порядок
полюса. f = 1/z в нуле
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Существенно особая точка

Ее ряд лорана содержит бесконечно много отрицательных членов: lnz в
нуле.

Сформулируйте теорему о конечной утсранимой особой точке
функции

Если функция, аналитичная в кольце, вокруг этой точки(так, что ниж-
ний радиус = 0) ограничена в этом окльце, то эта точка - устранимая
особая точка.

Теорема о конечном полюсе

Если вне зависимости от стремления к точки, мы получаем в пределе
функции бесконечность, то эта точка - полюс конечного порядка.

Теорема сохоцкого для случая обычной существенно особой точки
комплексной плоскости.

Для любого эпсилон и для любой окрестности найдется хотя бы одна
точка z1, значение функции в которой будет отличаться от произвольно
заданного числа B меньше, чем на ε.

определение вычета в конечной изолированной особой точке
аналитической функции

Вычет - −1 коэффициент в разложении в ряд лорана этой функции в
этой точке. Если расписать уже это, то получим интеграл взятый в поло-
жительном направлении вокруг этой точки по любому контуру в области
аналитичности.

Дайте определение вычета в изолированной бесконенчо удаленной
точке.

Вообще говоря, либо домноженный на −1 −1-же коэффициент в раз-
ложении в бесконечно удаленной точке, то есть как вычет от обратной
функции в 0, либо как интеграл по бесконечно удаленному контуру в
отрицательном направлении.

запишите формулу для вычисления вычета в полюсе конечного
порядка

1

(m− 1)!
lim
z→z0

d(m−1

dz(m−1)
(z − z0)mf(z)
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Сформулируйте основную теорему теории вычетов

Для аналитической внутри замкнутой области функции, содержащей
внутри области лишь конечное число изолированных особых точек, ин-
теграл по границе контура, проходимой в положительном направлении
будет равен домноженной на 2πi сумме вычетов во всех особых точках.

Сформулируйте теорему о вычетах функции, аналитичной на всей
плоскости, за исключением окнечного числа особых точек

Сумма вычетов во всех точках, включая бесконечно удаленную, равна 0.

Сформулируйте леммы жордана по всем дурацким полуплоскостям

Если функция аналитична в нужной нам полуплоскости за исключени-
ем конечного числа изолированных особых точек, и равномерно по углу
стремиться к нулю, то в зависимости от коэффициента при показателе
экспоненты интеграл от нее по бесконечной полуокружности в этой по-
луплоскости будет равен нул. При этом показатели: ia, a > 0 - верхняя,
−ia - нижняя, −a - правая, a - левая полуплоскости.

Сформулируйте теорему о разности числа нулей и полюсов
аналитической функции.

Для аналитеческой всюду в замкнутой области функции, за исключени-
ем конечного числа полюсов внутри области, которая не обращается в
ноль ни в одной точке границы, разность между числом нулей и полюсов
будет:

N − P =
1

2πi

∫
Γ+

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

Теорема Руше

Если на границе одна аналитическая функция по модулю всюду больше
другой, то полное число нулей их суммы внутри области будет равно
числу нулей бо’льшей функции.

Сформулируйте теорему о существовании и аналитичности
обратной функции

Если аналитическая функция ω(z) в области не имеет нулей, и являтся
однозначной и однолистной, то существует такая функция z(ω), которая
будет аналитичной всюду в образе этой области и также однозначной и
однолистной.
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Определение функции, однолистной в точке, вместе с примером.

Вероятно, имеется в виду существование окрестности точки, внутри ко-
торой функция однолистна. Подойдет, например, обыкновенная экспо-
нента и достаточно малая ее окрестность нуля.

Сформулируйте теорему о необходимом и достаточном условии
однолистности функции в бесконечно удаленной точке

ω - однолистна на бесконечности тоогда и только тогда, когда 1
ω
одно-

листна в 0. Хз, что тут могло иметься в виду на самом деле.

Теорема Римана

Всякую односвязную областью с границей более одной точки можно кон-
формно отобразить на внутренность единичного круга.

Теорема единственности конформного отображения

Функция, задающая конформной отображения заданной односвязной об-
ласти так, что для фиксированной точки области z0 и фиксированного
числа α0 таких, что f(z0) = 0, argf ′(z0) = α0 определена единственным
образом.

СФормулируйте принцип соответствия границ при конформном
отображении

Если однозначная аналитическая функция, непрерывная в замкнутой
области, ограниченной контуром γ, отображает взаимо однозначно гра-
ницу области на границу другой области Γ, тогда, если отображение
сохраняет направление обхода, то функция осуществляет конформное
отображение между областями.

Дайте определение дробно-линейной функции

f(z) =
a+ bz

c+ dz
,
a

c
6= b

d
, a, b, c, d ∈ C

Запишите общий вид дробно-линейной функции, переводящий две
заданные конечные точки в 0 и бесконечно удаленную:

f(z) = λ
z − z1

z − z2

, λ ∈ C

Сформулируйте круговое свойство дробно-линейной функции
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Окружности на плоскости переходят в окружности на плоскости при
действии ДЛФ.

Сформулируйте групповое свойство ДЛФ

Дробно-линейные отображения образуют группу относительно операции
композии.

Сформулируйте свойство сохранения симметрии ДЛФ

Симметричные относительно любой окружности точки перейдут в сим-
метричные относительно образа этой окружности точки.

Определение функции Жуковского

f(z) =
1

2
(z +

1

z
)

Сформулируйте принцип максимума(минимума) гармонической
функции

Любая гармоническая функция достигает своего максимума(минимума)
на границе области.

Сформулируйте постановку задачи Дирихле для уравнения Лапласа в
случае односвязной области

Нужно найти решение уравнения ∆u = 0 в области G, непрерывную
в замкнутой области и принимающую заданные значения на границе
области.

Запишите формулу Пуассона решения задачи дирихле внутри круга
конечного радиуса

Вероятно, имеется в виду интеграл Пуассона:

u(r0, ϕ0) =
1

2π

∫ 2π

0

R2 − r2
0

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos(ϕ− ϕ0)

α(ϕ)dϕ

α - функция граничных условий.

Дайте определение изображения по Лапласу функции действительной
переменной

F (z) =

∫ ∞
0

e−ztf(t)dt
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Запишите формулу Меллина

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
eztF (z)dz, x > a

a - показатель роста f(t)

сформулируйте условию о достаточных условиях существования
оригинала функции комплексной переменной.

Пусть функция F (z) - аналитичеа в области Re(z) > a, в этой же области
она равномерно стремиться к нулю на бесконечности по всем направле-
ниям. И для всех Re(z) = x > a сходиться интеграл∫ x+i∞

x−i∞
|F (z)|dy < M, x > a

Тогда данная функцая - изображение некой функции действительной
переменной и ее источник дается формулой Меллина.

Задачи
Записать числа в алгебраической форме:

sin(3+2i) =
e3+2i − e−3−2i

2i
=
e3(cos(2) + i sin(2))− e−3(cos(2)− i sin(2))

2i
=

=
1

2
(e3 sin(2) + e−3 sin(2))− i1

2
(e3 cos(2)− e−3 cos(2)) =

=
1

2
[sin(2)(e3 + e−3)− i cos(2)(e3 − e−3)] = sin(2) cosh(3)− i cos(2) sinh(3)

Остальные делаются по аналогии.

Найдите все значения

Ln(−2−i) = Ln(
√

4 + 1ei(π+arctan( 1
2

)+2πk)) = ln(
√

5)+i(π+arctan(
1

2
)+2πk)

(1 + 3i)−1−i = (
√

1 + 9ei arctan( 3
1

)+2πik)−1−i = (
√

10ei arctan(30)+2πik)−1−i =

= e
1
2
ln(10)(−1−i)e(i arctan(3)+2πik)(−1−i) = e−ln(

√
10)+arctan(3)+2πke−i(arctan(3)−ln

√
10) =

=
earctan(3)+2πk

√
10

e−i(arctan(3)−ln
√

10) =

=
earctan(3)+2πk

√
10

[cos(arctan(3)− ln
√

10)− i sin(arctan(3)− ln
√

10)]

Остальные по аналогии.
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Найдите все решения уравнения

eiz = −2+i <=> eiz =
√

5ei(π−arctan( 1
2

)) <=> iz = ln
√

5+i(π−arctan(
1

2
)+2πk)

z = π − arctan(
1

2
) + 2πk − iln

√
5

Остальные по аналогии.

Исследуйте на дифференцируемость функцию

f(z) = Re(z) + Im(z).
f(z + dz)− f(z)

dz
=

dx+ dy

dx+ i ∗ dy
=

1 + t

1 + it
, t =

dx

dy

Это выражение содержит тангенс угла наклона t, который может прини-
мать любые значения, приближаясь к точке с различных сторон. Таким
образом, предел будет зависть от выбора последовательности и функция
будет недифференцируемой везде.

Imz.
−(y + dy) + y

dx+ idy
=

−dy
dx+ idy

=
−1

i+ t−1

Опять выражение зависит от угла t и не может быть дифференцируе-
мым. Остальные по аналогии.

Исследуйте на аналитичность функцию

Задания равносильно исследованию на дифференцируемость, так как
это равносильные понятия. Функции похожи на предыдущий номер, так
что разбираются по аналогии.

Найдите радиус круга сходимости степенного ряда

Собственно, используя стандартные признаки:

∞∑
n=1

(
1

n
+ 3i)nzn => |anzn| = |z|n(

1

n2
+ 9)

n
2

Используя признак Коши:

|z|
√

(
1

n2
+ 9)→ 3|z| < 1 <=> |z| < 1

3

Таким образом, R = 1/3 Остальные по аналогии.

Найдите все особые точки функции
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z

sin(z)
=

z(2i)

ez − e−z
=

z(2i)∑∞
k=1

zk

k!
(1− (−1)k)

=
2i∑∞

k=0
z2k

(2k+1)!

То есть 0 не является особой точкой. Все рассуждения проведены для 0
так как использовано разложение экспоненты в нуле. Для других нулей
синуса: Разложение экспоненты точно такое же, таким образом:

z

sin(z)
=

z(2i)∑∞
k=1

(z−2πm)k

k!
(1− (−1)k)

Очевидно, это будут полюча первого порядка, так как в знаменателе все
начинается с первой степени z − 2πm. При этом очевидно, что нулей
у синуса - счетное число и они уходят на бесконечность. Таким обра-
зом, за границей круга любого радиуса будут особые точки, а значит
бесконечность - существенно особая точка, так как она не является изо-
лированной. Можно также просто сказать, что она не изолированная.
Остальные по аналогии.

найдите вычет функции в точке

Сравним разложение экспоненты в нуле и бесконечности:
∑∞

k=0
zk

k!
=∑∞

k=−∞ ckz
−k. Значит, видно, что в бесконечности разложение будет со-

держать все отрицательные члены, то есть будет существенно особой
точкой. Тогда разложение нашей функции будет:

ze1/z = [z =
1

z′
] =

ez
′

z′
=
∞∑
k=0

z′−k−1

k!

Таким образом при −1 коэффициенте будет коэффициент 1 и ему же
равен наш вычет.

z0 = 0, ze1/z2

=
ez
′2

z′
=
∞∑
k=0

z−2k−1

k!

Вычет опять 1.

z0 =∞, z + 1

z2 + 1
=

1
z′

+ 1
1
z′2

+ 1
=
z′2 + z′

z′2 + 1

1

z′2 + 1
=
∞∑
k=0

(−1)kk!
z′2k

k!
=
∞∑
k=0

(−z′2)k

То есть видно, что разложение исходной функции будет содержать толь-
ко положительные члены. Таким образом, вычет будет равен нулю, из-за
отсутствия отрицательных коэффициентов. Остальный по аналогии.
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Вычислить интегралы ∫
L

z3e
1
z dz =

∫
L

∞∑
k=0

z−2k−3

k!

Этот интеграл - обыкновенный вычет. т.е. -1 коэффициент. В нашем слу-
чае это 0. Этому и будет равен наш интеграл. Остальные по аналогии.

Является ли функция однолистной в точке?

Однолистность полагает, что разные точки переходят в разные значения.
Предположим, что какие-то две точки перешли во что-то одно, какими
тогда они должны быть:

f(z1) = z1 +
4

z1

= z2 +
4

z2

<=> z2
1z2 + 4z2 = z2

2z1 + 4z1 <=>

z1z2(z1 − z2) = 4(z1 − z2) <=> (z1 − z2)(z1z2 − 4) = 0

Все это сделано в предположении о том, что мы находимся в области
определения указанной функции. Первая скобень, очевидно, равна нулю
только для скучного случая равенства аргументов. А вторая же:

z1z2 = 4 <=> ρ1ρ2 = 4, ϕ1 + ϕ2 = 2πk

Условие на радиусы - это условие инверсионной симметричности отно-
сительно окружности радиуса два, что уже наталкивает на подозрения.
Второе условие - о симметричности точек относительно действительной
оси, что для нас еще хуже. На действительной оси второе условие вы-
полнится автоматически, а в любой ε-окрестности точки два на действи-
тельной оси будет такое ρ = 2− δ, что ρ2 = 4

2−δ < 2 + ε, т.е. тоже попадет
в нужную окрестность В самом деле:

4− (2 + ε)(2− δ) = 2(δ − ε) + εδ ∨ 0

δ ∨ 2

1 + 2
ε

То есть достаточно взять дельта равное вышеописанному и у этой точки
найдется "партнер"из другого листа. Так-то. То есть функция не одно-
листна в 2.

z sin(z), z0 = 0

В ддругом номере так "в лоб"уже не выйдет.

z1 sin(z1) = z2 sin(z2)
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И ω(z) = z, и ω(z) = sin(z) - нечетные функции. Поэтому если z1 = −z2,
то выражение останется в силе. Таким образом, очевидно, что в любой
окрестности точки 0 для любой z найдется точка(в той же окрестности)
−z, в которой функция примет то же значение. То есть однолистности
нет.

Является ли функция ω(z) = z3 однолистной в каждой точки левой
полуплоскости? А во всей левой полуплоскости?

z3
1 = z3

2 <=> ρ3
1e

3iϕ1 = ρ3
2e

3iϕ2

Чтобы комплексные числа равнялись друг другу требуется равенство
как модулей, таки аргументов, т.е.: ρ1 = ρ2, 3ϕ1 = 3ϕ2 + 2πk => ϕ1 =
ϕ2 + 2

3
πk. И мы имеем в левой полуплоскости для достаточно близких

к мнимой оси направлений(не далее от нее, чем π
3
) будет существовать

направление, отстоящее на 2π
3
, в котором функция примет то же значе-

ние. Направления эти сливаются в нуле, который из-за строгости нера-
венства мы не рассматриваем. Для любой точки, очевидно существует
такая окрестность, которая не будет содержать отстоящего на 2π

3
на-

правления. То есть поточечно эта функция будет однолистной. Однако
на всей плоскости - нет, хотя бы потому, что на направлениях 2π

3
и 4π

3

значения совпадут.

Является ли изображение конформным

ω = z4, Imz > 0

Обратное к нему отображение, очевидно: z = ω
1
4 . В верхней полуплоско-

сти это отображение однолистно поточечно. но не везде сразу(как было
показано в предыдущем номере), таким образом, обратное к нему бу-
дет многозначным и не выйдет никакого взаимо однозначного, то есть
конформного отображения. Ч.т.д.

ez, Re(z) > 0

Очевидно, экспонента функция многозначная, с горизонтальными поло-
сами однолистности, шириной в 2π. Как минимум две такие полосы од-
новременно попадут в правую полуплоскость, так что во все й плоскости
функция не будет однолистной, а значит опять не получится конформ-
ного отображения.

Является ли функция Жуковского однолистной в области Rez > 0
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1

2
(z1 +

1

z1

) =
1

2
(z2 +

1

z2

) <=>
(z1z2 + 1)(z1 − z2)

z1z2

= 0

Отбрасывая скучные случаи в сторону:

z1z2 = 1 <=> ρ1ρ2 = 1, ϕ1 = −ϕ2

То есть это инверсионная симметрия относительно единичной окружно-
сти по модулю и зеркальная относительно действительной оси по аргу-
менту. То есть вблизи точки 1 действительной прямой, как было показано
в номере выше, функция не будет даже однолистной в точке 1. Таким
образом, во всей правой полуплоскости функция жуковского не является
однолистной.

Пусть F (p) - изображение f(t). Какая функция имеет своим
отображением (n)-ую производную F (p)?

F (p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t)dt

Из свойств преобразования лапласа можно узнать, что если показатель
роста подынтегральной функции - a, то при Re(p) > a интеграл в пре-
образовании будет сходиться равномерно и будет выполнена теорема о
дифференцировани интеграла по параметру, то есть:

d

dp
F (p) =

∫ ∞
0

(−t)e−ptf(t)dt,
d(n)

dp(n)
F (p) =

∫ ∞
0

(−1)ntnf(t)e−pt

То есть если мы зашли достаточно далеко вправо, чтобы применить н
раз подряд теорему о дифференцировании, то первообразной указанной
функции будет: (−1)nf(t)tn

Пусть F (p) - изображение f(t). Считая, что изображение f (n)(t)
существует, выразите его через F (p)

Если все хорошие условия выполнены, то можно загнать экспоненту под
дифференциал и проинтегрировать по частям. Тогда для превой произ-
водной, например, будет:

f
′
(t)→ pF (p)− f(0)

Аналогично для н-ой производной:

f (n)(t)→ pn[F (p)−
n∑
k=0

f (k)(0)

pk
]
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Найдите изображение указанных функций

Иными словами, возьмите интегралы.

F (p) =

∫ ∞
0

e−pt sin tdt =
−1

p
[e−pt sin t|∞0 −

∫ ∞
0

e−pt cos tdt] =

=
−1

p
[0− 0− −1

p
[e−pt cos t|∞0 −

∫ ∞
0

e−pt(− sin t)dt]] =
−1

p2
[−1 + F (p)]

F (p)(1 +
1

p2
) =

1

p2
<=> F (p) =

1

p2 + 1

Ч.т.п.

F (p) =

∫ ∞
0

e−pttndt =
−1

p
[e−pttn|∞0 −

∫ ∞
0

e−ptntn−1dt] =
1

p

∫ ∞
0

e−ptntn−1dt =

= ... =
n!

pn

∫ ∞
0

e−ptdt =
−n!

pn+1
(0− 1) =

n!

pn+1

Ч.т.п.

F (p) =

∫ ∞
0

e−ptte2tdt =
1

2− p
[t ∗ e(2−p)t|∞0 −

∫ ∞
0

e(2−p)tdt] =

=
−1

(2− p)2
(0− 1) =

1

(p− 2)2

Ч.т.п.

Найдите оригинал функции комплексной переменной:

Имеет место обратная задача. С помощью формулы Коши:

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
eptF (p)dp

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞

ept

(p− 1)2
dp

Для подынтегральной функции выполнено условие леммы жордана, та-
ким образом интеграл будет равен вычету(умноженному на 2πi) подын-
тугрельной функции в единственной особой точке - 1. Он будет:

lim
p→1

tept = tet
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Ответ: f(t) = tet

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞

ept

p(p− 2)
dp

Тут будет сумма двух вычетов первого порядка:

f(t) =
1

1− 2
+
e2t

2
=
e2t − 1

2

Оставшийся номер - вычет третьего порядка и он равен, очевидно:

1

2

d2

dp2
ept =

1

2
t2ept → t2

2
e−t

f(t) =
t2

2
e−t

Доказательства
Докажите теорему о связи между последоваетльностями
zn = xn + iyn и xn,yn

Пусть последовательность zn ограничена по модулю. Тогда
√
x2
n + y2

n <
M <=> xn < M, yn < M . То есть тогда ограничены и отдельные после-
довательности. Аналогично, пусть ограничены xn < m, yn < n => |zn| =√
x2
n + y2

n <
√
m2 + n2. То есть тогда ограничена по модулю исходная

последовательность.
Пусть последовательность zn стремиться к некому z0, т.е.:

∀ε > 0∃N : ∀n > N :
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2 < ε <=>

Но, очевидно,
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2 > xn − x0 =>

∀ε > 0∃N : ∀n > N : |xn − x0| < ε

∀ε > 0∃N : ∀n > N : |yn − y0| < ε

Т.е. тогда существует предел и у малых последовательностей, совпадаю-
щий с соответствующими частями общей последовательности. В другую
сторону теорема доказывается очевидно: указываем номер N для каж-
дой из x и y для ε′ = ε√

2
, при таких N исходная последовательность:√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2 <
√

1
2
2ε2 = ε. Ч.т.д.

Докажите необходимое и достаточное условие дифференцирования.
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Пусть функция дифференцируема. Тогда:

∃ lim
z→z0

f(z + dz)− f(z)

dz

Рассмотрим отдельно предел при стремлении по действительно и по мни-
мой оси:

lim
dx→0

f(x+ dx, y)− f(x, y)

dx
=
∂f(x, y)

∂dx

lim
dy→0

f(x, y + dy)− f(x, y)

idy
= −i∂f(x, y)

∂dy

Чтобы функция была дифференцируема в комплексном смысле эти две
производные должны быть равны, т.е.:−i∂f(x,y)

∂dy
= ∂f(x,y)

∂dx
<=> −i(Re∂yf+

iIm∂yf) = Re∂xf + iIm∂xf , и пользуясь критерием равенства комплекс-
ных чисел, окончательно:

Re∂yf = −Im∂xf ∧ Im∂yf = Re∂xf

Или, если f = u(x, y) + iv(x, y):

uy = −vx ∧ vy = ux

В обратную сторону - пусть выполнены условия Коши-Римана, тогда по
определению дифференцируемости функции(а если мы говорим про ее
соотношения Коши-Римана, то она дифференцируема):

df

dz
=
du+ idv

dx+ idy
=
uxdx+ uydy + α(x, y)

dx+ idy
+ i

vxdx+ vydy + β(x, y)

dx+ idy
=

Используя соотношения К-Р:

=
uxdx+ uxidy

dx+ idy
+
ivxdx− vxdy
dx+ idy

+
α + iβ

dx+ idy
=

= ux + ivx +
o(dz)

dz
→ ux + ivx

Последнее выражение, очевидно, некая конечная функция и, таким об-
разом, существует предел разностного отношения df

dz
, то есть функция

дифференцируема. Ч.т.д.

Докажите теорему Коши для односвязной области
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Рассмотрим произвольную односвязную область G, такую, что функция
f(z) аналитична целиком в этой области, а также ее граница Γ - простая
кривая(кусочно-гладкая без самопересечений). Тогда:∫

Γ

f(z)dz =

∫
Γ

(u+ iv)(dx+ idy) =

∫
Γ

udx− vdy + i

∫
Γ

udy + vdx

то есть Мы имеем тва обыкновенных интеграла от действительных чи-
сел. Для каждого из них применима формула грина, посокльку анали-
тичность подразумевает существование непрерывных производных внут-
ри области. Тогда:∫

Γ

f(z)dz =

∫∫
G

(−∂v
∂x
− ∂u

∂y
)dxdy + i

∫∫
G

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y
)dxdy =

Используя соотношения Коши-Римана, очевидно, получаем:∫
Γ

f(z)dz = 0 + i ∗ 0 = 0

Ч.т.д.

Докажите теорему Коши для многосвязной области.

Пусть имеется область, ограниченная снаружи большим контуром Γ0, а
внутри - конечным числом непересекающихся контуров Γi. Тогда, соеди-
ним каждый из контуров с границей Γ0 кривыми γi так, чтобы никакие
две получившиеся кривые не пересекались. Так всегда можно сделать
для адекватного расположения контуров, но для верности можно во-
обще включить это в условие теоремы. Теперь мы будем проходить по
большой границе, каждый раз заворачивая на кривые γi и обходя вн-
туренние контура. Эта область уже будет односвязной и для нее, при
условии аналитичности функции f(z) в области будет применима дока-
занная выше теорема Коши для односвязной области. Тогда, запишем, с
учетом направления обхода и опуская суммирование:∫

Γ+
0

f(z)dz +

∫
Γ−i

f(z)dz +

∫
γ+
i

+

∫
γ−i

= 0

Последние два интеграла проходятся по одной и той же кривой но с
разными знаками и при условии непрерывности функции на границе
один из них равен −другой. Тогда:∫

Γ+
0

f(z)dz +

∫
Γ−i

f(z)dz +

∫
γ+
i

=

∫
Γ

f(z)dz = 0

Ч.т.д.
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Докажите теорему об аналитичности интеграла с переменным
верхним пределом

Пусть имеется область G и кусочно-гладкая кривая C, и пусть имеется
функция двух переменных ϕ(z, ω), такая, что ∀ω ∈ C ϕ - аналитическая
функция по z в G. Тогда:

F (z) =

∫
C

ϕ(ω, z)dω,
d

dz
F =

∫
C

d

dz
ϕ(z, ω)dω

Запишем отдельно действительный и мнимый интегралы, если z = x +
iy, ω = χ+ iζ: ∫

C

u(x, y, χ, ζ)dχ− v(x, y, χ, ζ)dζ = U(x, y)

∫
C

u(x, y, χ, ζ)dζ + v(x, y, χ, ζ)dχ = V (x, y)

Продифференцируем каждый из них как действительный интеграл, за-
висящий от параметра, по параметрам и y, что возможно в предполо-
жении дифференцируемости по x, y функции ϕ, а также ее непрерывно-
сти(!) по всем 4 переменным, и воспользуемся условиями Коши-Римана:

Vy =

∫
C

vydχ+ uydζ =

∫
C

uxdχ− vxdζ = Ux

Vx =

∫
C

vxdχ+ uxdζ =

∫
C

−uydχ+ vydζ = −Uy

Очевидно, эти два равенства суть соотношения Коши-Римана для ин-
теграла, и значит, он является аналитической функцией. Из этих же
равенств следует:

Fz = Ux + iVx =

∫
C

uxdχ− vxdζ + i

∫
C

uxdζ + vxdχ =

=

∫
C

uxdω + vxidω =

∫
C

ϕz(w, z)dω

Ч.т.п.

Докажите интегральную формулу Коши для односвязной области
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Рассмотрим аналитическую в односвязной области G функцию f(z) и
целиком лежащий внутри области контур Γ(при условии непрерывности
функции на границе, можно взять и границу области), а также некую
точку z0 внутри нее. Функция ϕ = f(z)

z−z0 является аналитической всюду в
области, за исключением одной точки z0. Тогда окружим последнюю ма-
лым контуром γ, целиком лежащим в G, и воспользуемся многосвязной
теоремой Коши: ∫

Γ+

f(z)

z − z0

dz +

∫
γ−

f(z)

z − z0

dz = 0

Или: ∫
Γ+

f(z)

z − z0

dz =

∫
γ+

f(z)

z − z0

dz

Интеграл слева не зависит от γ, значит, от него не зависит и интеграл
справа. Тогда выберем γ - окружностью бесконечно малого радиуса и
воспользуемся непрерывностьюю f(z) в окрестности z0:∫

Γ+

f(z)

z − z0

dz =

∫ 2π

0

f(z)

ρeiϕ
ρieiϕdϕ =

∫ 2π

0

f(z0)idϕ = 2πif(z0)

То есть:
f(z0) =

1

2πi

∫
Γ+

f(z)

z − z0

dz

Ч.т.п.

Докажите аналитичность интеграла типа Коши.

Очевидно, что интеграл Коши - типичный зависящий от параметра ин-
теграл, как из разобранной выше теоремы. Рассмотрим интеграл типа
Коши по границе области от нерперывной на границе и аналитичной
внутри функции f(z):

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(χ)

χ− z
dχ

Если мы возьмем такую замкнутую подобласть G области G, что Рас-
тояние от всех точек этой области до нашего контура Γ будет больше
нуля(то есть область целиком внутри контура или |χ−z| > 0), то подын-
тегральная функция будет всюду аналитичной в этой области, причем
ее производная будет: dϕ

dz
= f(χ)

(χ−z)2 , также всюду непрерывна по всем пе-
ременным внутри новой области. Тогда будут выполнены теоремы об
интеграле, зависящем от параметра, и функция f(z) будет аналитичной
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внутри области, причем можно будет ее продифференцировать и полу-
чить:

f (1)(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(χ)

(χ− z)2
dχ

Поскольку интеграл справа, очевидно, опять аналитичен в нашей урезан-
ной области, то он является аналитической функцией. Значит, и f (1)(z)
- аналитическая и ддифференцируемая функция. Тогда:

f (2)(z) =
1

2πi

∫
Γ

2
f(χ)

(χ− z)3
dχ

И так далее. Тогда f (n)(z) существует и равна:

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(χ)

(χ− z)n+1
dχ

То есть у аналитической функции существуют производные всех поряд-
ков, и вычислить их можно по указанным формулам.

Докажите теорему Луивилля

Пусть имеется некая аналитическая везде функция f(z), такая, что: |f | <
M на всей комплексной плоскости. Запишем значение ее рпоизводной:

f (1)(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(χ)

(χ− z)2
dχ

Выберем также контур - окружностью постоянного радиуса вокруг точ-
ки z:

f (1)(z) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z +Reiϕ)

R2e2iϕ
Reiϕidϕ =

1

2πi

∫ 2π

0

f(z +Reiϕ)

Reiϕ
idϕ

Поскольку модуль функции ограничен на всей плоскости, то модуль вы-
ражения под интегралом не превосходит: M

R
. Если взять R достаточно

большим, мы можем сделать модуль выражения под интегралом сколь
угодно малым. То есть:

|f ′ | = 1

2π

∫
CR

|f(z)|
R2

ds <
M

R

Значит, производная сколь угодно близко приближается к нулю, то есть
равна нулю. Поскольку это рассуждение не зависит от z, то производная
везде равна нулю, и функция - константа.
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Докажите теорему о среднем и теорему Мореры

Теорума о среднем: из формулы Коши видно, что для контура, являю-
щегося окружностью вокруг точки внутри области аналитичности:

f(z) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 +Reiϕ)

ReiϕReiϕ
idϕ =

1

2πR

∫
CR

f(χ)dRϕ =
1

2πR

∫
CR

f(χ)ds

Где χ = z0 + eiϕ. Это и есть формула о среднем.
Теорема Мореры. Пусть функция является непрерывной в односвязной
области G и интеграл от нее по любому замкнотому контуру целиком
внутри G равен 0, тогда по условиям теоремы о дифференцировании
интеграла по парамтру, так как f(χ) не зависит от z:

F (z) =

∫ z

z0

f(χ)dχ− аналитическая в G функция

Тогда у нее существуют проивзодные всех порядков, в том числе первого
и второго:

F ′(z) =

∫ z

z0

fz(χ)dχ = f(z) => F ′′(z) = f ′(z)

То есть производная функции f существует, а значит она дифференци-
руема и значит, аналитична. Ч.т.п.

докажите принцип максимума модуля аналитической функции

Пусть максимальной значение аналитической функции достигается внут-
ри области аналитичности. Тогда возьмем контур в виде окружности
постоянного радиуса вокруг этой точки(z0) и запишем:

|2πif(z0)| = |
∫ 2π

0

f(χ)dϕ| ≤
∫ 2π

0

|f(χ)|dϕ ≤ 2πM

Последнее неравенство сделано в силу: |f(z)| ≤M = |f(z0)|. Но тогда:

2πM ≤
∫ 2π

0

|f(χ)|dϕ ≤ 2πM <=>

∫ 2π

0

|f(χ)|dϕ = 2πM

В то же время, если модуль |f(z)| < M в некоторой точке на контуре
χ = z0 +Reiϕ, например, при ϕ ∈ [ϕ0 − ε, ϕ0 + ε]:∫ 2π

0

|f(χ)|dϕ =

∫ ϕ0−ε

0

|f(χ)|dϕ+

∫ ϕ0+ε

ϕ0−ε
|f(χ)|dϕ+

∫ 2π

ϕ0+ε

|f(χ)|dϕ <
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2(π − ε)M + 2εM = 2πM

То есть достигнуть этого значения уже не получится, значит, везде на
контуре: |f(z)| = M , то есть на границе круга модуль функции также по-
стоянен и равенM . Аналогичными рассуждениями для других Радиусов
показываем, что внутри этого круга Везде у всех точек будет одинаковый
модуль = M . Теперь соединим произвольные две точки области кривой,
не имеющей с границей общих точек. У границы нашего круга есть пе-
ресечение с этой кривой. В этой точке модуль постоянен и равен M . По-
строив в ней как в центре круг нового радиуса, повторим рассуждения
и убедимся, что и внутри него тоже везде модуль функции постоянен.
Теперь, так как кривая отстоит от границы на фиксированное конечное
опложительной число, то радиус кругов из любой точки кривой ограни-
чен снизу этим расстоянием. Тогда, так как радиусы кругов ограничены
снизу, можно за конечное число итераций добраться до конца кривой,
то есть в любую другую точку области и получить, что |f(z)| = M для
всех точек области. Таким образом, если |f(z)| 6= const => она достигает
максимума в граничных точках.Ч.т.д.

Докажите теорему о почленном интегрировании функционального
ряда

Пусть нам дан равномерно сходящийся в G функциональный ряд из
непрерывных функций:

∑
k uk(z) = f(z). Тогда для любой кусочно-гладкой

кривой C, лежащей целиком в G справедливо:∫
f(z)dz =

∞∑
k=0

∫
C

un(z)dz

Так как ряд сходится равномерно, то для любого эпсилон, даже для ε
L
, L-

длина дуги кривой, можно указать такой номер N. начиная с которого
для любого n справедливо |f(z)−

∑n
k=1 uk(z)| < ε

L
, тогда:

|
∫
C

[f(z)−
n∑
k=1

uk(z)]dz| ≤
∫
C

|[f(z)−
n∑
k=1

uk(z)]|dz < ε
L

L
= ε

Ч.т.д.

Докажите вторую теорему Вейерштрасса о функциональных рядах

Пусть ряд аналитических в G функций uk(z) равномрено сходится на
границе области Γ. Тогда в силу равномреной сходимости на границе:

∀ε > 0∃N,∀n,m > N∀z ∈ Γ|
n+m∑
k=n

uk(z)| < ε
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Тогда по принципу максимума модуля аналитической функции, значение
аналитической функции |

∑
uk(z)| будет внутри области G не больше,

чем ε, то есть для ∀z ∈ G:

∃N,∀n,m > N |
n+m∑
k=n

uk(z)| < ε

А значит, по критерию Коши, ряд сходится равномерно внутри всей за-
мкнутой области.

Докажите теорему Абеля о степенных рядах

Пусть степенной ряд
∑
ak(z− z0)k сходится в некой точке z1 6= z0. Тогда

по необходимому условию:

|ak(z1 − z0)k| → 0 <=> ∀k|ak(z1 − z0)k| ≤M <=> |ak| ≤
M

|(z1 − z0)k|

Тогда, если |z − z0| < |z1 − z0|:

|
∞∑
k=0

ak(z − z0)k| ≤
∞∑
k=0

|ak||(z − z0)k| ≤
∞∑
k=0

M
|(z − z0)k|
|(z1 − z0)k|

= M
∑
k

qk

так как по условию q < 1, то это ни что иное, как сумма убывающей гео-
метриечской прогрессии и она сходится. Т.е. ряд сходится и для любого
z : |z−z0| < |z1−z0|. Теперь, очевидно, внутри круга радиуса ρ < |z1−z0|:

|ak(z − z0)k| ≤M
ρk

|(z1 − z0)k|
=>

|
∞∑
k=0

ak(z − z0)k| ≤M

∞∑
k=0

qk

ПОследний ряд - числовой и, очевидно, сходящийся, для любого z внутри
круга. Тогда по признаку Вейерштрасса, исходный ряд будет сходиться
внутри круга равномерно. Поскольку это выполнено для любого круга,
меньшего, чем |z1 − z0| радиуса, то это верно для любой точки внутри
круга и с радиусом |z1 − z0|. Ч.т.д.

Докажите теорему Коши-Адамара о степенных рядах

Как я понимаю, имеется в виду теорема о радиуса степенного ряда. При-
меним к ряду признак коши:

n
√
|an(z − z0)n| → q < 1 => ряд сходится
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В то же время очевидно: |an(z − z0)n| = |an||(z − z0)n| = |an|Rn. Тогда из
признака Коши следует условие:

n
√
|an|R→ q < 1 => R <

1

lim n
√
|an|

Во избежании неприятностей, всегда берется верхнее значение этого пре-
дела, чтобы нельзя было указать такую последовательность n, что lim n

√
|an|R→

q > 1. Ч.т.п.
В то же время, если мы возьмем какие-то точки вне круга сходимости,
то есть: |z − z0| = ρ > R, то n

√
|an|ρ → q > 1, а по тому же признаку

Коши это равносильно расходимости ряда. Непонятной остается только
граница круга, на которой предел равен единице и признак Коши ничего
нам не говорит. Тут для каждого ряда нужно поработать ручками.

Докажите теорему Тейлора

Пусть аналитическая функция разложена в степенной ряд. Тогда: f(z) =∑
ak(z − z0)k. Тогда очевидно:

f(z0) = a0, f
(k)(z0) =

∞∑
n=k

ank!(z − z0)n−k = akk! <=> ak =
f (k)

k!

Однако это доказывает только единственность разложения в теореме
Тейлора. Сама теорема - внутри круга конечного радиуса аналитиче-
ская функция может быть разложена в сходящийся степенной ряд. Так
как функция аналитична в круге, то по формуле Коши:

f(z) =
1

2πi

∫
CR

f(χ)

χ− z
dχ

При этом по известным формулам для геометрической рпогрессии:

1

χ− z
=

1

χ− z0

1

1− z−z0
χ−z0

=
1

χ− z0

∞∑
k=0

(
z − z0

χ− z0

)k

Подставляя это в интеграл Коши и вынося сумму и несвязанную пере-
менную за знак интеграла:

f(z) =
1

2πi

∞∑
k=0

(z − z0)k
∫
CR

f(χ)

(χ− z0)k+1
dχ

Очевидно, что это разложение в степенной ряд с коэффициентами ak =∫
CR

f(χ)
(χ−z0)k+1dχ. Как мы уже показывали ранее, каждый из этих интегра-

лов есть ни что иное, как f (n)(z0)
n!

. В силу показанного в начале рассужде-
ний, для любого разложения в степенной ряд коэффициенты этого ряда
будут именно такими, то есть это разложение - единственно.
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Докажите первую теорему Вейерштрасса о функциональных рядах

По условию теоремы ряд аналитических функций равномерно сходится в
любой замкнутой подобласти к некой функции, значит, в любой замкну-
той подобласти эта функция непрерывна. Тогда, рассмотрим интеграл от
этой функции по любому замкнотому контуру, целиком лежащему внут-
ри области и воспользуемся в силу равномерной сходимости теоремой о
почленном интегрировании:∫

C

f(z)dz =
∞∑
k=0

∫
C

u(z)dz

Поскольку каждая из u(z) - аналитическая, то интеграл от любой ча-
стичной суммы будет равен 0. Значит, и от всей суммы интеграл также
будет равен нулю. То есть: ∫

C

f(z)dz = 0

. По условиям теоремы Мореры, это значит, что функция f - аналити-
ческая во всей области.
Выделим теперь контур внутри области так, чтобы от него до произволь-
ной точки z0 было больше 0, то есть для любых z между этим контуром
играницей области 1

z−z0 конечен. Тогда f(z)
(z−z0)k

и un(z)
(z−z0)k

- также аналити-
ческие функции в указанной области, причем так как 1

|(z−z0)k| ограничена
сверху dk, d = min(|z − z0|), то ряд из uk будет сходится в этой области
равномерно и можно будет его почленно проинтегрировать:

f (k)(z0) =
k!

2πi

∫
C

f(z)

(z − z0)k+1
=

k!

2πi

∞∑
n=0

∫
C

un(z)

(z − z0)k+1
=
∞∑
k=0

u(k)(z0)

В последнем выражении два раза применена интегральная формула Ко-
ши, в прямую и обратную стороны. В силу произвольности z0 можно
замнеить ее на z. Осталось показать равномерную сходимость ряда из
производных.
Для тех же условий, что и в прошлом пункте, оценим |f(z)−

∑∞
k=0 un(z)| =

|rn(z)| < 2π
k!

ε
L
dk+1, L-длина фиксированного в прошлом пункте контура.

Так можно сделать, потому что исходный ряд сходится к функции f
равномерно, и ∀ε∃N : ∀n > N∀z|rn(z)| < ε. Тогда:

|r(k)
n (z)| = k!

2π

∫
C

|rn(χ)|
|(χ− z)k+1

ds <
k!

2π

∫
C

ε

Ldk+1

2πdk+1

k!
ds = ε

∫
C

ds

L
= ε

То есть по критерию коши ряд из производных сходится равномерно.
Ч.т.д.
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Докажите теорему единственности аналитической функции

Сначала докажем вспомогательную лемму. Пусть функция имеет схо-
дящуюся к некому числу z0 последовательность нулей zn. Тогда: раз-
ложим нашу функцию в ряд тейлора в окретсности точки z0 в круге,
лежащем внутри области аналитичности. В этом круге, согласно непре-
рывности исходной функции: f(z0) = limzn→z0 f(zn) = 0. С другой сто-
роны: f(z) =

∑
ak(z − z0)k, т.к. f(z0) = 0 => a0 = 0. Тогда f(z) =

(z − z0)
∑
ak+1(z − z0)k = (z − z0)f1(z). Полагая, что ни одна из то-

чек zn 6= z0: f1(zn) = f(zn)
zn−z0 = 0. Поскольку она также является непре-

рывной (как сходящийся ранвомерно ряд (z − z0)
∑
ak+1(z − z0)k), то

f1(z0) = 0 => a0+1 = a1 = 0. Продолжая рассуждения по индукции
видим, что все коэффициенты an = 0. То есть исходная функция тожде-
ственно равна нулю внутри нашего круга. Для обобщения этого утвер-
ждения на всю область аналитичности, проведем из точки z0 кривую в
произвольную точку области z так, что кривая отстоит от границ даль-
ше, чем на фиксированное d > 0. Тогда для любой точки этой кривой
можно провести круг, радиусом не меньше d, и таким конечным числом
кругов в силу конечности длинны кривой покрыть ее всю. Переходя от
круга к кругу по их пересечениям, для каждого круга показываем, что
в нем функция тождественно равна нулю(например, каждый раз берем
пересечение предыдущего круга и кривой, обзовем его zi. В той части
кривой, что останется внутри предыдущего(i− 1) круга, значение функ-
ции на точках кривой f(z) будет тождественный ноль. Поскольку кри-
вая непрерывна, то можно в качестве сходящейся последовательности
нулей взять сходящуюся к zi последовательность точек кривой и повто-
рить рассуждения выше). За конечное число итераций мы дойдем до
конечной точки z и покажем, что f(z) = 0. Значит, функция равна нулю
целиком в своей области аналитичности, то есть она есть тождественный
ноль. Ч.т.д.
Пусть теперь есть две аналитичные функции f и g. Взяв вместо них
функцию f(z) − g(z), получим условия предыдущей леммы и докажем,
что f(z)− g(z) ≡ 0 <=> f(z) ≡ g(z). Ч.т.д.

Докажите теорему Лорана

Любую аналитичную в круговом кольце функцию можно представить
сходящимся рядом лорана. Рассмотрим кольцо, внутри которого функ-
ция аналитична. Внутри кольца проведем два круговых также конту-
ра. Если внешний радиус кольца - R2, а внутренний - R1, то радиу-
сы проведенных контуров назовем: R′1 и R

′
2 соответственно. Очевидно,
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R1 < R
′
1 < R

′
2 < R2. Тогда по формуле Коши для произвольной фикси-

рованной точки z:

f(z) =
1

2πi
[

∫
C−
R
′
1

f(χ)

χ− z
dχ+

∫
C+

R
′
2

f(χ)

χ− z
dχ]

Если z0-центр нашего кольца, тогда на R′1: |
χ−z0
z−z0 | < 1, а для R2 - | z−z0

χ−z0 | <
1. Поэтому для R1 и R2 соответственно можно записать:

1

χ− z
=

1

z − z0

−1

1− χ−z0
z−z0

= − 1

z − z0

∞∑
k=0

(
χ− z0

z − z0

)k

1

χ− z
=

1

χ− z0

1

1− z−z0
χ−z0

=
1

χ− z0

∞∑
k=0

(
z − z0

χ− z0

)k

Подставляя это обратно в формулу Коши:

2πif(z) =

∫
C−
R
′
1

∞∑
k=0

−f(χ)

(χ− z0)−k
(z−z0)−k−1dχ+

∫
C+

R
′
2

∞∑
k=0

f(χ)

(χ− z0)k+1
(z−z0)kdχ

Если почленно проинтегрировать и вынести константу за скобки, то:

2πif(z) =
∞∑
k=1

(z−z0)−k
∫
C−
R
′
1

−f(χ)

(χ− z0)−k+1
dχ+

∞∑
k=0

(z−z0)k
∫
C+

R
′
2

f(χ)

(χ− z0)k+1
dχ

Теперь на секунду вспомним теорему Коши - следствие из формулы Ко-
ши. Если мы рассмотрим произвольные два контура, образующие коль-
цо, а внутри этого кольца функция будет аналитична, то по формуле
коши, если контура - C1 и C2:∫

C−1

f(z)dz +

∫
C+

2

f(z)dz = 0 <=>

∫
C2

f(z)dz =

∫
C1

f(z)dz

То есть при произвольной деформации контура внутри области анали-
тичности ничего не меняется. Наши интегралы аналитичны в нашем
кольце, так как "плохая"точка в их знаменателе z0 лежит сильно внутри
его границы. Тогда, можно вместо двух наших окружностей CR′1 и CR′2
взять какой-нибудь один контур C, и написать тогда:

cn =
1

2πi

∫
C

f(χ)

(χ− z0)n+1
dχ
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f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − z0)n

Ч.т.д. по теореме Абеля, этот ряд будет сходиться к функции равномер-
но внутри исходного кольца, так как будет сходиться равномерно внутри
любого замкнутого подкольца. Осталось показать единственость разло-
жения. Аналогично случаю с Тейлором сделать уже не получится из-за
наличия отрицательных степеней. Предположим, что есть два различ-
ных разложения:

∑∞
n=−∞ cn(z − z0)n =

∑∞
n=−∞ c

′
n(z − z0)n. Тогда, домно-

жим на (z− z0)k и проинтегрируем по z по окружности фиксированного
радиуса R внутри кольца:∫

CR

(z − z0)n−kdz =

∫
CR

Rn−kein−kϕReiϕidϕ

Очевидно, если n−k+1 6= 0, то это интеграл от экспоненты внутри ее об-
ласти аналитичности,т.е. 0. Иначе, это 2πiRn− k + 1 = 2πi. То есть при
интегрировании ряда в 0 уйдут все коэффицинеты, кроме одного. Инте-
грируя оба ряда слева и справа получим: 2πick−1 = 2πic

′

k−1. Поскольку
k было выбрано произвольно, то ck = c

′

k. Ч.т.д.

Докажите теорему о конечной устранимой особой точке

Если наша функция в кольце ограничена, то для коэффициентов, если
интегрировать по окружности радиуса ρ:

cn =

∫
C

f(z)

(z − z0)k+1
dz <=> |cn| <

M

ρn

Тогда для отрицательных степеней:

c−n < Mρn → 0, ρ→ 0

Так как эта оценка была справедлива для любого радиуса, то значит,
c−n = 0 для любого положительного n, то есть ряд лорана не будет
содержать отрицательных степеней, а значит это - устранимая особая
точка.

докажите теорему о конечном полюсе

Пусть у функции модуль неограничено возрастает. Тогда выберем такую
эпсилон-окрестность точки, где он достаточно большое положительное
число и скажм, что внутри этой окрестности функция g(z) = 1

f(z)
анали-

тична, причем g(z)→ 0, z → z0. То есть эта точка является нулем какого-
то порядка функции g(z) <=> g(z) = (z − z0)mϕ(z), ϕ(z0) 6= 0,m > 0.
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Так как функция ϕ в этой окрестности всюду неравна нулю, то: g(z) =
(z−z0)m

ψ(z)
<=> f(z) = ψ(z)

(z−z0)m
,∃ψ(z0) 6= 0, то есть ψ(z) раскладывается в

ряд лорана без отрицательных степеней по теореме об утсранимой осо-
бой точке, а значит f(z) содержит их не более, чем m. Ч.т.д.

Докажите теорему сохоцкого для случая конечной особой точки

Пусть нет. Тогда возьмем такое число B, возьмем такое ε > 0 и такую
окрестность cr, что внутри этой окрестности для любого z: |f(z)−B| > ε.
Тогда, очевидно, функция 1

f(z)−B будет в этой окрестности ограничена
по модулю и всюду аналитична, то есть по уже доказанным теоремам
она будет раскладываться только по положительным степеням и будет
представима, как:

1

f(z)−B
= (z − z0)mφ(z), φ(z) 6= 0,m ≥ 0

Тогда, возваращаясь обратно к исходной функции:

f(z) = B +
1

(z − z0)−mφ(z)
= B +

ψ(z)

(z − z0)m

Т.е. эта точка будет полюсом конечного порядка. Противоречие.

Докажите основную теорему теории вычетов и теорему о вычетах
функции, аналитичной на всей комплексной плоскости за
исключением конечного числа особых точек

Рассмотрим интеграл по односвязной области, содержащей конечное чис-
ло особых точек функции, являющихся не существенно особыми. Тогда
окружим каждую из них конутром так, чтобы они(контура) не пере-
секались, очевидно, такое возможно сделать всегда. Тогда мы получим
теорему Коши для многосвязной области, в которой функция будет ана-
литична и можно будет записать, если Γ - граница области, а γi - контура
вокруг особых точек:∫

Γ+

f(z)dz +
∑
i

∫
γ−i

f(z)dz = 0 <=>

Вспомнив определение вычета, а ткже поменяв направление обхода:∫
Γ

f(z)dz = 2πi
∑
i

Res[f(z), zi]
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Ч.т.д. Совершенно аналогично. в дополнительном предположении ана-
литичности функции всюду за пределами рассмотренной выше области,
по определению вычета в бесконенечно удаленной точке:∫

Γ

f(z)dz = −2πiRes[f(z),∞] =>
∑
i

Res[f(z), zi ∪∞] = 0

Докажите формулу для вычисления интеграла
∫∞
−∞ f(x)dx с помощью

вычетов

Нам помимо хилого условия непрерывности функции потребуется, во-
обще говоря, условие аналитичности ее продолжения на C в верхней
полуплоскости, и наличия там не более конечного числа особых точек.
Нам нужно также, чтобы ее аналитическое продолжение наверху удо-
влетворяло: |f(z)| < M

R1+δ За пределами некоторой окружности радиуса
R0, такой. что вне нее нет особых точек. Тогда за пределами этой окруж-
ности:

|
∫
CR

f(z)dz| < 2πMR

R1+δ
=

2πM

Rδ
→ 0, R→∞

Тогда рассмотрим интеграл:∫ R

−R
f(z)dz +

∫
CR

f(z)dz

Это интеграл по области аналитичности функции, содержащей конеч-
ное число особых точек, и для него применима основная теорема теории
вычетов: ∫ R

−R
f(z)dz +

∫
CR

f(z)dz = 2πi
∑
i

Res[f(z), zi]

Правая честь не зависит от R, значит, при взятии предела, она отсанется
собой. Второе слагаемое уйдет в 0, а первое - в нужный нам интеграл.
То есть: ∫ ∞

−∞
f(z)dz = 2πi

∑
i

Res[f(z), zi]

Ч.т.д.

Докажите весь набор лемм Жордана

Пусть функция f(z) равномерно по углу в нужной полуплоскости стре-
миться к нулю, то есть |f(z)| ≤ α(R). Пусть наша полуплоскость такова,
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что Im(az) =ImaRez+ImzRea > 0, то есть, например, для верхней полу-
плоскости: Rez − ∀ => Ima = 0, Imz > 0 => Rea > 0. Тогда интеграл по
бесконечно удаленной окружности:

I =

∫
CR

f(z)eiazdz → 0

Докажем для верхней:

|I| ≤
∫
CR

α(R)e−Im(az)ds = α(R)R

∫ π

0

e−aR sin(ϕ)dϕ = 2α(R)R

∫ π
2

0

e−aR sin(ϕ)dϕ <

< 2α(R)R

∫ π
2

0

e−aR
2
π
ϕdϕ =

2α(R)R

−aR 2
π

(e−aR − 1) =
απ

a
(1− e−aR)→ 0

Последний переход сделан на основании α → 0. Ч.т.д. Для остальных
вариантов доказательства идентичны, меняется только −Im(az). Напри-
мер, для правой: Im(z) − ∀ => Re(a) = 0,Re(z) > 0 => Im(a) > 0 =>
a = ib Im(az)=Re(z)b = Rb cosϕ =>

|I| ≤
∫ π

2

−π
2

αe−Rb cosϕRdϕ = 2αR

∫ π
2

0

e−Rb cosϕdϕ < [cosϕ ≥ 1− 2

π
ϕ] <

< 2αR

∫ π
2

0

e−Rb(1−
2
π
ϕ)dϕ = 2αRe−Rb

1

Rb 2
π

(eRb − 1) =
απ

b
(1− e−Rb)→ 0

Ч.т.д.

докажите формулу для вычисления
∫∞
−∞ e

−iaxf(x)dx с помощью
вычетов

Аналогично уже доказанной формуле, введем кучу дополнительных пред-
положений на аналитическое продолжение нашей функции f(z) на верх-
нюю плоскость и, воспользовавшись формулой Коши и основной теоер-
мой теории вычетов:∫ R

−R
f(z)eiazdz +

∫
CR

eiazf(z)dz = 2πi
∑
i

Res[f(z), zi]

Правое слагаемое опять не зависит от R, а второе стремиться к нулю по
лемме Жордана. Тогда:∫ ∞

−∞
f(z)eiazdz = 2πi

∑
i

Res[f(z), zi]

Ч.т.д.
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Докажите теорему о разности числа нулей и полюсов аналитической
функции.

Докажем два вспомогательных утверждения. Пусть функция f(z) име-
ет в точкe zi - ноль или полюс конечного порядка. Тогда f(z) = (z −
z0)mf1(z), f1(zi)∃, f1(zi) 6= 0,m 6= 0,m ∈ Z. Тогда логарифмическая про-
изводная функции f :

ϕ(z) = (ln(f(z))′ = (mln(z − z0) + lnf1(z))′ =
m

z − z0

+
f
′
1(z)

f1(z)
=>

Res[ϕ(z), zi] = m

Т.е. вычет логарифмической производной в точке будет равен либо по-
рядку нуля этой точки, либо порядку ее полюса. Ч.т.д. Рассмотрим ин-
теграл от логарифмической рпоизводной по контуру, охватывающему
область с P полюсами и N нулями. Тогда по основной теореме теори
вычетов: ∫

Γ

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi

∑
i

Res[
f ′

f
, zi] = 2πi

∑
i

[mi] =>

N − P =
1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz

Под N − P понимается сумма нулей и полюсов с учетом их кратности.

Докажите теорему Руше

Для этого нам понадобится сначала преобразовать результаты предыду-
щей теремы. dlnf(z) = dln|f(z)| + diargf(z). Первая функция -функция
действительного переменного, не равная нулю всюду на нашем контуре.
При интегрировании ее по замкнутому контуру этот интеграл даст 0.
Останется вторая функция:

1

2πi

∫
Γ

f ′

f
dz =

1

2π
Var]argf(z)],Varf =

∫
Γ

df

Тогда, пусть выполнены условия теоремы Руше, т.е. для аналитичных в
замкнутой области функций, на границе для которых: |f(z)| > |ϕ(z)|:

N [F (z)] = N [f(z) + ϕ(z)] =
1

2π
Var[argF (z)]

N [f(z)] =
1

2π
Var[argf(z)] => N [F (z)]−N [f(z)] =

1

2π
Var[argF (z)−argf(z)]
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Как известно: argF −argf = argF
f
. Это наиболее очевидно, если записать

F и f в показательной форме. ТОгда:

N(F )−N(f) =
1

2π
Var[arg(1 +

ϕ

f
)]

Так как в последнем выражении мы интегрируем по границе области, то
Re(1 + ϕ

f
) > 0 => при обходе ее по замкнотому контуру мы обойдем на

плоскости ее результатов мы обойдем кривую, не содержащую точку 0,
а значит - получим ноль. Значит: N(F )−N(f) = 0 и Ч.т.д.

Докажите методами ТФКП основную теорему алгебры

Рассмотрим произвольный многочлен
∑
ziai. конечной степени Он, оче-

видно, представляет собой аналитическую на всей комплексной плос-
кости функцию. Если мы возьмем в качестве контура круг настолько
большой, что на его границе |ziai| > |sumn−1aiz

i|, что, очевидно, всегда
можно сделать, ввиду быстрейшего роста старшей степени, то будут вы-
полнены условия теоремы руше и полной число нулей многочлена будет
равно числу нулей anzn, то есть n. Ч.т.д.

Докажите теорему о необходимом условии однолистности в конечной
точке

Пусть есть аналитическая однолистная в некоторой замкнутой окрест-
ности точки функция. Тогда. если предположить, что она однозначна,
то у этой функции существует обратная, которая также однознаяна и
однолистна, причем теорема о производной обратной функции остается
в силе, и так как обратная функция - также аналитическая в замкнутой
области(!), а ее производная: f−1(z)′ = 1

f ′(z)
, то необходимо f ′(z) 6= 0 в

этой окрестности. Ч.т.д.

Докажите теорему о существовании и аналитичности обратной
функции

Если в области G проивзодная функции f ′(z) 6= 0, то детерминант:∣∣∣∣ux uy
vx vy

∣∣∣∣ = uxvx − uyvy = u2
x + v2

x = |f ′(z)| 6= 0

В последнем выражени мы восопльзовались условиями Коши-Римана.
Тогда по теореме о неявной функции существует разрешение системы:
u = u(x, y), v = v(x, y) относительно x и y, т.е. обратная функция. Про-
изводная этой функции вычисляется как lim ∆z

∆ω
= lim 1

∆ω
∆z

= 1
f ′(z)

- су-
ществует всюду, в силу неравенства нулю производной. Тогда в силу
непрерывности f ′, 1

f ′
также непрерывна, а значит обратная фунция ана-

литична в области. Ч.т.д.
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Докажите принцип соответствия границ при конформном
отображении

Пусть есть однозначная, аналитическая в области Ω и непрерывная на
границе этой области ω функция f(z), которая при условии сохранения
направления обхода отображет ω на границу Γ области G. Тогда рас-
смотрим произвольную точку f(z0) внутри G и f(z1) вне G. По теореме
о числе нулей:

N [f(z)−f(z0)] =
1

2π
V ar[f(z)−f(z0)] = 1, так как z0 лежит внутри области

N [f(z)− f(z1)] =
1

2π
V ar[f(z)− f(z1)] = 0, так как z1 лежит вне области

Значит, в силу произвольност z0 и z1 всего одна точка есть праобраз
любой точки G и ни одна точка не переходит во вне G, с учетом одно-
значности это дает нам, что f(z) - конформно отображает Ω на G. Ч.т.д.

Докажите круговое свойство дробно-линейной функции

Окружности переходят в окружности. Рассмотрим окружность: A(x2 +
y2) +Bx+ Cy +D = 0.

f(z) =
a+ bz

c+ dz
=
b

d
+
a− bc

d

c+ dz
=
b

d
+ (

a

d
− bc

d2
)

1
c
d

+ z

То есть для функции f1(z) = f(z− c
d
) = A+B 1

z
. Таким образом мы выде-

лили линейное преобразование, которое, очевидно, растягивает и сдви-
гает окружности и не деформирует их. Осталось показать, что исходное
преобразование: 1

z
сохраняет окружности:

1

z
= u+ iv;x =

u

u2 + v2
, y =

−v
u2 + v2

=> A(x2 + y2) +Bx+ Cy +D =

=
A+Bu− Cv

u2 + v2
+D = 0 <=> A+Bu− Cv +D(u2 + v2) = 0

Т.е. снова уравнение окружности. Ч.т.д.

Докажите свойство сохранения симметрии дробно-линейной функции.

Докаазательство этой теоремы чисто геомтерическое и тут неприводимо.

Докажите теорему о том, что дробно-линейная функция
определяется тремя точками
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f(z) = λ
(

1 + α−β
β+z

)
= λ

(
1 + A

B+z

)
Нам дано три точки: f(zi) = ωi:

ω1 − ω3 = λ
z1 − z3

β + z1

β − α
β + z3

ω2 − ω3 = λ
z2 − z3

β + z2

β − α
β + z3

Тогда:
ω1 − ω3

ω2 − ω3

=
z1 − z3

z2 − z3

β + z2

β + z1

Очевидно, что если ω3 заменить на произвольную ω = f(z), то:

ω1 − ω
ω2 − ω

=
z1 − z
z2 − z

β + z2

β + z1

Разделив эт осоотношение на предыдущее:

ω1 − ω
ω2 − ω

ω2 − ω3

ω1 − ω3

=
z1 − z
z2 − z

z2 − z3

z1 − z3

Очевидно, что Это уравнение можно разрешить относительно ω(например,
сведя к уже указанному выше линейному преобразованию дробь с ω).
Это и будет доказательством.

Докажите методами ТФКП принцип максимума и минимума
гармонической функции двух переменных

"Гармонические функции — это всецело работа дьявола, и стыд тому, кто
пытается найти какие-либо доказательства относительно них."Н.Абель

Докажите теорему об аналитичности отображения по лапласу
функции действительной переменной

Сначала нужно доказать вспомогательное утверждение: ∀p : Re(p) =
a+ ε > a: ∫ ∞

0

e−ptf(t)dt - сходится равномерно

В самом деле, по нашему предполжоению, a - такое число, что f(t) <
Me(a+ε)t, то есть по признаку сравнения:

|
∫ ∞

0

e−ptf(t)dt| ≤
∫ ∞

0

e−Re(p)tMe(a+ε)tdt =
M

Re(p)− a− ε
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То есть при Re(p) > a + ε ряд сходится равномерно по рпизнаку вей-
рештрасса. Здесь полагалось, что функция имеет ограниченную степень
роста и имеет не более конечного числа точек разрыва первого рода на
действительной оси. Тогда смотрим на наше отображение:

F (p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t)dt =
∞∑
k=0

∫ tk+1

tk

e−ptf(t)dt

t0 = 0, tn → ∞, то есть ti - разбиение отрезка от 0 до бесконечности.
Тогда, обозвав uk(p) =

∫ tk+1

tk
e−ptf(t)dt, F (p) =

∑∞
k=0 uk(p). Остаток этого

ряда есть ни что иное как F (p) −
∫∞
tn
e−ptf(t)dt и стремится к нулю в

силу равномерной сходимости для любого p. При этом каждая из uk -
есть обыкновенный интеграл, зависящий от параметра и для него можно
применить доказанную из их раздела теорему, показав, что uk - аналити-
ческие функции. Тогда, для этой функции выполнены все условия пер-
вой теоремы Вейерштрасса, то есть в любой замкнутой подобласти F (p)
- аналитическая функция, а значит она аналитическая в своей области
определения. Ч.т.д.

Докажитет еорему о достаточных условиях существования
оригинала функции F (p)

Пускай F (p) - аналитическая функция, равномерно убывающая на 0 по
углу. Пусть также для всех p:

∫ x+i∞
x−i∞ |F (p)|dy < M,Re(p) > a. Тогда

интеграл из формулы Меллина(Re(p) = x):

| 1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
eptF (p)dp| ≤ 1

2π

∫ x+i∞

x−i∞
eRe(p)t|F (p)|dy ≤ M

2π
ext

Т.е. сходится для любого p. Эта же оценка, посокльку не зависит от мни-
мой части p, является доказательством равномерной сходимости нуж-
ного нам интеграла. Теперь нам осталось показать, что: f(t) ≡ 0, t <
0, F (p)- изображение f(t) и указанный интеграл не зависит от x. Дока-
жем последний пункт: Выберем прямоугольные контур, соединяющий
два вертикальных отрезка: x ± Ai, x′ ± Ai. Поскольку функция F (p)
- аналитическая, то по формуле коши интеграл по этому контуру ра-
вен 0. По условию теоремы F (p) уходит на ноль независимо от угла,
значит, при стремлении отрезков к прямым, интегралы по горизонталь-
ным(соединяющим) частям даст ноль. То есть мы получим:∫ x+iA

x−iA
e−ptF (p)dp = −

∫ x′−iA

x′+iA

e−ptF (p)dp
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Ч.т.д. Ограниченность степени роста оригинала следует из уже прове-
денной оценки для нашего интеграла с показателем infx = a.
Тепреь отрицательные t. Выделим контур в виде бесконечной полуокруж-
ности справа от прямой Rep = a. Интеграл по дуге этого контура теперь
являет собой лемму Жордана для правой полуплоскости и дает ноль.
Сам интеграл в силу формулы коши равен нулю, т.е.:∫ x+i∞

x−i∞
eptF (p)dp+

∫
CR

eptF (p)dp = 0 =

∫ x+i∞

x−i∞
eptF (p)dp, t < 0

Ч.т.д. Последнее утверждение - изображение функции:∫ ∞
0

e−p0tf(t)dt =
1

2πi

∫ ∞
0

e−p0tdt

∫ x+i∞

x−i∞
eptF (p)dp

Внутренний интеграл не зависит от x и поэтому можно выбрать его лю-
бым, если выбрать его до p0, то можно будет поменять порядок инте-
грирования в силу равномерной сходимости интегралов(иначе (p − p0)
может оказаться положительным и все будет плохо). То есть, вынося
независимые переменные из нужного интеграла:

I =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
F (p)dp

∫ ∞
0

e−(p0−p)tdt =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
F (p)

dp

p0 − p

Так как в силу равномерной сходимости к 0 F (p) по углу, подынтеграль-
ная функция имеет порядок стремления меньше −1, то последний инте-
грал можно будет вычеслить с помощью вычетов. Так как у этой функ-
ции единственная особая точка, причем полюс первого порядка, то:

I = F (p0)

Чютюдю

Вперееееееед! К Финаааааалу!
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