
Òåîðèòè÷åñêèé ìèíèìóì ïî òåîðèòè÷åñêîé ìåõàíèêå (äîïóñê ê ýêçàìåíó).
Êèíåìàòèêà.

1. Âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñ âåêòîðà è ñêîðîñòè òî÷êè â (a) äåêàðòîâûõ, (b)
öèëèíäðè÷åñêèõ, (c) ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

(a) Ðàäèóñ-âåêòîð: ~r = x ~ex + y ~ey + z ~ez; Ñêîðîñòü: ~̇r = ẋ ~ex + ẏ ~ey + ż ~ez;

(b) Ðàäèóñ-âåêòîð: ~r = ρ ~eρ + 0 ~eϕ + z ~ez; Ñêîðîñòü: ~̇r = ρ̇ ~eρ + ρϕ̇ ~eϕ + ż ~ez;

(c) Ðàäèóñ-âåêòîð: ~r = r ~er + 0 ~eθ + 0 ~eϕ; Ñêîðîñòü: ~̇r = ṙ ~er + rθ̇ ~eθ + r sin θϕ̇ ~eϕ;

(*) Óñêîðåíèå â äåêàðòîâûõ: ~̈r = ẍ ~ex + ÿ ~ey + z̈ ~ez; Óñêîðåíèå â öèëèíäðè÷åñêèõ

(x = ρ cosϕ; y = ρ sinϕ; z = z): ~̈r = (ρ̈− ρϕ̈) ~eρ +
1

ρ

d

dt
(ρ2ϕ̇) ~eϕ + z̈ ~ez;

Óñêîðåíèå â ñôåðè÷åñêèõ ( x = r sin θ cosϕ; y = r sin θ sinϕ; z = r cos θ;):
~̈r = [r̈−r(θ̇2+ϕ̇2 sin θ)] ~er+[2ṙθ̇+rθ̈−rϕ̇2 sin θ cos θ] ~eθ+[2ṙϕ̇ sin θ+2rϕ̇ cos θ+rϕ̈ sin θ] ~eϕ;

2. Òåíçîð èíåðöèè. Ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè ïðîñòåéøèõ òåë: (a) ñòåð-
æåíü, (b) äèñê, (c) øàð.
Òåíçîð èíåðöèè � òåíçîðíàÿ âåëè÷èíà, ñâÿçûâàþùàÿ ìîìåíò èìïóëüñà òåëà è êèíå-

òè÷åñêóþ ýíåðãèþ åãî âðàùåíèÿ ñ åãî óãëîâîé ñêîðîñòüþ: Li =
∑
j

Iijωj;

Ekin rot =
1

2

∑
ij

ωiIijωj, ãäå I � òåíçîð èíåðöèè, ~ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ~L � ìîìåíò èì-

ïóëüñà. Â ÿâíîì âèäå: Iij =
∑
k

mk(x
2
l δij−xixj), i, j = 1, 2, 3. ; Iij =

∫
V

ρ(x2l δij−xixj)dV ,

x2l = x21 + x22 + x23 = x2 + y2 + z2. Èëè Iij =
∑
k

mk

 y2 + z2 −xy −xz
−yx x2 + z2 −yz
−zx −zy x2 + y2

;

Iij =

∫
V

ρ

 y2 + z2 −xy −xz
−yx x2 + z2 −yz
−zx −zy x2 + y2

 dV ;

(a) Iij(0) =
Ml2

3

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

; Iij(c) =
Ml2

12

 0 0 0
0 1 0
0 0 1


(b) Iij(0) =

MR2

4

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

; Îòíîñèòåëüíî îñè

z ïåðïåíäèêóëÿðí. äèñêó: Izz =
MR2

2

(c) Iij(0) =
2MR2

5

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


3. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâ¼ðäîãî òåëà. Óãëû Ýéëåðà.

T =
M ~̇R2

0

2
+
∑
k

mk

2
[~Ω × ~rk]2 + [ ~̇R0 × ~Ω]

∑
k

mk~rk; ãäå ~̇R0 � ðàäèóñ âåêòîð íà÷àëà ïî-

äâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà; Ïðè÷åì, ïåðâîå ñëàãàåìîå � êèíèòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòó-
ïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, âòîðîå � âðàùàòåëüíîãî, à òðåòüå � ñìåøàííûé ÷ëåí. Åñëè
òâ¼ðäîå òåëî ïðåäñòàâèòü êàê äèñêðåòíóþ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ ìàññàìè mk
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è ðàäèóñ âåêòîðàìè ~rk è íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîìåñòèòü â öåíòð

èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà, òî Tz = 0, ñëåäîâàòåëüíî: T =
M ~̇R2

0

2
+
∑
k

mk

2
[~Ω × ~rk]

2 =

M ~̇R2
0

2
+

1

2
IijΩiΩj

Óãëû Ýéëåðà � òðè óãëà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ê äðóãîé: Óãîë α ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ � óãîë
ïðåöåññèè. Óãîë β ìåæäó îñÿìè z è Z � óãîë íóòà-
öèè. Óãîë γ ìåæäó îñüþ X è ëèíèåé óçëîâ � óãîë ñîá-
ñòâåííîãî âðàùåíèÿ. Òàêèå ïîâîðîòû íåêîììóòàòèâíû
è êîíå÷íîå ïîëîæåíèå ñèñòåìû çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â
êîòîðîì ñîâåðøàþòñÿ ïîâîðîòû. Â ñëó÷àå óãëîâ Ýéëå-
ðà ïðîèçâîäèòñÿ ñíà÷àëà ïîâîðîò íà óãîë α âîêðóã îñè
z, ïîòîì ïîâîðîò íà óãîë β âîêðóã îñè N , è ïîñëåäíèì
ïîâîðîò íà óãîë γ âîêðóã îñè Z. Ïðè ýòîì óãîë β ∈ [0, π], à óãëû α, γ ∈ [0, 2π).
(Ïîâîðîòû ïî α, γ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà.)

Ìåõàíèêà Ëàãðàíæà.

1.Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà II ðîäà (â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè äèññèïàòèâ-
íûõ ñèë). Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííîé äèññèïàòèâíîé ñèëû.
Åñëè ãîëîíîìíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì L(qi, q̇i, t), òî óðàâ-

íåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà èìåþò âèä
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= Qd

i , ãäå Ëàãðàíæèàí ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ñèñòåìû: L = T − U ,

à îáîùåííàÿ äèññèïàòèâíàÿ ñèëà: Qd
i =

N∑
α=1

~F d
α

∂ ~rα
∂qi

, ïðè÷åì ~F d
α � äèññèïàòèâíàÿ ñèëà

(íàïðèìåð, ñèëà òðåíèÿ) è i = 1, s (s � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
s = 3N − k, N � êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñèñòåìû, k - êîëè÷åñòâî óäåðæèâà-
þùèõ ñâÿçåé çà èñêëþ÷åíèåì èçáûòî÷íûõ).

Àíàëèòè÷åñêèé àëãîðèòì. Ò.ê ~rα = xα~i+yα~j+zα~k, òîQ
d
i =

N∑
α=1

(
F d
αx

∂xα
∂qi

+ F d
αy

∂yα
∂qi

+ F d
αz

∂zα
∂qi

)
,

Ïóñòü ñèñòåìå ñîîáùàåòñÿ òàêîå âîçìîæíîå ïåðåìåùåíèå ïðè êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ

òîëüêî îäíà îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà, à äðóãèå íå âàðüèðóþòñÿ, òîãäàQd
i =

(
N∑
α=1

∂A( ~F d
α)

)
qi

∂qi
,

ãäå A ðàáîòà ñèë äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, îïðåäåë¼ííóþ íà ïåðåìåùàþùåéñÿ òî÷êå
ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ñèë, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèè òîëüêî i-îé îáîáù¼ííîé êîîðäèíà-
òû.

2.Îáîáùåííûé èìïóëüñ (îïðåäåëåíèå). Çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîãî
èìïóëüñà.
Åñëè äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè òî ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæåâîé

ôóíêöèè ïî îáîáùåííûì ñêîðîñòÿì pi =
∂L

∂q̇i
íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè.

Èõ ïðîèçâîäíûå
dpi
dt

=
L

qi
+Qd

i , òàêèì îáðàçîì îáîáùåííûé èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å.
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dpi
t

= 0, åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÿâíî íå çàâèñèò îò qi è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáîáùåííàÿ

äèññèïàòèâíàÿ ñèëà Qi = 0.
3. Îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ (îïðåäåëåíèå). Çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîé

ýíåðãèè.

Îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ ïî îïðåäåëåíèþ εîá =
s∑
i=1

q̇i
∂L

∂q̇i
−L =

s∑
i=1

q̇ipi−L; Å¼ ïðîèçâîäíàÿ

dεîá

dt
= −∂L

∂t
+

s∑
i=1

q̇iQ
d
i ò.å. îáîáù¼ííàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îòñóòñòâóþò äèñïàòèâíûå ñèëû.

Ìåõàíèêà Ãàìèëüòîíà.

1. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (îïðåäåëåíèå). Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà, èëè Ãàìèëüòîíèàí � ôóíêöèÿ, âûðàæàþùàÿ îáîù¼ííóþ ýíåð-

ãèþ H = εîá(qi, q̇i → pi, t) = {
s∑
i=1

piqi − L}
∣∣
q̇→q̇(q,t) ò.å. H(p, q) èëè H(p, q, t) ãäå

p = (p1, p2, ..., ps) � ïîëíûé íàáîð îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ, îïèñûâàþùèé äàííóþ ñè-
ñòåìó (s � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû), q = (q1, q2, ..., qs) � ïîëíûé íàáîð îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò.
Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ � ôóíêöèè âðåìåíè, êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé òî÷åê, êîòîðûå ïðè
äâèæåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. 1-ûå èíòåãðàëû � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñîäåðæàùèå ñêîðîñòè
òî÷åê, 2-ûå èíòåãðàëû � òàêèå ôóíêöèè âðåìåíè êîîðäèíàò òî÷åê è ïðîèçâîëüíûõ
êîíñòàíò, êîòîðûå ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ Ãàìèëüòîíèàíà(îáîáù¼ííîé ýíåðãèè): H= H0= const, åñëè
∂H

∂t
= 0,

Qd
i = 0; Çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà pi = p0 = const, åñëè

∂H

∂qi
= 0;Qd

i = 0.

2.Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè äèñ-
ñèïàòèâíûõ ñèë).
Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (òàêæå íàçûâàåìûå êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè) � ñèñòåìà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
+ Qd

i ; ýòà ñèñòåìà ñîñòîèò èç 2s

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (i = 1, s).
3. Ñêîáêè Ïóàññîíà (îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà). Ôóíäàìåíòàëüíûå ñêîáêè

Ïóàññîíà.
Ñêîáêàìè Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ äâóõ ôóíêöèé êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåí-

íûõ: [f1, f2] =
s∑
i=1

{
∂f1
∂qi

∂f2
∂pi
− ∂f1
∂pi

∂f2
∂qi

}
; Åãî ñâîéñòâà: [f1, f1] = 0; [f1, f2] = −[f2, f1];

[f1, (f2 + f3)] = [f1, f2] + [f1, f3];
∂

∂t
[f1, f2] =

[∂f1
∂t
, f2

]
+
[
f1,

∂f2
∂t

]
;

[f1, (f2, f3)] = [f1, f2]f3 + [f1, f3]f2; [f1, [f2, f3]] + [f2, [f3, f1]] + [f3, [f1, f2]] = 0
ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì Ïóàññîíà. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñêîáêè Ïóàñ-
ñîíà � ñêîáêè îò ñàìèõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ: [qi, qj] = 0; [pi, pj] = 0; [pi, qj] = δij,
ãäå i, j = 1, s.

4. Íàõîæäåíèå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ïî ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(q, p, t) ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ïåðâûé èíòåãðàë

óðàâíåíèé q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
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∂f

∂t
+ [f,H] = 0; ãäå îïåðàöèÿ [f,H] � ñêîáêè Ïóàññîíà. Òåîðìà Ïóàññîíà: Åñëè

ôóíêöèè f1(q, p, t) è f1(q, p, t) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, òî è [f1, f2] òàêæå áóäåò èíòåãðàëîì ýòèõ óðàâíåíèé, ò.å.

[f1, f2] = C. Åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ÿâíî îò âðåìåíè íå çàâèñèò, à f(q, p, t) èíòåãðàë
ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òîãäà ìîæíî óòâåðæäâòü ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

f(q, p, t) ïî âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ò.å.
∂nf

∂tn
= Cn.

(ãäå n öåëîå). Ýòè èíòåãðàëû ìîãóò îêàçàòüñÿ íîâûìè èíòåãðàëàìè, íåçàâèñèìûìè îò
èñõîäíîãî.

5. Ìåòîä Ãàìèëüòîíà - ßêîáè äëÿ íàõîæäåíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû.

Ïèøåì ãàìèëüòîíèàí, ìåíÿåì pi →
∂S

∂qi
, ãäå S = S(q1, ..., qs, t) � ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:
∂S

∂t
+ H(pi →

∂S

∂qi
, qi, t) = 0. Èùåì ïîëíûé

èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ S = S(q1, .., qs, t, α1, ..., αs), αi � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïî òåîðåìå ßêîáè, èç ñîîòíîøåíèé pi =
∂S

∂qi
; βj =

∂S

∂αj
; (i, j = 1, s) íàõîäèì îáîá-

ùåííûå èìïóëüñû pi = p(qi, t, αi) è êîîðäèíàòû qi = q(t, αi, βi), ïðè÷åì ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå αi, βi íàõîäèì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Öåíòðàëüíîå ïîëå.

1. Ôóíêöèè Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m, äâèæó-
ùåéñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
Ïëîñêîñòü Ëàïëàñà. Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.

L =
m

2
~̇r 2 − U(r), H =

1

2m
~p 2 + U(r). Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì

ïîëå öåëèêîìëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè � ïëîñêîñòè Ëàïëàñà, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìî-
ìåíòó ~M = [~r × ~p], ò.å. (~r ~M) = 0. Ââîäèì â ýòîé ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû:

L =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2) − U(ρ), H =

1

2m
(p2ϕ +

1

ρ2
pϕ)2 + U(ρ). (1):

∂L

∂t
= 0 è

∂H

∂t
= 0 ⇒

εîá =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2) − U(ρ) = E0 � èíòåãðàë äâèæåíèÿ. (2):

∂L

∂ϕ
= 0 è

∂H

∂ϕ = 0
⇒

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= mρ2ϕ̇ = pϕ0

� èíòåãðàë äâèæåíèÿ ⇒ ϕ̇ =
pϕ0

mρ2
; ρ̇ = ±

√
2

m
(E0 − Ueff(ρ)),

ãäå Ueff(ρ) = U(ρ) +
p2ϕ0

2mρ2
� ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Óðàâíåíèå äëÿ ρ

ìîæíî ðåøèòü â êâàäðàòóðàõ t− t0 = ±
∫
ρ0

ρdρ√
2
m(E0 − Ueff(ρ))

2. Äâèæåíèå â ïîëå U = α/r ïðè ðàçëè÷íûõ çíàêàõ ïîñòîÿííîé α. Óðàâ-
íåíèå òðàåêòîðèè, çàêîíû Êåïëåðà.
Çàêîíû Êåïëåðà: 1-ûé: Êàæäàÿ ïëàíåòà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ ïî ýëëèï-
ñó, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. 2-îé:Êàæäàÿ ïëàíåòà äâèæåòñÿ â
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð Ñîëíöà, ïðè÷¼ì çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè
ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé Ñîëíöå è ïëàíåòó, îïèñûâàåò ðàâíûå ïëîùàäè. (Ïëàíå-
òû äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñåêòîðíîé ñêîðîñòüþ σ = 1

2ρ
2ϕ̇ =const.) 3-èé: Êâàäðàòû
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ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà îòíîñÿòñÿ, êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé îð-

áèò ïëàíåò. Ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ïëàíåò, íî è äëÿ èõ ñïóòíèêîâ. T
2
1

T 2
2

= a31
a32
, ãäå T1

è T2 � ïåðèîäû îáðàùåíèÿ äâóõ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, à a1 è a2 � äëèíû áîëüøèõ
ïîëóîñåé èõ îðáèò.

U(r) =
α

r
, α > 0, òîãäà Ueff(ρ) =

α

ρ
+

p2ϕ0

2m

1

ρ2
, ò.ê. ïðè ρ > 0:

1

ρ2
>

1

ρ
; ïðè ρ → ∞:

1

ρ2
<

1

ρ
, ÷òîáû ρ̇ ∈ < ýíåðãèÿ E > Ueff

⇒ îáëàñòü âîçìîæíûõ äâèæåíèé [1] è [2] (ñì.
ðèñóíîê). Ðàññìîòðèì [1]: E = E1 < 0 ⇒
ρ ∈ (ρ1, ρ2) ⇒ Äâèæåíèå ôèíèòíîå ïåðèîäè-
÷åñêîå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ ρ1, ρ2.
[2]: E = E2 > 0 ⇒ ρ ≥ ρ3 ⇒ äâèæå-
íèå èíôèíèòíîå � ðàññåÿííîå íà ñèëîâîì öåí-
òðå.

Çàäà÷à Êåïëåðà U(r) = −α
r
, (α > 0), ρ(ϕ) =

p0
1 + ε cos(ϕ− ϕ0)

, ãäå p0 =
p2ϕ0

mα
�

ïàðàìåòð, ε =

√
1 +

2EP 2
ϕ0

mα2
� ýêñåíòðèñèòåò. Ïðè ε = 0 ⇒ ρ(ϕ) = p0, E = Umin

eff

� îêðóæíîñòü. Ïðè 0 < ε < 1 ⇒ Umin
eff < E1 < 0 (ρ1 < ρ < ρ2) � ýëëèïñ. Ïðè

ε = 1⇒ E2 = 0 (ρ > ρ3) � ïàðàáîëà. ε > 1⇒ E3 > 0 (ρ > ρ4) � ãèïåðáîëà.
3. Çàäà÷à äâóõ òåë: ôóíêöèè Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà, èíòåãðàëû äâè-

æåíèÿ. Ôóíêöèè Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà äëÿ ñëó÷àÿ ãðàâèòàöèîííîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè.

L =
m1 +m2

2
~̇R 2 +

M

2
~̇r 2 − U(r), H =

1

2(m1 +m2)
(~P~R)2 +

1

2M
P 2
r +

1

2Mr2
P 2
ϕ + U(r),

ãäå M =
m1m2

m1 +m2
� ïðèâåä¼ííàÿ ìàññà, ~R � ðàäèóñ�âåêòîð öåíòðà ìàññ, ~r � îò-

íîñèò. ðàäèóñ âåêòîð ÷àñòèö. Èíòåãðàëû äèæåíèÿ: (1) ~P~R = (m1 + m2) ~̇R =const �

èìïóëüñ öåíòðà ìàññ. (2) Pϕ = Mr2ϕ̇ =const � ìîìåíò èìïóëüñà. (3) εîá = εïîëí =
1

2
M(ṙ2 + r2ϕ̇2) + U(r) =const � îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ (â äàííîé çàäà÷å ñîâïàäàåò ñ

ïîëíîé ýíåðãèåé). Pr = Mṙ � îáîáù¼ííûé èìïóëüñ. r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â
ïëîñêîñòè Ëàïëàñà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæåíèå. Äëÿ ñë÷àÿ ãðàâèòàöèîííîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ: U(r) = −γm1m2

r
.

Â ðåëÿòèâèñòñêîì è íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå çàïèñàòü ôóíêöèè
Ëàãðàíæà, Ãàìèëüòîíà, óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è èíòåãðàëû

äâèæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

1. ÷àñòèöà ñ ìàññîé m â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè;

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz; L = mc2

[ 1√
1− 1

c2 (ẋ
2 + ẏ2 + ż2)

]
2. ÷àñòèöà ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e â ïðîèçâîëüíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì

ïîëå E(r, t), H(r, t) â äåêàðòîâûõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ. Ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (îá-
ùèå ôîðìóëû);
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3. ÷àñòèöà ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e â îäíîðîäíûõ ïîëÿõ: ìàãíèòíîì Ho,
ýëåêòðè÷åñêîì Eo. Ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû äëÿ ïîñòîÿííûõ è
îäíîðîäíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé;

4. ÷àñòèöà ñ ìàññîé m íà ñôåðå ðàäèóñà R â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè;
5. ÷àñòèöà ñ ìàññîé m â öåíòðàëüíîì ïîëå (äâóõ è òðåõìåðíûé ñëó÷àé);
6. îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð;
7. ÷àñòèöà íà ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) â çàäàííûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è

ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ.
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