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K.lассичeскaя ̂ leханика _ фундамeнталЬвaя наyка o движе.
нии систeNt ]! laтериаЛьньIх oбъeктoв в сoбствeнньlx и внешt]их

сиЛoвЬIх пoЛях. в eе oснoвe лe)кит фyI,]даi leнтальньIй физичeский
закoн' устaнавЛиваюций взаимoдeйствие частицьI с l]oЛeм в кa-
qeствe eдинственнoгo oбъeктивнoгo физиЧескoгo N1eхaнизп{а из.

менeния иN1l,]yЛЬса Чaстицы сo вpe]\4енelj  (втopoй закoн нЬютoна)'
По,.rнoe прeдставЛeние o динaп{икe систeМ взаиМoдeйстByющllx
Ч . с , r ц  дaeт  си ( тeма  ) равPРний  дви ) кениq  ча с ти  ,  и  ) равнeFиЙ
.и . - oвo Io  пo , ] я .  _  кЛас сиЧeскаq  ] ! I е t аника  явЛяет сF  op ганическoP
фvндаNleнтальнoй составляющeй тeopeтиЧeскoй фЙзики, взaиMo.
дeйствиe частиц и пoлeй yстанавливаeтся, eсли пpeдваpитeльнo
най:1еньI напpяжeннoсти пoЛeй nyтei l  peшeния уpавIleI]ии в Част.
I ]ь lх  прoизвoднЬ lх  или на oсн0вании эKслepи l lентальI lых да l ]ньIх ,

динамичeскne нepeляTивистские и peлятивистские эфФeктьl
вo внешних пoляx, лe)кащиe в oсI loвe сoврeмeннЬlх TехI]oлoгии'
Tакиe как циклoтрoнныЙ рeзoнаI]с '  индyкциoнIloе yскopeниe ча.
'  |иц, IoЛoнoМнь]е свя'J в \,1р\анизчe мехаPиЧесho, l  грPPраuи,]
эJreктричeскoгo тoKа! фoкусиpoBка 3аpя'(еннЬlх Частиц маГ!lит-
ньIм лoЛeм, магнитIlая изoляция и дp. '  пpeдставЛeнЬI B видe
oтдeлЬныx зaдaЧ и вкЛючeны в oсt]0в! l0и тeксT книги,

.Цля динаt ' tики в 3аданньlх ЛoЛях прoдуктивI]ь lми являются
NIeтoды Лагpан)ка '  Гамильтoна. гап1ильтoня_яко6и. Эти l t jетo.
-1Ьl  да loт такжe дeтальн0e пpедставЛeние o хаpактepe движeния
систеI, lЬ| двyх взaиNtoдeйствующих частиц в кoнфигУрациoняo 1
и фазовoM пpoстpанствах.  дЛя тpех тeл мьl  Nlо)кeM oпpeделить
тоЛькo кoнфигуpацию систeмы (задачи Лагpан>ка)' ПрeдсTавЛe.
ния oб аЛгeбре Ли и гpyппах Ли вкЛючeнь|. пoскoЛЬку эта аЛ-
Гeбра рeализoвaнa нa мнol(eствe динаlMичeских фyнкций кЛaсси.
чeской механики и Mнo)кествe эpмиToвЬ|x ol]eратopoв Kвантoвoи
пjeхaI]ики,

Энepгия связи систeмЬl частиц N1oжeт значитeлЬнo Лpeвышать
их энepгик} вo внeшних l lo.пях, B таких усЛoвиях сltстeпjy мoxнo
за\teнить njoдeльнoй' твepдыltj тeЛoNl' Уpaвнeвия дви)кeItия твep-
дoгo тeла Moгут 6ыть пoЛу.{eны в видe ypaвнel lий Лагpан>ка или



l 0

f l аЙденьI  как  слeдствие закo l loв  изI{енениЯ вo врeNleни пoЛl joгo
иNlлy.lьса и lloЛl{oгo llj0Nlента иNlпульса систeмы частиц,

Пpи изуче l lии  и  pасчeтаx кoлeбаний мoлекy , ' l '  кpиста i1Лoв,
дpyгиx NlнoгoчaсTичнЬ|х систeм пpедстaвлeния o Tвepдoм теЛe
pаспрoстpаI]яются лиl l ]Ь I]а мI]0жeствo пoлoжений pаBtjoвесия
стpyltтуPных eдиниц те.jIа, Тoлда пpи lltа.llЬ|х oтклoнeниях oт пoJ.]o-
жeниЙ равнoвeсия диLlа l lика систеNlьI частиц [|o)кeт бь lть сBедеI lа
к J , iинейньIМ или неЛияeйны!1 кoлeбаI]ияtr l ,

для систeм с бoЛьU]иМ чисЛoN4 Частиц развит кoн'ГинуаЛьный
N!eToд Лpeoбpазoвания (лpoeктирoвания) aддитивIJЬ|х динамичe-
сI . iих фyнкций кЛассиЧeскoй мeханики в гJ]aдкие г loЛeвыe дина'
l t |иЧрскиe фvнкции oаз lиЧРoй 1еl i loOPo; pаl  1.pнoс1и. oпPеДелq.
юl l ]ие MакpoсoсToяI lиe систeмЬI.  Пpивoдятся уравt lе l |ия 6aланса
иN4Луr1Ьса и энepгии для систeM Частиц с кoнeЧнЬIм pадиyсoм
в l а и I \ I o д P й с ] в и я  и  л л я  ч а с т и ц '  в J а и \ ! o д р й с ] в у ю д и х  п U , ' а к o н y
Кyлoна' f lемoнстpиpyется пpoдyктивнoс|ь N]етoда для дина11иЧe.
ских задa'{ гидpoдинаlt1ики' гaзoдинаl l tики, физики пЛaзruЬl '

Излoжettиe oснoванo на пpиrlципах физичeской ясt loс,Ги, кpат.
кoсти и пjатeпlатичeскoй стpoгoсти. кoтopьIпjи автop Pукoвoдство.
вался пpи пo-дгoтoвкe и чтeнии Kyрса лекций на физиЧeскo^l
фак1иьтетe MГУ,

^ как и ЛIoбая фyндамeнталЬная наука, NIеханика pазвиваeтся.
Uoвеpшенствyются мeт0дьl,  пoявЛяются нoвь|е важIlЬ|е задаIlи.
утoчняются и l loдифициpyются исхoдныe пoнятия o частицах
и сиЛoвЬIх пoлях, C oснoвньl l tи дoстиrкeнияt и эвoЛюции класси-
чeскoи ! lехаt lики мo)кнo ознакoMитЬся пo K|]игаN1,  вкЛючeннЬ|N1
в списoк рск0Мel]дyсм0rr ЛиTеpаTypьI,

Глaвa 1

сиlt{мЕTPия пPoстPAttстBA
и 3AкottьI пPЕoБPA3oBAIlия
динAlrrtичЕских Фytlкции

s 1. oбщие свoйствa пpoстpaнствa и вреMеtlи

1 .  Фи  l ичe . кoe  пpo . I pанс | вo  вплo |Ь  лo  ра с с | oянии  пoря J ка

l,и., \IoIo pадl.уса BсeлPннoй l  l023 сN. иlи l0|U свртoвь|l  .гет)

'|RЛяется тpeхNtеPнЬlN1 eвк!1идoвь|I{ пp0стpaнсTвoм,
2. oснoваниelt дЛя I]yпtеpации тoчeк физиЧeскoгo npoстpан.

ства. егo аpифпleтизации, слy)кит пoIlяTиe pасстoянЙя или Д!. lинь|-
Ес. 'Iи единицa дЛиньl вьlбpана. тo pасстoяние oпpeделенo кoли-
]|сстBеltнo. пoскoлЬку Любая егo часть мo)кет бьIть oпpeдeЛeна
||Pи I lомoIци аpифмеTических опеpаций, BыбopoМ едиl ' lицЬI дЛи.
]]ь| t:сTаl lавЛиваeтся физическaя раз]!1еpнoстЬ чисеЛ' I lупjepyющЛх
тoчки пpoстpаI]ства.

3. Физическoe пPoстPансTвo oднoрoднo и изoтpoпнo, Линeй.
l|Ьi €  разMеpЬl изoЛирoвaннoгo кубиЧескoгo кристалЛа |1e зaвисят
oт егo пo' l]oжeния и opиeнтaции в прoстранстве' Пoэтoьty всeгдa
вoз]\Iо)кI lа apифмeтизация лpoстpаI, lства пpи пoмoщи ввeдeния
Лекаpтoвoй систel1Ь| кoopдинат с начаЛo[l B гIpoи3в0льяoи тoчке
rrрn. iраnства и прoизвoльнoй opиeI]тациeй кoopдинатньlx oсeй,
Bыбoр напpавлeния ка)<дoй кoop]lинатнoй oси такxe пpoизвoЛeн,
так чTo Koopдината]\ lи.. .3/, ; тoчки мoгут сЛужитЬ как пoЛo-
житe.nЬl lЬIе, таK и oтpицаTеЛьньle веlцествeнныe чис"']а, Hи)кe
pаци oпРeделeннoсти испoЛьзyloтся тoЛЬк0 t]равыe кoopдинатнь|e

4. ЕсЛи в какoй.либo oбЛaсти ЛpoстpаIlства peгистриpуeт-
ся вьlдeлeннoe напpавЛеljиe иJи l]еoдtlopoдlloсть пo oтнoшеI]ию
к распpедеЛению частиЦ и пoЛей' тo всeгда N1o)кет бьIтЬ yказана

l ' n , L  l ч ' , n a я  п Г и L и | l а  | | а O у U e I l и q  п D o . , l p а г l с ' в e ч |  o i ]  с n ! v ! { р - р и ' ]  .

взаиN1oдeйствиe ]\ leждy ЧастицаNlи и сиЛoвЬ|I l lи l loЛями, наpyшlе.
ния симмeтpии. нe связанньIе сo взаиIt loдеиствиeм Частиц и пo.
. ' lей,  свидeтeльствoваЛи бьI o налиЧии сoбственнoй t lеoдI]opoдн0.
сти и анизoтpoпии пpoстранства, БЛагoдapя сиМNlrтpии физиЧe.
с|{oгo пpoстpaнстBа пo oTl,{o!]е|]ию к 1paнсляцияМ и пoвopoTаIl l
| ioopдинaтнЬIx oсей имеют мeстo закoньI сoхpанeния иNlпульса
и ltollеI]та иltlгlуJlьса (теopeilа э, Еlётepi сNl, ниlкe).



12 Г1авl1 l, сu'|rcnpuя npaсmpaнсmва-,

5. BPeNlя 1 является кoЛичествeннoй xаpaктepистикoй дви.
)кения, паpамeтp0M. нyМepyющиМ пoслеДoватeЛьнoсть сoстoяний
движеI]ия, при фиксиpoваннoМ t '  дви)кeниe oтсyтствуеT, мир
<зaМopoжен', HачaЛьньIй мoМeнт вpeМeни мoжет бЬITь выбpан
прoизвoЛЬнo. ЕNly сooтвeтствуeт oгIpeдer']eннoe (нaчаЛьI]oе' сo.
стoяIJиe дви)кeния, Пpедставлeниe o налpавЛeнии вpeмeни свя-
занo с нeoбpатимoстью, вoзмo)кнoстЬю весTи счет, пpи кoтopoМ
каждoе пpедьlдущee пoказаt lие 1счeтЧика' заЛoNинаeTся, Лю60й
интеpваЛ мe),(дy пoказанияMи (счетЧика' мoжeт слy)t(ить едини.
цeи вpeмel]и' 0днакo вo всeх слyчаях эToт инTеpвал Mo)кеT 6ЬIть
вЬIбpаI]  не  зависяциМ oт  сoстoя l ]ий ДBwKе\1|4я и  oд!{им и теМ
же дЛя всех тoчeк lrpoстраl lсTва, oднoрoднoсть вpeмени связана
с ьал,.]чиeм закoна сoхpаder]ия 1неp|ии (тeope[lа э 'Hёrеp),

0' , l leкаpIoвьl кoopдинаты oднoй и ]oй )кP тoчки в систе.
Nlaх кoopдиI]ат.S и S,, кoтoрьrе oтличаются тoлькo opиel]тациeй
кo0pдинатньlх oсеЙ, связанЬl opтoгoнаЛьнЬlм пpeoбpа3oваниeм.
ДeйствителЬнo, радиyс.вeкToр т ToЧки в сисTеМe,S йoлtнo пpeд.
ставитЬ в видe

3
r  - r i+ у j ' : k  J | n l  J l n l I J J n J _ ' , " " "

или кpаTкo: г = ;..ln1 (здeсЬ и даЛеe пo дваждьI пoвтoPяющиM.
ся гpeчeским индeксaм a,9'1' ' ' '  пpoизвoдится сyммиpoвание
oт eдиниЦы дo тpeх и oпyскаeтся знак суМмы), yпjнo)киМ этo
разЛoжeниe на направЛяющий вектop n! кooрlинатнoй oси с нo.
мepoi{ , систeпjЬ| S,. Пoлу,rиlr

т . n , " :  l u  ц , n ' "  ( B , o :  | . 2 , З ) '

Tак кaк r.' n!.eсть кoopДината r! тo'lки в систeме ,s/, а n,1n' eсть
Матpица 3 х 3'  эЛeMeнтами oз, кoтopoй явЛяются l{апpавляющиe
к0синусы yглoв oсей .т; пo oтнoшениlo к oся[| :U,, пlьl прихoдим
к фopмyлам

(1 .1 )

пpи пoмoщи кoтoрЬIх мoгyт быть нaйдeньI кoopдинатьI фиксиpo.
ванЬo;i тoЧkи в си(трме.5,.], lи .\, .  eс,1,] о,]и иlвестнЬ] в oднoй и]
нихl, j  извeстнa взаиМная opиeнтация кoopдинaтнЬlx систеп{,

l lлиньI и yглы Мe)кду радиyсами.вeктopаМи в физичeскoм
лpoстpавстве Ile дoЛ)кны зависeтЬ oт opиентации кoopдинатl]oй
сис теvы  Е сЛи  вS r1  . . . ono .  t 2_  g , , n .  И  вeк тopь r  n "  op тoнop .
NlиpoваньI. тaк чтo no,ni] = d. '3, гдe dop _ симвoЛы кpoнeкeра'

s 1- oбщuе свoЙсmва npoсmpaнсmва u вpемeнu l3

и l | и  e д и н и Ч н а я  N ! а т p и U а .  т o

этo пpoизвeдeние в
пo!1]yчаем PаBeнствo

a аlJ |зlJa' nR : x.Q|l,з6.\.1 : x.'u.\'

систeмe s, дoЛжвo 6ытЬ pавнo rr;]/;' и пlЬl

Cлeва в ( l ,2) стoит l ,]poизвeдeниe N1аTpицЬI на тpанспoнирo.
ванrrую (oпеpaция лpoизведeния матриц npeдпoлагаеT суммиpo-
ваниь пo сoсeдним индексам), сг lpава _ eдиничная мaтpица а]J.r.
^4ы видим, чтo oбpатная матpица сoвпадаeт с тpансп0нир0ван.
t loй' т,e, сзd _ opтoгol jаЛЬная матpицa. и3 ( l ,2) слeдyeт, чтo
квадpат oпpeделитеЛя такoЙ мaтpицьl pавeн eдиницe и пoэтoму

x d|lo : |I: oуa 
: а зd a'j o x ii]j^:

д-,lя Любыx тo, JJ. Cлeдoватeльнo.

a 3da1o : 3ih'

Teпepь для тoгo Чтoбы пoЛyчить oбpатныe
к (l, l) пpeoбpазoвания кooрдиIlат' дoстaтoчllo
части pавeнства (l. l) нa {r.d' пpoсyммиpoвaть
ус]']oвие opтoгoнаЛьнoсти ( l.2), Найдeм

zа : аaэ,lt|B @' lJ = |,2,3),

(1 .2 )

пo oтнotllенIlю
yмl,]oжить oбe

(1 .3 )

Cистемy кoopДинат s мo)кнo пеpeвeсти в s/ пpи пoп1oЩи
oперaции пoвopoта. кaждol1у Ta(oМу пoвoрoтy сooтвеTсTвyeт op.
тoгoнaльI]aя Maтpица с oпpeдeлиTеЛeм, pавньlм eдиницe (oтpица
телЬный знаK oпpeделитeля сooтветствyет oпeрации зepкальн0гo
oтpажeния oкoлo нeпoдвиxl]oгo нача'1а кoopдинат' гlpи кoтopoи
пРавая кoopДинатt]ая система станoвится Левoй)- двyNl пoс'le.
дoватеЛьньIпI пoвopoтам сooтвeтствуeт пpoизвeдeI]иe МаTpиц (ес.

|д и l / ' , :  ( I 'o l t ,  ю ' |о:  aa lа$бI]:) .  Cyшeствyeт
oбPатньjй пoвopoт, кoтopoмy сooтветствyет oбратIlaя матpица'
единиl]ный пoвoрoт нa нyлeвoй угoЛ (eдиничная t{атpица d&),
Мнoжествo пoвopoтoв oбpазуeт гpyппy вpаЩений (время, фик
сиpoванo) So3 тpeхNlеpt]oгo пpoстpанства,

,Цeвять пrатDичных эЛeмeнтoв aa3 лoдчинeны шeсти нeзави.
сиl\ lьIм ypaвнeнияМ (l ,2). Пoэтoмy прoстpaнствeнная opиeI]та
ция oднoй кoopдинатнoй систеNlы отtloсl]тeльнo дpyгoи зaДаеTся
Toлькo трeмя нeзaвисимЬlMи паpаметPамиi гpyппа .9(J3 Tрeхпа.
раNleтpичeская. систeпlа ]<ooрдинат s, мoх(eт 6ьlть жeсткo свя
заI]a с твepдым тeлoм, l loэтoму пPoстpанственная oриeнтация
твepдoгo тeлa такжe бyдeт oлpeдeляться тpeмя нeзависимыми
паDамeтDaми,



Гjава 1 сu'|мепpuя npaсmpансmва,,,

s 2. изoтponия пpoстpанства и физПчeскиe
хаpaктepистики дsи)кеltия и взаимoДействий

ПpедставЛeниe физичeских хаpакTepистик дви)кения и вза.
иI'1oдейсTвия пpи пoNIoщи фyL]кций кoopдинaт и вpеN1ени нeиз-
бe)кнo сoдер)кит прoизвoЛ, связаннЬIй сo сЛyчайным выбopом
систeп{Ьl кoоpдинaT, .{oпyстимыми явЛяются ЛишЬ такие набopЬl
фyнкций, кoтopЬIe вoспpoизвoдятся с сoхpанeниепj oбъeктЙвногo
фи3иЧeскoгo сoдержания вo всeх дeкаpтoвЬlх систeI\4aх кoopдиl]ат,
oтличающихся opиeнтациeй кoopдинатнЬ|х oсей' 3акoн пpeoб.
pазoвания каждoгo такoгo набopа фyнкций oпpедеЛяeтся инBа.
pиантнЬlltt с0дeр)каниeil сooтветствyющeгo фи3иЧeскoгo oбъекта
и матpичl lь lми э!,IeNle!]тами с, 'з '  НапpиNlep, электричeскoe пoЛe
l аpяжрнPo -o  кoч ! еЬса гоpа  сoхpа r9e |  с вoи  с вoй . т в t  Pр l t ви . иvo
oт тoгo' как BьIбpана система кoopдинат (и вЬIбpана ли вooбще).
Bп,teстe с тeM тpи фyнкции' нeoбхoди]Mь|е для кoличeственнoгo
оToбpа)кeния eгo сиЛoвЬIх свойств. бyдyT pазличнЬIпlи в сисTe.
мах s и s, (кaк кoМбинации pазньlx кoopдиI]ат), Д1Ьl дoЛxнЬ|
oгpаничитЬ этoт набop фувкций тpeбoваниeм. чтoбы пPи пoвo.
poтах s абсoлютнoe значениe !]агlpях(еннt;сти пoля oставалoсь
oдни[l и тei l  )<e, a чисЛа' oпpeдeляющиe напpавлeниe лoЛя,
I]oдчиняЛись y)ке yстанoвЛеllIJьlм пpави,'lаNl npеoбpа30вания на.
пpавЛяюlцих Beктopoв дeкaртoвoЙ системьI кoopдинат,

B oбщепl слyuае физичeскиe oбъeкты' кoTоpЬIе сaпlи заl lают
oпpедеЛeнньIе нaпpавЛeния B прoстpaнствe и I{oГyT изменятЬся
пo абсoлютнoй веЛиЧинe нeзависимo oт их пpoстpансTвeI]нoй
0риeнтации, пpeдставиМЬ| в видe ]4n' гдe n' напpи]!1eр' oдин и3
направЛяющих вeKтopoв систе]!1ьI '9, Умнoжипj oбе части pазлo.

tlа .4n и пoлo)киN /1:l =

чтo эквиваЛeнтн0

(2 .1 )

,1n . n'1' Toгlа пoлyнипl

\2 .2)

(2 .3)

Pавeнствами (2'2), или (2-3), пpeдставJeнo oбщeе oпpеДе"lе-
ниe вектopа Kак набopа тpех чисeл. oтoбpа)(ающих oсl]oвIlыe
свoЙства физиqeских oбъeKтoв oпpeдeЛeннoгo кЛасса и связан.
ньlх закoнoNl пpеoбразoвания (2,3) для всeх кoopдинаTl lь lх си.
стeм.9, S,. B oбщeм слyнае кoмпoнeнтЬ| вeктoра явЛяются фyнк-
Itиями кoopдинат и вpeМeниl ,4" : ,4"(: l '  y '; '  1) '  и фoрмyльr (2,3)
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сj\Iжат oпpeдeЛениeм веKmopнozo no|я- и3 yс']oвий opтoгoнаJ']ь-

нoiти (l,2) в этolll сЛyчаe сЛeдyeт' чтo

,1., ,4. '  = A2(т'  1и. u, t) = А:,А:,: ^',  (I,  '  у, ,  z '  '  t  ] '

т 'е, закoн пpeoбpазoBaния квaдрата вектoрнoГo пoля пpи пo.

ворo1.ах систeNlЬl кooрдинaт свoдиTся K заменe пepеNIeвнЬIх пo

d , : L l ' l \ J а ! ' ,  ( l , 3 ) ,  Т " ( oй  , а кoч  пpeoбpа  l o ваnия  с1 ) / ( и .  oпpeде1е ,

н , р \ '  ( к а , ] яpнЬ | \  l и  | в аP , , l а н гньх )  функU . r й  и  qв J l я e т ся  наибoЛрр

I1рoстЬIIJ, Heтpyднo пpoверитЬ' Чтo скaляpнoе noле - эт0 пpoиз.

вo]е]ие (( ка., lяp.|oe ) , , lo B" _ A '  в любых Д вyх веh IopнЬ|х l loЛеЙ
Пpoстoй зaкoн прeoбpазoвaния скаЛяpньIх функций стиl! ly.

.1иpy;т их испoJЬзoваниe пpи кoЛиЧeствeннott l  oписании физи.
ческих пpoцессoв да)кe Toгда, Koгда зтЙ фyIJкции нe являются

одяoзнаЧнЬIми oToбpa)кенияlt lи физи,]eсKих oбъeкToв (пoтeнциа

]]Ь| си,1oвЬ|х пoлeй, фyнкции Лагpан>ка и ГаМиЛЬтoнa и т. п').
BектopнЬIе пoля A(jг.},z. i) ,  B(t 'y '; , t) пloгyT бытЬ связанЬI

"]инейнoй зависиMoстью А,, : Т, '  !1 ]з iз, Такая зависимoсть мeж.
1\ фЧ]иЧески\!и ,\аp.{Iеpистиками !oлжна сo\pаня,гЬся и п,Pи
, рpP \o ] e  к  с / с I e ] \ I е  noopди | l а r  5 , .  г , e  N ' р , ] ь  вид  А , '  +  ! n  ' А  ' -
Ilo кol,!пoнeнтьI -4.' так )<e как и Bо. лpeoбpазуются пo фoptrlу.
лам (2'2) '  (2,3) '  Испoльзyя эти фoрNyльl, нахoдим

I 1ю  :  r l | | , 1 ( l o  I  ] 1

raз ' '  :  nб|| I '1 , I l  'n ] 'Fo .

\2.4)

ЕсЛи в прoизвo"1ьнoй декapтoвoй сисTeМe кoopдинaт фи-
зичeский oбъект задaн дeвяTЬю ЧисЛaми Ъ/J'  занyМepoван.
l lЬ| l\ lи двyMя иI]дeксaми .r.  /] (. l '  9 : 1'  2 '  3) и связaнньIми

форму'. lами лpеoбpазoвания (2'4) пpи пoвopoтаx кooрдинатнЬIх
oсeй. тo мьI бyдеNl счиTать' Чтo задан тeI]30р втopoг0 ранга.
а пpи I ' ,:т."o,!] 'z '0 _ mен1apнoе noе, СУммa FvlaГo-
на;lьIlьlх кoпlпoнeнт' 1.1J1и сnеd Т\t тензopнoгo пoля' как Bиднo
из (2.4), нe.и3l leняeтся при oпeрaциях пoвopoта' т 'e '  явЛяется
скаЛяpIlь|Nl п0лeм,

Cooтнoшения вида

Аn: P.g.',Тt^,, А" = P"n..,BpC.,

п{eждy фи3ическиМи хapaкTepистиками oбъeктoв будуT сoхpа-
нЯть свoe физическoe сoдepxаниe вo всeх кoордиI]aт!]Ьlx систe.
хaх S \фopлuнвapua|o||нt]l!||l1 иJ|и |сaваpuaнmнымu)' ecлЙ Рo31
б!Цут кoi lлoнeнтaпtи тeнзopа тpeтЬeгo pанга:

(2.5\

Cuммеmpu,tньLi mензop вTopoгo ранга, тai] : 7i.,,r!'1eeт в oб-
tцeNl сЛyчае шестЬ pазЛиtIнь|х кoМпol leнт (тензop C"Di I CgD.'



сoставЛeI]ньIи из кoмпoнeнт вектopoв' теllзop инеpции твеpДo.
гo тeЛа, тeнзoP t(инeтическoгo давления, сиlttвoЛ Kpoнeкеpа 6.3
и  т .  п ' ) '

Аflmuсutr| empuчнb|й mенЗop B7opoГo pa1'Гa' Тa|J : _T'за'
(тензop с;-D',  CgD., '  мoмeнт импyлЬса. мoМеl lт силt напpя)кeн.
нoсть магl lитн0л0 пoля и т, п,) иМeeт тoлЬкo тpи сyщественнo Pаз.
r ']ичl]ыx сoставЛяющих, B этoм oтнoшeнии oн пoдoбeн Bектopy,
Пoэтoмy мo)кнo пepeoбoзначиTь кoмпoнeнты аIlтисимметpичнoгo
Tензopa 4j так, чтo

l 6 Г!|авa 1' сuммenpuя npaсmpaнс|nвa',,

\  = ,1Ъз '  Tэ=Тu ,  T3 :  T |2 '

и считать иx сoставЛяющими псeвдoвeктopа ((псевдo'
<psёudos' _ лoxь), B настнoсти' для тeнзoра IL. ' ' l  :

сJD. бyдeм имeть

K t=СэDз  С3D2 '  K2 :C3p1  -С lDз '  K з

Линeйная зависиIмoсть /.t : xt l]B, мeх(дy
vи A и в, в кaтapoЙ Гn '  антисиvмртpич|-o ' ,1
oбoзначeниях пpинимteт вид

\ : BzTз BзТz' Аz: BзTt _ IЗtTз' Аз : BtTz _ BzTl.

(B кaждoй из этих стpoк двe пoсЛeдние фopN1УЛьI пoЛyчаются
из пepвoй цикличeскoй перестaнoвкoй индeксoв.) ЭTи фopМyЛЬl
vn|уг pа(сvатpиваться в hацесгве oпpeдeЛрниЙ oпеpациr, l  векгoP.
tloгo лpoизвeдeния и д0t]yскают симвoЛическoe прeдставлeIJиe

K :CxD .  A=BxT .

^4ьI видип1, чтo вeктopl]oe пpoизведeниe двyх вeктoрoв eсть
nсевdoвекmop, а вeктopнoе пpoизвeдeниe вeктopа и псевдoвектo.
ра есTЬ вeктop, Примepoм псeвдoвeкTopa Mo)кеT служиTЬ Moмент
имлyЛьса часTицы L: I x p,

Псевдoвeктopы' дyальl lые aнтисимN1eтpическим тензopаIl .  мo.
гут paссматpиваться в каЧесTве самoстoятeльньlх диффepeн-
циаЛЬнo геol!1етpичeскиx oбъектoв, oднакo нeкoтoрьle oпepации
с ниMи (напpиMеp' сЛo)кение вeктopа и псeвдoвeктoра) бyдyт
физичeски бессoдеpжаTeлЬньlМи, Этo связанo с сущeствeнIlьIМ
oTличиeМ B закоIlах пpeoбpазoвания кoмпol]eнт вектopа и псeв-
дoвeктoра. B частнoстиt дЛя кoмпoнeнтьl Ц псевдoвe(тoра (2.6)
в сooтвeтствии с фopi'улами пpeoбpазoвания (2-4) имeel.a

\ = \о22а33 а23о3)T,1 + (.а2gа31 u21ц)T! +

+ (а2|а32 _ а22oЗ1)T!, (2,7)

= CtD,t

двуМя
тензop.

(2.6)

oT гpeч,
C"Dз -

-  CzDt .

вектopа.
в нoвьIх
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Здесь .loJ : non1' таK чтo стpoки oпpeдeЛиTeЛя

o , l  , r r 2  o t J l
. 1Р l  ( dn  ' l  n 2 l  o , )  o2 ' |

n з 1  o J -  o  ' ' |

составлены из пpoeKций oрToв nl,  n2' nз на oси систeмы ,9/,

а стo'пбцы - из пpoeкuий opтoв n!, n!. ni на s, сyN!Ма Kвадpaтoв
э,1ei leнтoв стрoки иJlи стoлбца pавна eдиницe. Напpимep.

o? l+aъ+oi3:1.
С ttpyгoй стopоны' pазЛoжениe этoгo oлpедеЛитeЛя пo элeментам
пеPвoй стpoки имeeт вид

dt ' l  k l . ' J )  :  с l l (a22l lз3 .  а23a32) + a|2(a2заз| _ a21с3) *

+  а з 1 ( a ^ a 3 2  a 2 2 а ы ) ,

ч,гo дoл)l<нo сoвпадаTЬ с lrpедьIдyщeй фoрNlулoй вслeдсTвие едиLl.
ственнoсти pазлoжeния вeKтopа n1,  СлeДoвательнo, всe тpи вь l .
pажения в кpугЛьtх скoбках сoвпадают с п lнoxителями пpи ! lиx '
т е, кa)кдый эneмeнт oпpeдeЛитeля pавeн свoeму аЛгeбpаичeс.
l iо\ly дoпoЛнeнию' eсли dеt(aoJ) = +l. и oтличаются знаками
oт этих мнo)китeлей' eсли dct (o., l) : 1, Oстается yчестЬ эти
pсзyЛЬтaтьI в (2,7)' Для кoмпoнeнт 72! T3 рeзyльтаты бyдyт
аналoгичньIми' и мьl прихoдим к закЛючeнию' чтo пpи пpoстыx
пoвopoтах кooрдиIlатньlх oсей (dеt (с. 'p) : + l) кoМпoнентЬI псeв.
дoвeктopа пpeoбрaзуются пo фoplllуЛаItl

1 а :  а o i 1 3 -

Пpи пoвopoTах, сoпpoвoжДающихся oтpaxeниеIvl, т, e,
ниеM знака oднoй или всeх TPех кoopдинат (det (a. 'J) :
жe кo]!1пoнeнTы пpeoбpaзyются пo фopмyЛаМ

T.: _а"l .|з-

ИстЙн|1ыЙ (noLяp||blЙ) вектop в oбoиx этих слyЧаяx пpеoб.
pазуется тoЛькo пo фoPмyлам (2-2\ '  |2.з)- из (2'8), (2,9) виднo
такжe' ЧTo пpи l ,]есoбствeI]нoM opтoгo! lальнoм пpeoбpaзoвaнии
(повopoт с oтpажениeм) буДет изМeнятЬ свoй 3нaк нa прoтивo.
пoЛожный скаЛяpнoe пpoизвeдeниe вектoра и псeвд0вeKтoра! т, е,
лсeвдoскaляр,

Инваpиантнoe сoдеp)@ниe мoгyт иi{еть Лишь таKиe сooтнo.
0]eния lt lе)кду набopaми фyнкций' сooтвeтствyющиx физичeским
aеЛичинам' в кoтopьIх все слагaeпlЬlе иMeют oдl ly и Ty xe тeн.
зopную разMepнoсTь, Tакие сooтнoшeния нe дoЛ)t(нЬl зависеTь oT

(2.8)
изIцeне.

1) '  те

(2.9)

|А
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Тoгo' oтдаeм ли ]\4ьI пpeдпoчтeниe праBьI^4 коoрдинатньIM сисTe.
МаМ или лeвыM. A пoскoльку при эToм закoнЬI пPеoбpазoвания
вектopoв и псeвд0векTopoв различ|]ЬI] yказанl]ЬIe с00тt loшения
иЛи уpавнeния нe мoгyT сoдeр)кaть в качeсTвe сЛагаеМьlх oднo.
вре[4еннo скаr 'rяpЬI и псевДoскаЛярьl '  векТoрЬl и псевдoвекTopы'
Bсе слагаемьIe так)кe дoЛxнЬI иМeтЬ oдt]у и ту )кe физичeскyю
pазмеpнoстЬ.

Физическиe xаpактеристики' кoтoрьlе сoвпадаЛи бы пo свoим
свoЙствам с антисиMI{етpиЧньlп{и пo всel l  и]]дексам тензopаМи
четвеpтoгo и бoЛee вЬIсoких paнгoв' в треxl\1еpнoNt пpoстранстве
дoЛ)кI]ьI oтсyтствoвать. Bсe такиe тeнзoРь] pаBны нyлю. Aнти-
сиьlметриvньrй пo всeNl иIJДекса]M,Гel lзoр тpетьeгo paнга lr , , l
имее'Г ToЛькo oднy oтличнyю oт нуля сyщeсTвеннyю сoставЛяю.
щyю Тl2з. кoNlпoнеI]ты T231. Тj12 сoвпадаФт с ней. a ?321' ?213'
? lз, oтЛиЧаются тoлькo знaкoп . Свертка тeнзоpа Toз1 с вeктopа.
ми а, Ь' с имeeт вид

I : I,,p,a,,bjч :
: Tp3(а1b2с3 a а2фе| + aзb|(:2 азь2('  а1\с2 а2bg1) :

I11 .12 |1з

- r l  . IAr  i '  Dз '_
I r .- "J l

:  T123{a1 (Ь  x  с ) ,  +o2 ( t ,  x  с ) 2  +oз (b  x  с ) , } :  | 23a ,  ( ъ ;  x  с ) .

ЗдесЬ 1 скаЛяpl а сNteшaннoе пpoизвeдeвиe а (t,  х с) _
псевдoскaляp. Следoватeльнo, eдинствeнная сyщeсTвенная сo.
ставЛяюUlая т12з антисиN1Nlетpичнoгo тeнзopа 1'aB.| яRJIяе.|ся
псeвдoскалярoм, вс"1и, наприМер' 71:з : l  u правьlх кoopдинаT.
ньIх системах' тo 12з : l в левьrх систeмах кoopдинат- D1ьI пo-
ЛУLlиN1 псeвдoтeн30р Еo,^l (симвoл Лeви ЧивитьI), eсЛи пoЛoжим

. Г . In]  
: . , "  :  Е2з l  :  . з2 l ,

l  
-, : ,зэt : € ! lз : . lз2.

|0' есnu cpеdu знawнuй с' '  '  |3 ' 1
\ еcmb сoвnсIoaющuе,

(2 .10)

Toгдa кoМпoненты вeктopl]oгo пpoизвeдeния вeктopoв t) и с
I\4oxнo пpeдставить в видe

(Ь x с)., : с"3'b3с,. (2 .1  l )

,  Cлeдoватeльнo, сMешaнI]oe прoизведeниe вeктopoв а' ь, с
toпpeдeлитеЛь' сoставЛеннЬIЙ из кoп!пoнeнт этих вектopoв. или'

s 2, И\ampoпuя npoсmpaнсnва u фuЗl1цескuе хapaФlеpuсmuкu |9

Чтo тo х<е, oбъeм пapалЛеЛeпипеда' пoстр0eннoгo на этих Еeкто.

pах) Nlo)кeт бьITь явнo вырa){<еIto чepeз кoмпoнeнтьI вel{тoрoв:

a (Ь х с) : е.'p,a"b,',j'.

дЛя двoйнoгo векTopl{oг0 прoизвeдelJия имРeN4

(2.t2)

(2. r3)

(2 .16)

с дpyгoи с,гоpoнЬI'

{ а х (bх с ) } " : i ь ( а .ф  с ( a  ь ) } " : ( а " l , l j э "  6 " . , 6 вp )u зЬ , с . ,

сpавнивая с (2.13)'  пpихoДиM к тoждеству

сn3,чp.^:6", l iз" lo.,6l , ,  (2,\4)

oпрeдeление псeвдoвектopа 7o',nyальнoгo аt]тисиNlN1еTpичIlo
ruy тeнзopy 7a!, тeпеpь Mo)кeт бьIть пpедс'ГавЛeнo в видe

(2 .15)

] а  .  t b  с ) } "  : : ^ 1 1 €  p J э ь { \ ,

т": !с.p.,тз.,-
Упlнo)кая oбe части этoгo pавeнсTва I]а .дla' сlМмиptя п0 a

. , l  ' ]  o в . я  ( 2 , l 4 ) ,  v o ж н o  в Ь | p a з n I o  о б р 2 r ч o  h о Ч г o  р н - Ь , а |  I и

сиNl l !1еTpичнoгo тeнзopa ?Ъ, в,Гepпlинах сoставЛяющих ДyаЛьI loгo
псевдoвeктopa:

Tаким oбразoNt, Tензop €d6] нaрядy с симвoЛoM Кpoпeкepа J.,
дает вoзп{o)кнoстЬ пpeдсTавЛятЬ oсновньIе аЛгeбpаиЧеские oпе
pаЦии с вeкTopaми нeпoсpeдстBeнIlo в тeрминaх их K0мпo.
ненT. oqевиднЬINIи npи этoM сTаI.]oвяТся ДoказатеЛЬства тaких
тo)кдеств с дифференциаЛЬнЬIми oпеpацияпlи вторoгo пopядка'
как lot glad Ф(l '  g '  z '  t) : 0 '  di . l  Iot а(, '  } '  z '  l )  :  0,

Пyсть р скaляpная фyнкция кooрдинaт и вpeN1ени. Тoгда
Ф\r 'у 'z.t '): фQ|'у|,z,.t) '  гДе aa: аo.JxIв. 'циффepенциpyя Ф'

oф Dф \xn a.!
: II nс\ - '

o|" o,1 l  d.с ' \  oJ 1

наxoдиМ

Слeдoватeльнo, нaбoр частных пpoизBoДньIх 0ср/0.с. oбpaзуe.t
вектopноe пoлe glаdФ иЛи vФ, Сoвoкупнoсть втopьIх пpoизвoД.
ньlх О2 ' i l fОtoОxg (o'9: l '2 '3) oбpазyеT в ка)кдoй тoчкe пpo.
сTpaнсTва сиМMеTpичный тензop, Егo свeрткa с сип{вoЛoм Kpoне
кeра пpеДставЛяeт сoбoй oпеpатop Лаплaсa AФ:

A2,1,_ o-Q

ox dor B
и являeтся '  oчeвиднol  скaЛярoМ,

0r"dx,,
(2 .17)
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Час'ГнЬlс пpoизвoдныe ?)ir.,,/l,,' вeкTоpногo пoля 0., oбpазуют
тензop вToРoгo раIJга этoT те|lзоp Njo)tнo пpедсTави.Гь в виде
су\1NЬJ  а t{тисиNlметPичнoгo тeнзopа

Ц*

(2 .18)

(2  19)

| | aо,, l)a; \
t \a t , t  a t , )

и сипlNJeтpичнoгo

Псeвдoвeктopопr.

. ' * )

тeнзoру (2, l8) '  явnястся

|  / , J л  ' и  \  
' ' J ' , ,  \ 2 , z o t

r ' \ ;  , ) " )  J J .

Свсрткa тснзopoв (2 19) и r i".t .  и.0и с '1eд'Гeнзоpа (2'19) '  яв". lя.
ется скаЛярlJьIl\{ лoлeI$ duвеpеенцuu a,-

.  l  | О " . '  . t ,  l \  ( ) i . ,
, r \  n  =  - o L , , r l  -  + ; - -  |  : ; - ,

l  \ o , т ]  o - f ,  /  | J f .
(2.2t)

LвеРтка си]vNlеTpи. lнoгo и аI]тисиNlN1eтpиЧнoгo тензopов все.
гда равIrа н} 'лю, ПоэтоNlу

(rоi grаd Ф).'

д']я oперации rot  rota иNfееN1

aa
llot rot а].} : :llj^, 

аr;Ё.'Ц'т"|:ц''

ЭTа фopпj} 'Лa Njo)кст  бЬI1 .Ь  переписана пoлнoстЬю в си]\{вoЛи
t lескои (poр]\{е  веI(тoрнoГo анаJ , ]иза .  есЛи в  l l ее  I lo I l сTавиTЬ 'Гo '{дe .
ствo (2' l4) '  пoлуЧиrVI

rot Iot а : grаddi\.а -\а,

$ 3. Кpивoлинейньle кoopДиватьI

12.22)

K кpивo" lинейныпr коopдинатапl  I lрихoди1.сЛ прибегаTЬ, когдa
нсoбхoдиNjo vЧeстЬ l rрoстpанствeHнyю сиNINleTpию (иЛoвьIх пo.qей'
в кoтoрЬlх l lpoисхoдиT дви)кение ЧaсTиц, ,цЛя задач с i lиЛин.
дpичeскoй и сфериЧескoй сиNlNtстpисй eстсствeннЬlNiи яв! ' ]я|отся
циJ lиIrдpичeские и сфериLIеские кoopдинать|,

s 3 Kрuвa'1uнеnные кaopоuнаmьL 2 l

BЬIбepем дeкаpтoву систе\Iу

юoрдинаT с нaчалolJ в некoTo

рOй тOЧке пpостpaнс 'гва и опpеде-

JеннoЙ opиентaЦиеи коopдинaт

l]ЬIх Oсей. Полo)Kениe IIpoизволЬ-

нOй тoчки пpoсTранства с к00p.

iиllатаl{и tr]. g. z п1o)кеТ бьiтЬ oД.

]]oвPe\ lеннo задан0 ЦилиI]дриqe.
скиN и кoopдиI]aтa]\ lи p '  ! '  z '  Ia-

киl\ lи '  ЧTo

т  =  p с a s 9 .  ] / :  p s i l l ' '

а  так)кe сфeрическими 7 ' .  l , '  ! ' '

l  = i ' s i ] l  ' .  ?  :  l .сos 6

(рис' l), Эти фoрN{],льl пoзвoляl0т пpeдсTавитЬ pадиyс-вектoр т

фиксиpoваннoи Toчки в виде

г= . r i  | з j t z k :
: р(сos 9i + sin d) + zk = рn|' + z\, :

: r(sin1]n/, + сos0n,) = rn,., (3'1)

Pадиус.вектop в циЛиIJдpиЧескoй систеi{е коopдинат иN{ееT

i1ве состaвляющиe: нa oртЬI I l / ,  и n: '  а в сфeрическoи -  ToJ ' Iькo

oдну'  на opт n, ,  Пpи дви)кении тoЧки Bсе кoopдинаты'  a Tак}кe

BектoРьI np.  n,  будут ф},нкцияruи вpеNlени, дJ]я вeктoрa скоpoс 'ги

тoчки будeNl иMeтЬ

: il+ ,ij - 2k : lln,+piР + 2lr, = i n,+rn, '

B сoотвeтствии с опредeЛенияN1и (3'1)

n. : (сos dn, - s ir l  d n.) l i  + sin dn, = dп6 + sin dфn",

I loэтoпly сoстав.пяюЩиe вeктopа скopoсти v в дeкаpтовЬII '  цилин-
дрических и сфepичeсKих систel lах кooрдинаT связанЬI фopN1у.
nаN{и

v = ii + ij +:k : pnp + Р|i||i + z'rz =

: rl. + r0no + л snr d рn", (з.2)

Pис ,  l ,  с oo1 .нoшения  ! е ) { {ду

де I{арTовь rN1и .  Цилиндричес ] {и -
N jи  и  сферически l ' и  кooрдинa .

таN1и Oдной и тoй же тoчки

, сlt

n l  =  (  s i n ' i  ] . сos f j ) e  =  9" , (я+ } )
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oтсюда виДI]o, чтo квадpат вeктoра скopoсти в тepминаx eгo
сoставляющих pавеtl

,l,2 : |i:2 + i2 + 22 : р2 1 p2 р2 + 22 : 12 + 12 a2 + i si|\2 0ф2. (э,З)

дЛя вЬI.rислeния пpoекций вектopа yскopeния тol]ки нa на-
пpавЛяющиe opты систем кoopдинат сJедyeт лpoдиффepeнциpo"
вать пo вpемeни pавевсTва (3,2) и вьlpазитЬ пpoизвoдIlыe oт
напpавЛяющих вектopoв чеPез сами эти вeктoрьl. Toгла пoлyuим

\у  =+ = dv ld t  =  x : i+ l l j+ .k :
t , 1  , .I ! '  Р 1 . ' I n p  I  
i  " | | 1 . 1 э ) n :  

. n .  _

| г J ,  
"_ tj '  re! r ' iп|'0, ' l", l  

' '| '|,t i ,А'. 
/ si lttt,,*А s,lng .

1  - , 1
_  - ,  

, ' - , ' o  ) ; r '  b , l t |  а , ]n ' ,  , з  o ,

.Динамическиe задачи в пoЛe двух куjoнoвских цeнтpoв,
а такжe в кyЛoнoвскoм и oднopoднoм элeктpичeскoм пoлe це.
Лесooбpазнo pассматpиBать в эллиптичeских и паpабoЛических
кoopдинaтах. Bo всeх сЛyчаях декаpтoвьI кoopдинаты бyдyт вьl.
рa)i(аться чеpез кpивoЛинеЙньIe кoopдиtlатЬI по фopMyЛам

r :  r \ q | '  q2 '  и )  '

дoпyскaющим oбpащeние

. / . '  :  i r o ( т l ' J 2 ' J ] 3 )  ( o :  l ' 2 ' 3 ) ,

Единиvньtе напpавЛяюrциe вeктopЬI мoгyт бьIтЬ ввeдeнЬI как
вектopьi '  касатеЛьнЬ|e к к00рдинатнЬlМ ЛиI]ияM' вдоЛь кoтopыx
измeняeтся тoлькo oдна кoopдината qo' и l]апpавлеl]ныe в стo.
poну вo3рaстаllия i/o, Hапpав"leниe касательI]oй к кoopдинатIloй
,']инии q' иlteет частная пpoизвoдная Oг/dqo (oстальвьrе кoopди.
наты фиксирoвaны), Pаздeлив ка)кдый такoй вeктop' o : l '2 '3 '
нa eгo Мoдyль' л0лyчиМ Tpи eдиничных вeктopа

Dt/Do. l dг
--" 

0r ll,r"l 
- 

H"0q.

3десь пo о нет сyмМиpoваIlия. и мoдyли пpoизвoдньrх (кoэф.
фициeнты Ламе) oбoзначeIJы чеpез Ё1o, Если все no взaипlнo-пеp.
лeндикуляpньl  в кaждoЙ тoчкe,  т0 систе!tа кooрдинaT яBляеTся
opтoгoнаЛьнoй. Любoii вектop A Moжет бьITь пPeдстaвЛеIJ в виде

(3.5)

(3.6)

(3.7)

$4. Toчечнb|е часnuц,L. Дuнаяuчеcкue фgнкцuu

pазЛoжения A:
стиць| имеeп{

/..n. ', B часTнoсти' дЛя вeктopа скopoсти ча'

dr --
у = ::,: |!"Qo11o : ltoll.o, (3'8)

дpyгую тpoйкy eдиIlичньIх вeктopoв' пo кoтopь|м мo)l(нo

Pаз"r]o)китЬ пpoизвoльньlЙ вектoр' мoжнo пoстpoить. испoЛьзyя
вeктopьl. нopмаЛЬныe к кoopдиt]атнь|м пoвepхнoстям. Пo нopiltа-
.] lи к кoopдинатнoй лoвepхнoсти q. '( . i]| ' l2 ' .г3) : сonst налpaвЛeн
вектop

| ' d  | J  с / \
e ' I а l  i ] .  V 4 "  _  

l | . ' ' ,  
, J ; ; t к ;  

| q ' , | - т | . - l ' 2 - - т ' | -
\  uJ  ur2  ox1 l

таIi  чтo l]opмиpoванныe на eдиницу вeктopы n, pавl lЬl

n' : vs' /lvs"l : Y(1" /h", (3.9)

гдt] / lo _ ДиффeренциаЛьныe паpаNleтpьl пеpвoгo пopЯдка. для
opToгol]аЛьIjьlх l(oopдинaт nd : n" '  h,": I lH" '

мo)квo oбoбщитЬ лpиведeпньIe выLl]e oпpeдеЛeния вектopoв
и ]eнзopoв пtтеltt за\ leны B jтих oлpеleЛенияr матpиц d' 'J Линeй.

нь|х opтoгol]аЛьнь|x пpeoбразoваний матpицап1и Оq,, f 0цi1,' вoзни-
кающи]!tи в резy,1ьтате дифферeвциpoвания 06Цих нeЛинейных
l|Pеoбpа3oваний кривoЛинeйнЬiх Koopдинат qa : q" k\ l ,  ,  s2, .  qз, ) '
B этoM слyчае мьl пoлyчим кoнтpaваpиантнЬIе TеL|3opы (qo !\{oгyт
(овпадать с дeкаpтoвЬlми кoopдиt]аTами)' тeнзopь|, заKoн пpe.
о6Ра30вания кoтoрьtх задаeтся oбpатнЬIми |raтpg\aмg' 0q," f aqi''
oпpедeЛяются как кoваpиантныe' Boзмoжнo такrкe oпpeдеneниe
,]-paз Koнтpавариантных n.pаз Koваpиантных тензopoв. oдна-
кo всe oпрeдeленI]ьIе таKим oбpазoм набopы фунKций нe мoгyт
11епoсpeдствeннo сЛy)кить oтoбpахeниями физичeских oбъектoв'
,цeйствитeльнo' кoнтраваpиаtlтньlй вeктop oбразуют d.t,  a кoвари.
аI]тньIй набop пpoизвoдных Dqr/ar]", Кoмпoнeнтьl кa)кдoгo из
этих вeктopoв имеют pазl]yю физиЧeскую pазi{еpнoсть.

$ 4. Toвеuпьre частицьI. .щинамrtчeскиe фyнкцIrи

Унивepсальньlй хаpакTер мeтoдoв KЛассическoй NlеxаI]ики пo
отнoшению K диI]а]t|икe pазЛичныx физических oбъeктoв oбес.
пeЧиваeтся yнивepсальнoй мoдerlью частицы, Пoскoлькy маTepи-
аЛьныe oбъектьl явЛяются диIJамичeскипlи систeмами взаимoдeй-
.,]I lуюших частиц: элрктрoнoв' пpoтoнoв' нрЙтрoнoв. дoстатoч.
но ввeсти мaтeMaтичесKий oбpaз частицьI на микpoскoпическol l
yр0внe 0ргаI]изaции материи.
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l loставим в сooтвeтствиe рeаЛЬнoй физиЧeскoй Частицe ee тo.
чeчвый oбpаз _ moцец||gю цaс|nuцg' 7aK чтo инepциoнньlе и си.
Лoвые хаpактepистики частицы бyдУт сoсpедoтoчeньI в oднoй тoЧ.
ке тpех]! lрDl.olo пpoстpанства Этo дoпустимo в )сЛosияч' кoгда
измeненияA{и,вIlyтpeннeй стpyктypы реальнoй ЧасTицы и фyнк.
циol]aльнoй фopмЬl сoздаваемoгo eй сиЛoвoгo пoЛя в пpoцeссe
дви)кeI]ия и взаимoдeЙсTвия l l tо)Kнo пpeнeбpечЬ' Унивepсальная
п|oдель ToчeЧн0й частиЦЬI классическoй физики лoлнoстью ил.
нopируeт вoЛнoвыe свoйства нaстиц (вoлн дe Бpoйля). кoтopыe
лpoявЛяются в сTpoeнии атoмoв и в кваl. lтoвьIx пpoцeссаx в ]\|иK.
poмире,

Boзмoжньl два пpeдставЛения тoчeчнoй частицы: гeoметри.
чeскoе и физичeскoe, гeoмeтpичeски частицьl изoбpa)каются oт.
дeЛьньlми тoчками тpeхмеpнoгo eвkЛидoва гIpoсTpансIBa (мamе-
pua!1bнb|мu moч]xaмu), а их дви)кениe . временньIми пoслeдo.
ваTeЛьнoсTями Тoчeк r i(t) '  сoсmoянuе систeмьI частиц в мoмel]т
вpeMeни t 'пpeдставЛяется набopoм пoлoжeний и скopoстeй (иЛи
имлу.1ьсoв) в этoт Мoмeнт. Bсе duнa}iuчесl<uе фgнкцuu (энeprия'
импyльс. мoмeнт импульса| силы и т, п') являются в этoм пDeд-
сгавлeн,.и фyнкциями сoстoяния и иМеют вид

" f  
:  , f ( l '  r l  (ф '  - . .  ,  r - (ф ,  i I  ( , ) ,  ' , ,  ,  i N ( t ) ) '

пaраI"lеTpичeскиe ypавнения трaeкTopий r; : г,111 ,." '  . l .o
oднo и тo жр' закoнal dвu,,rен. lя ,]oUечнЬIх час|/]ц. 'вJ lяюIся
тaк)к € 'диI]aMиЧeскиIми фyнкцияMи' первЬIе пpoизвoдньIe dr i/dt =
= ri(t) и пpoизвoдньIe бoЛee вЬIсoкoгo пopядкa oпpeдeляются
вдoль -] pаек lopий динэми.,ескиe фyнкции дoлж' lЬ| уДoв,]e гвo.
pятЬ ooьIкнoвeннь|м диффepeнциаЛьньIч уpавr]енияv, вeсЬ аппа.
pат кoтopыx в кЛассическoй мPxаникe базиpуeтся на пpeдставJ']е-
ниях o матeриальньlх T0чках.

,(рyгoй пrатeматиveский oбраз тoчeЧнoй частицы фoDми.
pyется ча базе физических ̂ аpактeристик чaстиц как Ьбъ.
ектoв с oпpeдeЛенными пpoстранствeннЬlми рaспpeдeЛенияМи
масс! элeXтрических заpядoв, lleпoсрeдсTвeннo наблюдаться мo.
xет тoЛьк0 pаспредeЛeниe эЛекТpическoгo заpяда, pассeивaющee
э?']eктpoмагнитI]ыe вoлнЬI, всли в пpoцессе движения и взаи-
мoдeиствия peалЬньlх частиц изменeниеltt их внyтpeннeгo сo.
ст0яния мo)кl lo лpeнeбpечЬ' тo кoнeчньlе oбласти Лoкализа.
ции частиц станoвятся нeсyществeнньl|! lи и pаспpeдeЛeние Maс.
сы и эЛeктpическoгo заpяда частиЦы мo)кllo замeниTь пDе.
дeльнь|I{и бeсс,]oyктуpнЬIМи пooстpанственl lЬ|ми pасnpeдeлени.
яМи  / a6 ( r  г r l ] ]  " d l т  

_  г r l ' l '  и - и  d . pа спpeле r e i ияvи ,  Злe сь
дeльта.фyнкция (Диpакa), d(г _ r( l)) '  являeтся пoлeвoй oбoб.

s 4. Тoчечнь|е чdсnuцьI, Дuнa]nuчeскuе фaнкцuu

eсли чaстица наxoдится в oбЛасти yo инTегриpoваtlияl и равeн
нvЛю. eс.lи частица нахoдится вне oбЛасти И6. Cушeствyeт ширo.
кий кЛасс пoсЛедoватеЛьнoстeй нeпpepыв!lых фунKций' имeюЩих
свoиlll пpеделoм 6.фyнкuию. B частнoсти,

1gч(sin }r/ тr) э 6(r)'
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цeннoй функциeй, зaвисящей oт чeтыpeх нeзависимых пeрe]veн.

I]ЬIх г и f,  интeгpaльI пo всеMy пpoстpаIiству oт таких paспpe-

]eJ]ений дoЛжны быть pавны пoлнoй Массe и пoЛнoMy зaрядy

0еaЛь!]oй чaстицьl, ПoэToNly ивтeгpал

фoрмула (4,l) дaeт прeдставЛeние d.фyttкции иt|теграЛoM ФypЬe,
ПoэтoMу для d.рaспpeдеЛeния в тpeхмepнoм пpoстpансTвe иМeeм

!'дoбнoe пpeдставЛeниe

e,kk {t\) dk"dkadk,.

к0.мнo)кeствo ToЧeк физичeскoгo пpoстpaнства' на
тopых d.pаспрeдeлeниe oтлиqвo oт нУля, и eсть зак0н
дви)кeния матepиаЛьнoй тoчки r : r(t)- диваlиика чaстиц
Kaк d.pаспредeЛений пpедставЛяeтся уpавнеtlиями в частньIх
пpoизвoдньlx, B этoм пpедстaвлeнии ДвиЛ(ениe ЧастицьI есTь
прoцeсс pаспpoстpанеI]ия в пpoстpаI]ствe d.oбpазнoгo (вoЛнoвoгo
пакeта'; в чaстнoсти, pав!.I0мepнoe двиxeниe часTицЬI вд0ль
oси 03 oписЬIваeтся, Kак IleтрyдI,]o пpoвeритЬ, в0ЛнoвыNl

Так как

ypaвнением

ПpeДставлениe o тoЧeчвыx частицаx как o пpoстpанствeнныx
pаспpедеЛeниях их физичeских свoйств oсoбeннo пpoдyктивнo
при вЬIчисЛeнии сил. дeЙсTвyюцих на тeлo в пoлях' сoздаваeмых
pа.пpeдeлениями час-иu, а гакжe для бoЛDll]oгo класса JаДаЧ'
в кoтoрьlx уравнeния динамики Частиц и ypавнeния сиЛoвЬlx

Jа1" "р;1аи: r,
и0

I
г

(sin Arlгт) = (| /2т) |
,|
I

^ f
6(т_r ( l ) ) : ( l /2т ) "  l

J

бP
(4.3)
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пoЛeЙ дoЛжнь| рассNtатpиваться как eдиная систеl{а уpавнeнийв ЧастI ]ьIх  пpoизвoдt lь Iх .
BзaиМoдействия мe)кдy физиЧескими oбъeктаЛ{и мoxeт бьIтЬ

пpедставленo как в3аимoдействия Meждy их тoчеЧi]ьlми oбpа.
заl!1и, Пpи этoМ Двyпj пpeдставлениям тoЧeЧпых часTиц бvдvт
сooтвeTствoватЬ два прeдсTавЛeния взаимoдействий. для uастiu
как гe0метpиЧеских (матеpиальньrх) тoчeк в3аиMoдeйствиe ввo.
Дится при л0мoщи сиЛ' кoтoрыe являются oпреДeJleнI]ьllltи ди.

::11T:i"", фyнкцияМи. Закoн Кyлoна взаимoдействия двухэЛeктpичeских заpядoв

F1 .1 ( r , ( t ) ' 11 (ф)  :  це1(ц( t )  -  r { t ) \ /  | r1 ( r )  _ r1 ( l ) ] з '  U -4 )
закol l  всемиpн0гo тягoTeния нЬютoна

F(.;)(г'(/) 'r l(f)) : Gm'|nЬFift) _.r.(r))/]т;(t) гA(l) 3 (4,5)
явJ ' ]яюTся вeктoрIJьI l \4и динамичeскиNlи  функциями коopдинат
двyх тoчек.(здeсЬ G! 6,67. l0-3 Ди|1' c| i2/r '  _.pu", ' ,цuo""""
пoстoянная).

Сила взаимoдействия мexдy двyмя ToЧeчныl{и частицаМи
в.видf пpoстpанствeнньrх d.распреlелeний естЬ pр lуЛьгат взаи.мoдeиствия 0днoЙ Частицы с сиJoвьlм пo"1ем { ,ЛРк |poМа| нитным.
гравитациoнньlNl) '  сoздаваeмь]м дpyгoй частицeй, 

.с ' ,o"o" 
nonuв этoм слyчаe вьlстyl lает как самoстoятeльный физичeский oбъ.eKт  Dаслре j f ленный  в  пpoс - 0анс тве  . нo си ]еЛЬ ,  в . а t чo l eй с г вия '

oo |адаюцLиЙ сoбс] Beньо,!1и 'нep'ирi '  и имлy.гЬсoм
/vlаKp0скoпr]чeскир oбьРь|Ь| в систeмe пoня|ий ьЛассичесhoй

мexаниI.iи, мoгyт бьtть пpeдсTавлeнЬI каK диI]аМиЧескиe систe]MьI
BзаимoдеЙствyющиx тoчeчных частиц.

Jказанныe пpeдставЛeния o сиЛoвьIх пoЛях и частицах ЯвЛя.
:::j' :':,1:.,j]"" " 

пpи пep{'хoдe к кoЛ и чeст вeн нoй фopмyЛ иpoвкeypавнeI],ии движeния частиц B тepминах диl]амиЧe.j{иx и пoлeвых
функций,

Глaва 2

чAстицьI Bo BIlЕIIIIlиx силoBьIx Iroлях

$ 5. Уpaвнения двri)ке}|ия тoчечнoй частицьl

1{нoгooбpазиe динаMичeскиx пpoцeссoв в системах взаимo.

дeйствyющих частиц базиpyeтся на физическoM закoвe' yстанав.
ливающeN4 взaиMoдействиe в качeстве eдинствeннoгo oбъeктив-
Лoгo (в инсрциaЛЬI]ьIх системаx oтсЧеTа] физиЧeскoгo ]! leхaнизNlа
изNlенeния и]MпyлЬса' lастицЬI сo вpемe!]eM (втopoй закoн HЬютo.
] а , .  а  I а кАe  на  з акoЬа l '  oпpeдеЛЯюLцих  хаpак | eO  ' ]  я вн " . й  вид
взаиМoдeйствий, эTи закoньI устанoвЛeньt в peзyЛЬтатe мнoгoчис-
.l]eннЬtх набЛюдений и экслepимeнтoв. в кoтopьlх исслeдoвa'']oсь
двиxениe и взаимoдействие частиц' и oтpа)кают nepвичныe фун-
дамeнTаЛьпыe свoЙства на[Ieгo миpа,

гlPи пepeхoдe к кoличествeннoй фopNlулиpoвке oснoвнoгo за.
кoна l!!еxаники слellyет считaть' чт0 систеltlа кooрдиIlаT связана
с сисTемoй oтсЧeтаi взаиMoдеЙствиеM кoтopoи сo BсеNt oкpyжа-
ющиM миpoNl Moх(но npенебpeqЬ, B .|aKoi\ u|lеpцuа,1bнoЙ сuсme-
ме omсчеmа взaиNIoдействиe частиц бyдeT иМетЬ oбъективнoe
сoдеp)кание' и pаспPедeлeнIlьlM в lrpoстpаllствe силoвЬIм пoЛяl\l
мo-,(| lo гoставитD B сooтвeтс-виe ич мa]eмагичрские oбpа.Ь|'  .а.

боpЬI функций, oi]peдeлeнI]ьIe вышe тeв3opl]Ьlми закoнами прe.
oбpазoвания пpи лoвoрoтaх системьl кoopдинат. oбo3нaчим чe-

Pез G(г,.), .  Е(r. t) вектopныe пoля напpя)кенl]oстeй гpj lвитаци-
o',нoгo.и элeктpиueскoгo пoлeй сooтветствeвнo и черeз в(r,t) -

псeвдoвeKтoрнoe noлe напpя)кeвнoсти магнитt]oгo пoля, yассмат.

pивая пoЛя в кaчeстве фундамeнтальньIх физичeсKих пoнятии.
сЛедуеT на их oсt loве oпрeдeлитЬ силь|'  деЙствyющие на часTи.
U )  в  пUлях ,  Kак  и  пpиp " J eh rр  и \ l п )ЛЬса '  . иЛа  дo  |жна  бы1Ь
вeKTop0м.

Пуc.|ь nl '  и с (мaсса и эЛектpическиЙ заряд) _ yнивеpсаЛЬньIr
I loстoянньIe взаи]Moдействия tIасTицЬ| с пoЛями, Bзаимoдeйствиe
лDоисхoдит в oбЛасти noкаЛизации чaстицыl кoтoрaя в мoдели
тoчеtlных чaстиц свoдится к oднoй тoчкe r(.).  Pаспpeдeлeния
ll!ассьl и эЛектpичeскoгo 3аpяда в этoм случаe pавньr mJ(r _ r(t))
и еd(г _ r( l)) '  так чтo сиЛа FG, oпpeдeЛяющaя и3мeнeние
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импульса чaстицЬI сo вpeмel]eм в гpавитациoннoм п0ле, п|0)кeт
бьIть лpедставлeна вeкTopoм

Г
г с  _  

| C l r . t )  n i ( r .  r  t l \ d У  _  r "G ( r r t l . r )  ( 5 ' l l
J

в эЛек.pичeскoм пoлe Е(г, t) на частиr]y дeиствyег сиЛа

сиЛа F,.,' дeйствyющая на Частицy в стациollаpнoпj ]vaгнит.
вoм пoлe' Tак)ке ДoЛ)кнa быть вектopoм, нo напpях(eннoсть мaг.
нитнoгo пoля B(т) eсть псeвдoвeктop' Пo9тoMy сила Fв не мoжет
бЬIтЬ предстaвлeнa, пoдo6нo FE' кaк peзyЛьтат взаиМoдействия
распpeдeЛения заpяда с п4агнитнЬIм пoлeм, Пoскoльку вeктopoм
явЛяeTся вeктopнoe пp0изведeниe вект0ра и псeвдoвeктopa, ча.
стица М0жeт взаимoдеЙств0вaть с магнитt]ыlll пoлем пoсpeдствo1!1
свя3анIloгo с нeй вeктopнoгo пoля ei(t ')6(r. r(t)) плoтнoсти
эЛектpическoгo тoка' и п{ьI иluee 1

г .
F ' ь '  =  - ( | / " )  |  I в ( г )  .  " i ( / ) 6 ( r  

_  r ( i  ) ) | d y  _
. t -

:  (e/с) ( tQ)  x  B(т ' t ) ) '  (5 .3)

Здеcь пoстoянная с, pавная скopoсти свeтa в вакуумe' ввeдe.
на' чтoбы oбeспечить oдиl.]акoвyю физическyю разпlepнoсть двyх
пoследних фoрмyЛ,

14ы виДим' Чтo сиЛы, дeйствyюциe на чaстицьI в пoлях1
явЛяются динаMичeскими фyнкциями. Hапpяженнoсти пoлей сo-
дeр)катся в вЬlpа)кениях дЛя сиЛ тoЛькo св0ипlи 3наЧeниями
на трaектopиях, B сooтвeтствии с oснoвныпr закoнolt l  динaМики
сиЛa являeтся единственнoй oбъeктивt,]oй пpичинoй из 1енения
импyjьса p частицы сo вpeluel leм' т-e. в oпpедeЛeннoЙ инeрци.
альн0Й систeме oтсЧeта

p( t ) :  г ( t '  г ( t ) '  v ( t ) ) .

B нepелятивистскoй мeханикe

p( , )  :mi ( t )  =mv(r ) .

t,сЛи скopoсти частиц не малЬI пo срaвнeнию сo скopoстью
свеТа с. паpаметpьI тpаeктopиЙ частиц, напpимepi pадиус крy.
г0в0Й траeKтopии частицы в п 'аг l lитнoм пoЛe, найденнь!e на
0снoваllии нepеЛятивистских ypавнeний движeния (5'4), (5.5),

FЕ : 
IE(.,0 

. ed.(r . r(,))dy :

s 5- уpавненuя овux]сенuя moцечнau чaсmuцb| 29

oткJ.Ioняются oT истиllныx (сil,

экспepЙмeнтoв п1oжнo дooиться!

PФ = тnv(t) l

s 7), сoгЛасия с peзyЛЬтaTaми
eъЛи вМeстo (5,5) полoжить

(5.6)

cв(г(l) ' ф. \5.2)

(5.4)

(pелятивистскaя мexaника) (.r = 1,  2 ,  3 ) .

импУЛЬс t5,6) частицЬ| в pелятивистскoй ме\анике сol lеpжflт

1ono,"n,г",o*ую пoстoqнную . в oтнoшeнии ".{l)/ '. '  
чаp-1l::;

i".yoщ"" "'in""o 
близoсти скopoсти чaстицьl к предeльнoи

lu.Ьn.'n движeния . ' Уpавнeния дви)hрния (5 6l. (5,4) 60лее не

lu.n'"Ъ,. 
"" 

nn",pn,*'n"'"" o'"o.,.onono nРеoбpазoваний oт o!нoЙ

,"o.'",,"нoй lистeмы к лpyгoй в виде пpеoбpазoваний гаЛиЛея,

i."Ъ]""" isоr' мo дonд"o' 12мени1D пpеo6pa]oвания галиJeя,

с"oio onp",","""" t5,6)^с Дpуг1rчи пoстyлатами спPциальI]oи

*oр"" oi"o""..n""o.ти JиFшгейна и пpеoбра]oвaчия Jlopечца

"*frЪ,.Т""*""litil или (5,6) в (5'4)' видиМ' чTo в IleрeЛятивист.
.^oй ,]  oеля1ивисIсKoй мечани'(р уpавнениq двидeния час-иUь|

:o"o"i"i,"Ьi с060й сис.рму "pех oбыкнoвeннЬIх диффepeЬur.
а;Ьньlx ypавнeirий втopoгo пopядKа

пrjo: I i(t .  e1,12, jг3, i1. i2, i3) (нepелятивистская мехaникa),

/  \  
( 5 7 )

, , ' [  _  _ :  - l ' ' :  ) -  г " 1 i ' , ' . . , 2 . ' . 3 . ' ; ' ' , i j , " . J l  { 5 8 )
d'\f t ' i1-:tr. i1' 

" 
1

B oбoих слуЧаях o6щеe peшeниe ypавнeний дви)кeния сyщeствy

eт дЛя всeх дeйствиTeльных двих<eвий и имeет вид

: l i t  = g l( f ,  z l0,  g2o. ,зо,  i tо '  tzo.  jзo) '

глe л.n _ -г^l in| '  j^n . .  j . . ( i  o)  Пpи ,rаданнoм сoстoяьии части.

,i i i^..;^"' i 'o*"*,, "p"'"*" 
/o. гlpинятый в качествe на.

" un " " o . o .  " i " ле  
F . l i  ' ' г r ' : r ' . " з , j t ' j . ' . i 3 ) .  и з вe с тн0Й  при  в сeх , .

nвиxениe тoчeч}toй Чaстицы oказывается дeтeрмиllиpoвaнI]ьlм

и в нepeлятивистскoй, и в peлятивистскоЙ п!eханикe,

Уpiвнeвия движeния частиц в частных пpoи3вoдньlх пp0дуK.

,ивнir пoи фopvvлиpoвке ̂oЬIиrl)аЛ!ньlх \Iетol loв (истeм vРo.их

,."."u ) npел"ia"neны ниже Здeгь мь| oгpаiичи!1ся !pав lр.

"n" 'n'" 
uu. '"o.* прoизвoдньIx! эквивaлентнЬlMи (5.8) '  Tак кaк

фигyриpyющая в (5,8) матepиальная ,гочка явЛяeтся ToчeЧнoи
.in"i'-iuЁij с d-oaспpeдeлeниeм массьl, импуЛЬса и т, п.. eе двих(e.
ние в пDoс]oа;сIвъ пpедсIавЛяeт с060й пpoцeсt Pаспpoсlранenия
, . o . " o i *  i *nyn " . u ' no l г . l l  _  p " ( / ) 6 i г  _  г l l l ) ,  диффеpeнциpуя

_ v2 (t) 1.2
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этo вьlpа)кениe пo вpемeни и пpиниN1ая вo вниN1аниe (5,8), пo.
- ;t , ' )

: , , t ' ' ( r . l ) -  
, . _Л^o{ г . l ,  _ -  } ] ' d r г  r r i  l , '  { 5 , 9 )

IJI с|,l d

гдe Пao: pa. i"6(г г( ')) _ тензop пЛoтнoсTи пoтoка имлyльса'
ypавнeн rP  | 5 ' 9 |  мoжнo .poин re . nnpoвать  пo  в сему  пpoс гpач (  г в y ,
LJ pe,])J1Ь,а|e \IЬ| с loва пo"гучи\! уp.вчсние (5,4),

Замечанuе. Уpавнeния дви)кения тoЧeчнoй частицьl мЬI гIo.
лучиЛи исхoдя из диффеpeнциалЬнoгo пpинципа' связьlвающегo
yскopeниe частицьl и сиЛy. пpинимая в каЧeстве исxoднЬl l  пo.
стyЛaтЬI вариaциoннoгo исчислeния! мo)кнo пpийTи к ypавнения]M
движeния без диссиIlативньIx сил на oсI loвании интeгpаЛЬt]oгo
вapи .Uyoчно гo  лpинUи |  а ,  Фy . ] h Lиoча1 ,  к o гooый  при  ) I oМ  гo . - у .
! j]иpyетсяl сoдeржит фyнкцию Лагранжа в кooрдинатах' oбPаща.
ющих в тo)кдeства yPавнения связeй. пoэтoмy лpeдставляeтся
цe"qeсooбpа3нь|lt l  oбpатиться к интeгpалЬнoпIy пpинципy пoсЛе
ввeдeния функuии Лaгpaнжа'

$6. 3акoньr сoхpaнeЦия импyльсa' мoмеtiта иlчпyльсa
и эIlеpгии чaстицьI

Oбщee peшeниe ypавнeний дBи)кения ЧaсTиць1 пoлнoсTЬю
oпpeдеЛяeт eе динаl lику в0 внeшниx силoвьrх пoлях, Bаrкнyю'
и дJ , ]я  N l t loгих  диI lамичeских задач дoстатoчt lую,  физичeскyю
инфop iацию мoжнo пoлуЧить yxе на oснoве nеpвtlх u||mеzpа'Ioo
oвuэlIенuя, - динаt\{ичeсKих фyнкций, yсTанавливающих ollpедe-
Лeнньlе сooтн0шеIJия мeждy кoopдиL]атаMи и кoмпoнeнтами скo.
рoсти Час'Гицьl вдоЛЬ тpaектopии, интeгралЬl движения, кoTopыe
св0дятся к с0хранei]ию эl lеpгии. кoмпoнeвт и]\ 'пyЛьса и l loмeнта
импульса вдoль тpаектopии, [to)кнo pассltэтpивать в каЧeстве
частньIх peализаций в [1eханикe сooтвeтствyющих oбщих физи.
ческиx закoн0в сoхpaнeния.

.,l. сoхpaнeниe иМпyльсa' пyсть 7,.t - непoдви)кный eдиниЧ.
l lьIи вeктop oпpедeленнoгo I]агIpавЛeния в пpoстpaнствe, Умнo-
)киl{ уpавt]ения дви)кения (5,4), po : 4l .  на nn и пpoсyi,|миpy-
ем пo a- Toгда' нeзависи]t lo oт Toгo' явJ]яется Ли зависиl loсть
ип1пyльса oт скopoсти peЛятивистскoй иЛи нepeЛятивисTскoй,

- d

. lt \Й'n,"): nrц'- (6,l)

ЕсЛи сyществyет xoтя бЬI oднo напpавлel]иe n.!.  такoe' чTo
npoекЦия J 'a}l . l  сyпIмьI сиЛ д^ на зтo направлениe pавна I lуЛю'

s6- Зaкoньt сoхpаненuя ulrngj,ьса' a'',|енm|7 uмnцльса 3 l

тo l lDoeKция рl l7r l l  иМI]yльса на этo l]апpaвЛениe в сooтвeтствии

с (6, l) 6yдeт oсTаваться нeи3MеIlнoЙ с тeчeниеN1 вpеМеIlи.. ' 
TЬлькo oдна пpoeкция и!!1пyЛЬсa бyдет сoхpаняться, eс"1и в oб.

]асти дви)кeния частицЬl все 3Ilачeния налpавЛeний вeKтopа 4,

rе)кат в oднoй пЛoскoсти. д'1я вектopа лl,  напpавлeния Koтopoг0

,:le)кат на oднoй пpяl!!oй, бУдyт сoxраняться вo вpeмeни дBe пpoeк.

ции иMпyЛьсa ЧасTицы, Tакoe сoстoяI]иe рeализyeтся. напpиNIер'

. io, o",, ."""" тeл в маЛoй oбЛасти вбЛизи пoвepхнoсти ЗеMЛи,

I lрlr &:0 сoхpаняюTся всe Tpи кoмп0l{ентьI ип1пyЛьсa.

т .  е '

oтсюда

2. Coхpaнeниe мoмeнта
уpaвнeния дви)кeния р i .J  =

i o . l i  :  l ,2 ,3) '  Пoлyvим

импУльса. УI'tнo)ким oбe часTи

11! на кoopдинату,o( l )  частицьl

(6.2)

(6.3)

(6.4)

d
! o р 1 :  

r t \ ' r ' | p r 1 )  
_  x o р r 1  :  J ' o a r 1 '

дЛя peлятиви(тсhoй и  неPрлятиви.тскoй lависи i loс , lеЙ им.

пv,1Ьсa oт скopoсти прoизведeние jaPi1 симМeтричLl0 0тнoситeЛь.
. Ь  п е p e " т а ь o в к и  и ; д р ч ( o в  l t '  / з ,  с 1 р д o в а I е Л Ь Р o '  с и м ] , I e l р и i н o , ч

"n,""."" 
."нзoo. пDедс]авЛeнный oстальными сЛагаeмычи (6,2).

- t  , 1
+| ! " p J |  I ' , F - r :  

; | r з p ' , | '  
r з F " '

d
. \ xop r  , I 1pо ) :  x ' l  r  r 1  I l a | .

Мьt пoлу.tили в тензopнoй фoрме закoн измeнel]ия вo Bpe.

Nle! lи мoмeнта иIt1пулЬса частицьI. AнтисимМетpичньlM тeнзopам
в лeвoй r i  пpавoй uастях (6.3) мo)кнo пoстави'Гь в с00твeтсTвие
IIсeвдoвeктopы мoменTа импуЛьса

Ь,*u,,, ,o.,  
x iзpd): €1a3xap3 = f xp).,= L.

и MoМeнтa сиЛ Ьl

}с. , , .p( l . ' r j  
z3г"\ = 6,,o,1roЛ,1 : {r '  Е)) = ]4' (6,5)

гдe 6ao9 _ aнтисимMeтpичный пo всеМ индeксапl  eдиничный

псевдoTeнзop (сМ. s 2). Toгда Для псевдoвeKтoра п1oMентa импУль.
са вмeстo (6,3) бyдeм имeтЬ ypавнeниe

d .
dl\ € 1a |] I dP i ) : .f |1x o f n' (6.6)
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кoтoPoe в силу (6.4), (6'5) мoxнo записать такжe в видe
d ,

l ' J ( г x  
p )  : т x F '

ft!,"""): tt."..

с"ь,r):.#:-'*, *t: ,,ffi

v|лЙ KpalКo| L": lI,". Для пpoeкций .and и ,1,1.,na на фиксиpo.
ванtl0е I]апpавлeниe n B пpoстpанствe oтсюда иМeем

(6.8)

Слeдoвaтельнo, L,n : сonst, есЛи тt{ ' n : 0, IIpи N4 : 0
сoхpаI lяюTся всe тpи кoМпoнeнтьl  мoМeнTа иMпyлЬса частицЬI.
Kpoмe oveвиднoгo слyчая' кoгдa F:0, такое сoстoяние дви)ке.
ния])eаЛизyeтся в цеl]тpальнoМ пoЛе,

l loтeнциаЛ стаци0I]apнoгo цeнтpаЛьнoгo гpавитациoннoгo или
эЛeкTpoстaтичeскoгo пoЛя !,: (p(|г r0l) явЛяется сKаЛяpнoй
фyttкциeй pасстoячия дo нeпoлви)t\ьoгo силoвoгo центpа, Hапpя.
)кeннoсть п0Jя eсть взятьlй с oбpатным знакoM гpадиент 9,, так
чт0 для гpавитаЦиol lнoгo пoля

s6. Зal.oньl coхpaненuя uнngлbса' яoмe]1nа uмnцльса

из Уpaвнения (6.7) виднo. Чтo в зтoм слуЧаe всe тpи кoll lпoI]eнты
tIoмeнта импyльса L сoхpаняются (L = Lo) и тpаeктopия частицы
.l lе)кит в нeлoдви)кнoй плoскoсти т .Lо = 0' пpoхoдящeй чepeз
lteнтp пoля,

3амечанuе. B даЛьнeйшeм, как этo o6щeпpинятo' в вЬI.
ра)кении дЛя oпеpатopа гpадЙellтa вдoЛь тpаeктopии а/.,Jo(t)
аргУмeнт t фyнкuии л"(r) бy.Дeт oпyскаться и испoЛьзoваTь.
ся такжe сиМBoл а/ar' B фopMyЛах дЛя динамических фyнк.
цI4i1 f: f(t 't|(t) ' ... '  rл(l) ' ir (t), ' ' '  ' iл-(l)) бyлyт oпyскаться аp
|уN|eнты фyнкций ""(t) ' 

'"ft), oднакo этo нe дoЛ)кно l]pивoдитЬ
Р  смAшAнию пoРятnЙ  сиЛь |  и  лoля .  пo тенциаЛo l . o7  1н rP - vи '  , a -

стицьl и пoтeнциала пoЛя,

3. сoхpaнeвиe 9нepгии частицьI. Умнoжим oбe части ypав
нeний дви)кения (5'4) на векTop скopoсти v qaстицы скаЛяpнo.
Пoлyчим

v  . p  :  F  . v .  ( 6 . 1 1 )

Левyю часть этoгo ypавнeния ltloжнo прeдставить в видe v х
. Ё _ Е. l , '  дeйствитеЛ"нo. в rереJяIивистскoй мPханике p _

: Йv- Пoэтoмy тпv.t:d(тnl l ,/2)/dl и'  с тoчнoстью дo лoсTo'
яннoй. Е1l1 есTь киIJeтическая энеpгия чaстицьl, Еt l t:  - ,p/z-

!ля peлятивистскoй заBисимoсти импуJьсa oт скopoсти бy.
дем имeть

(6.7)

(6.9)

(6. r0) ) tu ' 'r

(6 .13)

гдe штpиxoм oбo3начена гlpoизвoдная пo пoлI]oмy аpгумeнтy;
тoт факт, чтo гpадиент Nloдуля |r _ 16| eсть eдиничный вeк.
тop (г _ гo)/|r г9|, лeгкo.устанавливаeтся диффepeнциpoваниeм
лo Jd pавeнства |r rp2: (г г0)2, Сила' дeйствyющая на
частицу в пoЛe. явЛяется динамическoЙ фyнкциeй' кoтopая пoслe
пoдстанoвки (6,9) в (5.1) пoлyЧается в виде

A  -  t + '
Л .  ( I \ / J /  .  . L U F \ l ) | -  U ' r ' n | т l  

l o n
o l o  | 1  |  | г ( /  l  г o

(| - (v2 lсz))|1/2

3десЬ ./ (г( ')) : m.p ( r(t) ro ) пoтeнциалЬная э!!еpгия
чaстицы с МaссoЙ 7n в ЦeнтpaЛьнoм гpавиTациoннoNt лoЛe, Ес.
ли р=ip(r roJ _ пoтe!]циаЛ цeнтpальI]oгo эЛeKтpoстaTичe-
сKoгo п0ля' тo пoTeнциаЛЬная энepгиЯ частицЬI с эЛектриЧескиN,t
заpядoM e в такoM пoлe бyдет pавна .J (т(,)) : сP ( т(t) _ ro )
и так)кe явЛяeтся динап{ичeскoй фyнкциeй, B oбoих сЛyчаях
мoMeнт этoи сильI равeн

M:r(t)  x  F:  U,:9]д
r(t) r0l

и oтЛичeн oт нyЛя, нo eс,1и начаЛo кooрдинат сoвместить с силo.
вым цeнтpoм' тo r0 бyдeт pавнo нyлю и' слeдoватeЛЬнo. M - 0,
/цoмент цeнтpа"lЬнoй сиЛы oтнoситeЛьнo eе центpJ pавеI] нyЛю,

Пoлагая' чтo частица lt1oЛ(ет oдlloвpeМeннo нахoдиTься пoд
i\е|,lсTBЙeМ noпенцua!|b||blх cu!,l. Ia|..|,Iх, чтo

a
I ; ( г { i  l )  _  _ ; : ;U ( r l l l ' l ) '

o xп \ r  )
?upoскonuчесI.uх с4l' пepпeндикyЛяpных сKopoсти частицы'
a TaK'я<e ducсunаmuвньlх сu!7 BиДa гt.tl : _a(г.v)v (d > 0),
()лpедeЛяющих пoтepи импyЛьса частицьl в eдиницy вpeмeни

и слeдoватеЛьнo'
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за счeт ее
п0лyчим

взаиMoдeйствия с частицами срeды, вместo (6.l l)
s7- 'Цвu\#еt]uе в odнopoаt|ь|х сunoвых noлях

oпpeдeЛиTь физичeские yслoвия' пpи кoтopьIх вoзмoxlta фoкyси.
poвка злeктPoнoвl и pасстoяния Дo тoчeк фoкyсиpoвки,

из ypавнeний движe!]ия электpoна

(7 . t )

вltдвo, чтo силa Jlopeнца имeeT pавllyю нyЛю сoсTавЛяюrцyю
в направЛeнии пoЛя. l l0эт0мy прoдoлЬl]ая скopoсTь частицЬl 0ста-
дlся неизNleньoЙ, вы6ереМ oсь z дeкаpтoвoй систе! lь| кooрди.
нат вдoль нaправЛения МагнитIloгo пoЛя' a нaчаЛo кooPдиIlат
совмeсTим с пoЛo'{el lиeм эЛeктpoна в начaЛЬнЬIи м0мeнт вpеме.
ни ,  To гда  B :  ( 0 ' 0 ' в ) '  г ( 0 )  : 0 '  v ( 0 )  :  (UL  сo s  a ,  11  s i  a ,  U i  ) ,
и )  pавнения движения (7 , l  )  лpинимают вид

'+o 'с i :0 '
! 1  ac i :0 ,

Г\e Q.,: еlB/mс _ циKЛoтpoннaя частoта- Умнo)ким ypавнe-
ниe (7,3) на мнимyю eдиllицy i и сЛo)ким с ypавнeниeМ (7'2).
пoЛyчим yравнeниe пеpвoгo пopяДка oтнoситeльнo i + i1i:

i + ii -- -i(1"(i + i'!r).

oTсюдa с yчeтoм начаЛьньIx услoвий наxoдиM

:ir + ti : t'r ' exp t-t(or.f - (r)i'

Пoвтopнoe интeгриpoвание даeт

(6 .14)

Пpoизвoлнaя пo вpeveни oт пoгенциаЛЬнoй энepгии pавна

(6.15)

скЛадьIвaя (6.la) и (6,l5)' пoЛyчаем ypавнeниe, кoтopЬlM
oпpедeЛяется измеЬeн!]е сo врeMенеI. , !  ЛoлPoЙ )tJергии Чa.тицы:

Ё1д1 : о"(OUldс.) + F(d) 'v'

fl@вl+u)=ff+г{d) ...,'

-;:91tхвi

x + iу:  i (1 l l la)(е .U."/ .| l  _ l )е!o '

dU AU AU
а al 

'. Dt',

(6.16)

Гиpoсхoпичeскиe силы нe дают вкЛада в измeнel]иe пoЛl]oй
энеpгии'

Если пoтенциаЛьньle сиЛьl явЛяются кoнсеDва'Гивrrыми
@U/at:o) и диссипативнЬIe сиЛьl oтсутствyют, тo пoЛIlая
эrrеpгия .Е(t) + U час'гицьl сoхpаI,]яeтся.

PeЛятивистскиe фopNlyЛьI дЛя энepгии и импyЛьса (6.l3),
(5.6) качeствeннo oтлиЧаются oт нeрeлятивистскиx зависимo.
с1ью ^oт ск.opoсти свeта r, На интepваJlах вpемeни / '  таких,
нтo v,(t)/ '2 << l,  мoжет 6ыть loстигl]yтo кoЛичественнoe сo.
глaсие с сooтвeтствyющиMи нepeЛятивистскими выpа)l(еtlияMи'
eсли (5'6) '  (6' l3) разЛoxитЬ в pяд Teйлoра и oпyстить в pазЛoxе.
нияj(, сoлагаемыe бoлee Bысoкoгo пopяДкa маЛoсти пo сpаBIleнию

$ 7. .I[виrкeнпe в oдяopoдвьrх силoвьIх пoляx

,цинамичeскиe эффекTьl ,  вoзникающие пpи дви)t(ении часTиц
в oднopoдных пoЛях, являются нaибoлee прoстьlми с тoчки зpе.
IJия рeшений уpaвнeний движeния Й интepпpeтации peзyЛЬтатoв'
дoступньlvи для пра'<тическoгo испo.гьJoвания, взаимo!рйстви.
eм I\,{е)кду чaстицaми pэзpe)кeнныx пyчкoв вo вpeмя двиxeния
Частo мoжнo пpенeбpечь и свeсти задачy к pасчeтам паpаi{eтpoв
тpаекTopий oтдeЛьныx, взаимoдeйствующиx тoJькo с внeшними
I loЛяMи частиц.

l. Фoкyсиpoвкa элeктpolloв lvагllитIlьIм пoлeм. B эToй за-
дaЧe pазpe)кeннЬIй неpeЛятивистский пучoK эЛeктрolloв вЛeтaeт
в oднoPoднoe магItитнoe пoJe с pавными начаЛьными прoдoЛь.
IlьIМи скopoстяМи. llеpпeндихуЛяpные напpавЛeнию пoЛя сoстав.
Ляющие скopoстeй частиц пpи этoм нe pавны нyлю, Тpебyeтся

гдe уЧтeнo' чтo z : u f. B Toчках фoкyсиpoвки эЛeктрoнoв кoop.
динаTЬl ,' y. дoЛ)<ньl oдI]oвpeмeннo oбращаться в нуль. Из (7.5)
'JеДуeг' чтo ,-o пpoисхoди,] пp,, l lначeниях z, paвь".х 2тn,' / ' , l ' ,
гДе rr. цеЛoе чисЛo' пepвая тoчкa на oси z, в кoтopoй фoкy'
сиpyются электрoны с pазличныIllи U.Lt распoЛo)кeна на pасстoя.
нuи 2тu1тпc/|е B oт начала кoopдинат.

2. Mагнитвая изoляцI'я. этoт эффeкт oбyсЛoвЛeн измeнe-
нием напpавЛения элeктpичeскoгo T0ка в магllиTнoм п0Ле тaк.
Чтo в задавrioМ нaпpaвлении тoк oтсyтствуeт. Для пЛoскoгo иЛи
циЛивдpиЧeскoгo диoдa с Njaгнитным пoЛем, пepпeI]дикyЛяpньIM
пoтoкy электpoнoв' эффeKт свoдится к oтсeчке анoдI]oгo тoка
пpи знaчeниях налpя)кeннoсти магнитнoгo пoЛяt пpeвышaюцих
oпредeлeннoе критичeскoe значениe (или pазнoсти пoтeнциалoв
lleждy oбкЛадками, мeньшей критическoгo звачения). B плoскoм

\7.2)
\7,З\
(7.4)

\7.5)
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диoдe элeктpичeскoе пoЛe мoжнo считать oднopoдным, мьI сo.
сpeдoтoчиItl вниманиe I]а цилиндpическoм диoдe. 9Лeктpическoе
пoЛe в нeм нe явЛяeтся oднopoдl{ьIм и мoжeт pассматpиBаться
кaк пoЛe циЛиLlдpическoгo кoндeнсaтopаi если нe учиTЬIвать пoЛе
пpoстpанствeннoгo зapяда эЛeктpoнoв и кpаeвыe эффeKтьI, кoак.
сиаnЬньIй ци"1иllдpичeский диoд с внyтре!lниll циЛиндpoltl в l(а-
чeствe кат0да и oднopoдиым стац}loнаpньIм llaгнитныМ пoЛeм'
Ilалpавrleнным вдoль oси диoда' сoстaвляeт oс}loвy кoнструкции
мaгнeтpoна (гeнеpатopа сBЧ.кoЛeбаний).

сиМMeтpию систeмьI yДoбнo учeсть пyтeM введeния цилиl.t .
дpиЧeскoй систe]MЬ| кoopдиI]aт p, p' z с oсью z вдoлЬ oси диoдa.
Toгда пoстояннoе эЛектpическoe лoJ']e 6yдeт имeть тoЛЬкo pади.
aЛьнyю сoставЛяюlцyю Е: _Орh)l0p и уpавнeния дви>кения
эЛeктpoнa будyт имeть вид

nt,(p _ r02) : -еa.9 l a p + еpi) B l с'

'"*Gq = .r'iBt,,,

i (i, + о, А,') + "v 
: \ i" |o)'

2mcb

| " | (ё  _  
" , )

ltlагllитнoM пor1e зт0
вапpяrкeниe р(b)'

(7.6)

(7.7)

(7.8)

l!1ы пoЛагаeNl. кpoме тoгo' чтo элeктpoв пoкидаeт катoд (цилиндp
pадиуса o) с нaчaЛьнoй скopoстью (p(a)'0'0) и чтo дви),(eние
пpoисxoди,Г в плoскoсTи z : 0' Уpавнeние (7,7) этoй систeМьI
ЛeгKo интeгpиpуется, так чтo

о: 3(' Ч\ (7'9)
zDr \  P " /

и r  уpав rений  (7 ,6 ) ,  (77 )  нахoдим eшe oдин  пeрвЬ , ;  интр .рал

(7 .10)

вьIpа)кающий закoн сoхpанеljия энepгии эЛектpoна.
Kpитичeскoe значeние маг!lитнoгo пoЛя B0 нaxoдим из yслo.

вия' чтo пpи B : Bо тpаектopия эЛeктpoна дoлжна касаться
flapy)к!]oгo Ц|1ли|rДpa p: ь, Иcключaя 0 из (7.9)' (7'l0) и пoла-
гaя p(b) : 0, цд216д1,1ц

Bs

Пpи заданнoм
тичeскoe ан0днoe

+ a l ( l , ) .  (7 . l l )

равeнствo oлpeдeЛяеT кри.

P2\o)  + ЩрФ)
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3. Дpeйф sаряx(eвньIх_чaстиц в скPeщенньrх эJreктPиче.

скoм и магflитяoм пoлях. byдeм считать. чTo дви'(eниe частицЬl
(floЛoЛ{итеЛьнoro иoна с заpядoм e) Лpoисхoдит в oбЛaсTи. где

;o,дань' с 'аrиoн"pнь|е oдhopoдriЬ,e элenlричeс'{oe Е и геp leьДи.
кv' , lяpьoе рI\]! \1агниIнoе в Лo1я,,[ lиссипа],aвнЬ]e ]oтеpи )нрр.ии
иЬяа в срeлe в oбласти движeния мo)l{нo yчeсть при пoМoщи дис.
сипативI]oй сиЛы' пpoпopциoнальнoй сKopoсти иoна. F : r iv,
вeкTopы E и B oпpeдeляIoт пpеимущeствeнIlыe направлeния

двух кoopдиIJатньIx 0сeЙ J и,z '  таK чтo ypавнеI]ия двиxения
ЧастицЬI пpиoбреTают вид

, -  ^  еB '
|||x: еl1+ -u _ | iI '

"в" 
.

тna: l  | iу '

Уpaвнением (7.l4)
пo,rя, oбшеe рeшeниe

(7.12)

(7 . r3)

\7.t4)
мaгнитнoгo

(7 . l 5 )

пpeдставЛeнo дви)кeниe Bдo?']ь
9т0гo ypaвнeI lия '

_e  ] . )  + :6  | ,  =  к /m) '

не зависит oт напpяxeннoстeй Д и B и сooтвeтствует экспoнeн.
циаЛЬнo замeдлeннoMy дви)Keнию частицьI с начаЛЬнoи скopo.
стЬю:о и наЧаЛьнoй кoopдиItaToй;0 в среде, Уpавнения (7. l2) '
( 7  | ] )  \ дoбнo  счи I а I ь  вешес | ве l . Чoй  и  мн , , 1 \ t oй  ч з с тяvи  l . е o , l . l o .
рoднoгo уpавнeния

! , t i  n ,1 ,1  _ , t ' , ,  , -  | \ - j . - ; i ! )  _  еL  п1

ГДе Ф,- : еB /ntc цикЛoтpoнная чaстoта' Если найдe!]o какoe.
Ли6о чaстнoe peшer]иe (ваЛpимep' тaкoе, чтo (d/dt)(l + '! i) : 0),
oбpащающee (7,16) в тoждeствo' тo этo тo)кдeстao не ваpyшит.
ся и пoслe прибaвЛения к частнoMy рeшeнию oбщeгo рeшeния
ol!oрo.]нoгo vpавнeния (7,|6) с pавнoй нylю пpавoй частью,
l lоэтoN1y o6щee peцениe нeoднopoДI]oгo ypавнeния (7,l6) oтнoси-
теЛЬнo i i + i i  eсTЬ

г  , I ' ,  . ' .  
. ' l  Р Е | i . ' ' ,  a )  ' , , ,( . - /n )  _  | i o_ /no+_:=1_;  i " i - .  _ -  . ,  Б . . . . .  ,  ( , , ' l ,

L l i / ( . . ' :  д )" ,/  ]  n l tu,:  t  1.)

Пpoинтегpиpyешr oбe uасти (7,l7) пo вpeМeпи oт нyЛя дo t
и oтдеЛим вещeсTвeннyю и п!! lи l t lyю часTи'  PeзyлЬTаT Morквo

\7.16)



представить a видe

v|Fт1P

' , 1ns i r l - . , l  Ьс r ' s - , , ' . / ;+  
' i ] i  

. ,  r  o  '  , o ,
л l ( * i  +  ] . ]
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прнии. п.p|leндикy., lяpнoм пoлям E и в, oтнoшeние сoсIавJяю.

.n' .nopo. '" ДPейфа pавчo . l/ . . ' , ,  и мо; 'eт бы|ь испo"1ЬJoванo

дЛя изN1ePения ^/.

4. Peлятивистскиe цикЛoтpollная частoTа п pадиyс траeк-

тop'Й. B pe)кимe бeз yскoрeния 3аpя)кеt lнЬlе часTицЬl движyт.

."," u"nno,.po"" в пoстoяннoм N{агнитнoм пoЛe, найдeм зaкoн

движе|tия частицьl на oсI loвании рeлятивисTскиx ypав!{eнии дви.

:  : ( v  x  в ) .

УNlt lожая oбe Части уpавнения (7,24) скаЛяpнo сначaлa на v'

а затеN1 I|а пoстoя}lньIй eдинЙчный вeктop B/B, нахoдиNI' чтo пPи

Дви)кeIIии частицЬt сохpаняеTся ee энергия'

^l Ii1т4

(7. r8)

(7.19).  .Еo '
d - P  ( n , ' o : ) . t  h . i n  - ' " /  )  -  

, , , p T  - , t , l  "  l a

3дeсЬ BвeдeньI oбoзначения:

l  {  2 , г l ' .  l
' |.i,Io 1,t, _ --.-Бj- |,

4 , .  +  1 '  L  " r ( + :  
i  _ 1 .  ) l

l  Г  .Ё-(* ' '  - ] , ) l
' |J'Jсgo + ].t,0 -t ....]_j. l ]

t ;  + ' ) ' |  , ' r L . ! r i  + _ , _ . /  l

Фopмyльr (7.l5), (7' l8)' (7,l9) ЛoлнoстЬю oпpедеЛяloт за.
кoн дBи)кeния пoлoжитeJIЬнoгo иoна в среде с с0прoтивлeни.
e]v' лиI]eйньIМ пo скopoсти частицьl, Из этих фoрNlyл виднo,
чтo в плoскoсти, пеpлeндикyляpнoй магниTнoNly пoлю, движе.
ние иoна явJяeтся сyпepпoзициеЙ oсциЛjяциoннoгo движения
с циhЛo|гоннoй частnГoй и дpёйфа сo скopoстью' pавчoй пo
велияnn. ' t-l, ' 'Jl t .|, Пpcдставление o тpаеx]oPии Частицц
мo)кнo сoставить. лoЛo)кив

h

Тoгда  вместo  (7 , l 8 ) '  (7 , L9 )  пoЛyчиМ

lt u/"цр ' ,, "1',,1."1 ,1 1 t+b+т6 '  Q '22)

u . . , ' vС , l  п l  4 . о s (* . . / _ . )  
,  

, \ u  ' , ,  '  o  |  уn ,  t 7 , 23 ' |
n' ( ' ' i  + l ' l

Пеpиoдичeскиe oсцилляции лeгкo исключaюTся, и мьI нахoдим

t  '  , Е l  \ 2  /  е Е : .  ' \ 2
l , , "  , / 0  л
\  ' ' t ! ' '  +  a , l  i

21t (а, +ь2). \7 '24,

Uтсюда виднo' чтo-!qqщ]rнаты Jj' ]/ Частицы лe)кат на oKpyж.
нoсти paдиyсa (, 1|vo2+ь2' экспoненциаЛьнo yбывающeгo сo
вpeмeнeм, Цeнтp этoй oкрy)кнoсти пеpeNleщаeтся с lloстoяl]нoй
.iopo"."o. иveюшей сoс,]авляюш |lP,, Е-' n, УГ)тiJ Br'oль нa.
. lpяженьосl и ,Лeк] pичeскolо Лoля и , 1s ' ' '  u|' 'z" 

. z в нaлpaв.

(7.20')

(7.2t'

и L'r : сonst, пoэтoмy (7,24)

(7.25)

lvlo)кIlo пpедставить

(7.26)

(7,25) имeeм

(7.27)
(7.28)

tsr: ri(0)/:i(0);
вpAЩaеIся c po|я-

и пPoдo.l]ьная кoмпoнента скopoсTи'

r l] : v. в/B : сol lst.

C.1одoватeЛьнo'

B систeМe кooрдинат
(Е1

;G,тт

i :  
; ( i  

х  в ) .

с oсью z вдоЛЬ B из

i : U a сo s (ф0 f+P ) .

, : _ua sin (e',.,.f + p)

(наЧа,1ЬIlая фаза я oпpeдeЛeна pавeнстBoм
r > 0) Из (7.26), (7.27) виlнo, чтo вeктop v|
п uв uсmc кoi цut<лompo||нoй чaсmomoЙ

еBc (7.2s)

интeгриpyя (7'26)' (7,27) и ypавнeниe z: tr , нaxoдиМ закoн
Движения релятивистскoЙ ЧaстицьI:

т : ]! siп (r,..',,1 + р) + C.'

3 : J! сos (*..,,1 + 9) + Cv,

z : r t+ : (0 ) .

(7.30)

(7 .31)

\7,З2)

т2 f с2 .
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Из этих фopмул видIJo, чтo тpaeKTopиeй частицьI являeтся
B|1|1тoB2я !1ЙяЙя с oсЬю симмeтрииt пapaллeЛЬнoй нaпpaвЛeнию
]vагнитнoгo лo"']я Й пepeсeкaющeй пЛoсKoсть тg в тoнкe (С"'  C,):

С . _ r { 0 l  
U ' " ' i n  

) '  с ! ! - ! |ю1  
. ] - . " " '

пpoeKциeй траeктoрии на эту пЛoсKoсть являeтся oкpyжlloсть

(t C")2 + (у _ С,)2 : 
",, lo,.,-

Такиl i  oбpазoNl ,  рeЛятивисTсKая мeханика даeт дЛя
0кpyжIloсTи значение

.a Jт ;Pтp.
пoи , _ 0 pаДи\с oкрy)ччoсти I lpoпop.иo;алeн вeлиUинe

иN1пулЬса, этo o6.,oя-рJЬс, lвo Мoжeт бы|" исI loЛЬtованo для
измepeвия peлятивистскoгo импyльса частицЬI пo ee извeстнoМy
pадиyсу тpаeктoрии в циклoтpoнe. Kачeствeннoe oтливие (7.33)
oт анал0|ичнojo pе{}11ьтагJ нepPлятивистскoЙ veх.ники сoст0ит
в пoявjeвии заBисимoсти R oт вeJиЧинЬl r l1. Фopмyльr (7,28),
{7,33) для релятивистскoй циклoтpoннoй частoты и peЛятивист.
скoгo pадиуса кpугoвoЙ тpаeктopии заpя)кeннoй час1ицы в пoстo-
яннoм oднopoднoм п,tагнитнoп{ пoлe лежат в oснoве пpeдставлeний
o фyнкциoниpoвании peЛятивистских элeктрoнныx устpoйств'
yскopитеЛeй высoких энepгий,

$ 8. Гpaвитaциoнпoe в3aиIttoдействиe чaстиц и пoля

Пo Kpайнeй мере нa масштабах, пpeвыцJающих ядеpньlе, са.
мoopгaнизация вещeства являeтся диt]амичeскoй и o6eспечивa.
ется двyмя видами взаимoдeйствий: электpoп{агнитным и гpа-
витациoнным, Эти взаимoдeйствия oтнoсятся к фvндамeнтаЛь.
нь|м свoйствам пpиpoды' и их кoличествeнныe выpjж"ния мoгyт
быть yстанoвЛeны I lа oсI]oвe экстpалor1яции экспeримeнтаЛьI]ыx
даннь l х .

l. Cила грaвитaциoннoтo пpитя)кeния двУх чaстrrц. B pe.
зyльтаle oбpабoтки лачнь.х наблюдeний 1а движeниeм лЛaнeт
сoлне,l l ,]oй сисTемЬt иoганн кeплep в 1609 г, пpишeЛ к закЛlo.
чeниюt чтo планeты дви)кyTся пo эллиптическим Tpаeкт0рияп!t
в oднoм из фoкyсoв кoтopьlх наxoдится сoЛнцe, сектopная скo.
poсть каждoй пЛаIIeтьI oтнoситeлЬнo фoкyсa oстаeтся пoсToян.
loй, Boспoльзуevся pе{}1Ьтатами КeплеpJ и н.iлev вь,pажeниe
для си?,IЬl тягoтeния.

g8 Гpt1вu.aацuo\нoP ыаunodPu.nвuе ча,nuu u no!|я 4 l

(7.33)

pадиyса

\7,З4)

Bыбepeм дeкарт0вy систeму кo.

oр !инат  i рис ,2 )  с  начаЛoM в  цeн .

тpе Сoлнuа. кoopдинатнyю ллoс.
KoстЬ :=U сoвМести]и  с  пЛoск0стью
oD6итЬI.  в качестве напpавЛения oси J

uыб"p"" "anpа","",e 
на бли)кайшyю

к фoкУсу тoчку тPаeктopии lпepиге
лиii). B плoскoсти opбитьt l!o)кнo ввe.

сти пoЛяpньlе кoopдиIlaты .I '  р-пo

ф o P N у Л 2 1 4  J :  r с o Ь  ' '  j l l  =  г Ь r I l ;  l o г -

Jа уpJвнeние эJлиптиЧeсKoи тpаектo

р и бУдет иМeтЬ вид

Pис, 2, кooPдинать| пpи
вьIвoдe фopмyЛЬl для сиЛы
притяжeния на oснoваt]ии

даrrнЬiх кeплеpa

I :  p / ( l  +  6сos  я ) .  (8 ' 1 )

Здeсь r _ pасстoяниe oт ценTpа плaнеTы дo центpа сoлнца, p,

Е - пapа ,{eтp и эксцеятpиситeт элЛипса' связанньIe с бoЛьшoй a
и NJа,,roй 6 пoлyoсяl"lи эллипса сooтнoшениями

диффеpeнциpyя pадиyс.вeктop г: rnr ЛЛанeты лo вpeмeни'
наroдиNl i : inl + гin" (n,' n" - opTьl пoляpнoи систel{Ьl
кoopдинaт; сl lt. $3), Peзультат пoвтopнoгo диффеpeнциpoваt]ия
Nlo)кнo пpедстaвитЬ в видe

I d
i  = ('. _ гф,)n" +'];(lф)n9'

скopoсть d связана с мoмeнтoм иN|пyлЬса L фop.

d : ;  L : ;G  .  i ) .

Пo данным нaблюдeний

.  I  ' .
|o| = 02 =' г.( ' ,  :  сonst = a0'

Пoэтoмy aзипlyтaльная сoставЛяющая yскopeния

.  r l r .  d r 2 oo  ^  d / l \
t _  - - ! - - , .  ы_  z . rO_ i  l  -  | .

l p  d .  г .  l 1 | Р \  r /

сектopная
му"rl0и

(8.2)

(8.3)

(8.4)

pавна нyлю,

-(?)'#(i)

ь2 ld2
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Слeдoвате'.rьнo,

, ,  ! 2 . ( | , , | , 1 ,  t | х  | , l.- ".\ , '/Ll l\,)-. l lв,s;
Этo фoрмула Бине, Для элЛиптиЧeскиx тpаeктopий (8.l)

d2  / l \  s
Fu/ = -t-"r'

и фopilyЛа для yскopеl]ия плаtlеты пpиниl{аeт вид

,: -0"!!u ",
l lpавая Часть этoгo вьlpа)кeниe, yмнoxeнная на массу m

планeты, и eсть сиЛа F, дeйстByюЩэя нa планетy в тovке г(t).
Эта сиЛа oбpатI.]o пpoпopциoнальна квадpaтy pассToяния п{е)кдy
пЛанeтoi:i и Сoлнцем и налpавЛeна в стopoнy притягивающегo
центра. Так чTo

F( r )

гдe (t _ пoстoянная,
Замeтим тeпepь' чтo тoчeчньIе oбpaзы планeты и Сoлнца,

с к0тoрьlми пjь| в деЙствительнoсти и]veем деЛo, paвнoпpавны
пo oтl loLЬeнию к в{аимoдрис1вию. хoтя и сиЛЬнo разЛичают-
ся з||ачениями \Iасс ( !асса сoЛнuа . l/ r l ,99. l0, l ' l  r '  а rrrасса
Земли  m  в  333000  pа з  мeнЬшe ,  ' r : 5 , 976 '  1027  г ) ,  Пoэ тoмy
пoстoяI]нaя .r дoЛ)кна бЬIть лpol lopциoнаЛЬнa Maссе сoЛнца,Lr:
o: G, iu, кoэффициент прoпoPциoнаЛьнoсти G есть гpавитаци.
oнная  пoс тoян l ] ая ,  G*6 , 67 .  l 0  U  см3 / г ' с 2 ,

Из равнoпpавнoсти ToЧeЧньIх частиц с массами ' l  и, l1 сЛе-
дyeт таюке, чтo сoЛнце нe мo)Kет oставаTЬся lleпoдви)кным'
и, сJ leдoватeЛЬнo' связal lная с l lиМ сисTема oTсчетa нe явЛяеTся
инepциальIloй, 1цьI не yчЛи такжe взаимoдейсTвий этих двyх тeЛ
с дpугими небеснЬlпlи тeлами. oднакo вoзникающая за счеT этoгo
нeтoЧlloсть' каK пoказали пoсЛедyюЩиe измеpения, oтlJoсится
нe к 3акoнy всемиpнoгo тягoтения (8.7). (8.8) '  а к нeтouнoсти
закoнoв кeпЛeрa (см, задачy двyх тeл), !ля Любых двyх тo.
чeчньIх часTиц с Массапjи l l l , i  у| ml| c|,|JIa их гpавитациoннoгo
взаимoдействия Fir.  имeeт вид

(8.6)

(8.7)

г . _ r l
r  i / .  :  -L , l r ? r  i r i t  - ,

г i  _ r l , l"
(8.8)

:л (  r ,  г ,  -  pадиy .ы  вeктopь|^частиц  ( ]акoн  всeмиpнo|o  тя |o l е .

нил  Hьютoна) ,  l \ ак  Bилнo  из  !o ,o , ,

6 8- Гpавumaцuoннoе вlau- ooеnспвuе 4асmuц u nanя

FiA: Fr,.r, (8.9)

сиJl иItleeт мeстo закotl pавeнства дeй-

(8.  r0)

т,  L ' .  i Jя гравитациoнньlx

ствия и пpoтивoдеиствия,

2. BзaиМoдeйстBиe чaстицьI и пoля Tягoтеtlия. LиЛу тягo-

| ' ' | ' l1 F,r мoжнo сЧига-Ь peJ}лЬ,lагoм в]а,, lмoдейств,,]Я o,0чoЙ из

l lасTиtl  с гpавитациoнным лoЛeпl '  сoзданвьINt дPyгoи частицеи:

г;* : Jсд1.. t) - m,.l(т _ т.()) dи

вектoPнoе пoлe

Gl(т. i  )= с, , , l+
] r  _  г t  ( r ]  ]

(8 . r ! )

(8 .13)

п | j , , ,  I аq ,  я r I  с 060й  напDяжeЬнo . . "  г рав ' , ] т а LиoнчoГo  пonя  Час ти .

ц|] . ,  r lассoи ,л(. Зависимoсть lгoгo пoля o- вpeNlени пoЛнo.тью

oпPедеJяeтся зaкoнoм движeния частицы гt : rr.(.]; гPавита-

циol iнoе пoлe сoпpoвoждает l lви)кyщyюся частицy' pасЛрoстpа-

ltяс'rся сo скoрoсiью чaстицьI, Bектoрнoe пoЛe Ge(г. i) Moжeт
бЬlть пpeдставЛенo в видe гpадиeI]Tа скаляpl loгo пoля 9д(r ' l ,) .
,[ lействительнo. дЛя кoпlпoнeнт G1o(г '  l)  имeем

ra  r r , ,  ( i )
l l l i t ( г j r l  :  _ ( l л ] , r _ :

т  r i  ( r )  | '
,  Г Ctt '1 1 a

_  |  -  ^a J l l г ' / ) .  ( 8  ! 2 )
d..^ L |r г l ,{ l l l , l  o-Iл

и!' l  и

Gt(r '  t) : n,.G/ia : VPe (r '  l ) '

-  пoтенциаЛ гpавитaци0l lL]0гo г l0Jя Частицьl ,
Фyнкция рд(r ' t) oпpeдeлeна фopMyЛoй (8,12) нeoдrioзнаЧнo,

Пpибавлениe к.,о[ пpoизвoльнoй функции врeмeни не измеt{иT
зttа.tения Gд(r. t).

Найдeм диффepeвциаЛьныe ypавl{енияt кoтopЬ|м yдoвЛeтвopя.
loT фyнкции Gд(т,t) и 96 (r,t) '  Пpи r l  гд(t) мoжl]o l lепoсpед.
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ствeннo пpoдиффepeIJциpoвать выpa)кeния (8, l2) и прoсyмl''иpo.
вать peзyльTаT пo (r, Toгда лoлyчим

= -divgтаd, l l  = _^'}:0, (8,14)
г ]

,.r(r.f) - _G l ----1 . лrd(г, г((i J)dy,
J t r  r l

0G к.

-де A _ oпepа|op Лап.1аса, Чгoбы наи.
ти |начeниe divG} в roчкe г - r/,(/),
вьIЧислим интeгPал oт divGt пo сфе.
pичeсh0Й oб,1асги с цeнтpoм в г/. l t) '
Пусть г, _ г г^, (pис, Ji, Тoгда rле.
мeнт ds пЛoщади пoвepхнoсти сфepь|
с pадиyсoM r', oгрaничивающeй oбЛасть
иI]тегpиpoвания, ltlo)кeт быть npeдставЛeн
в видe

ds: - . tr ' lz sinq d0 do.

дЛя пoтeнциала (Pr(г..) пoЛy.raeтся нeпoсpeдствeянo из (8,l3)
и свoйсTв 0.фyнкции]

(8. r8)

гравитaциoннoе пoЛe маKрoскoпическoг0 тeЛа1 сoсToящeгo
из N частиц. мoxет 6ыть найдeнo на oснoвании (8'16), (8. l7),
(8, l8) и пpинципа сyпеpпoзиции: l]апpяжeнI{oсть G(г,.) гpави
i,ц"o*"o.o пoЛя сисTeмы N чaстиц в нeкoтopoй тoчке пpo-
стpанства pавнa вeктopнoй сyмпle напpяжeннoстeй G!(т '  t) пoЛeй
oтдeЛьных частиц в тoй жe тoчхe; пoтeнциал ?(г.,] системы
частиц pавeн суммe пoтeнuиалoв 9д(т'  f) oтдeлЬньlх частЙц' сyM-
ьrирyя (8. l6), (8, l7) '  (8. l8) '  npихoдим к уpaвнel lиям грaвиTаци
otlнoгo лoЛя в диффepeнциa'1Ьнoй фopмe

N

= (l iv G^ =

Pис,3. oбласть инте'
грирoвания лри вь|чиc.

Лeяии div Gr.

Оx"Й,,

где ot я _ yглoвьIe пepeМeнные сферическoй систeмьI кooDдинат'
E сooтвeтствии с теoрeмoй Гаyсса.oстpoгDадскoгo

fiр fr t.),-',,,p: 4тGmt,' G.|5)

I  ^ l

pавна нyЛю вeзде. кpoме тo,tки г,:0, нo интeграл oт этoй фvнк.
ции Pавен е!иницe, в сooтве|ствии с ланньrм вышe oпpeлeлениeм
этo d.фyнкция, Слeдoвэтeльнo, уpавIJeние гpавитациoннoгo пoля
Частицьl с нoмepoп! /t вo всeй oбласти измeнения пеDeмeн}lыx
oпpeДеЛяюTся фopмyлoй

div G1(г' t) = _4тGrnrа-(г _ rь(t))
для напряжeннoсти Gr(r, f) иЛи фoрмyлoй

A'''^(г' f) = 4гGI'ld(г - гt(f))
'цля пoтенциала р&(I, ') гpавитациoннoгo пoля
частицьI, Looтветствyющая интегpаЛьная фopма

d i !  G ( r ' ' \  -  . 4 rGL , l 16 | r  r ь ( t \ \ '

ь,p(r't) : стсiru.d(г г/.(t)),

а так)ке в интeгpаЛьнoй фopме
N

l ( r ' l ) _  с |  l Г , 4 16 ( г /  г l ( / ) ) / y , '

Tак как сила F(r(t),t) ' дейсTвyющая tlа частицy с массoй m
г(,), связаяа с нaпpя'(eннoстью пoЛя фopмyлoй (8.l0),
таK)кe 0кaзывается спpавeдЛивЬlM пpиIlцип сyпеPпo.

I:  I  G( r '  t )  md(г  r ( t ) ) . ?y  :
J

, L , .= -!с,,.!(L:Ф
_ r i .( ,)|з

(8.22)
l.(t)

J,цесь суммиpoвaниe pаспpoстраняeтся l]а всe частицы' кpoi{e
тoй| дЛя кoтoрoй вьIчисЛяeтся пoлнaя сиЛа'

Уpавнения гpавитaЦнoIlнoгo пoЛя пoзвoляют найти силy, Дeй.
сIвyющyю на Частицу в пoЛе систeмы N частиц |акже в тeх
сЛyчаяx. кoгда взаиMoдeйствиe мe'(дy частицами нe св0дится
к чистo гpавитациoннoMу' найдeм, в часTI,]oсти' силy' Дeйствyю-
цую на частицУ в пoлe сфepичeски.симметричtjoгo распpедeлe.

(8 .19)

(8.20)

2n

J
0

г г
Id i v c tdИ :  lG [

: Cmt I rtq

0

(8 .21)

Мы видим, чтo фyнкция
div G1(г i  )

\-4тGm1) 4тGmk

дл' сил
з|1ц|1и:

F(т ( t ) ' t )

(8 . l6 )

(8 .17)

тoчeчн0я
ypaвнeния
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ния Масс. б эт0м сЛyЧае сyцeстByeт eдинственная вЬIдeлeнная
внyтpeI]няя Toчкa _ цeнтp сипjмeтрии pаспpeдeJ,]eния г0; гpавита.
циoннoe пoлe явЛяется цeнтpаJЬньI]t'; напpяжeIlнoстЬ пoля ип'eeт
тoЛькo pадиальнyю с0ставЛяющyю и мoжeт зависeть тoлЬкo oт
pасстoяния lг _ ro| '  так чтo

G(r)  :  G(]т  .о l )  .  "0 . 'r r0l
(8.23)

[ а'" с,u = Г".,":
J , J

r . o > л  s

или с yueтoм (8,23)

G(.  
" .  ) . ]  l .

s

Пoлагaя ir _ г6 > 'R, гдe Д - paдиyс внeшнeй гpаниЧl]oй
сфepьI, лpoинтeгpиpyeм ypавнeния пoля (8.19) пo oбъiмv шapа
с pадиусoм |г 16] и пoвepхнoстью ,s, пo,lyЧиМ

-4"Gt,,,

N

r o - 5 r l | чd | J | J '  _  4лG  )  , , , ,  | 824 \

oтсюда
^ c]l1 г n'G ' г )  .  "  ( г_ г6 |  - / ? ) .  ( 8 , 25 )

r  r0 .  г  ro

гдe , l/ : I rтrl _ пoЛнaя масса pаспpeдeЛeния.

Kак виднo из (8,25), пoлe тягoтения сфеpичeски.сиl\Ii{етpич.
н0г0 pаспpедeЛeния вещeства внe распpeдeлeния имeeт тoт xе
вид' чт0 и пo"1е тoчeчнoй частицьl с l laссoй. pавнoй пoлнoй
Массе (истемьI ч2с|иц и pаспoЛoжрннoй в цeнтpe симмeтpии
систeмы' Фopмyла oстaeтся спpавeдливoй и цля R: R(t), т.e.
д' ']я pасширяющиxся, сжиMающихся иЛи пyлЬсиpyющих сфepи.
чески.симМeтpичныx pаспрeдeлeний, так как интeгpаЛ oт каждoй
фyнкции ri(r г7"(t)) в (8.19) oстаеTся pавIlым единице, пoка
Чaстица нахoдиTся внyтpи l l lаpoвoй oбЛасти интeгpиpoвания с pа.
диyсoм r _ ro].

Сфеpинeская сиМмeтpия систeмы мo)кeт oбeспечиваться так.
xe эЛeктp0магIlитньlМи взаимoдeйствиями мeжду частицами.

LIапpяжeннoсть гpавиTациoннoгo пoля в тoчкe наблloдeния r
внe такoг0 нeстациoнарн0лo pаспpеДеЛeIlия вeщества нe зaвисит
oT вpeмени и oпpeдeля €тся фopмулoй (8.25), пoка спpaвeдливo
I]еравeнствo r г6 > Л(i), Этoт факт мo>кет бьtть ислoльзoван
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дЛя лeпoсpeдсTвeннoй экспepимeнтальнoй пpoверки (закoна oб.

pатI]ых квадpатoв',
Пусть тeпepь r _ внyтpeнняя тoЧкa сфepически-симмeтpич'

tloгo распрeдеЛеIlия. PезyЛьTaт иятeгpиpoвания пo сфeрическoй

oбЛасти с радиyсoм |r г6 < r! мoxнo снoва пpeдставиTь фoрMy.
'roй, аI.]аЛoги.]нoй (8,24), в кoтoрoй вп{eстo пoлнoй массьI систeмьI
6удeт стoятЬ Мaсса ,L].( г т6|) шаpа с paдиyсoм lг _ т0 '  TaкиM

oбpазoN1, зависимoсть напpя)кенtloсти I]oля 0т кooрдинaт внyт.
pи систeмЬI частиц oпределяется так)ке xаpактepoм pадиаЛьI]oгo

распpeдeлeния lt{ассъl:

GЛ, l (  г_ ro)  г -  гo
L ; ( r l : - - - .

r _ г0|. |г _ r0|

B частнoсти' eсли oблaсть интегрирoвания пpедставляеT сo-
60й пoЛый шap' то , ,и( r ro ) : 0 и силoвoe гpaвитациoнIloе
пoЛе в noлoсти oтсутствуeтt G(т):0. ,цЛя сфepическЙ.сип1Мет.

ричIlьIх систeм с oднoрoдньlм pасIlpeдeлellием вeщeсTва oтнoше-
ниe l\1ассы шapа к eгo oбъeму нe зависит oт pадиyса шаpа и pавнo
п.:]oтнoсти массы p. сЛeдoватeЛьнo,

4
, l . 1 ( ! т  -  16  )  :  p .  ] т г -  г q | J ,

и I lапpя)кеннoсть гpавитациoннoгo l loля внyтpи oднoрoднoгo tфе.
pически симметричнoгo pаспpеделeIlия в сooTвeтствии с (8.26)
oпpeдeляeтся фopi{yЛoй

с ( r )  = _ с ] т д  ( г _ 1 6 ) ,

(8.26)

(8.27l-

oбщee выражeниe для сильl' действyющей нa чaстицy с I!1ас.
. oй  l / ,  в  г pави гац . ] oннov  пoЛе  си с l e vы  Y  ча с1иц '  o  , pрДeЛяет ся

чeрeз нaпpяжeннoстЬ пoля фopмyЛoй (8,22), Pезyльтатьt лля сфe.

рически.сиМмeтричньlх paспpeдеЛeний мoгyт бьIть испoлЬзoвaньl
дЛя вьIчисЛeния силы' eсЛи влияниeм гpaвитaциoнI]oг0 noля Ча-
стицы с массoй m на pаспрeдeлeниe N Частиц сисTеп{Ьl мo)<нo
грeнебpечь, Тoгда сила pавна F _ лC|"-"., , ,  Этo o|pаниЧениe
,l .  вь|.]oЛняe1ся' в частнoсти' дЛя системы 3eмля-Луна,,I lвижe.
/иn Луны даeI rаrIeтньIй вклап в вPдe пpиливнь|х вoJмyЦeний
в oткЛoнeниe распpeдeЛeIlия вeщeства и пoЛя oт сфериЧeски.сиNг
Nlетpl{ч}loгo распpeдeлeния. Фoрмулy (8,25) ]Moжнo испoльзoватЬ
ДЛя вьIчисЛeния сильI пpитя)кeния чaстицьI с Iмасс0и m к JемЛе
llpи усЛoвии m <<,11, гдe .[/ _ массa 3eмли, BвeдeМ вЬIсoту /r
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над пoвepxнoстью земнoгo шаpа и напpавЛениe n вepтикаЛи
Qopмyлами

|г r0] : л + i l '  (г г9)/|г r9] : n.

для-двиxeния вбЛизи пoвepxнoсти Зeмли л(t) << л (сpeдний
pадиyс зeмЛи л е 6'37. l0в см), Toгда в сooтветствии с ( '8,25)

г:,'Г с м ="l
L (R+ t l '  J

= ms. (8.28)

JДeсЬ g напря)<eннoстЬ лoля тягoтel]ия вбЛизи пoвеpxнoсти
3емли, !ля малых oбЛастей y пoвepхнoсти 3емли мoжнЬ также
пpeнeбPеч" зависиI{oс.Ью n oг yГлoв и сЧи-a,ь g прoсгp.н.
ствр|-lo oДPopoлныtrl пo1ем rg r 980 сv/с/),

"-[-"#"]

Глaвa 3

Фyllкция ЛAгPAII,(A
и УPABнЕIIия лAгPAII'(A

чAстицьI B силoBoм пoлЕ

$ 9. Лaграпrкевa фopмa уpaвнeний
дsихeния тovеннoй нaстицьr

динаMическaя задaча для тoЧeчнoй Частицы в Tеpминаx вeк.
тoрнЬlх динan4иqeскиx функций пoставЛeна' eсЛи заданьl кoNl.
пoнeнты вeктopa сиЛ и начaЛьныe yслoвия' oднакo нaибoлeе
пРoстoй закoн пpеoбразoвания имeют скаЛяpные фyнкции; чтoбЬl
лeре;ги к систе^1е кoopдинат с дpуIoй oриeнГациeЙ кoopдинат.
I]ьlх oсeй, дoстатoчнo сдeлать извeстяyю замeну пeрeмeнньlх
в таKих фyнкциях. Kрoме тoгo, фopмyлиpoвка динамичeских за-
дач в тeрминах скаЛяpных фyнKций в кpивoЛинейныx кoopдина.
,]ах пoзвoЛяeт фopмаЛизoвать пpoцeдypy вычисЛения ускopeниЙ
и сиЛ в кpивoЛинеиных кoopдинаTах' сoвмeстить ee с пpoцeду.
poй сoставЛения ypaвнeний движения' мoжнo такxe yстанoвить
сooтвeтствие ме)кдy хаpaктep0м зависимoсти скаляpllьIх динами.
ческиx фУнкций oт кooPдинaт и врeмeни с oдI]oй сTopoны и пeр.
вьIми интeгралaми Движения с дpyгoй, и пoЛyЧать эти инTeгpалы
на oсIloвании oднoгo тoЛьKo вида фyнкции I]а стадии пoста!]oвки
динамическoй задачи. Пepeфopмyлиpyем пoэToMУ уравнeния дви.
)ко|-?]я, lак, чтoбы oни в качeстве l(o[ lлoнеь| вe(.opoв yскopeчий
и сиj сoдep,(а?']и пpoизвoдныe oт скаЛярныx фyнкций, Pассмoт.
pим эту задaqy сначaла в декаpтoвЬlх (oopдинатаx.

Мorкнo yказать чeтыpe вoзмoжяых типa скаляpньtx динами.
Ческиx фyнкций:

. ( г ' v ' , ) '  i l ( r .  p ' . ) '  s ( г ' t ) '  s (р ' t ) '

oбpатимся к фyнкции L: L(t'v't)' oстальныe бyдyт ис.
пojьзoваны далее, Пo oлpeдeлeнию тpeхмepнoгo скaляpа

L : L(:ц, lz, tз' i t, iэ' fu , t) : L(' l\ ' x,2, x|' i, i ' ni ' i i ' ') (9. l )
при vсJoвии, чтo

I;: аBoc|, i": ав"ip. (9.2)
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,циффepeнцирyя (9,l) пo r,, наxoдиМ

aL 0L 0d,, aL
au:ф,a*=*,ц,.

Мы видим, Чтo кoмпoнeнTьl aLfaI. o6paзуют вeктop 0I,/0t.
Пpoизвoдньlе aLfaio raK'<e oбpазyют вектop aZ/ov, Эти вектo.
pьl мoжн0 пoставить в сooтвeтствиe вектopам p и F в ypавtlеtlиях
движeния, ПoЛoжим

(s.3)

(9.4)

p:  aL/Фу-

Тoгда в нepeлятивистскoй Mеханикe

DL/Du  ' :  t ' t о "  k l :  ! ' 2 ' 3 ) .

Интегpиpyя эту систeМу ypaвнeний пepBoгo пopядка пpи фиK.
сиpoваннЬlх г  и f t  пoЛyчим

l ,:,$_uь't, l .
где U(г,.) _ лpoизвoJЬная ска.1яpная фyнкция кooрдиIlат и вpe.
мeни ,

B peлятивистскoй lttеханикe иМeeМ в сooтвeтствии с (9,3)

ol/a,,. : -u,,/{ Iчё , (e.6)
и в peзyльтатe инTeгpиpoвания пpи Teх '<e физических yслoвиях
наидeМ

r : -п,'с, \f 1 u,lc, _u|r,t). (9.7)

B oбoих слуuаях DL/aa" = 0Ulal., TакиМ oбpазoм, при
услoвии (9'3) в видe ОLfax" мoгут быть пpeдставлeны тoЛькo
пoтeнциальныe силЬl lj!,. для кoтopьtх' сJlедoвателЬнo'

AU AL

(e.5)

(9.8)ot" 0t"
Пoдставляя (9,з) '  (9-8) в ypавнeние дви)кеIlия

Ё:F( ' ,+i '
гдe fr _ сyмма сил, нe пpeдсTaвимая в видe (9,8)' пoлyчаeМ прeд.
стaвЛениe уpaвнениЙ дви)кeния ToчеЧнoй частицьr в лагpaнжeвoй
фopМe

, t  (dL\  pL  _ i  ,
а t \ о i "  )  . ] ;  

_  i , , '  l , l  .  l , 2 . 3 )  ( 9 , 9 )

s I0' oб06ценн0 nonенцuahньLe cш'|t, 5 l

ФopМyлами (9,5) '  (9,7) пpeдставле!lь l  фyнкции Лагрaнжa
ЧастицЬl B нepeлятивистскoй и peЛятивистскoй мeханике, .цля
Oкoнчатeльнoй фoрмуЛиpoвки дивапlичeсKoй задачи в пoTeнци.

аJь,,]oм пoлe в тepми!{ax функций ЛaгPaн)кa oстаeтся задать
явIrый вид пoтeнциаЛьнoй энeргии .,r(r ' ' )  частицьt и eе началь
нoe сoстoяние. Tак' для чaстицьt с l'tассoй rD в лoЛe тягoтeния
сфepически.симNeтpичнoгo распреДeЛения массы,Iro с цeнтpoм
в тoЧкe r0t внe эт0гo рaслpeделения

,  , n r 2  ,  n , nn , 6
"= z ' '1.  ml

BбЛизи пoвеpxнoсти Зeшtли, кoгдa пoЛe Nlo)кнo считатЬ oднo-
poдным' (/ : _,n8'г. Пoтeвциальная энepгия тoЧeчнoгo эЛeк
тpичeскoгo заряда с в элeKтpoстаTичeскoм пoле E : _vg pав.
нa U: е9f) '  B частнoсти, U: еE r в oднopoднoм пoЛe;
l.i =ееo/ t-- to в п0ле яeпoдBи)кн0г0 тoчeчнoгo заpяда сO.

сильI F дoл)кньI задаваться нeзависиМo, Bместe с тeм фopмa
уpавнeний Лагpан)ка пoзвoляeт вкЛючить в фyнкцию Лагpан)кa
бо'ree ширoкиЙ класс сиr1, зависящих oт кoopдинат и скopoсти
частицы. ПoскoJьку эти силЬl oтнoсяTся к фyt]даnjeнтаЛьньll4.
\,станoвим иx oбЩий вид.

$ lo. 06oбщеннo-пoтеIlциальньIe спльI. Cплa Лopeпцa.
Фyнкция Лaгpaнrка чaстицьr в элeктPoмaгвитlloм пoлe

oбщий вид сиЛoвoгo пoЛя' в к0т0poм ypавнения
цастиць. дoпy\каю| прeflставЛeниe в виде \равнeниР

dAL  OL :0  (o :  1 ,2 ,3 ) ,

найдeM

Лагpанжa

dt A\, ,1""
а так)кe o6щий вид фyнкции Лагpанжа .(r,v,.)
Для этoгo замeтим, Чтo урaвнeния двиxeния

й: F'"(г '  v '  ' )

всегда мo)кнo пpeдсTавить в видe

d ОLo
7fr:+ir'" 't l '

(10 .1)

в таKoм пoЛe,

(  r0.2)

ь9 : mv2 72
д.r lя нepеЛятивистск0й зaвисимoсTи импyлЬса oт скopoсти иЛи
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для реЛятивистскoй зависимoсти. Bынтeм (l0,l) из (10.2) и вве.
дeм oбoзначeниe

Lo - L: U(r'v't).
Этo даeт вoзмoжнoсть пpeдстasить сиЛy 4r в видe

(10.3)

(10 .4)л"(г' v, t) :
dаU aU
dt 0u" 0x"

Фyнкция U(r, v,') нaзьlвается o6o6ще1|||bl,ц noпенцua\ol|.
а сила (l0'4) - 0606ченн0 nomенцuал|'нoй сlr,od. BведeнньIм
Bt;lrJJe nomeнцuaJ|bt|t'|Л сиЛам сooтвeтстByeт 0U /0о. : o'

выпoЛним диффepенциpoваниe в пpавoй части ( l0.4) '  Пo.
лУчим

a2U d2lJ ыU,"o{г ,v ' l ]_  
a 'aц  ,  u"б '  ,au"  I  u1aI)B} .o

(а'9 : | '2'3, и пo p сyМпlиpoвание). Лeвaя насть
ства (10-5) не зaвисиT oт v, слeдoвaтeлЬнo'

iРUь,v,t) оJ .
OUtlolto

Эту систeмy ypавнeний легкo пpoинтeгpиpoвать, имeeм
auь 'v ' t )  l

A*  
:  - -oo ( r ' t ) '

Пoвтopнoe ивтeгpиpoваниe даeт

U (r' Y' t) : U (t, t) - a"(t, t)u" I c,

так чтo в сooTвeтствии с (l0.3) фylrкция Лaгpанx{а pавна

L :  Lo  -  U ( r , t \  +bao\ r lЬ

0xo

( 10.6)

(10 .7)

гдe U(r ' .) '  ao(г '  ' )-_ лpoизвoЛЬIlые дЙнамичeскиe функции кoop.
динат и врeмeни, l loстoяlrнaя с '  pавI]ая ск0рoсти свeта, ввeденаl
Чтoбы oбeспeчитЬ oдивакoвую физичeскуIо pазMepнoсть фyнк.
Цuй U|r ' t) '  aaь't) '

Пoдставим тепеpь oбoбщеннЬIй пoтeнциаЛ (10'6) в вьIpа)кe-
ниe ( l0.5) для вeктopа силы. пoлyчим

-  aU |0а .  |  |0а6 6a"\."_ a'"_; a| ' .\a'"_ oц)""

(10 .5)

pавeн.

(10.8)

Bиднo, uтo {, oпpeделяeтся кoмбинациями пpoизвoдных фyнк.
ций U(г'.) ' aa(г' ') '  а нe самиМи этиMи фyнкциями.

s I 0, o6o6щeннo-nonенцuа,Ilьные сuльI

Рассматpивая силy.д; как pезyльтат взаимoдeйствия частицы
с пoлем, мьl мo)кeм пpeдставить (l0.8) в видe

^ г  '  ^  ' , ]
г" -  |  av|( _ у _ '  o"^" 

\ -  э l1 z1o oog 
) |d(r _r(f)) ,

J L\ o"гo . 01 ) .  \oJo ot1/ |'  
0.9)

BьIpа)кения в KpyгльIх скoбках в эToй фopмyЛe явЛяются

фyнкциями пpoстpaнствeнныx кoopдинат и вpeмeни как незави.
сиlttых пepeмeнныx, т. e- вeктopным и тензopным пoЛями. (- пoзи.
ций дияaмики oба пoЛя пpeдставляют oдин и тoт )кe физичeский
oбьeкг, если частица взаиvoдeйствyeт с ними пoсpедствoм oднoй
и тoй х(e пoстoяннoй взaимoдeйствия. B этoм сЛучае функ-
uии Lr(r,f), o"(г,.) сoдepжат этy пoстoяннyю взаимoдействия €
в Kачестве мtlo)китeЛя и мo)кнo л0Лo)кить

(10 .10)

AнтисиммeтpичнoМy тензoр!]oмy l ioлю. кoтoрoe п0явится
в (l0.9) пoслe нoвых oбoзнaчeний (l0.l0), мoхнo пoставить
в сooтвelствиe пoлe псeвдoвектopа Bo(г'') пo фoрмyлам

U(t't) = e?t't) ' ao(г't) = r,4"(r',) '

li,r\tl

KoMбинация
кpyглoй скoбкe
вектopа

(  l 0 . l  l )

в : тotA'

пpoиJвoднЬIх пoлeй p(r ' l ) ,  4o(г./] в лepвoй
(l0'9) oпpeдeЛяет пoле истинIloгo (пoляpнoгo)

09 | aА" (10 . l2 )

л" = 
Jaз,(л"i'' 

rl + !с.цоp(t)B.,(r,t))e6(г r(t)). (l0' l3)

\ a o  c 0 t '
или |аA,  Е_  _Ya_: " - i_'  с d |

пoзтoмy фopMyла (10.9) приtlимаeт вид

B pезyльтате интeгpиpoвания с 6.фyнкциeй в (10.13) oстаются
Лиlllь значeния п0леЙ Itа тpаекTopии' так чтo

F:eE(r(t),O + : (v(t) x B(г(t),t)). (10 .14)

Jтo выpа)кeниe для силы спpавeдливo при выпoЛнeвии yслo.
вий (l0,l l) '  ( l0' l2). нo силy (l0' l4) oпpeдеЛяют тoлькo пo-
ля E, B, а сaми пoтeнциалЬl 9 и,4a oстаюTся нeoднoзначными
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нeнaблюдаeмыми фyнKциями. Цeлeсooбразнo пoэтoмy и B дo.
пoЛнитеЛьньlx yсЛoвиях ( l0, l  l ) ,  ( l0. l2), кoтopьlми oпpeдeЛяются
пoЛя Е, в чepез сKaляp|lbLЙ |1 вa.mopн|'L|i nomенцuаJlы р |1 ̂ ,
искЛючить лoтeнциаЛьl.

диффepeнциpyя ( l0. l l )  пo Io и сyммирyя peзyЛьTатЬI, на.
хoдиМ

ob ' ,  d ' А l- - 1 - - : . , t  . - - - .  - 0 .  ( 10 .15 )
UJ'-' L, ] ao,l в

L1JIl1
d i vB :0 .

Cвеpтка uастньtх
зoPoм Еoз,r дает

aE.
Ё"l-lб- = _..tll

иЛи

o2p

l а в

пpoизвoднЬIх вeкTopa -Е"(г ' f) с nсeвдoTeн-

| оB"I a, А.
е."o,0t0xj с at '

(  10 .  l6 )

r o tЕ=
с а t

Taким oбpазoм' oбщee выpахeниe для сиЛы, дeйствyющeй на
частицy в пoJlях E, в мo)кет быTь прeдставлeнo в виде ( l0,14)
пpи yсJoвии, чтo пo,1я Е и B yдoвЛeтвopяют ypавнeниям ( l0. l5),
(l0,16). Эти ypавнeния сoвпадают с nеpвoi napoi цptl'в|!е||uа
I|4al<свелla дЛя эЛeктpoмагнитнoгo пoЛя: нa тoчечriylo чaстицу
с эЛeктричeским зapядoм с в эl,lекmpuqескol|1 no,xe E И ]||аенum-
нoм_no]е B ДeЙсTBуeт сu!7a 'llopенцa (|o-lr4)-

tJЬIвoд o т0м1 чтo в pамкaх п1eханики мoгy-г быTь yстaнoв'l]eнЬl
ypавнения эЛeктpoмагнитн0гo пoля' нe сoдeр)i(аrцие истoчникoв
пoЛя' нe ЯBляется неo)киданIjьlМi так как yPавнeния дви)кeния
tlастицьl в пoЛe сoдepжат инфopмацию нe ToЛькo oб измeнe.
IJии сo вpeМeнeм кoopдинaт частицы, t]o и oб eе Bзаимoдей-
ствии с сиЛoвЬ|Nl пoлeм' Этo взaимoдeйстBие oпDедeляеTся тDeмя
pавeнс тва \4и  ( I 0 , I 4 l '  l l 0 ' l 5 ) '  { l 0 , | 6 )  oдhoвpемeннo .  P сли  i иЛа
дoЛ)кl lа зависeть 0т кoopдинат и скoрoсти Частицы' а фopма
ypавнeниЙ дви)кения oгpаI]ичeна ЛагрaнжеBoй фopмoй, Тo,1ькo
всe тpи pавeнства (I0, l4) '  ( l0. l5) '  ( l0, l6) пpeдставляют силу'
дeЙствующую на частицу в пepeмel lнoм Магнитнoм пoле (см.
ни)кe индуKциoннoe ускoрeяиe настиц)- Oднакo этих 06щих свe.
дении нeдoстaтoчнo для oпpeдeЛeния явнoй зависимoсти напpя-
xеннoстей пoЛeй E и в oт кoopдинат и вpемени.

oпpeдeлeние явt loгo видa фyнкций E(г,t) и в(г,,) являeтся
задачeй и механики, и эr1eKтpoдиlJамики. Ес,1и извeстньl закoны
дви)кения N частиц в пoлях E(r '  f) и B(г, t),  кoтopыe сoздаются

$ l0, oб06щеннo.nomенцua,ьнblе сuJ\ь|

саtjиitи qастицами, тo явный вид этих фyнкций мo)кeт быть

найдeн I]а oсI loвe втoрoй паpы ypaвнений, lv lаксвe, lлa:

B свoю oчeрeдь зaкoньI движeния частиц мoгyт быть yстанoв.
ЛeньIl eсли известeI] явный вид E(r '  .) и в(г '  t) '

BЬIpа)кeниями ( l0- l l) ,  ( l0 ' l2) пpедставлeнo peшeние пep
вoй паpЬl уравнений.&1аксвeлла' ПoдстанoвKа их вo втopУю
rrаpу ( l0 ' l7), ( l0 ' l8) привoдит к инTeгpaлЬньIм фopМyла! ' l  дЛя
пoтенциаЛoв эJeктpoпlагнит!]0гo пoля;

-i"-nr)

(10 .17)

(10 .18)

i - . , ,
> г | о \ r  -  r l \ 1  l ] n t  o v  '

r  ! n  t q l

-Jв(t r

o oo*Jа0 r *r. ',r)
t. . ' l ) - , , , ' , l . )л1 . ,  r  ' | t , ) \ , ] | ,  d 'v '  '

(10.20)
гдe . i0, A0 пoтeнциаЛьI внeшнегo лoЛя.

Знaчения пoтeнциалoв 9 и A oпрeдeляются этими фoPмy.
ЛаNlи' eсЛи и3вeстнЬt кoopдинаты гi(f) и скopoсти частиц v'(.)
ка} '  фyнк lии  вpрvечи '  , ] , е ,  eсЛи  известнЬ l  peшрния  ypавнеFиЙ
дви)кeния N частиц. Bмeстe с тeм ЛoЛя E(r't) и в(r' l) частo
пPихoдиTся задаватЬ анаЛитически на 0сн0вe экслeриМeнтaЛьных
свeдeний o pаспредeЛeнии чaстиц и пoЛeй,,цинамическaя задаЧа
в таKиx сЛyЧаях бyдeт нeпpoтивopeчивoй, eсЛи E(r,t) и B(r't)
бyлyт yloвлeтвopять пеpвoй ларe yравнeний максвеЛЛа,

Фуякция Лагран)ка чaстицЬI в э jeKтpoмагнитнol l  пoлe сo.
гЛaснo фoрмyЛам (l0'7)' ( l0. l0) pавна

l  -  Lo (v )  . l ( г ' i ) _ | r .A ' , ц r ' ! 1 .  ( l 0 , 2 l )

3л'есь 16(v) сoвпадаeт пo фopмe с фy!tкциeй Лагpан)ка нeвзa.
имoдeйствующей частицьl.

ПoтeнциальI стациot]арньlх oдl]opoдных пoЛeй E и в мoгут
бы Iь найдеttы нenoсрPдствeннo из oлpeДeлeниЙ

B:тo tA ,  E :  -Vр . (10.22)
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Paзpец]aя (|o.22) oтнoсительнo lp и A, нaxoдиМ

J -- Е.г. д = l .в . ,),
2 '

Beктopный пoтeнциаЛ A мolкeт 6ьlть вы6ран таюкe в ви.
дe A'^_^{ 

-B! 0'0}, в систeмe кoopдинат с oсью Oz в!o]D в,
,|J '  _ 

{U'U, t , l ,  LлeдoваГельнo' фyнк|\|1я л1гpaн>кa Час.иI, lь l  в с1а.
циoнаpнoм oднopoднoм эЛектpoмаг|lитнoм пoлe paвна

r : ro('v) + еЕ. r + *v. (в x t)'

( r0.23)

(10.24)

E ' сли  и звe с гны  ' ( r ' / ) ' , 4 o ( г ' / ) '  т o  уpавнения  движения  ча .
стицьl п0д цeйс]виeM силы Лopенuа мoгyт 6ытЬ лoлyчены лvтeм
l : . "Y: : : - ,  фyнкДии Лагpанжa ( l0 '2 l l  в  ypавнeния Лаrpан.
>кa I lv, lI  a пoслeдyюLl]егo вЬ,числeния сoдepжащихсЯ в этиx
уравнeIjиях пp0извoдныx.

.,..11l:l!' .,*I"; .To oбщe^e выpа)кeние дЛя силы Лopенца'ypавнения пoЛя (l0.!9)' (|0'20) имеют мeсro независимo oг ви.
да ,0(v)' T-e. в нepeЛятивистскoй и рeЛятивистскoй Меxаникe,
rrpинципиaЛьнoe pа.зличие мe)кдy двyMя динамичeскиl{и тeopия.ми в фиксирoваннoй систeме oтсЧeТа oпpeдeляeтся фopмoй фyнк.ltиu Лarpaн>кa нeвзаиi'oдeйствyюЦeй laстицьr ,0i") и ,ъ;;;
в ooЛасти киIJeМатики и пpeo6pа30ваний oT oднoй инepциаЛЬнoй
систeмьI oтсчета к друloй.

s l l. Ilеoд.:o raчнoсть фуrr.кции Лaгpaнл<a.
lraлиopoвoчI,|ьIе пpеoбPa3oвания

Уpавнeния лагpанx<a

d (  aL\  аL
i\й)_ й: oу,

сoдеpжaт тoлькo 
,лpoизвoдныe фyнкции Лaлpанжа. а не самy

этy ф)нкцию /Еj", диссипaтивньle сиЛы), пo)тoMУ oдни и tеже ypавненrlя движeн..]я мoлут бЬIтЬ пoлучены лpи лЪмoши oaз.ных Фyякций L(г'v. '). Bыясним. с хакoй стелiнью пpoизвoламoжeт быть задана фyнкция Лаr pанжа, .{ля этo.o 
""и.ле' !ai.нoсть A. -_ . _ l двyх фyнкциi, '  кoтoрые пpивoдя. I{ oдниvи тeм )ке ypавнeниям дви)кeния.

3дeсь yдoбнo считать o : l ' . . . , s, пpичeii s не oбязатeлЬнo
paвным тpeм. а Jla _ нe oбязатeльнo дeкаPтoвыми кooрдинатами'
pассматpивая в качeствe, фyнкЦию Лагpaн)ка систeмы чaстиц'

(11 .1 )

(11 .2)

0r." dA /01" 01e\.
+t ;  - ; -  l ; t ' r  =u .

ot oIа \o.тЕ olo /
( l 1 . 4 )

0l" а\ a ral '\ ^
At Ax" dr" \dt J

^L : Al lat + i"af lax" : 47 171. (1r .6)

9 |l Hеoёнoзначнaсць фgнкцuu Лoеpанlкa

Tак как Jpавнeния дви'(eния oстaются l]еизмeнными пpи
замене , на , ' для paзнoсти A, имeeм ypавнeния

кoтopыe I]e yстанавливаюT какиx.либo дoпoЛнитeльныx oгpaни.
чeний на io, to, связанньlх ypавнeIlияMи дви>кения. Пoэтoмy все
кoэффициеtlтЬl лp|I iв |1 iR, пoявляющиeся пoсЛe выпoлнel]ия

( 11 . 3 )

пpoизвoЛьньIe фyнкции
peзyльтат в исх0дныe

B этoм ypавнeнии кoэффициeнты пpи iз p6вllьI нyлю' Cледo.
BaTeлыo,хa:alfalo' гдe l _ пpoизвoлЬI]ая функция кooрди.
нат и вDeмeни. To.дa

( l  r .5)

oтcюдa ).:0f l0t.| l( i), пoявивu.lyюся в peзyЛьтаTe интeгpирo.
вания фyнкцию 1(t) нe имeeт смыслa сoхpаняTь, так как f _
пpoизвoльI]ая фyнкция кoopдинат и вpeмeни. oкoнчатeльнo на-
х0дим

TaкиМ oбpазoм, всe фyнKции Лагpанxa' oтличающиeся нa
пoлныe пpoизвoдные пo вpeмeни oт пpoизвoльных фyнкций кoop.
динат и вpеI!!eни' пpивoдят к 0дним и теl{ жe ypавнeниям дви)кe.
ния' Если в вьIpажeнии дЛя фyнкции Лагpaнжa Mo)кt]o вьIдeлитЬ
в качeствe oтдeЛьных слагаeMых пoЛt]yю пpoизвoдllую п0 вpeмe.
ви oт нeкoтopoй фyнкции кoopдинат и врeме!|и и, в частнoсти,
фyнкцию вpeмeни' тo такиe сЛагаeмые мoгут 6ыть oпyщены без
yщeрбa для урaвнeний движeния,
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Для эЛeктpически заpяxeннoй частицЬI в элeкTpoмагIlиTнoм
пoлe фyнкция Лагpанlкa найдeна вьlшe в видe (10.7):

L : La е4t't) + !uaА,"\r,t).
c

дoбaвиМ.к эToй фyнкЦии пoЛнУlo пp0иJв(Jднуlo пo вpeмени от
прoизвoлЬнoй фyнкции (с/с)/(r, t),  ПoЛyчим

L  L 0  Pp t r . t \ | _ uo c " ( r _ t  .
где

Ф:, :H' ,l,':,l',+fi (1 \ . 7 )

Уpавнeния Лагpанxа пpи этoм мo)кнo lIPедставиTь в видe

p .  PЕ l г l / 1 . / l  
.  

( v l l ] .  B ( r { / ] ' / \ ) .  l l l , 8 ,

Здeсь
.  l а ^
Е_ v;  '1 ,  в. . i .  r l l9;

Ho yравнения дви'{eI]ия и напpя'{eннoсти элeктриueскoгo Е
и магнитнoгo пoля B дoЛ)кllЬI oставаTься неизмeнньIми пpи такoм
пpeoбOаJoва  | и , r  ф )  F . {ц , r и  Ла tpаьжа ,  Пoлс гав '  " я  в  (  l  | , q l  p  и  , 4д
и . ( l | , 7 ) .  v 6 е^даeм . я . , т o ) | o  Дей с г в l т e 1Ьнo . 2^ , Е  Е ' B  - в .
1цы  виДиv ,  " I o  пoеoбp - JoЕ l o /ир  рун^ ,  ии  Ла '  p аньа  пy r eм  пpи
oавлP|J.]я i  нor пoл'-oй прoи.вoднoи пo вpeмe]и oт пpoи.uол"-
нoЙ  ф tнкU rи  hoooд , . ] Ь . I  . , l  в oAЧени  э I r в J ва1рь |нo  l  p еo6pа , oвани
я\{  (  l  l ,  /  l  пoтрьUиал0в " ' ' l рh  Гpoм.  нитчoгo гo ' ' l с  Ho. - lpяжPI  чoстy
пoЛeи при этoм oсTаются нeизМeнньlми, Такие пpeoбpaзoвания
oтРPl] .]алoв lo\ят |  аJваРие | 'алибpoвoчlЬ|х пpеo6pа|oваPии, hа.' i Р o p o в o  j н ь | е  г p р o б p а , o в а Ь и q  Д а ю  I  в o ' ч o ж l o с I Ь  r р p e х o д r ' | ь  к  б о

лee прoстьIм вьIpa)кeниям для пoтенциаJloв пoля,

$ 12' Уpaвнeния Лагpaнrкa в (pивoЛliliellньIх
кoopдиIraтax и цel'цepциaльньtх систeмax oтсчeтa
Пpеoбpазуeм уpавнeния дви)кeния ToЧeчнoй частицьI B фopMeypавнeний ЛагpaIr)ка в дeкаpтoвЬIх кooрllинаТаx

d (aL \  d t  _op1
, i r \a"")  a , ;  

-  ro /o -  1 .2.3\

к кooрдиl{атам ql' q,l qз пo фopмyЛаlt1

x":  J["\qI 'q2 'ц ' t )  '

(  i  2 . 1 )

( \2 .2 )

s 12, Уpaвненuя Jla,pанэкa в Кpuвaluней|lb|х кoopduнаnах 59

дoлyскающим oбращeниe

q , ,  :  q " ( l 1 '  x 2 . ц , t ) . (12 .3)

I leяи: .  0 r , " .  d xo

KpивoЛинейнЬIе кoopдинаTЬI oбьIчнo ввoдятся фopп{yЛаN1и, нe

сoдepxащиNIи явItoй зaвисиMoстЬ oT вpeMeI]и. сeмействo ( l2.2),
(l2,j) сoдeржит тaкиe прeoбразoвания г|pи ax:"/at : aq"l0t : o.
.  

ФopмyЛЬl прeo6pазoваt]ия кoМпol]ент ia скopoсти частицы

Легкo yстaнавЛиваюTся пyтем диффеpeнцирoвания ( l2,2) пo вpе.

(12 .4)

и пoзBoЛяют сДеЛать замeнy пеPе]!{eнньlх в выражении для функ.

циЙ Лагран)кa:

I , (ц 'xz .xз ,  i1 ' i2 , fu ,  t ) :LkЬq2.qз '  i l ,Qz '4з ,  t ) '  (12 '5)

диффeрeнциpyя (i2,5). пoлyuим

aL ёL 0сt" aL Оq"
- :  

: : - ; - т - i - n  l

oxn oqd oxo oqd u1' ,1

aL aL aE"
: - : - -
dx" oqo oao

(12 .6 )

( t2 .7 )

,циссипативныe сиЛы таЮKe сЛeдует oтнeсти к IloBым пepе.

FP  :  Fу ) | ]1 'q2 ,q3 '  q t ' 4 l , qз ,  t ) (12 .8)

ПoдсTавляя (l2.6), (12,7)' ( l2,8) в уpавнeния Лагpан)кat Ilаxoдим

о4.d1aL1 au"9t ,ЦIua! ut .\  F. 'd ,  \|2,g)
oi" '|t \ai ' ,) al ' Оl" dq" \ ,l1 dr. 0t'. t

3аметим тепеpь..{тo на oснoвании (l2'3)

. d,t" . Dq"
o" ax,," dt

(12.  r0)

,!]! сl9r dЦ" d^4g 
' (l2.!l,

a-i. l]r". Jt D,л. 1to
пoсЛeднее слагаеMoe в Левoй Чaсти (i2,9) oбpа.

аq"| а 1 ai 1_ аi l :;.,,
ifu"Idt\di" l i:Jч.J

ПoэтoмУ

сЛедoватeльнo'
щаеTся в  нулЬ '

( t2. t2)
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- Упjнo)ким oбe части (|2,|2) нa 6t./0q, и пpoсyМItlиpyeм пo o.
Так как

0q" 0ц 0q.
йй=й=6op '  

( l 2 . l 3 )

oк0I.]чaтeЛьнo lJахoдим

! (aт \_Ф.nв l
dt\a(I,J dqp чp (\2 . t4)

o6oбщеннaя сuLla oпpeдe,lяeтся pавeнстваМи

Q pk t ' , l э ' , l з '  4 t '  Qz '  qз '  о  :  F "ж ' ( r  2 .15)

Qf) в {|2'|4) _ oбoбщeнная диссипативl lая сиЛа.

, 
Мы видим' чтo ypавнeяия Лагpан)ка сoхраI]яют свoю фopМy

lявЛяются к0ваpиаIlт l tЬlNIи) oTнoситeльнo пpеoбpaзoвaний ( l2 '2),
вкЛючая лpeoбразoвания к прoизвoЛьным кpивoлинeйныM кooр.
динатаM' llpи дoказатеЛьствr этoгo факта нигдe нe испoльзo.
вался явный вид кoopдинат. этo даeт вoзмo)t(нoсть испoЛьзoвать
0дин и тoT xe yнивeрсальнЬIй аЛгopитм гloлy.reния ypавнений
Движения нeзависи|t10 oт тoгo! к кaкиN' кpивoлинeйным Kooрди.
t lа1ам oтнeсeна функUия Лагpанжа и o6oбцeнная сиЛа,

Еще oднo пpeимyщeствo лагpаюкeвoй фoPмyЛиpoвки дива-
мики сoст0ит в oтсyтствии неoбхoдиMoсти вьIчислять oтдeльнo,
вне yKазаннoгo aлгopитма! сoставляющиe yскopeния чaстиl lьI
и 060бU,rеннoй с/ЛЬl вдoлD напpавляющих вeктopoв кpивoлинeй.
нoй системы кooрДинат. Эти сoставляющие лoявляютЪя в явнoм
виде в vpaвнeниях Лагpанжа в peJyльтатe диффepeнциpoвания
ФyPкции JIагpанжа и пpи чeoбхoдимoсти Moгyт быть найдeньl
таким 

^спotoбoп', l.{eлeсooбpазнo пoзтoмy пpедстaвитЬ ypавне.
ния (|2,|4) в фoрмe, сoдеp)кащeй явнo указанl,{ые пpoекции сиЛЬl
и yскopeния,

0бo6щецнyю силy ( l2, l5) мoxнo пpелстaвить в видe

л "  |^ .
Q, _  F '  ;_  :  , ; . - ]F  . ,  _  Ё l "F  

" ,  I |2 , !6)oqt oq" l

гдe 11д _ кoэффициeнтьI Ламe' слeдoваt.ельIlo' пpoeкция сиЛы Ila
вeктop n/]t кaсaTeльIlыЙ к кoopдинатнoй линии q,' paьнa Q,f E,,

s 1 2, Уpавнеtluя Лa2pа"*!:!цу!уу!у!уp0'!!!у 6 l

дЛя oбoбщeннo-пoтeнциaЛьнoй сиЛьl тroлyчаем pавeнства

J|аU\ aU dIaU a i " \
l , \aЙ )  

_ 
aq,:  ,1t\  a l , .  aф )aц_ н '\ы, ,Й )-  б '"a,1 ' -  o i"aq '  

-оU ax" - 0U 0i" _

а" Ia 1аu1 аu.l:Й,|d1\a" J a. l '
опpeдeЛяющиe пpoекции вeктopа o6oбщeннo.пoтeнциаЛЬнoй си.

,1ы Ёa вeкTopы nд:

- |a 1оu1 qul_ ' l j (Ц \_!L|' t lz,t l," "'[;, \ а" ) т, J= н ',|fu\iо'" ) aq-,'J
здесь принять] вo внимaниe сoo1!{oшеtlия ( l2. l l )  и пo (p) нeT

ifn.i*p.i"un"", пoлo}ким даЛеe в ypaвнениях Лaгранxа (12.l.4]
L: Lo U и умнoжим ка)кдoe из ниx t]а сooтвeтствyющии

hoэффиuиент (tJд )  ,  l loлучиlи

I ld laLot dlo l  .  l  l t t(at.\  au1,a' ,
н.,|a,\т,,,,)_ a;1 Й|тta-'1 ,o."'J '.,il i i,

(д :  l ' 2 ' 3 ) .

каждoе из )тих \ pавнений ( oдepжи1- .в - пpав0Й Часr и л!oeк.
- и ю  o 6 o б щ e н н o . п o I e н ц и а Л ь н o й  с и Л ы  l l z , l / ]  и  с и Л ы  l  i l z , l o ' '

Go.'o*"o. нe пpедставимoй Чepeз oбoбщeнный пoтeнциал U),
на ваправЛeниe eдиничнoгo вектopа nд, Kасaтe.']ьнoгo к кoop.
динаTнoй линии qд и наIlpавлeннoгo в стopol]y вoзpастallия qд.
в Лeвoй Части (l2,18) сoleря<ит yмнoжeннyю на массу частицы
пpoекцию усl(opения t.'д на вектop nд. Мы пoлyнаeм унивepсаль'
' lvю фoDvv,']v дЛя вычисления сoставЛяющих yсKopeния вдoль

""np,Ьni.юЬ"* 
вентopoв кpивoЛинeйнoй сисIемы кoopдинaт:

,  r |a 1аro i  ацl ( l2 ' l9)u,, - 
n|]t,|dl\бd" ) oqу J

B частнoсти' дЛя сфepичeскoй систeмы кoopдиtlат

uэ : н2 i'2 + н3o2 + E,'ф2 '
H , :  1 ,  Ho :  r ,  HQ: r s i г . 9 ,

и функция Лагpан)кa .o имeеT вид

l  n  _  | у2  _  lА2  _  12  " i u2  0  р21 '"  2 '
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ПoэтоMу

-, : |i. r0, -, '|"2 0ф,l'

"" : i|* r,, о - r, snr d сos 0я,],

,.':;Ь[#с.,,"''rо1,
(12 .20)

Jpавнeния движeяиЯ частицьI в тepминах l(oмпoнeнт yскopе.
ния d-! в кPивoЛинeиньIх Koopдиtlатах пoлyчаются пyтe]!1 yмнo.
)кeния уpавнений Лагpав)ка на oбpатнЬIе значeния кoэффициeн.
Toв ЛаMe: r l '  )  l

Jaмeтим Teпepь' чтo фopма ypавнений Лагpан)ка oстаеTся
нeиЗменнoи oтIjoситeльвo Лpеoбpазoваний ( l2.2) '  зависящих oт
вpeмel]и явнo, B ка.reствe кoopдинат qд в ( l2,2) мoгут бЬIть
дeкартoвьI кoopдинатьI ЧастицЬI в дрyгoй систeМе oтсчeтa S,.
ЕсЛи.9 и.9/ _ инepциальныe систeма oтсчeTа' тo кoopдинаты;rjo
и c! ЧастицьI B l]epeлятивистскoй мeханике сBязэны лDeo6Dа.
зoваниям  г aЛиЛ0я .  , r "  _ . r , . ,+u ' l '  к o1opыP  1акжe  пpинадЛе ) ка т
к пpeoбрaзoванияi',t ( l 2'2).

Если S,  _ I lеинеpциальная
систeма oтсчeтa' тo связь J.t
и тf, мoх<eт быть yстанoвЛeна лpи
yсЛoвииl Чт0 задан зaкoн дви.
)кeния R: R(l) начала ,roopди.
I]ат D' и oPиeнтация кooрдиl.]атньlх
oсeй ,s, oтнoситe"lЬнo,9 в ка)кдый
Mo]MeI]т вpeп{eI]и, Тoгда (pис,4)

r : R(l) + r'. {t2.2tI
гдe г и г, - pадиyсьгвeктopЬl час.
тицьI в s и S, сooтвeтствeннo.
Умнoxaя этo pавевствo на opты nd
систeмы s, пoЛyЧиltl

r;. '  : Х"(t) 1n" .r,.

r' = x:t"r+(t), (t2.22),
гдe n!(t) _ opTы систeMы S/' Cлeдoватeльнo'

z. l : &(l) + na , n;(t).t|" : х, '1t1 1",""111 . 
" '". 

(|2'2З)

Рис.4 кoopдинатьI г  и г ,oд.
нoй и тoй )ке тoчки в Pа3ньlх

систеl'ах oтсчетa

Ho

E |2 уpав||е|Iuя "1а2pан1|а в |ipuвoлuнеЙньlх кaopduнапaх

{r . .o n, 'd\/J  _ напpавЛяюLдиe кoс ' ,1нv( Ь| oсе ' , ] , ,d oтьoситeЛЬ.

]^  
"^ .  

no ropыe  дoлжны быть  и ]вр . тЬь .чи  фунKuиями вpeмени ,

ПЪеoЬpазouания (l2,23l также пpинaдЛе}hат к классу пpeoбpaзo.

Ьaни'a |12 2\, пooтoмy фopМа .r 'pавнeний ЛаГpанжа нe из^leяится

пpи прpехoде к кoopдинатaм J';-неичepциальнoЙ сис Ieмы 0тсчета'
. 

для сoставлeния ypавнeний дBи)кения чaстицы в нeинepци.

а,1ЬIjoй систeмe oтсчeта дoстатoЧtlo найти явный вид фyнкции
Лa(paЮI<a B этoй системe, нaйдeм с этoй цeЛЬю сooтl,]oшeниe

' 'eждv скopoстями частицы в S и S,.
И. (1.2'21') c учeтoм ( l2 '22) имeeм

i: R(t) + ti"n;(f) + cl"nl(t)
oD' , lPР,  oцJя врK,]opoв n, '  01нo(и, lеЛЬчo нелoдв' , lжнЬ|х

, .дае l l  я  pавeнс Iва l t !и n: , l i  l  _ o, ,  ' ( l \n . ,  пo.  o|\ .y

i , , , = h.onl: a.вaoBoL.

Tензop аo]зod, _ антисиMмeтричнЬ]й, t lтo сЛeдуeт нeп0сpeд-
стBeннo из услoвия opтo гoнал ьt] oсIu aa9аo3:6.p, Емy мorкeт

быть поставлeн B сooтвeтствие nсевдoвектop цZ]|oвoa сKopoсmu
систeмы S,: I

Lц = 
' €-IIJvaФavв.

(12.24',)
opтoв na

( t2.25)

(r2.26)

(12.27',)

(t2.25)

(12 .30)

ToгДа
|[аi]udl : .aб1l!1

ПoдстaвЛяя (|2,25).' (12.27' в (l2.24)' нахoдим

i : R(.) + (j.l + €""1l."tt)ri)l1l '(t), (|2,28)

зleсь в( i) - сKopoстЬ t]ачaлa кooPдинат IteинеpциаЛьr{oй систe.
' , " '  o , ' . " " ' " .  i i  

,  
пpoeкшии  с кopoс г y  Ча \  | иUь l  u ,  на  l oдвижныe

oр | ь j  n : t / )  с и с трvЬ |  S ' ,  : ' , . ' * I t \ ' ' . ,  I ooPкuи , ]  в eKтopнo -o  пp0 ,

изведeния r.r х т, на тe же opTы. эти oбoзначения пoзв0ляют
прeдставить ( l2,28) в симвoЛиЧeскoй вeктopнoй фopмe:

v : R(') + v,+ (с.,(1) x г,).

Pавeнствo (l2,2l) мo)кнo гlpoдиффеpeнциpoвэть п0 .вpeп!e-
ни и l lри нeпoдви)кных nt инepциaльнoй систeмы 5' так

"'o ": 
в(t)+ t,. Сpавнивaя этo выpа)кeниe с (l2,29), пpихolим

к фopмyЛe пpeoбpaзoваllия oт систeмы S, к систeмe s oгIepатopа
диффeрeнциpoвания пo вpемeни вeктopов:

!:!*wo t,
где шTрихoM oтмечeна прoизвoднaя в S, пpи фиксиpoванньrx nj '.
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Телepь, чтoбы IloЛyЧить фyнкцию Лагpанx<а в систeме s, '
дoстатoчнo лoдставитЬ г и v из (12,23), ( l2'29) в вьIра)кения дЛя
кинетическoй и пoтенциаЛЬнoй эIJepгии часTицЬI,  ПoЛуЧиМ

.  =  
' t ( ( t ) -  +  v .  +  {Ф( t )  . г  ) .+

+ 2R( , )  . ( v ,+  (&J ( f )  x  t , )  +2У l  - (Ф( | )  x  г / ) )  U ( r / , l ) .  ( l 2 .3 l )

Ilo

R(.) .(v,+ (ц,(,) х г,) : (d/. lt)(т/R,(f)) _ г,тi( i ) '  (|2,З2)

причeпl пoJнyю лpoи3вoдl]yю пo вpeмени oт (г/R(r))' a так-
жe R(f). в вьlpа)кeнии дЛя фyнкЦии Лагpан>ка мoл<нo oлy.
ститЬ вслeдсTвиe ее нeoдяoзнaчIJoсти, oкoнчатеЛЬнo для фyнк.
.vn IIaГpaнА<a '|зс]ицо. в нeичеpU.]аЛЬЬoи сl--стe' l . о|сче|а иrIcем

l - =  
т v . + l l l v ,  l ' . J ( I )  . г ) +

t 1

i ь  
' '  r , )  / , , г , , R l /  l  ' r ] ' l ' ,  | 1 2 , 3 з |

3десь R(.) и u,(t) зaданнЬIe функции врeMeни,
Tак как фopпlа yравнения Лагpанжа гlpи пeрехoдe к пepеIl leв.

ньI]\1 систeмы 5, oстаeтся нeизпlеннoй. ypавнeния дsи)кeния ча-
стицЫ в сисTе]! le S, мo;кнo лoлyяить пyтeм подстанoвки фyнкции
Лалpанжa в ypавнения J.Iarpa|1'Кa ( l2, l) .  Beктop ol/dvi является
пo oпрeдeЛению o6o6щенньtм ш11nф|bсo'1ЧасTицьI и pавен

- r r r t . , t t 1 .  ( - , , , / , .  r ) l  .  J j  
r r 2 . J5 r

Пoэтoптy ypавнeния Движeния частицьl в нeинеpциалЬнoй си.
сTeNIе oтсчета иNIеют вид

" l i '  
=  _ -Ё14  -  2 r |L (ь , ( t )  x ; , )  m(u , ' (1 )  х (Ф( i )  x r l ) )

, n  | i , ! |  t , |  ] L ,  r t 2 , J ь r

Здeсь R(t) yскopeниe наvала. a'(t) yгЛoвая скopoсть Bpаrцe.
ния к00pдинатныx oсей дeкаpтoвoй систeМьI кoopдинат нeинeр.

s l3' Цuк!|uцескuе кoоpduнamь| u 3акoньl сoхpl1не|Iuя 65

lLиа.] lьнoй систe]\ lь l  oтсчeта 5 ' ,  oтнoситeЛЬнo какoй'Либo иI]еPци

аl i l ,ной систеNlЬ| S,  Bтopoe и тpeтье сЛaгаeп!ыe в этoм ypавнеl lии

|]азЬ|ваются сuLaЙ Kapualuca и ценmpoбеJltнoi сu!|oi,i сao\Beт-

Уравl]ениe движeния (l2'35) пroжнo пoЛучить и нeЛoсрeд
.тв €ннo из ypаBнeний нЬютoна' исЛo',]Ь3yя пpи вь|чисЛеIJии ускo'
|)cl|ия фoр]\1УJ]ьI (l2'29)' ( !2.30),

s l3. цикличeские кoopдинaтьl и 3aкoвьr сoхpанeния
Для тoчeчнoи частllцьI

ПрoизвoЛoМ в выбoрe кpивoлинeйньIx кoopДинaт N1o){<нo вoс.
l l0JЬзoваться д. i|я yпрoiI leвия пpoцедypЬ| интeгpирoвaния уpавнe.
l|ий ]ви)кeния. Если силoвoе пoле ип!еeт oлpeделе!lную l lрoстран.
' , . д  | н уo  ( и ] \ l \ , е | pию ,  на | | ] t и ! l Рp ,  а ] , a \ ! у | а  | Ь | - vо .  кривo '  r Ьеи | { L | .
l ioopдинатЬI мoгут быTь ввeденьl так' чтo функция Лагpaнжа нe
бyдст зависeть oT сooTвe'Гствyющей кoоPдинаTьl (азиNIyTаЛЬнoгo
1' 'г. la;), Тoг,rа ypaBненис Лагpан)ка B oтсутствие сиЛ тpения свe
1l,]ся. lрo.Г't  к Pавeч(тBу ||у.,]ю noЛнoй пpoи{вoднoи пo вpc]\!ени
o,r aбoбщен||o?o u'мnцlьсa pi = |]L/Ui, coлPыr<енHoгo кoopди

(12 .34)

I loэтoruy oбoбщeннЬtй иМnyлЬс рaвеIl  Рp: 1n'РZi и пpсдставляет
сoбoй пpoекци|o момента и]l jпyЛьса частицы нa oсЬ ?'

Boo6xJr 060бщеннI'1е ||!цnцLbcbL Po = а./iJ4а. сoпрях(eн-
ньIe oбo6щеннb|м цuклuцеcкu}| кoopdu||аmам qo (таки]tl'
'пo DI'/0ч" = 0) '  в oтсутствиe диссиnативнЬIх си' ']  яв' .]яются
пepвьIми интегpалаМи движeния'

ЕсЛи диссипaтивная сила пpoпopциоI]аЛьна скopoсTи частl l .
цы. Fla, : -}v. сooтветствующaя oбoбLцeнная сиЛа Равна

- l .  q o+

J
Qj/ =гJr #,= ,+ #) (  r  3.2)
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.Цл я ци кл ичeскoй кoop'динаты qд в (|3 '4) 0L / 0q, : o уl, cлeдoьa.
тeльн0' сyщeствyет пepвыи интeгpаrl

/ l \p "  " хp  ( ! : l J  _ . . t t s t '  ( l 3 , 5 )

свидетeЛьствующий oб эxспoненциаЛЬнoм yбьIвании pр сo вpe.
I{eнеM,

УМнoжиM даЛеe ypавнениe Лагpaн)ка

B пoтeнциальнoм пoлe

aL  л  0 r  /0т  dт\
оqr oQt orlt \o1o ot 1

Пoэтoмy уpавнeвиe Лагрaнжа иМеeт вид

х0L

d  (  aL\  0L  _^@)
dt\a4!) 0чl,

*("*щ' ")=_ff+o|i)a,

H ((l,a,t) = al' 
щ9!' 

L

( l з ,6)

на 1iд и лpoсуМмиpyeм пo д, ПoЛyчим
d l  AL\  AL  .aL  AL  i t l
i \ ' ,й) 

_ '"Й, 4,;; , '  i  
_ _ы _Q' ' i 'q, .  |137)

тpи пoслeдних сnагаeмых в левoй чaсти (l3.7) пpедставляют
сoбoй пoлнyю пpoЙзвoднyю пo вpeмeни oт фyнкции ЛагpаIr)ка,
Cледoватeльнo'

(13 .3)

(r3.4)

(r3 9)

(r3.8)

Если диссипативныe си]'rЬI oTсyTсTвyюT (или ими мoжнo лpе.
нeбpeчЬ на некoтopoм интеpваr1e вpeмeни дви)кeния) и фyнкция
Лагpан)кa нe зaвисит явнo oт вpeмеIlи, тo, как виднo из ( l3.8),
фУ I1|<ЦЙя \o б oб ще н |1ая э нep е uя)

прeдставЛяeT сoбoй кoМбинацию динa]MичeсKиx пeрeМeннЬIх1 Ko.
тopaя oстаeтся пoстoянl]oй вдoлЬ TpaeкToрии дви),(eния на тa-
кoм иI]теpвалe вpеп{ени, lJ декapтoвЬlх кoopдинатах' а тaкжe
в кoopдинатаx 0o' свяJаннЬIх с декаpтoвD|t1и кoopдин"таvи фop.
l , lyЛами JA : xа\q| 'q2.ц), нe сoдержащими явl loи зависим0сти
oт вpемeни. oбoбщeнная эljеpгия сoвпадaет с пoЛнoй энepгиeй

s l3, Цuклuчеcкuе кoopduнtlmы u 1aкoнb| сoхpане||uя 6?

частипьr, Tак' в циЛиндPичeских кoopдиtiатаx пoслe пoдстaнoв.
ки  (13 , l )  в  ( l 3 ,9 )  пoлунаeм

н  = ' ,^ tр -  p , i -  2 - )_ I J \ r , . z ' t ) ,
2 "

Ф1r  кu lя  Лагoанж"  Dе , l ятивис Iскoй  зaPяАен lo ; i  части -Ь|

L _ .. ,  ut l  on ";_!Ь,v
B стациottаpнoм эЛектpoмагнитнoм пo"le р: i i (r),  A: A(r) не
зависит oт врe[1ени, Слeдoватeльнo. имeeт мeстo закoн сoxpанe.
ния oбoбщеннoЙ энepгии

.nв-аЛ.,o. lри в этoм с.Лyчaе с пoЛьoЙ энеpгиeй частиLы в J.гeк.
трoi\ lагниTнoп{ п0Лe.

Функuия  Ла гpанжа  ча с тицЬ I  в  неинеpциальFoй  си с | eve  o т .
счета пpeдставЛена выpаxением ( l2 '32) '  испoльзyя этo вьlpа)кe-
ниe' нахoдиl] в сooтвeтствии с oгIрeделeниeм oбoбщeннoй энеp.
гL',|1

Н,g ' - v ' ' t 1 _  | у ' .  t  m r '  R ( / )  ; ( . . J ( i  )  .  г , ) .  .  i  ( r , ' l ) ,
(13.  r  l )

Пepвoе с, ']агаeмoe в (13,1l) eсть киl lетичeскaя энeргия ча.
стицы в нeинepциа' l]ьнoЙ систеМe oTсчетa; втopoe эквивалeнтн0
troтенциальнoй энepгии в oДltoрoднolм сиЛoвoм пoЛe R; трeтЬe
сJ,]aгaемoе ЛpeдставЛяe.| сoбoй nomенцlал це mpoбеэ]снai сunt,с

J  t  t "  /  2 \  0  t  n .  , z  t  t . / , \
J . , t .Т ( - . r l )_  d r .  l  , t .  ' .  |u  r l ' l )_

:  l n ( ( ,  х  G ,x , , ) ) .

B неинеpЦиальньtх системах oтсчeта oбoбщeнная энep.
гия (l3,l l) мoжeт сoхpанятьсяi eсли yгЛoвыe скopoсти (,
и ускopeния тpансЛяциoннoгo дви)кeния R такиx систeм
не зависят oт вpeMeни, Kpoме тoгo, дoлжны oтсyтсTвoвать
диссилативньlе сиЛы! и пoтel]циаЛьнaя энepгия [/ нe дoл>кна
зависeть oт вpeмeни явIlo,

oбoбщeнный импyльс p,:2v, 1ln(o(t) х т,) сBязан с им.
пyльсol!1 частицьl p в инeрциальIJoй системe oтсчeта.9 сooтнoшe.
виe l l

( r  3 .10)

p, : р mR(/) ( l з , l 2 )
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_ Для вpащающeйсЯ (R : 0' rа : ur(t)) систeмьl: p : р,,
B этoМ слyчae сoвпадают так)кe мoмeнтьI импyЛьсoв L/ r/ х.p/
и L: r х p uастицьl в S/ и .9. a oбoбщeнная энeргия' каx вид.
нo и3 ( l3,1l),  oтЛичаeтся oт пor1нoй энepгии,Y(r,v.t) uастицьr
в пoлe .,r(г ' l )  в инеpциаЛьнoй систeМe oтсчeта ,9 слагаeмым

11 ' t r ' - v ' . t 1 -  1 1 ' r . v . t ' - L . t , t , .  r l S t J )

Мьr видим' чтo пepвьIe интегpаЛы дви)кения дЛя ЧастицьI
Nloгут бьITь пoJучеIlьI на oснoвaI]ии oдIjoгo тoлЬкo вида фyнкции
Лагpан;ка, Пpи этoпr нaибoлee пpедпoЧтитеЛьнЬl]!1 явЛяeтся TaкoЙ
вьtбoр динамичeских пeременнЬIх' пpи кoтopoМ ЧисЛo цикi1иче-
скиx кo0рдинаT максимaльнo, не пpибeгая всякий pаз к интeгри
рoванию ypавнений дви)кeния' мoЛtl]o yтвеp)кДатЬ, чTo цикличе.
скoй кoopдинатe qд сooтвeтствyeт сoпря)кeнный o6oбщeнньIй иI',t'
пуЛьс !, l '  сoхpаняющиися в пp0цeссе движения (пpи нaЛичии си.
ЛЬI трeния| пpoлopциoнальнoй скoрoсти' pд схp (t '/n}) : сonst).
(цикЛичeскo]\!y '  вpeмeни' кoгда aL/оt :0, сooтвeTствyeт сoxpа.
нeниe oбoбщeннoй энepгии в yс]roвиях' кoгдa мo)кнo пpенeбpiuь
диссипaтивньIми пoтepями, B нeинepциаЛьных сисTeМаx oтсчeта
закoньI сoхpаllения oбoбщенньIх иl'IпyЛьса и эIJepгии мoгyт иМеTь
llreстo. eсли yскopeниe и угЛoвая скoрoсть вращeния систеМЬI
oтсЧeта не зависят oт врeМeI]и,

гЛавa 4

дBи)I(Енив в }IЕoДtloPoДньIx
сиЛoBьIx пoлях

$ 14. .I|инaми'reскиe 3aKoвo}rеpнoсти в нeoДнopo,цrrьIх
силoвьIх пoляx

l. o6щиe свoйстBa oдIloMеprroгo движeЕия в кolrсepва-
тивнoм пoЛe. oднoмepнoпly дви)кению ЧасTицЬI в пoлl. Il-(z)
сooTвeTствует фyнt(ция Лагpaн)ка

t i; ' r '
Tак кaк энepгия часTицьI сoxpaняeтся,

L - : i  t  t r l -+ l i  o  i  t . , ro ' /1 .  I t4 .2 l
2  2 .

Oбщиe свoйства oднoj\lepнoгo дви)l(ения в пoЛe [,/(,) мo)кнo ис'
сЛедoBаTЬ на 0сн0вe закoна сoхpaIlения энepгии,

из ( l4,2) нахoдим два диффepeнЦиаЛьнъlx Уpаввe!{ия пepвoгo
порядка]

Pазделяя в этиx
зак0I] дви)кeния

,L1u - uail
перeMeннЬIe и

(14.  r  )

,  (14 , з )

интeгpиpyяl  пoЛyчаeNl

+ сoпs[. (  r4.4)

нияхуpавнe
Частиц

. _ , ,

сoдер)кащий дBe прoизвoЛьнЬ]е пoстoянI{ЬIe.
из (l4,3) сЛeдyeT, ч'|o dongcmuмaя a6лaсm1' dвulIенuя aлpe

,feЛяется нeравeнствoм E ) U(x) '  ГpаничньIми тo.Iками э,Гoй oб.
Лaсти сЛy)кaт кopни yравнения д: U(z). B гpаничLlь|х точках
скopoсTь частицЬI oбpащаeTся в нуль' нo в oбщeм случаe d{//tlz
и. отличньI oт нyЛя (pис.5). Этo знauит, uтo в граяичнЬlх Toчках
. к o 0 o . I o  а с т и . Ь |  ч е l i я е ,  J Ь 2 ч  P а  п p o т l  B o п o ] o ь , ы й i  o н y  с . Г y / l а |
т0чкаМи пoвopoTа, B peшeнии ( i4,4) эTo сooтвeтствуeт пepехoДy
с oднoй вeтви кopня на дрyгyю,

./(,))
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VT[,',,;(,-,-J'
Jтoт иIlтeгpаЛ расхoдится Лoгарифмически на вepхнеll пpeделe
интегpиpoвания, Частицe с энeргиeй Е:./(z. '*) тpeбyeтся бес.
кoнeчнo бoЛЬшoe вpемя для Дoсти)кeния тoчки:]| l l ' l tх .  кoтopaя,
тaкипl  oбpазoм, явЛяeтся тoчкoй oстанoвки часTицы-

К эквивалевтнoй динаN'ичeскoй задачe привoдиT зэдаЧа o дBи.
)кении частицЬ| в I]eстациoнаpl loм пoлe U(т, l )  : l J( l  E(t)| .

.l ,2 4rd

Рис' 5'  loлyстиьrая об.1асть движеtlия: т l  <:?'<:r, и:.3 < i '<.ю

ЕсЛи дoпyстимая oбЛасть Дви)кeния oгpаниЧeIlа двyNlя ToЧка.
lttи пoвopoTа, тo дви)кeниe flазьlваeтся фuнumным- Если имeется
тoльк0 0дна тoчка пoвoрoта, тo часTица в лoлe U(:г) yхoдит нa
бeскoнeчнoсть и дви)l<eние явЛяeтся нeoгpаниЧеннь|м gJ1|.1 u\1фu-

Энеpгия E чaстицьl мo)кет сoвпадать с oдним из максимyмoв
пoтенциа'1ьнoй энepгии, Е : u(,-.-).  Чтoбьr прoаeмoнстpиpo.
вать хаpактepнyю динамич €скyю 3акoнoмepн0сть дви)кeния с та.
кoй энepгией' вЬ|числи]t l  вpемя 7 дви)кения частиць| дo тoч.
ки , г ' ' . ' A  o т  бЛизкoй  к  чeй  ] oчки  . г rO ] .  в  кo тopoй  Час ги*а  нахo .
ДиласЬ в мoMeнт /:0 и иМeла скopoсть i(0), в этих услoвияx
функuию Lr( 'r l)  мo)кнo 3аменить ee pазЛo)кениe]v

I
l l ' , : F - ! t "  ' 7' , - , '  

2 -
где.r. , ,(]I, ' ' . ' ") < 0, Bpeмя движеI]ия т oпрeдеЛяеTся интeграЛoIм

(14 .5)

s Ia, Дuнамuче(\uе 30^aнoчеpнoсmu 7 l

Пpл r l( i)  : ut лoле

ян|roй скopoстью 1r

JтIагPанжа иl|eeт вид

L : ; i ,  -  U ( ' ,  -  ф| ' 1 ) ) '  (14 ,6 )

BведeN нoвую oбoбщeнную кoopдиl{аTy q: xi - Ф(i), Toгда

( t4 .7)

ПOдставиNl сюда qФ из pавeнства

y o l  y .  иNl  | ,oЛн}ю' lpoиJвo,Dнyю пo вPeveни oт o i l l '  а  Iакжe фvнк.

Irи'u'4!, '  заuисящую тoлькo oт вpемeни' Пoлyним

ь:\t, i) ,  _ukt_"'6a.

бeз изпjeнeния фopмЬl пеpенoсится с пoстo
(пoлe oвoлныo). д'1я этoй задачи фУнкция

rпц + aU laq = -| Ф(t,)'

(14.8)

этo выpажевиe с тoчнoстью Дo oбoзначeниЙ сoвгIа.

Лагpаl,l)ка имeет вид

r:\ (, i  +;t) '  -ur.ot.

!(aф: Ф,l+,l i

Пpиo :0
rает  с  ( |4 . l ) ,

Уpавнение

задaчa свeлaсь к инTeгриpoванию oднoрoдtloгo ypaвнeния

движения в кol lсеpвaтивI]o]t! пoЛe [I(q) oтыскaнию частнoгo

реIlIения нeoднopoД}loro ypавнel]ия' a пPи 4) = 1Lt _ тoлькo к ин
тегриpoван ю oднoрoднoгo уpавнения. B этoм пoследнeм слУчаe
oбoбщeнная энеpгия

AL,r ф 
_,,=

с0хPaняется' и'  вoзвpащаясь к
еN1 пеpвьIЙ интeграЛ дви)кения|

\m l2 ) ( i  u )2  +U( l_  t t )  : сoшt '  ( l 4 , l 0 )

Пpи испoльзoвании пеpeмeвнoй 1' как виднo |1З 04'Ф, aL/at +
/ 0' и oбoбщенвая эl]еpгия не сoхpаняется'

К эквивалeнтньtм oднoмepным задачаM пpивoдяT мtloгие тpeх-
rIеРньIe заДаЧи. зaдаЧа двyх тел' зaдача o Линeйных кoлeбаниях
систеlIьt -Y Bзаиluoдeйствyющиx чaстиц'

2. Codствeнвьre oдвoмepньIe кoлeбaния. oднoмeрнoe фи.
ниTноe дви)Keниe явJ,]яeтся лeриoдичeским, Пepиoд oсuил,,rя.

( l4.s)

'i\Ф, +ut,u'l
пpe)кt]ей пepeMеннoй' пlЬl пoлуча
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ций ?' pавный времeни
дpyгoй ,|! и oбpатнo' на

двихeнич  о |  oДя0Й , l oчки  | oвopo |а  . г l  д o
oснoвании ( l4.4) слeдyIoщий:

(  14 . l3 )

(14 .14)

/ ( ! ) : t / ?,to -

"( 'l

( r4 . l l )

пpи заNIeне пepe]MеннЬlх в этoм иI lтeгpаJе нeт нeoбхoдимoсти
ЛpeoбpазoвьIвaтЬ тoчки повopoтa' oни всeгдa oпpeделяются ра.вeнс-твoм нyлю пoдKopeннoгo вЬIpа)кeния,

дЛя oдIloмepньIх пеpи0диЧeских движeниfi  с пеpиoдом т
спPавeдЛивo ypавI]eниe вида

.,(r) : u(r + z). (14.t2)
УРавнeнию (l4. l2) yдoвлетвoряют фyнкции тq(t) : сq : goц51,
x | " 

: a 
" 

сos nut, x2n : bn sin ||ut Г 'p|1 u : 2т f T, rL : +|' . , , '  a TaK-
)кe их пpoизволЬI]ая ЛинeЙная кoп{бинация иr1и тpигol loп{eтричe.
скиЙ pяд

J l , ]  .  j  l  
L | a , , с о . l , J l  r l , ' s i r r л ; t ) ,

этoт ряд ]\lo)кнo пpeдставить в кoмгIЛeкснoй фopNte

, , , l r ] -  г  
" . . . ' ' . ,

при yсJ|oвии c-л: q|, q: o6/2' вьrтекаloщипt из вещeствeннo-
сти t. j( .),  KoэффициeнтЬ| .} l  Nloxrro пoдoбратЬ таK, чтo pяl ( l4. l4)
бyдeт прeдсTавлять закoн дBижeния t(t) '  заланны; фopмylJ|oi i|  (|4,4l ,  или сxoдитЬся к т(t), HеoбхЬlимьrе y.,o""","Ь ., ,
Мoжнo лoЛyчить, yмнoжив ( l4. l4) Irа eхp (., , ! l , l .)  и пpoинтeгpи.
poвав pе3yльтат пo пepиoдy дви)кения, Учитывая' чтo

'I

I

| ' ! ' '  
,  ' ,  a t  -  г " . , , ' '

, I
0

) .
u('))

l

f /
l d r l+
J \

Г I

: 2 l dx /
I t

U(r,))

u(,))

S l 1 Дlна'ч uчес кuе 3а х ol] olxеpнoс nu

(п:0 .+l ' . . . ) '

т, е, тpигoнo[1еTpиЧeский pяд дoЛx(eн бьITь рядoм Фуpьe,

ньlе усЛoвия нaЛагают- oпpедеЛerjныe oгPаниЧeния нa

нoсть кoэффициeвтoв ФуpьeI

(  14 .15)

Hачаль.
сoвoкуп.

пoлe U(r) = 
}(, 

_,o),, 3наueвие интerpа

o л н o [ 4 e p н o й  л а р d б о  1 и ч е с к o й  " я М e '  р а в F

1з

,,or - f .,,. ;ror ,t ",'

oдtiакo кoэффициеIrты с,, ,  o,, ,  b,.  pяда Фypьe нe мoгyт быть

вЬIчисJ.]eнЬI пo фopМуЛаM (l4 ' l5), пoка x(t) не найдeнo явн0.

инOгда кoэффициентьI с, (тr = 0'*l .*2' ' ' ' )  пloжнo найти тoчнo

иJ.]и npи6лих(eннo' eсли pял ( l4,14) пoдставитЬ нeп0срeдствel- iнo

в уравнeflиe дви)<eI]ия

пt';: = -dU(t)/dx (  14.  r6)

Т
| г

;  | т ( t ) c , " . . l t

t;

и учесть, чтo дЛя r](t) ' нeпpepывtlьIх вместe сo свoиI{и пPo.
изводньI]\lи дo mгo пopядкa' пoрядoк убывавия сn] нe нижe

в oбщeм случаe ypавIreние (14.l6) являeтся нeЛинeйньlм диф.
qeренuиальньrй уp"Ь"""""' '  пoэToмy фopMyЛаMи (14,4)' ( l4.11)
пoедставлeньr зaкoн движeния z(f) и neриoд т oднoN1еpньix
нeлинейньrх кoлe6аний в пoлe [/(r) ' такиe кoлeбaния сoДepжат,
в  |еp j \ l инaх  ря loв  Фуpьc  t l 4 ' I4 ) .  кра |нЬ|P  гаp\ Ioники  oснoв , ]oЙ
чaстoтьt g:2тlТ- сама чaстoтa, как виднo из (14.l l), зависит
oт по"rнoй амллитyдьI oсцилЛяций l;r2 тl l , Исхлюueниe сoстав

a,  , , ,  ̂
Ляст движениe в
Ла  (14  l  l )  в  такoй

'=,'1,",7ff1'-rs"-,1:
.  f  - [ 0

\ |  - - -  |  г :1n \ /2Е/ tv{

( t4 . t7)



и нe зависиT 0т пpeдеЛoв интегpиpoвaljия, При всeх кoнечньlx
значeниях эl{ергии в TакoМ пoЛе ЧасToTa нe зависит oT аМгlЛиTyдЬl
oсциЛляциЙ'

- 
При знаЧeнии пoлнoй энepгии -o: U(zo) : U. i , '  дoпyстиМая

ooЛастЬ двиxeния вьIрoЛцaeтся в тoчкy uo Лoкаi1Ьнoгo Ми!lи-
Мyl\'Iа пoтeнциаЛьяoй энeргии, Этa Toчка явЛяeтся nojLa'{енuем
!сmoйчuвo2o paвнoвесuя- ЗIlaчeнИе t,l(z61 явlrяется IJаиМeньшим
в  чР l t o , oDoЙ  o (pе с , Рo . , и  | oЧhи  J 0 ,  с hopo ( т ь  | а с , l  иць |  в  I oЧ^е  a^
pач ; .  ' у '  о ,  Е lЛL  ' r ep - yq  L6 . 1 v j ' a I<  /  - ' . ,  l o  рa с с r oяние  межл i
ТoчкаMи I loвopота | l2 _ z1 будeт мальrм (рис'5), Пoтенuиальнyй
энeргию L(l) в этoм сЛyчаe Mo)кнo замeнить ee разЛo)кeниeМ
в pяд Teйлoрa в oкрeстности пoлo)кения равнoвeсия Jо'

74 Г,Iавa 4, Двuъ{енuе в неodнapodньLх сuлaвьLх пaлях

U (r) > U(ц) + 
;U1|(л6) 

(z а())',
U'|(ra) > 0, Функция Лaгpанrка в эToм пpи6лижeнии
B и л

r ir )u",,a ,, "
или пoсле BBе/\e|fИя onк!|o||енui om noлoэ!{енuя p('внaвесuя
6 :  /  r o

t  ' i  
t - ,  ]u  ' ,o t . t , .

2 -  2  -

,.Уpавнениe Лагpанxа пpи эToм свoдится к уpавнению кoЛeбa.
|1иИ еap'мoнuческoеo aс цu!|!|яmapа:

Ё+"о2 € :o ,
aв:U||od ln l '

oбщee pешeние этoгo ypэвнения

{ : oсos (LJo, + a) '

1: Rе {,4 e '"d},

(  14 . l8 )

пpиниМает

(14.19)

( 14.20)
(  14 .21)

(14.22\

(14.23)
t4tlt1

oпрeдеЛяeт зaкoн двиxeния uастицы в при6лижении линeйных
кoЛeбаний (аМп"1итуда a, IlачалЬ]lая Фaзa d' Ил|1 кoМпЛексная
ампЛитyДa !, N1oгут бЬIть найденЬI' есЛи заданo IlачаЛьнoе сoстo.
яниe €(0)' {(0)),

Энepгия лаpn4oнических кoЛeбаний
^ m : i  1 _, , ,r '  .  

t l '  t t |  
( r .  L '  ; " t "  

I  " r , .o tn|  2  t !4 .241
n 0 o п o p ц l , o н . " г Ь  | а  к в а Д г а | }  . Ч п  | / т v ц o ,  l o л e б а l и й ,

Ч а с I o | а  | | 4 , 2 l )  . o в . а 0 а P .  с  Ч а с , o  o и '  l o | о p . я  . D , r  I  L  
' , l i , n ]

с " гeД\ ( |  и '  ( l 4 , |7 ) :  . акoч  лвzчр lия  ( |4 ,22)  ацд"  voдет  r . ь r i ь

s 1 1' Дuнaмuчес1сuе 1aкoнoi|еp||ос|nu 75

n^1 /чР ] ,  J J  l  | 4 , 4 )  " , r " .  
o - l ,  I F o  ( l 4  17 l ,  д e  чрoпррДдЛел . lыи .  1 : : е .' ' - ,  

'  t / dР  вЬ |  | и ' л ен  oДна (o  в  oб t L . ч  , ' л vчае  0д ) } r l o т а ты  l | 4 , l U ) ,

' 1А , | | -  | | 4 , 23 )  цЛЯ  .  n I  eй rы \  . ( o , ] рба , ] ий  спр2веДЛ .вЬ '  , 1 .шЬ

",". 
Ъ, "*p.., '  no. , ' .  пoлolе']ия pавнoBеси", лP', l  дoс-а-oЧJo мэ.

J ь  I  а м п Л и  т у д а х  o. ' '  
в v ' .  . .  т e l v  Р '  л о б Ь | р  ф . ] |  и - r ы P  л B и ж o н , ] я  с  ' н е р . и я v и  Г .

бли]кими n . lniп, т.e, не ЛюбьIе Мальte кoлe6aния мoгуT бЬIть

l o с . l l , , а в  | . чЬ |  B  вицР  . аp \ I oЬи  , р ,  < ' ] ,  к o ] ебаР , ] й , ,  Пp ' ] б  '  ч eн , r р

' , . . .  * ' ' '  n on . o , " , u  б vл i г  o т ,  у t с r вoва t ь .  oq1y  . / , , '  д 6 )  _  Q  T I ep .

oo ,  н " , r q  " . аoши ; i  
Ч ] eh  в - аичUлр  l с - ] в , ] q  в  рa , лo / кeнЧи  фvРк .иn

,Лагpан)кa пo стeпeняпl oткЛoнeний oт пoлo'(eния PaвнoBесия
ьu,Ё' u",," втopoй стeпеIlи, и IuалЬIе кoЛe6аI]ия будут пpинципи

i i i"o u",'"n"й"o''", тa(' для ЧастицьI, кoтoрая Мo'(ет свoбoднo
, ."o" '"щu.""" вдoль oси, пoд дeйсTвиeм идeaльнoй yпрyгoй

,ii.yiuй' uunр"nn"""oй вне этoй oси и иMeющeй )кeст(oсть &,
rфункuия Лагрaнх<а мo)KeT быть пpeдставлена в виде

где l _ дЛина нeдефopмиpoваннoй прУ)к Ilы, пoЛoxeнием рав.
I loвесия l]астЙцьI слv)кит тoЧка u:0, в ко,гopoЙ пoтенцЙальная

эl|еDгия Миl]и]\laльна' olнакo t/,,(0) : 0 и, сЛeдoватeЛьI]o. pаB-

нa;Yлю частoтa линейнЬlх кoЛe6aний ! 'о i  oпpедеЛeннaя фopму-
лoй ( l4,2t), маЛые кoлeбания oкaзываются сyщесTвeннo нeли-

нeйнЬIпlи, ПePвЬtй член рaзЛoxeния пoтеIlциаЛьнoЙ эI leргии пo

сTепеняNl маЛьlх oTклol]ений oт пoЛo)кeния pавнoвесия oказЬIвa.

ется пPoпopциoнальI]ЬlМ 14, B эToм прибЛи)кeнии

r:;; i1t

-  n r . t  k  t
" -  2 '  8 t2 '

(  r4.25)

(14 .26)

(t4.27)

фopмуЛoй (l4.4):

и I lpивoди,г к ypавнению двихeния с кvбичeскoй нeлинeйнoстЬю

Pешение

.  mi+#,З:0,
этoГo уpавнellия даeтся oбщeй

tlrt:*l

f  9+.on"t:
J t/l 'ua

if ff rt"' л tzl *сonst, (14.28)

#")L

*?)'

2п'212



Г|авo 1  Двu!  
"цuP 

в  
"еodtsopоdtsd(  /u !овьI^ | tUI9\

Гn'е F(a, 'lo lц _ эллиптиЧeский интel.РаЛ пepвoгo poда'

o: ^,"" i ' j . (ФulJ|  +u2) '  
" :  { isE lц.

. . !:q"oo 
маЛыx кoЛeбаний ol lpeделяeтся фopмyлoй (l4,1l)

и pаBeн

dr , .F-+ i du
V iд' J V. _;4

0

.  . Г

*("-#")

Злесь Г(n) _ гal ' ,tма фyI]кция, г(l/4) = з'6,.. ЧacIoTa Q :2т/T
малЬIх I]eлинейных кoлeбаний, как виднo из (l4,29), oказьrваeiся
зависящeй oт эrrеpгии ЧaстицьI и ведeт сe6я как tE,

ПoтeнЦиаЛьная эI leргия в oкpeстнoсl и l loлo)кения pавнoвeсия
A{о)кет 0казатЬся нeаналитиЧeскoй фyнкЦиeй, в эToм сЛyчаe oна
нe Mo'кет бЬIть пpeдставЛeна стeпенIlЬlN1 рядoМ и yрaвнениe пIа.
льIх кoлебаний в oкpeстнoсти пoлo,кeния равнoвeсия нe бyдyт
yравl{енияп{и с какoй бьI тo ни бьIЛo степeннoй нелинeйнoсiьЬ.
наTимeр, всe прoизвoдIiыe фyнкции ./: U0 

"*р 
(_.z/, ') '  .д" йo

и 
.a- 

пoстoянньIe, в пoлoxeнии pавнoвeсия с : 0 pавнЬI нyлю.
rroэTon4у правая часть ypавнe]]ия дви)кеI]ия

rn'a : 2(Joа2.t З 
"*p 

(' o2 /.2)
нe дoпyск"ает l.]peдставления B виде pяда пo степeняМ с или в видe
частичнoй^ сyМмЬI стeпеннoгo pядаt eсЛи кoЛeбания явЛяюTся
маЛьIМи' Uднакo и в таких сЛyЧаях закoIJ двиxel lия часTицыq -eриo1r o. tиЛ,l9U,]и !1oгv- бытЬ |,а,.]!ечЬ| Гo фoOмvлJv ( l4,4).( r4 . ! l ) .

3. BьIнухtдeнньIе oдпoмepllьIe кoлeбal'ия.
pан)ка частицьI пpи ee oднoмepнoМ дви)кeнии
и нrстациoнаPнoN4 внeшi]eм I1oлe ./"(J , l )  Мoxeт

Функция Лaг-
в пoЛe U(jD)

быть пpeдстав.
лeна в видe

L :  
т i .  U (x1  U , \ x ' t | ' ( r 4.30)

Bзаимoдействи€ с частицаМи сpeды М())кнo yчeсть пpи пoМo.
щи диссипативнoй силЬI лu: _Фi, a: сonst, Бyдем считать
Taкжei чт0 движeниe частицы лpoисxoдит в oкpестIloсти пoЛoxe-
ния устoЙчивoгo pавнoвeсия т6' t ,r(сq) : Ц, in '  а внeшняя сила

5 1 4, Дuнамuцeс кuе 1акoнol,Iеpнaсmu

-DLi'. f0x являeтcя дoстaтoчнo маЛoй, чтобы не вызвaтЬ бoЛьших

Oтклoиений (:, uO oт пoлo)кениЯ pавнoвeсия. Toгда фyнкцию
Лагpан)1(а (l4.30) мo)кнo зaменитЬ eе pазлo)кeниeм

r : \e, |u,,r"",l с2 _ сau"(x't) la' " ",
(  14 .31 )

ypaвнeние Лaгpан)ка при наличии диссип2тивнoЙ сильl

dAL DL
dt 0i 0x

пPивoдит в этoм-пpибЛиxении к уравнению
! iаx oткЛoнeнии tJ:

E + zr € +"'3с : о(t)' (14 .33)

где Q(t) = _(1lm')аU"(x,t)laa . "o'
1 :  a  l2t rL .  . t :u"t"ot t" , .

Пpeдпoлo7ким' Чтo функция €(t)' oбpащающая B To)(дe-
ствo ypавIleние (14'33)'  Irаi iдeна, Toхдествo нe изNIeнитсяl есЛи
r  { / / ]  Дoбaв , . ] | Ь  фv . к . l ' ]ю ,  oбoа Jаюд \  o  B  г o . дe с - вo  ) равPр .
ч7 "  1 l 4 . 33 )  бo l  пpавo i  Чa . т . ] ,  L ) бцрР  peше rиe  неoД f l oрoдРo гo

)p . внe . r ия  { l 4 , J 3 )  я в1яeт ( я ,  ] a \иv  o6pазov .  с v гooпo ' lшиe i  ' а с
ногo pеrrrения этoгo уpавнeния и oбщeгo perueния oднopoднoгo

уpаBнения.
И  uev  р cшeь l р  oДчoooДнo  o  ) pав i ] е  ' и я  в  виде  BeцРс I вен "on

части кoN,плeкснoгo € : neхp ( i("'l), Пoдстаgoвка в oднopoднoе
ypавнeниe пpивoдит Y' хapaKmepuсmuчеcкol||,у уpaBне\1!1ю

u2 + 24u _ о|: o'

з,Г0гo ypавнeния явЛяются две

(14.32)

дви)кения (в тeрми

(14 .34)

кoмпЛекснЬIe

(  14 .35)

Peшeнием

При 1> ы6 oбе Частoты чистo МIlимыe и имeют oтpицатeЛь.
ньIе M|{иMЬle uaсти,.цвих<ение частицьI в таких yсЛoвЙях хаpак
1 epиЗуе7cя Kaк anеpuoduчеcкae 3аmц хaнuе. Бylем paссматpивать
даЛee oднoМеpнЬIe систeмьI! для кoтopьlх lJl] > 1.

.(вyм pазлиuным кoрням хapаxтeристичeскoгo уpавнeния сo
oтветствyют двa Лиr]eЙнo нe3ависI. lМьIx pешeния:

4l : Re,4t exР (_i('tt), r,2 : Rе -42 eхp ( 'u]2t).

Пo " . o t v у  06щее  peшeчиF  oдчoooд Jo |o  l p2вчeнич  ( l 4 , J 3 l  e с | " . _
= ?l + 42. тaк кaк кoрtjи xaрaкTeристичeскoгo уравнения яBля.
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ются кoмпJeкснo-сoпpяжeнными, iu2: Qа1)-' и 4 вeщeствeннo,.ro А2: А|'. слeдoвaтeЛЬнo, \2: n|* vi oбa кoмпЛeксных peшe.
ния имeюT oдинакoвыe вещeствeнI]ыe Части, пoэтolиy дoстатoчнo
выбpать вeщeственнyю часть oдIзoгo из них' напpимЬp' 41, Пoла.
Гaя A| : а| + ia2' нaйДем

( :  Rс ,4 l  ехp(_ io ' r t )  =  Re{ (a I  +  i o z ) .  eхp  ( .1  ' t } ) l }=
:a t  c  1 i сos ( ) l+aze  1 t s i no t=o1{1  +o2 € 2 '  (14 '36 )

Этo pешeниe являeтся oбцим, так как ка)кдoe рeшel]ие oд.
нopoднoгo ypавI{eнияt сooтвeтствyющeгo (14,33). N1oxeт бЬIть пo'
Лyчeнo из (l4.36) при пoдхoдящeM выбopе двyх пoстoянI{ьIх.
Hайдeм далee частнoe pешeниe нeoднopoдI.loгo yрiвнeния (l4,33)'
дЛя этoг0 ввeдеM вMестo ( нoвyю нeизвeстнyю фyнкцию, пo.
л0х(ив

1=t r € r * r l r € z '
гдe UI. ?12 _ двe неизвeстныe фyнкции вpеlttени' на кoтopьIe
нал0жеI]o oгpaничeние tir € r  * l izсz :0' тoгда ypавнeниe (14.33)
пpинимаеT вид

'l €l + rizi:u + ur {tr + zli +'tсt } + "э {Ёz + 21., +.всl-\ : aФ.
Кoэффициeнтьr пpи tllt u2 в этon' Ураtsне}rии pавны нулю' и мы

имeем системy а'1гeбpаичeских ypавнeний oтнoситeЛьнo t i1. t i2:

l t lЦ  |  i zh  -  Q( t \ .
(n r € l * t i r € r :0 .

OлpедeлитeЛЬ этoй систeпIЬI pавeн

€ l €z {riэ : -o" '"1

\t4.37)

(14.38)

ПoэтoМy

r, = _ Q#) J"'4, _ o'."iЦig р; .

i2 : 9!) oz-,t q, 
"."""tate(r).

( 14.39)

( 14.40)

Уравнeния (l4'39)' ( l4'40) интeгpиpyются l lепoсрeдствeннo!
и мЬl пoЛyЧаeм чaстнoe peшeниe в виде

f  o 1 \ l  т )

{  . t , l { r  l  u z 1 ' z  =  | 8 ( т ) '  6  s i nQ l l  ?  J d т .  ( l 4 , 4 l )
. J  r r
0

пoЛo)ким здeсь и

вeтсTвyющеe частнoe
Toгда, как сЛeдyeт из

в  vpавнeнии  ( l 4 ,33 )  Q( / )  _  d ( ,  i , ) ,  сooт .
piшениe oбoзнavим пoсpелствoм C{/ /,1,
(r4.4 r ),

G(t  t ' ) :  e -1Q , , )  " i .o ( l  
. , )  

пp" .>, , ,

G( t  t ' )  :0 |,pи t < t|.

ё+2.1c+u$c=а1t-t ,1 ' (14 ,4з )

s l 4 - Дuна,|l1чес|сuе ?aкoнoJrepнoспu

(t4.42\

мoгли тaкже лoЛyчить час'Гнoe peшIe.
( l4,з3) в видe

Фyнкuия G(t '/) является фgнl.цuеЙ Гpuнa длЯ ypавне.
(l4,з3). oна yдoвлeтвopяeт уpавIleнию

сЛeдoвaтeЛьно. мы
ние ( l4,4l) уравнения

г
€ =  |  G( t  _  r )o(?)  dг '

J
0

. lt lе]ваpи1e.']ьнo pешив уpавнeние дЛя функuии Гpина,,  
Cупepпo lишия  pешeний  ( l 4 ,36 )  и  ( l 4 ' 4 l )

I  '  1 ( t  ' )

€  o 1 о  t г o 5Q1d , с - . l s i п l l  I  l Q ( r l _  a  
s i nQ ( / _ , ) d г

Jn 
\to nnl

пPедсTавЛяeт сoбoй oбщee pешeниe задачи o вынy>кденllыx кo.
'1ебaнияx частЙцьI в сpeде с сoпpoтивЛeниеM' линeЙнЬlм пo ск0.

Пepиoдическая внeшняя сила Q(f) пpe.nстaвима в видe pядa

o. - 2г Г6, /o геpиoд фyнкции Q(/\, пoстoяянaя 
"сo.тавЛя.юUаq Q0 (иЛo. {l4,45) лpивoдит к сдвиг} { на Q0^2"]fr, Cн иr.ая

r-y oпеpа. lию выпoЛненнoЙ. мьI мoл(eм oпyсти|ь (?0 в l  t4, !+ol ,
Из (l4.!4) виднo, чтo Частнoe peшение дЛя пepиoдичeских Q(.)
тaк)Ke являеТся рядoм,

пpи ,) :0 фoрмyЛoй (l4.44) пpeдставЛeвo oбЩee peшeяиe Для
вь|нцэtcdе|.||ьlх кoле6aнuЙ zapлoнuчec'cozo ocцu]Iляmopa, Pяl'..
пpeдставляющий чaстнoe pешeниe в этoй фopмyлe, нельзя пoлу.
Чить лри пoмolци прoцедypы пpиpавнивания гapмoнllк. зnepезo.
Ilанс!]ьIeD чЛeны pяда мoгут быть найдeны путем пpиpавнивания
кoэффициентoв пpи oдинакoвых гаpмoникаx силы и к0oрдинатьl

( r4 45)
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в yравнeнии (14.33). oднахo как тoлькo vастoта лog rгй гap.
мoни-ки вьlнy)кдающeЙ сильl станeт pавнoй часToтe сoбствeнных
кoЛeoании L-lo, сooтветсTвyющая сoставляющая частl]oгo рeше-
ния не бyдeт lаpмoническoй фyнкUиeйl oча лoлжна p"сти сo
времeнеl l '  так как нa этoй Частoтe идeт интef lсивIlая пoдкaчка
эI]еpгии в систeп{y, Слeдoватeльнo, чтoбЬI лoЛyчить peшение'
спpавeдilивoe и в yсЛoвиях рeзoнанса, неoбхoдиМo исгIoЛьзoваTь
oбщий Meтoд пoстpoeния pешeний пo фopмyле ( l4.44),

l loдстaвиrM в фopMyЛу (14,4|) для часTнoгo pешeния ToлЬкo
oдин ялен pядa ( l4.45)l

l
a''{a : ,a".*r( i7,Qol) + к, с,'

гдe к, с, oбoзнаЧаeт сJагaе[4oe, кoМплeкснo.сoпpя)кенIloe пpедЬl.
дyщeпly, этoй фyнKцией мoжeт быTь llpедставЛeна тaкх(e сaпjo.
стoятeльнJя гаp]l|oни,{еская вьIнy)\дающая сиЛа,

^  
Пpи  Q , l  _^ ,4 , . е х1 ' l  - ; 6 , . 1  имeeм  Q . ' l l l  4 " (U s l / ,Q0 /  |  n ' , ) .

Чyнкцию  s l l l l l { /  .  г )  пpи  в ь lЧис J l eнии  иPте гpала  в  ( l 4 , 4 l )  y дo6нo
пpeдставить в видe (сiJ)(t ') r ia(I .J)/2i, Учитывая такxe. чтo
в услoвuях pе?oнанса ,Il-еo nopяdка aog : 2o, 

""*oon'
| г

t . -  l ,  '  | , l т (Q ' , i , . l l o  +Q ; с . , " f u ' ) . . . . ,  , ' +* , "  _
1 l ф o , |

-  .  { ,  
" . . ,  

,  . .  9_" 1n 
- ' ' .o ,  

р.4!|o l)  -  к .  с ,  _AtuQn 
-  

8 r ,43 '

= =!_ 'o: ,"  , " \|o l  _О.P ' ,n .  
l  -  ! :  "9. . " .nrь, l .4 , , , ! )o - ' -  a inra l

Пepexoдя к веществeI]нь lм пepeMенным. l loJ lyчиМ

,  А ' ,  |  '  t i l |  { ' Q n l  ]  |( "  _  
2 , , '  2 o  L ,  

'  Ь l l l  {  / ] l l 0 1  t a n ) - . ; п Г  . " " " ]  ( | 4 ' 4 6 ]

Taким oбpазoм, в yслoвияx резoванса аrvпЛитудa кoЛeoаний
yвeличиваeтся линeЙнo сo вpeменем- Hаибoльшee значениe эт6
ампЛитyда д0стигает пpи равeнстве oснoвlroй частoты (n = l)
вьIнуждающeй сиЛЬl и сoбствeнвoй Чaстoты гаpitoничeскoгo oс.
циЛЛятopа, oднакo п4ы нe l|oxeм делаrь tsьIвoд o l]eoгpаничeн.
нoм вoзpастании амплитуды кoЛeбаний сo вpeveнeм' пoскoлЬкy
рeшeния (14.44)' (14.46) спpавeдливы пpи Дoстатouнo малых i,лoка спpaвtдливo пpибли)кeниe линeйных кoлeбаний, т. e, замeна
функции Лагpaн>r<а еe pазJoжeниeм пo стeпeням € с тoчнoстЬю

s l 4. ДuнaI.uчеcкue ?aкoнo'|еpнoсmu

дo 42, Ужe пpи кoнeчных t фopмyла (14,46) oказываeтся внe
fl peделoB ee применимoсTи.

диссипация (paссeяниe) энepгии 0сциллятopа в сpeдe
11 l0)' сoвepшаюшeгo вьl l lу)кдeнныe кoЛeбания пoд дeйствиeм
перttoДичeскoй сиЛы в сooтветствии с закoнoм дви)кeния (l4.44),
Irе сoпpoвo)кдаeтся измeнeниeМ peзoнaнсных yслoвий, oдвакo
лри 1f 0 мнoхситeли Лpи ампЛиTyдах сил' ,1инeйныe пo врeмeни,
y)ке пoявиTься нe мoгyт, AмпЛитyды aI! 02' чepeз кoтoрыe
в oбцеe рeшение (l4.44) вхoдят нaчальныe yсЛoвия за.цачи'
сoдeр)кaт экспoI]енциаЛЬнo yбЬIвaющий мнo)китеЛЬ e ./., так чтo
в h l a ,  с n б . т в Р н  | ы х  к o Л e б а н и й  в  o б ш у ю  д и P а \ 1 и к y  o . U и Л Л я U Ч й

с Tечением врeмeни станoвится малым' Такoй )t(е пjнoжитeль

факти.rески ст0ит пepeд знакoм интeгpаЛa' oпpедеЛяющeгo
вкЛaд внe[Iнегo вoзltущeвия. Пoэтoмy. KазалoсЬ бЬI, амплиTудьl
гаp]\1oниK вынyждающeЙ силы тaк)ке дoЛ)кt]ьl сoдер)каTься
R pеUрнии с i lнo)китеЛяvи Р- 'I такoй каЧeствeнный вывo!
яв, lяегся oши6oчньtм; oн oJначал бы' чтo стациoнаpньIй pржим
кo"']ебаний нeвoзмoxен. Чт06ы пoЛyчить пoлнoe пpeдставлeниe
06 'вoJюUии вo Bpeмeни дина|\|ики oсuиЛЛятopa с диссипаUиPй
энepгии пoд дeйствиeм выtjyждающeй пepиoдическoй силы, слe.
дует вычисЛить интeгpаЛ в (l4,44), o6щee peцIeниe oднopoдtloгo
уpавнеl lия в (14.44) oстaeтся l]еизмeнньlм, B фopмулe (14,45)
лЛя сиЛы п,tьI мo)кeм, кaк и вышe| oлустиТь 1loстoяннуIo
сoставЛяющyю Qo. так чтo пoд знаKoм интeгpа'1а в (14.44)

t :
a ( / )  ; )  Q . . е хP ( _ i , i ( ) o / ]  | к , с ,

Частнoe pешeниe пpинимаeт вид

l-rt rt']l!.Ц:] + к, с,:

8 l

р  r , | 4 т |Q"e
J - .

,r-\-n ."'. г

.t
0

\-
1-

- . ' ( t{r  7 l  -  'a(t  r)
Gtr! lп_r)т.  

-

4ia

a, 'Г e inоol

т La'-l;rh + '#- 
_ : ] l  -

2a \a + naо2a \a+naо+i . l
р  i Q l  \ l

n _,""_. . ' , ]  +к.с,  ( l4 ,47)
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Пepвая сyмма в этoй фoрмyЛe Ile сoдеp)кит эltспoнeнциальнo
yбывающегo мнoжитeля и, с ' leдoватeЛьнo. oпpедeЛяeт стациoнаp.
ньlй рe/киl\! кoJe6аний. кoтoрый ус, lанавливаeтся асимптoтичeсiи
пpи бoЛьших t.

Bыpажениe (14-47) нeтрУднo пеpеписатЬ в тeрминах вeщe.
ствeнных фyнкций- IIoсле лpoстЬlх пpeoбpазoваний пoлyним

{ : ' А " {
7t I.

(r. ' . ,2 n2(l|) сos(n00t+a")+21rl()psh (nОpi+сr")____;?-lq7 
-'.'бГ

е .] ' 
Г (0+ rl ')o) сos (л()6z a,.)+1sirr(лoqt_.t")

2a | (e+ neo)2+-/2
l (}  -  aQ6) со.  /rr()6/ '  n ' )  .  . .  . i l |  (лaoi  . t). l , ' )

( 14.48)
(Q nA6)2 + 12

здесь {): / '3 12 '  МьI вилим, чтo и при !]aличии диссипации
энepгии oсциЛЛятopа yслoвиe рeзoнаIJса n.гo пopядка свoдиTся
к  pавeнс |Bv  ча с I o ты , {20  l , . й  | аpчoники  вЬ |нyжДаюrцeй  сиЛы
и сoбствeннoй частoTьl oсциЛЛятopа r.'6. Hаибoлee эффeктивнo
peзoнансная pаскачкa кoлeбаний пpoисxoдит I]а oснoвнoй частo-

4. Itиклoтpoнньlй peзollаIrс; Двюкeниe частиц B ollдyля-
тoрax. Физичeскиe yсЛoвия вo3никнoвeния циклoTpoннoгo pе.
зoнанса Мoгут бытЬ peаЛизoваньI пpи движeнии электpичeсKи
заpя)кeнI]ьIх частиц в пoляx, пpедсTавЛяющиx сoбoй сУпеpпo.
зицию oднopoднoгo магнитнoг0 пoЛя и лepиoдическoгo эЛeктpo.
магнитвoгo пoЛя. 3аpяrкенныe чaстицьl llloгyт пpинадлe)кать спe.
циальl lo пpигoтoBЛeннЬ|м пyчкам, ин)кектиpуeмым в циклoтpoн
дJя yскopeния пepиoдичeским элeктpиЧeскиlll п0Лeм иЛи в oн.
дyЛятop с прoстpанствeннo-пeриoдичeсKим 9лектpичeским иЛи
магнитlJьIм пoлeм для генeрации эЛeктpoМaгнитн0г0 изЛyчeния.
ЦиKЛoтporjный peзoнанс как динамичeсKoе явJIениe N{o)кет пo"
явитЬся пpи двиxeнии свoбoднЬlx нoситeлeй заpяда в мeтаЛЛaх'
пoЛyпpoвoдIlикахt пЛазмe, B рeзoнаl]снoм pe)кимe прoисхoдит
наpaстаниe вoзl l lyщeний oднoй или нeскoЛьких стеneнeй свoбoдыt
Kак тoлькo 0казьlваются pавllьIми цикЛoTpoнl]ая частoта и частo-
та дoпoлнитеЛьнoгo пеpиoдичeскoгo вoзмyщения,

э,7еKmpuчecl.uii oнdgляmop пpeдставЛяeт с06oй канаЛ' вдoль
кoтopoгo l loгут свoбoднo PаспрoстpаняTься пyчки заpя)кeнньIx
частиц в пoпepечнoM пpoстpанствeннo.пеpиoдиЧeскoм эЛeкTpo.
с , l а гиЧe (чov  - oле  Е  _  ' 0 ' l ] ' , z ' , 0  . ]  Лpoдo1ьнoM  с . аuиo "ap i oм

s |4, Дuналuце(кuе 3a^aнoмеpнoсmu 8з

oднoрoднoМ мaгнитнoм пoЛe в : (0'0 'в), Bзаимoдействиeм чa.

стиц в paзpе)кeнныx пyчках в тeчeниe вpемени пp0Лета lllo)кнo

прeне6pеЧЬ, тaK чтo задача свoдится к отЬlсканию зaкoна trвижe.

uuя oднoй частицы (pади oлpeleлeннoсти - электpot]а), мo)кнo

счttTатЬ. чтo в мoмeltт вpeмени . : 0 qастицa нахoдиЛaсь в начaJ'Iе

кoopд вaт и ип{eЛа скopoсть vo : (1]0,' U0]/, 1ro:).
УDавнeния дBижения частиць| иМеют вид

U = - е ( : ) + j 9 . - г '

: :0 .

Здeсь i , l . .  :  еlBlmс _ цикЛoтрotlная частoта. Фyнкция ,B(z)

пр' Д oлaгaется извр. тчoй. / _ еe пpoсгPаr]ствeнныЙ пepи

oЕ Е{z) : Д(z +/); пoстoянная сoсTавr1яющая элeкTp0статиче-
скoгo пoля oтсyTствуeт. Tакyю пepиoДияeскyю фyнкцию мo)кнo

Лpедставить в виде pЯда ФypЬe:

lДll) сo" nk: + Лl,) sin л*"].: \ -

( r4.49)
( 14.50)
(  14 .51)

(t4.52\

Г\е  I : :2n l I '
L

o l
l , | ' :  i  | - Е r . l . o "n f r z , ] z '  Г ' ,  _^  t J

0

I
, l
; I E(z) si lпkz dz.

и3 ypавнeний
нахoдим

B сooтвeтствии с
движeвия эЛeкTp0на
Лe (14.44) в видe

i :'.'.!J + 1,o',, z : щ"t-

Пoдставляя эти peзyЛьтaты в уpавнениe (14.50)
Лу (14'52). видим' t lтo задaча св0дится к иссЛeдoванию
нь l х  вь l l l у ) кдeннЬ l х  кoлeбaний :

l /  +  ! ! ' . l /  _ с ' . . o J :  L ( l j o : . l :

-  j  
Г  [ г j ' l ) с " s , , i . , 0 l  t Г | 2 ' " i l r l l ' r ' o . l ] ,  t | 4 . 5 4 l

peзyлЬтатами пpедьIдyщегo парагpафа зaкoн
вдoлЬ oси l/ Мo)кет быTь пoЛyчeн пo фopму.

(14.49)' (14.50) с уqeтoM начаЛЬньlx yсЛoвии

(14.s3)

и фoPмy.
oДнoп{еp.
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t
г l

l J  _  _ ' "  с l с n s J , / + o 2 s i n 0 J ' l  . ] г ( ф : т ) J - . i n . J " l /  , / ) d г .

0

Пoстoянныe  4 . ,  d2  Pа \oдим из  наЧаЛьных  y .no" "й ,  Тo .ou  
( l 4 ' 55 )

,, : зL(| _ соs.'., l] + Щsiпш"t+

,  '  | \ _  - ' | ,  r s i n J  ( i  г )  , . , . ^'  
' ' '  l L  

. : .  . o 5 / , ! l o /  L " .  j l n л l l o /  - d l ,  { 1 4 5 6 )

i i '=r
гдe Qo : A,r]0!.

Hапpяrкeннoсть магнитнoгo пo,1я в. скopoсть эЛeктрoна
в прoд0ЛьIloм напpавлeнии t]o:. значellиe пpoстpанствeннoгo
лepиoда l эЛeктpoстатичeскoгo гloЛя мoгyт бытЬ такими' чтo
для oпpeдеJeннoгo n' pавIloгo 6' в пpaвoй части (14'56) бyдyт
вЬIпoлняться yсЛoвия peзoнансa,.гo пoрядка:

еB ^ 2ть
u l : - = я ! l 0 :  

Г l ] o : .
Прeдставив сyмМy пo тr в Bидe oтдeлЬнoгo peзoнaнснoгo сЛага.
eмoгo с н0мep0м s и сумl!ы oстаЛьI{ьlх с!']агаeМых, а пoдынте.
гpаЛьнoe  выPажение  в  кoмплeкснoй  Фopмe  t tЕ | | \  i г | ? \ t  - . 2q" .
(Е:' | 'Е; \ _ 2Q . _ 2Q;), мь| vo)'(eM свeс-и pе1}Льгаты
пoчЛeнI]oго интeгpиpoвания в (l4,56) к peзультатам пpедьIдущегo
паpагpафа. oднaкo интeгpальt в (14'56), сoдеpжащиe пpoизвe.
дeния тригoнoмeтpичeских фyнкций, лeгкo вычисЛить и нeпo.
сpедственнo- для этoгo прeдставиlM интeгpальl,iый нлен (uастнoe
peшeниe) в видe

е  Г  l , , -

^  |  . l ' 1  Е ' . '  I s i l | { " Q a l /  2 г ' ) + j i n | . о o l l ] _
znttt. I

0

'  Е ' l2 jLсos  (sao{ i  z '  l r  _  .o"  t sпnr  l  |}+
*i
Г  |a ' {д ] , ' t | " ,n r ( ' " t  l ' ' ,  +  nQn ) т  )+2 l

+sh(Uс' (Ф. _ nQo)т)]+

(14 .57)

+ Еl,) lсos(U"f (o.. + nao)т) сos (uJ"f (l'" nQo)т)]},

s l 4, Дuна)\|uческuе закaнaЛеpнoспl

где peзoнaнсньIe слагаемые выдeЛеньl явнo. пoсЛe вычислeния
интeгpaлoв пoЛyчаем закoн двиxеIlия эЛектpoна в напpавлe-
яw1 0у|

,, = !9L11 - 
"o"r"11 

a !9t sinu.,"t +

P  |  , '  - , " , 1  .  ^  .  s i n  t sQo i  l \ l
+  :  ^  | i  Е l ' ' s i n ( sп0 / )  -  Е l . , l t с o s{ " l 2о / )_  ^  l I  l

2ms( l e [  "  \  
-  s ! !o  t J

_ 
р 

Ё ГF. ' |  
сosJ, f  _.сo5 aQO/ -

--, ?,1-" 
(nQe\z - -t!

n+в

'  l ( l ) лQos in J J  J ,  s i nnQor l  , ' , . * ,
(n!ф). ( ' ;  ]

oтсюда виднo, чтo частицы пучка элeкTрoнoв! дЛя кoт0.

PЬlх выпoлняются yсл0вия peзoнансa 9.гo пopядKа! сTpeпlятся
пoкинyть канaЛ 0ндyлятopа в напpaвлении пoЛяpизaции пepиo.
дичeскoгo элeктpичeскoгo пoЛя' Частицьt, для кoтopьIх pаз'
нocть Jе|Blnс_2тnog"f l мaлa (n _ цeлoe Числo). нo кoI]еЧIlа,
бyдут oсциЛЛиРoвать в KанаЛе с бoльluими кoнeчными ампли-
тyдаll|и.

.цвиxeниe заpя)кeянЬtx Частиц B маеl1|Lmнoм oнdg'xяmopе'
в кoтopoм вмeсTo эЛeктpиЧeскoгo l10ля сoзданo и п0ддеp)кива.
ется нeизменнЬIM периoдическoe вд0ль канаЛа пlaгнитнoе пoле.
так)ке Mo)кeт сoпpoвoждаться явлeниeм циклoтpoннoгo pезoнаIl.
са' магнитнoe пoлe тепеpь мoхeт быть пpедставлеllo в ви.
дe в : (0' в(z)' вo)' и ypавнения дви)кeния эЛeктpot]а свoдяTся
к уpавнениям

n" =:UrBo - tB( ')),

P!  = - I i7O '

i. :9iBQ)

(14 .59)

(14.60)

(  14 .61)

(14.62)

Зl'""o p=*u 7 u| t_1", 7 "у 
_ peлятивисTский импyльс эЛeктрollа'

/ J { , z  )  :  )  б : ' ' с o snк2+ l , ] - ' s l t ] n кu  | '

\-= 2тlt '  t _ пpoстpанствeнный пepиoд Mагнитtloгo пoЛя в(z).
t leвoзмvпIeннoе с0стoяние элeктpoна является динамичeсKим _
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(0 '0 ' fOJ),  B pежиNle лиJ iейньIх ||(J! 'eбaнИia ]J(z)  в ypaвнени.
ях (14,59) '  ( l4 ,6 l)  след},ст:]апlеIJиTЬ PаJJ0)к l]ние]\t  лo стeпе
]]япl  l{аЛЬIх Oтк.noнсний z oт невo3l t  ущсннЬIх значсний ] j :  l ,o: f
и ограниЧиTЬся тo.nЬкo l lеPвЬI]\ l  ч. l ]енoNJ разJ lO)кеJIия Д(t l6,1) ,  Этo
пpибли,{{eI|ие бyдет RьIпoЛнятЬся теNl  тo l lнеe '  ЧeNJ бли)кe скo.
, " . L  '  1 о |  к : l l P o ,  l , " . ,  ^ 4 , v а |  l , р . , . q  ' d р | q  ' ( .

тpol lа Д : l rrс,/111
сoхраняс'Гся l]oэтoN1Y

(r;/ tJ !  в стациoнарнo]\{ NlагнитJ loN1 полe

_ lt _.

и|JтегриpyeтсЯ:

(  14 .63)

и  уpав l l еЛие  ( 11 , 60 )  Ле г ко

( 14.64)

наxoдиN1

(  14 .65)

эTo vравнение пo фoplre сoпладаст с уРаtsнoниеп{ дви)r ,(e|Jия
частицьI в эЛектричссI(оrVI oндvЛЛтopе ( l4 '54).  и сгo общее рe
Iпенис ]\1o)r{ет бЬlтЬ пoЛyЧснo путеN] |ц]oсTьIх IIeрeoбoзначеJ iий
peшеt tия  ( l 4 ,58 ) :

, : a1 l  .  о " . . , l  )+  Щs l l l  - , , t+

, r r r r , r Q i s r l t * '  t t '  t  ! ' r r t l a l \ l
r,,l]n): .',, (  14 .66)

Здесь !)o :  2тr ,o./1 '  /  прoстранствeнrrь l r i  пеpиoд магни.Г i Ioгo
лoля B(z) '  n, '  = е| lз{J( ' lЕ рeЛятивис|с1(ая цик"1oтpонная ча

Фоpлtулoй (14,66) пpсдстав! ' lен :]аKoн дви)j tения :J i lектpoна
в o lJ , ' lyЛятoрe B напpавJrе l lии.  Irеpлендикyляpно\1 \1агнитнЬ|M пo
" lялt B(;) .86 '  в yслoвиЯх Pе"r lя,ГивистL.кoгo цикЛoтpoI]нoго рeзo-
нанса 5 гo пopЛдка'  кof j lа  вьIпoJ ' lнЯется pавel lствo sQ6: i . l . , . ,  Пo.
тери энepгии на и:]ЛуLlениe:J,1ектрoн2 пpи этoNJ нe vчитЬ|ваЛись '

в1,l (r сos+;|q[ ,в .  . ' L . t :or r
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5. индукциoннoе yскoрeниe чaсTиц. кoнфиIУpaция пo-

лeй и энepгия част l rц.  УскopеLlие: lzря)кенньIx частиц в циl(-
i IиI lсских рсзoнансI|Ь|х yскopитeЛях, в Час- lнoсти в цикЛoтpонa) i '
np{)исходиT за с lJет взaиN4oдействиЯ чaсTицьI с эЛeктриЧeскиj l l

l loJ iеDl .  I1pилo)кенl]ьI]\{ к l ]pоМе)кyткаM' рaспoлo)кеI l I lь i l l l  нa ee op.

битc в магниTноl"I  пoлe, PсзoнаIJсI|Ь ie yс. l ]oвия pавеI|ства цик.
1o1pоннЬII LIастoт и ЧастoT yскoряЮщeгo пoля пoддep)кивaюTся

l lри возрaстаI]ии энeplии части| lЬ l  iибo за сче.Г из]\1eHeния Чa-

сToтЬI yскopяюцeгo пo"1я (фазoтpон).  Либo за .чe1 изNIенеIJия

[Iагнитнoгo пoЛя (синхpoтрoп),  Либo за сL lет 9тих oбoих факTоPов
(синхрoфазoтpoн),  цикЛoтрoннЬ]й paдиус r .  :  l l / ' .  тpаектopии

rrpи эToп{ расTeT с yвеlrичениeI\1 энеpгии частишЬl,
B осrrовe физическol !  Njсxaнизl\1а индyкциoннoг0 yскoрeния

. leжит взaиI loдействиe час1.ицьI с нестациoнарньIN1 Маг|Jит] lЬIм пo.

] l е \ l  и  индyциPyeMЬ lN l  иN1  вихPевыN l  эЛскTриL l е скиM пoJ l l ] п l ,  сиЛа .

дейс1вyюUlая I|а частицy в такol\l lIo"l]c' oпpeДе.ллeтся сисTe]\'Ioи

x  в (т ( /  ) .  /  ) ) .

l ilB

F .  :  . Е ( I ( t ) '  l )  +  1 (v ( t )

l o t E :

d i vB : 0 .

(14 .67)

(14.68)

( r4 .69)

l lредl lоЛагaется.  чт()  Е :  0 пPи aЕ}|оt :0 И чтo тPаект0рисй

ускopЯel lой ЧастиLlьJ дoJ|)1на сл]r)кить крyГoвая opбита фиксирo.
I lаннoгo pадиyса,  TакиМ oбpазoNl .  l1ЬI иNjееN1 задачy l loстPoения

уравнeний ] '1ви)кerrия.  иN1eюЛlиx рeшсI1ия с l lа l lеpед зaдаI]I lь|]vIи

(  14 .69)
пepвoй паpЬI ypавнений мaксвеЛJrа ( l4 '68).

onрелеЛяются I joЛя чеpез пoтeнциа.цьI,  сЛеl1oватeJ lЬнo. ypавl lеI|иЯ

Цви)кения частицьI в l lеpeмeянoм магнитI]oN1 I loЛс и неoбxoдимЬlе
, q O  , Ь  l , . ч o , o  - o | с  Ч o n  | ' '  ) , ,  I i ] , o в ,  г ь , | а  ' l . |  о в а |  | и  \  р r q ,  ' |  r й

" i Iаграrrжа'  lot to, , lнитеJ.]ь| loе усJ lовиe oбpаII lения ts нyЛь электpи-
ческoгo пoJ|я вN1eсTе с аB/.) t  Nlo){tнo yчестЬ'  вoспoJ ' IЬзoвавшись
неoj l l Ioз| lачн0с1Ью фyнкI lии Лагpанxа частиl lЬI  в эЛсктpо]vIaгнит.

l , l a
E:  v . .  ._ ; ,  B :  г  ' tA (  14 .70)

I ' :  
", i|1 

(t,/с), r:9(т.t) i  10. '- '1^(т' f), (14 .7 i )
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дoбaвипl с этoй цeлЬю к вЬlpажению (14'71) по'rную прoиз.
водIlУю пo вpeNleни фyнкции (e/.)/(г, l) ,  тaкoh' , lтo ОJ f0t : c ' ,э '
Уравнeния Лагpан)ка l lpи этoM не изNleнятсяl а нoвЬIй скаnяpньIй
пoтeнЦиaл бyдет pавен ну!rю' К нoвопly вeк.Гopнol"Iy пoтенЦиаJ'Iу
l\ 'o)кнo eщe дoбавить гpaДиeнт LIе зависящeй oт вреl,Iени фyнк.
ции' как видно из (14,70)'  этo нe изlvleниT noЛeй Е и B' f lo
пoзвo.Цит I lриI]иN!атЬ вo вниIMание тоJ.IЬкo пoтенциаЛьl '  yдoв' ' lеTвo.
ряющиe yс.лOвию d11.A :0 '  такип,I  oбрaзoNl ,  ]vIьI Mo)кепl  сЧитать,
ч т o

"',., \f 
I (Nl,:J2 +:1ъ-,{"(г.l)'

I

( \4 .72)

( |  4  '7З)B : rot A, dir.A : 0с  0 t ,
Пo yслoвию траектoPией частицьI являeтся oкpулtнoсть, Пo-

эToпly требyеNlую кoнфигvpацию МaгнитIJoгo пoЛя бvдeM искaтЬ
сpеди aксиaЛЬно-сиl N1eтpичIrых пo']ей, B циJlиндpичeскoй систе.
лIе кoоPдинат с осЬIo.z вдoлЬ oси сиI{I,IеTрии лoЛя всe функЦии не
бyдyT зависеть oT ази]\ lутаЛЬIloгo yгЛа f '  ПoэToМy oбщиe вЬIpаxе.
ния д! ']я Ntагнитнoгo пoЛя (14,73) в циJ'Iиндpических кoopдинa.Гaх

| оА, aА" aА aА.
ф 04,74)

u,=iй ;' o':,t
.  l J  l а1
н .  - ^  ( г l , )  . _ . .

t 'аp Г J ' ,
сBoдятсЯ к вЬIра)i(ениям

-  JА ,  ^ t '
a  

. -  
-  B  -  

, , uu , oА  
' ,  , . l  J  l  r ' , : , /  |  4 , 75 \

,{алeе, oкpyrкнoсть плoскaЯ кривая, плoскoсTь' в кoтo.
poй oнa ле;кит' являоTся вЬlдеЛеннoй плoскoстью z : zO сипj.
Nleтрии кoнфиГvрации l ' tаIнитнoгo пo"!я, Toчка .:о oпpeдeЛя
ется равeIlствoпl (оB, laz).,: 0, Из (14,75) видLlo. чтo лpи
этoМ B r,|.р,4'  |) : 0, Сoвмeстим с этoй тoчкой начаJ.Io кoopдинат,

Bихpевоe электpи.tескoe noЛе (14,73) ne долrкнo пp,вoдить
к yскoрeнию частицЬl в рaдиaЛьнoNI направJ'Ieнии и в напpавЛeнии
oси сипjNleтpии NlагниTнoгo пOЛя, l lа этoNl oснoвaнии А,,:А":0'
так чTo дp : Е, : 0 '  и'  слeдoватe,,rы1o' B|(,р'  z ' t ' )  :0'

Пoи  . l р r а ь  | Ь | I  r ] oп \ ,шeчи с r  o l '  и , н oи  o .  l у ] я  o . a l o , в a е г . с
To"']ько кoMпoнента,4' векторнoгo пoтeI]Циа!tа эЛeктpиЧeскoгo
и Mагнитнoгo пo"!ей. a фyнкция Лaгpан)ка иNleeт вид

- / --_
t  

" l t  

t i  e . ,  ' -  u - , r , . 0  t , . .  t  t у 476 l
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в сooTвeтстBии с ( l4,75)

Kooрдинатa i
шel jньIи  иN1пyльс

DL

\,,т_ (./"l
1 lp' l"(p'.: '  t) : соnst. (14,78)

Два дpУгих yравнeния Лагран)ка имeюT Bид

i,,"# : iоnв,1о',,t). (14.s0)

Пo ' . 1o )Kип{  в  ypав I , { eниях  ( 14 . 78 ) ,  ( 14 . 79 )  p : r n '  р : | 'О .
со"pанив пpe,кнiе oбoзlraЧе]]иe дЛя yглoвoй пеpемeннoй р, Toгда

-,вФ
рB.(.р. z ' t) dp : l l l  =

(  14 .81 )

(  r4.82)

lrт;t"t tll,t

- !.dв.(,о' 
". r) 

= о,

сooTнoшeI]ия

\ t4 .77)

явЛяeтся цикJ. lиqeскoй. сoпряжeннЬIй ей об06.

сoхраняeтся:

,,.ti

] г
Аa : ' I pB " | р ' z , L ) dp .

е |
с J

: \ I рв,(p', ' t)ар:.6i

т |

tI
Й

\

)

\ _

)

\f-C;tr11n
Из (14,8l) и (14,82) нахo,lипt

В"( ' ra ,  z '  + Чеrб

Е'(ro 'z ' t):  ?*uм,о: *

кoтopЬIe oпpедeJrяют кoнфигyPацию \1агни1.нoго
p ,  вo  о  ' 1 е  \  р LЧе (  ( o  o  /  n ,  , ,  / ]  пo  | рй  , а

lА l to ' . '  l ) .  (14 ,s3)

(a-.
I  t ' jD

0
(14  84)

B. Q'6,.:. /) и вих.
циЛиндричeскoи

( t ; lф, t,l4'

lu  |  ") '
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пoвеpхнoсти p: r|)- Ha Xpyгoвoй oрбите (? = 0) сooTнoшeни-
eм ( l4,83) Yстанавливается связь

ф - 2тrвВ.(Тa' o' t) : сonst
мe}кдy пoтoкoм мэгнитнoгo пoля Чeрeз пoвepхнoсть' oгpаниЧeн.
нyю тpаeктopиеЙ чaстицьll

и зI lачeнияMи r{агнит|loгo пoля I]а Tpаeктoрии (инleкс z в ( l4,85)
N'o)кнo oпyсTитЬ' Tак каt( в(p, 0' ')  :  0 '  D. B, (p'  0 '  t)| '

Lpeднee знаЧeI]иe MагнитIloгo пoля на пЛoскoсти I(pуга с пЛo.
щадью т16 рaвнo в : d/тrfr. Пoэтoмy услoвиe (14-85)' пpи
кoтopon4 вoзп{o)кнo дви)кениe частицЬl пo кpулoвoй oрбите в гlере-
Мeнн0М МагIlитнoм пoлe (yслoвиe P, Bидepoэ' 'nлИ беmampaннaе
gс'xoвuе 2.1\ мoжIJo Tак)кe предстaвитЬ в виде

в 2B(ro,0, l) : сonst.

Пpи синфазнoм и3менeнии пoтoкa p и МагI]итнoгo пor!я на
тPaектopии Iloстoяннyю B эToм yсЛoвии следyeт пoЛo)китЬ paвнoй
нyлю,

B пeстациoнapнoм магIlитнoм пo'1е эI]еPгия частицьI изМeня.
ется сo вpеМенeм в сooтвeTствии с oбЩeй фopМyЛoй

AL
at '

с: . !("{ t\
4 . \  O v  /

Hа кpyгoвoй oрбиТе

( 14.85)

( 14.86)

(  14 .82) ,

( 14.87)

E : mcz l1f \ Qxф/c), ,
a

o  - ,o i  
i , 4 .  , "0 .0  / l

Пoдставляя в пpавyю часть (t4,86) ф из фoрмyЛыa А9(ro.0't) из (l4,77), пoлyuим

-e2aE:; iВ(ra '0 'Ойф.

испoЛьзуя далeе бeтатpoнноe yсЛoвиe (l4'85)' нaxoдим
d  - - '  ,  ' a )  - '
а l  

L .  -  , 6  - ) !B . ( ro ,0 . l \

s 1 1, ДuнaмuцесКuе За}сaнoj||еpнoсmu 91

этa фoрNiуЛа пoзвoЛяет oцeнить скoр0сть наpасTания энepгии

частицьI l,{а кpyгoBoй oрбиTе в заданнoN{ пepeмeI]нoм магнитнoМ

6. Устoйчивoсть Двиllteнllя. oстаeтся вьrяснить, пpи каких

/ . , ' в l Я \  l ] p у , o вая  opби | а  а с . иUь |  в  м t . ни | лo \ l  г о 1Р .  уDoв - F ,
| пo гe  oшеv  6е I а |PoPчo l v )  \ с '  o вЧю '  б \ , лe т  y с r o i  I l , Boи ,  Hайдеv

с  ,  oй  . е .  Ью  уpав  р | - ир  . вo1юJии  чалЬ}  o - ( лoнеdиЙ .pаeк ]oрии
ЧастицьI oт кpугoвoй. Если такиe oTкЛoнeния бyдyт нарастаTь' тo

частица выйдеT из pe)кима yскopeния,
маЛЬIe pадиаЛьныe oткЛoнeния €  мo)l<нo ouенитЬ нa oснo.

вal lии oбщиx ypавI]eний движeния (14.78)'  ( l4,79)'  eсли пoЛo.

)кить в них p : ro + { и пpеIreбpeЧь квадpатичньIМи пo € ,  €
сЛагаeмЬIми, B этoм (ЛинeйнoM) при6ли)кении ypaвнениe (14,8l)

пpияиМaет вид

{  [ l n l г 6  7  , , 4n ( г 6 . : .  t , 1
;  :  , 0 l r )+  -  l -  . j

/ ' 0  1 11 "  \  . r 0

е aАq\ra, z. t) ze'\ rfrя!]
i)-_т1' (14.89)

c dro

гдe в сooтвeтствии с фopмулoй (l4,82)

фо(t) : -
Е

углoBая скopoсть частицьl вдoлЬ нeвoзмущeннoЙ тpаeкTopииl
сoвnад.  o . !аЯ с  \4|нoве l |  ь ,v  JначрUиeЧ pе |Ятив. , l с1с^U. , l  ц ' ]h , lo

тpоннoЙ Част0ты,
для даЛЬнeйших прeoбpaзoваний вьIpа)кeния ( l4 'B9) мoж

Ilo вoспoЛЬзoвaться yслoвиeм ( l4.83) и oпрeдеЛеIlиeм ( l4,75)

магнитнoгo пoЛя в.(r0'z,t) B Tepминах вектopнoГo п0,гeI lциаЛа.
B рeзультaтe поЛyчим

еcB.(ra' z'tJ (  14 .91)
Е

(14.90)

Уравнeние дви)кeния (l4.79) в pадиальнoм нanрaвЛeнии yдoб
нo пpедстaвить в виде

. с B  ' ( т n '  l ' t )

m,(]; рФ,)

( '  ; )

(14.88) ttf -r i ln
(14 .92)
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B этoм ypавнении сЛедyeт пoЛo)KиTЬ p : r{J + с И ф из фopп{yльI(l4,9l), B линeйнoм пo 6 пpиблиxeнии

- ,2 ; l-  B , | Г ' 2 ' |  -  B : | . O ' 2 . / l l  t ; r o B  I r o , z , ! ' '

и Уpaвнениe (14.92) Для мальrx €, ( свoдиTся к
феpelrциаЛьнoмy ypaвне]]ию с кo9ффициeнтаNjи,
вpeмeни:

.  t .  'оОB х( .  . t  
L ". , :  " , , ,\ '  -  цъ,o1t-o

Koop'Цината z сoдeрxится в yравнeнии (14.93) в видe паpа.
Мeтpа. pавнoгo нyлю в плoскoсти opбитьr, Зaвисящая oт врe.
I{ени рeлятивистская ЦикЛoTpoнI]ая часToта oпредeлена фoрп4y.
Лoй (14.90), B нepелятивистскoм пpeдeле сЛагаeМoe' сoдep)ка
щее (' в (l4'93) бyдeт o,ГсyтствoватЬ'

Тoарь 'ooия  "ас | rLы  бy ,л . .  } с l o l  Ч  l вoи '  есЛ ' ]  yp .в rен le  rвo .
Люции пlалЬIх вoзMyщeний бyдeт ypавнeниeм кoЛебаний, ПoсЛeд.
нee сЛагaeMoe в (14.93) имеет хapактeр <вoзBpащающей сильrl
дЛя п{агнl.]тнЬIx пoлeй lra opбиTe' таких' чтo

r.]инeиI]oNly диф.
зависящими oт

(  14 .93)

0+4 и  бУдeм
этих BеЛичиI]

t+ffr>o
PeЛятивистский Мнo)китeЛь ElE Г'pla € иMeeт сп|ьIсл декpeМeнта
затyхаIrия кoлeбаний, B pe)киN{e yскopеIlия энepгия yвeЛиЧива.
ется (Е > 0) и aмпЛитуда кoлeбaний Дoл)кнa y6ыватЬ всЛeдствиe
вoзpастания PеЛятивистсKoЙ мaссЬI частицЬI,
- Таким oбpазoпl, пpи вЬIпoЛнении бeтаTpoнl]oгo yслoвия
(14.85) и yслoвия (14.94) yравнениe ( l4,93) является ураiнeниeм
paОuaльньLх 6епarпpoннь|х кorlе6сLнuй; opбита вастиuы yстойви.
ва oTнoситеЛьнo NlаЛЬlx pадиальнЬlx вoзмyщeний,

Bыясниьl далеe, пpи каких yсr loвияx TраeKтopия бyлeт yстoй.
чивoй пo отноlUеI]ию к малЬIN'I  oткЛoнeниям ? tIасTицы в направ.
лeнии' 0рToгoнаr1ьнo]ll плoскoсTи ? :0, ПрeдставиМ с этoй цe,]Ью
ypаBIJениe дви)кеIlия ЧaстицьI в налрав!'Ieнии oси z в виде

iоФв,('p'z'ц _ е1

7оФzavto' z't)].

( 14.95)

t
Пoлorким в  yравнении  ( t4 ,95 )  p :  Ia '  z :

считаTЬ ' '  4 п{aЛЬIМи. такиNtи,  чтo квадpaTаМи

|',u l с)2

$ 1 4, Дuнl1',Iuчeскuе закaнo-меpнoсmu

Boto'".t):n9Pф#o
в лиI leЙнoм

рaдиаЛЬнoгo

еcB,(ro.o,t)
Е

УЧитьiвая так)кe' чтo

2 pфЕ Р( p, z't|) = nr|)9aE.Рco'o,t) : Eц,

пoJ' lyЧаeпl на oсI]oвaItии ypавIlения (14'95) Линeйнoе диффеp.eн

циаJ.]ьнoe Уpавнeние эвoЛюции МaльIx пoпеpечнЬIx вo3мyщении ?:

t  t  ,o  3в . l r ь0 , / ] )  , ,  _  0  (14 ,97|q  
Гq  "  

. l в . , t з . , '

Этo yравlreние иМeeT тoT )<e вид, Чтo и уpавнеIJиe эвoЛюции
pадиальiiIx вoзмyщений' oД.накo пoпеpeнныe возмущеt{ия будут

нoсить кoЛебaтeльный хаpактeр при ус,п'lвии

B.(,"' o. оaэ+:9|. .', o.

пo ? пpибли)кении мo)кнo нaЙти из
двиlкения (l4.92), Hаxoдим
,  l  ; Р  / . ^  n  r l  \
IL+:"" ' " i " ' " ' , r1 .  (14.e6)
\ б . 1 2 /

93

прuбЛихeнии

Знaчeние lр

\ 'рaBнения дЛя

( r4.98)

та(иМ oбразoNt, кoнфигyрация нeстациoнаpl]oгo магIlитнoгo
пo.l]я, в кoтopoМ вo3мo)кtlo yскoрeние эЛeктричeски заpя)кrнньIx
частиц I la тpаeктopияx. близких к кpугoвьlм. oпpедеЛяeTся бeта.
,oo""o, '  v" io""e' (14,85), a такxe услoвиями (14.94), ( i4,98)'

Чo с г и  Ь |  в  1 a ( ] х  l oЛ с х  6 удy |  ДвиГ " , " ' я  вДo , " . р а еh  oD ' , ]Й , 0 с .
и , r . д . р ую-и \  o тЬoс l . , р . Гoнo . oРдЬ J \  кOу |oвых  oDб ,4 | ,

БoЛee детаЛьнЬIй анaлиз ДBиxeния свoдиTся к исслeдoвaнию

диффеpeнциаЛьньlх ypавнений (14,93). ( l4,97) в зaдaннoм п{аг.
ниTI]oNl пoлe иЛи бoлеe oбщих уpавнeниЙ (Для oднoвpeп{eнньlх

радиаль!lых и ЛoпepеЧtlЬIх вoзмупtений), кoTopЬIe мoгyт быTь
nnnu"""o u. vpaвнiния (14.93) пУтeм pазЛoxеIlиЯ пo 4, Пpи

бoлЁe стоoгих oaсчe.ах диr.амики частиц сЛeдyет пpиниMатЬ вo

u"" '""n" 
"* 

взаимoдействиe с сoбственнЬlм эЛектpoмагнитньIМ
пoЛем' вкЛюЧая пoле изЛУЧeния,

7. PaсIцeплениe частoTЬI пpoстpанствeннoгo осцIlл!'tятopa
в МагIltlтнoм пoле. пoтeнциальнaя эвeргия эЛeктpичeски зapя.

женнoй часTицЬi '  сoвeршающeй кoЛебания пoд деЙствиeм цeн.
тDaльIlo'симMеTричI]oй yпpyгoй сильl, paвнa n,"l|,,2 f 2. гrc ao _

uiстoтa oсциллятopа бeз Nlагнl lтнolo пoля, Bet<тopный пoTeнциaЛ
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oднoрoднoгo магнитнoгo гIoля llloxeт быть пpeдставлeн в ви-
te ^: (е/%)(B x г). BьIбиpая oсь ; вдoль наIlpав' leния Маг.
нитнoгo п0Ля' |Jахoдиl l  фyнкЦию Лагpaнжа прoстpaнствeннoгo
oсциллятopa в 0днoрoдIloм мaгнитнoМ пoлe:

' -  . ,  'B
L  -  

2 | ' | -  
\  u ,  ! . , " I  L  

2 , ' ( - r J  
-  u i ' \ _  _2 | | . Г z  I  u  _ z , \ -

Пoдстав'rяя эту функцию в уpавнeния Лагpанлtа' пpихoдим
l{ ypавнeниям движeния

:t - aLi + Ltx = Ol
l j+a l i+a:вt l=o:

z+aб z :U I
fД'е aL: сBf2|n( _ частoта ЛаpNlopа'

^4ьI видим, чтo кoopдината ? ч;стицЬ|
гарМoничeских кoлебаний с частoтoй !o'

иэмeняeтся пo заltoнy
рав}]0и частoтe oсцил.

при квадpатн0Й
yгJoвoЙ частo.

I + ;.u1( +.uj6 = o.
Ищeпt pешeниe в видe € : Ce i.|, -|orдa 

задача свoдится
к oтыскaнию частoт oсцилЛятoра пyтем peшения квадpатнoгo
ypавнeния

t" '  -  LrL'L - aA :0.
двyМ кopняNl этoгo ypавнения:

' ,  Г ,  ' , zur t  -  
2  t  V" i+ 

-4
сooтвeтствyют два линeйнo I]eзависимых peшeния' ПoэтoMy oб.
щee peшeниe уpавtlений дви)кeния в пЛoскoсти' лeрлeндикyЛяp.
нoй магнитнolly пoлю, Даeтся в€rцествeннoй и мнимoй чайяr,iи
фoPмyЛьI

a :.;'?, 
[с' "'^liii, * ", ",

лятopа бeз магнитнoгo пoля,
Уpаsнeния движения в

нитI]oNly пoЛю' пpeдставим
I + i l j : с  Б y л e м  и м e т ь

сти

тoЙ

iliu;;,;'*'*"' 
вpащeниe этoгo зЛлилса с

пЛoскoсти, пepпeвдикyЛярнoй маг-
в кoмпЛекснoй фoрмe, пoлo)кив

в квадpатIJь lх  скoбках oписьIвает  в  | l J loскo .
х(eние пo эЛлилтичeскoй траeктopии с частo.

Экспoнeнциальный мнoжитеr']Ь

'п+']
BЬIpажeниe

|x,,!]) дви

Г; j
\ /*6  +;

$ 15' ,Цвuэtсенuе в цeнnpаnbнoД nole

$ 15' ,(виrкепие в цеЕтpaльrio!\' пoле

пoЛe тягoтения сфеpичeски.сиIмMeтpичнoгo распpeдeneIlия
вeI]eства, элеKтpoстатиЧескoe пoле нeп0дви)кнoгo элeктpическ0.

гO заpяда явЛяюTся цeнTpaЛьнЬINlи, B Любoй To.{ке пpoстpаltства

rIапpавЛer]иe I,]oЛя oI]рeдeляется напpавлениeм на силoBoи цeнтр'

а абсoЛютtlая вeЛичина наIlpя)Keннoсти пoля зависит ToЛЬкo 0т

Pасстoяния дo сиЛoвoгo цeнтpа. ПoЛ.е нeйтраЛьнoгo aтoма яв!']яет.

ся peзyЛьтатoм сyпepl]oзиции пoлeЙ пoлo)китeЛьнo заря)кeннoгo

ядpа и электpoннoй oбoЛoчки, Bслeдствиe нeлoЛнoй кoN!пeвсации

этих пoлeй вo3п1o)квo 83аимoдeЙствиe электpичeсKи нeитраЛьl lЬ|х
аlo\Ioв. чeйтpаль|.b|\ атo!t.oв и эЛeктpoнoв, в усЛoвиях, кoгда

аToпlьl и MoлeкyЛьl в пpoцессe дви)кения и взаиMoдеЙствия мoгyт

рассI\{атpиваться Kак нeпoляpныe' их пoЛя 11oх(нo Tак)кe считать

ЦeнтpaЛьнЬ|ми; взаиMoдейстBиe ]Me)кдy Tаки]\,1и сисTeмаМи частиц
B связaнныx сoстoяниях имeет хaрaктep oтталкиванЙя на мaлых
pасстoяниях мeждy !]ими и ' lритяжeния на pассToяниях пoрядка
хаpактeрrtoгo pазмepа мoлeкyльI, быстpo спадая с pассToявием,

Бy,tем снитать. l]тo oдна из частиц, сиr1oвoи цeнтp' явЛяeтся
нeпoдви)кнoй в некoтoрoй иItepциальl]oй систeмe oтсчeта, lак0е
пpибЛи)кениe дoпустимo. eсЛи взаиl'loдeйствиeм oбeих частиц
с oкрy)кающими тeлами мoх(tlo пpeнeбpeчь и eсЛи масса сил0вo.
Io Ueнтpа значигеЛЬчo пpeвышаёт массy движvЦрй(я частиUьl
.Д.ви/.еrrие планel. дpyгих ,]ебeсных 1eЛ в пoле сo' нUа, движeниe
IyнЬ|. . lскусс]вeн\ьI\ сп\,Pикoв в пoле Зечл',r _ rp,rN{epы прак.

тиЧес(их 3адач' для кoToрЬtx 3адача 0 двиx(eнии B цeвтpаЛЬнoNl
лoЛе слy)<ит хoрoшим пpи6ли)кeнием, Пpи пpoизвoльнoм кoнен.
нoм oтнoшeнии масс частиц кa)кдая чaстицa двиxeтся в пoле

другoй частицьl и сЛy)кЙт дЛя нee сиЛoвьlM цeнтpoм. Oднакo если
взаиI'{oдeйствиe п!eждy tIастицами зависит тoЛьх0 oт pасстoяния
llеxдy ниМи, тo задаtIа двуx теJ pаспадаeTся' кaк п0кaзанo
ни)кe. нa две 3адачи. I]pичeN{ oдна из ниx свoдится к динaмикe
I{вазичaстиць| с пpивeдeннoй массoй в центpалЬнoм пoлe'

Coвvестиv нaчаJlo кoopдинат с сиЛoвь|\, l  цeн1рov, Tогдa 6унк.

цию Лaгpaн>ка частицьI с Массoй 'i в центpаЛЬtloпl пoЛe мo)кнo
предсTавить в  виде

r: |,nrr '-  r .r11"11, (15 .1)

гле U(|г|) _ лoтенuиальная энepгия частицы в цeнтpаЛЬнoм пoле,
Уравнeния движeния Частицьl мoгуT быть пoлУЧeны каK yрав.
нiния Лагpанжа иr1и нeлoсрeдствeннo в ньютoнoвскoй фoрN1e,
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в видe систеl{ьI Tpех нелинeйнЬIх диффеpeнциальнЬIх Уpавнений
втоpoгo л0pя! lка:

лli : v.r ( lr|) ' (15 .2)

Из (15,l) и (l5.2) сЛедyет' чтo сoхраняeтся пoлная энepгия
ЧасTицЬI:

t .
д . : ; i / l v , + . - ' ( г ) .,)

все тpи l (оМl loнeнтЬl  вектopа мol !1ента импyЛьса:

L :  r  x  p :  m ( т  x  v )  : 3 6 1 5 1 .

Bсeгда
Lт :0 '

(r5.3)

(15 .4 )

(  15 .5 )

(15 .6 )

(15 .7 )

нo при пoсToяI]нoпl L _ этo yрав,]ениe непoдви)кнoй лЛoскoсTи.
пpохoдящeй чеpез силовой Цeн,Гp, Tpаектopия частицьI Ле)кит
в этoЙ плoскoс,Ги,

BЬIбеpеN1 oсь z циЛиI]дричeскoй систeп!ы коoрдинат вдoЛь L.
Тoгда в циЛиндpических кooрдинатаx

(15 .8 )

где ввeденo oбoзнаЧениe дЛя зффективной потel jциальI]oй энep.
Г|1,А

IJ.Ij?) : (i(Г) + L2 l2m'T,. (15 .9)

,lт

гrрeдставJ ' Iяющeй сoбoй сyмМy пoтeнциаЛьIJoй энepгии часTицЬI
в ЦeнтpaлЬнoпl  l loлe и пoтенциаЛа Цеl .]трoбe)кнoй сиЛЬI '

мьI видим'  что задаLIа oб oпpeдeлеI]ии раДиаЛьнoго дви)кеI]ия
в  U A |  , р . , o | - о v  I o ] F . в o  l  " l я  о r ] , | o У e o ]  0 1 ,  I n ,  | n L o  p а ' н y .
цей' ЧTо тeпеpь r > 0, 3акoн дви)кения Чaс1.иЦЬl в pадиалЬноМ
нaлpавЛeнии oпpедeлЯется интегpалoпj

It - U.r(r)) ,

1(Е ( l .п( | )

(r  5 r0) (15. r4)

Г
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Ес , lи  l '  :  r ( , )

азиNjуTаJ.IЬt]oи

из ( l5.10) нaйденo, тo зависиN4oсть oт вpeNlени
кoopдинaты;(t) мoжнo r lайти из ypавнeния ( l5,6)

L t  d t
v\t): ;J  i ( f ]  +сoшt ' (15 .11 )

ПеpейдeN1 B ypавнеriии ( l5,6) к диффepeнциPованию по f '  так

d .p  LL

ПoдсTавЛяя сюда I  из (15,8) и иJ lтeгpирyя'  нaходиN1
тPаектopии в виде

"(,): *J \ L l  n t  !  
) , h

vg(,-".u{rD

Е U (т-) ' L2 l2mr2 > o' (15 .  13)

.  
" ' " Г "- " 1

, l

yPавIrеJ]иe

(15. r2)

УраBl lеLJиe IL ' ]oскoсти' lвихrения (15,5) '  зaкoн радиаЛЬного
дви)кeния (l5,l0), а .Гaк)кe уравнениe TраектoPии (l5' l2) иЛи
закOн азиiv lyтаЛЬl lогo дви)кeния ( l5,] l ) ,  даю1. общеe pешение
зaдаЧи o дви) ' (eвии частицьl  в ЦентpаJ lЬнoпl  пoле, этo рeшeниe
сoЛер}кит шeсть пPoизвoЛЬнЬIх пoстoяI1ньIх '  вкЛIoчаЯ J и L '  при
lIo l l loщи кoтoрьlx задаeтся нaЧаЛьIJoе динамиЧeскoe сoстoяниe
чaстицьI,

Д.aпgс|nuмaя aб'I,aсmь dвulсенuя ЧастицьI в pадиаЛЬнoм на.
правлeнЙи oпpeдеЛяется нepаBeнствоNl

Знак pавенства в ( l5.13) сooтвеTсTвует yPавнeнию дЛя зтoчек>
пoвoрoта в pадиалЬнoN1 напpавЛеI|ии. B тouкaх пoвopота ф f 0,
Kаждая паpа гпi. '  Inlах з, lачений r в тoчкаx пoвoрота oпpе.
дeЛяeт в пЛoскoсти дви)кeния двс oкрy)кнoс.Ги' пle)кДy котoрьI
пjи J'Iс)кит тpаектopия фuнumнaza r)вuэlсенuя (pис,6), B тosкaх
касaния к окpy)к|lосTяп1 i  l lеI lяет 3пак, !]To сooTветсTвyет пe-

рехoдy с oднoй ветви кoрня на дpyгyю в закoнe pадиалЬнoгo
движения (15,10) и в yравIlеI lии трaeктopии (15.12)'  o6e кpивьtе
oказьlвaются сиl!1пlеTpиЧньINlи oтноситeЛЬнo тoЧек пoвopoта,

интeгриpyя в ( l5,10) пo r oт rmjn дo r,n:й и oбpатнo' найдепl
l lepиoд paдиаЛьI{oгo дви)кeния

LЪп (r))
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Pис, 6, траекTopия финитнoгo дви)кения в llЛoскoсти Lr = 0

пo, нo" и-vе |eниA Ф у lJoвoi  \oopлyнаты \а tгo вpeN!ч равнo

\ L l t , t / ) d r (  15.  r5)

B o6щeм слyчае t! | 2тntln, rДе m'' n _ цельIе числа. тpа
екТopия I]eзапIкl]ута и с теЧением вpеNjени п0Лнoстью запoлI]иT
oбЛастЬ ме)кдy гпln] и ]"пraх, B гpавитaциoннoм пoлe. U : alr'
a > 0' а такrкe в цeнтpaльнoпt пoлe [- l:  or, (прoстpансTвeнньIй
о .Uи . г " г я , op ] , раe i т op . q  o , { . ] Ь | вuр - ся  - а v {  | ) ] oй ,

o

.'

угоЛ Pассeяния дЛя слyчая
си,1овoго цеt]Tpa o

.lЪк(r))

Рис,7 '  траeкToрия и

s !6. Двuэ{енuе в noле U = a/|

Пpи r.,'o' + i}.] дви)кeние в цeнTрaЛьнo]\{ пoле инфинитнo.
qaстицa, пpибЛи)кающаяся к си. l]oBoмy центрУ из бескoнeчнo

сти. оTкJ.toняeтся ипl и снoва Уxодит нa бeскoнеЧнoсть, ПoЛнoе

из]!Jенениe наnpавЛения иМпyлЬса ЧaстицЬl I lpи тaкoN1 движеt]ии
(pис.7) oпpедeляeтся yглoпl paссeяния 9:

0:т  2
(L lrrlr2 )dr (  15.  r6)

Пpи l  f  0 настиuа не всeгда дoсTигает Лpитягиваюlцег0 сиJ ' lo .

вoгo цeнтpa'  Если t- t(r)  + oo пpи r ,_| 0 Meдлeннeеl  LIеNj рaстeт
центPoбежнЬIй пoтeнциаЛ. тo паДеI]ие на сиJ ' IoвoЙ центр нeвoз.

vt l ,кнo Услoвиепl  I]адeния частицьI на силовoй ценTр (r  + 0) яB.

'1яется yсJ'loBиe принадлe){<нoсти этoй тoч.ки ДoпустиМой oблaсTи

двиlкения (15' l3)' Умнotкая (l5' l3) нa '"2 и пеpе*oДя к преДелy
r ] U' пoлучаепI

rчъ |,!U(, )] + L2 l2m' < o. (  15 .17 )
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ДJ,]я пoтeнциаЛa Bu'Дa U : al|
l i а  сиЛoвой цeнтp не вЬIп0Лняется!  нo

це|lтр дoсти)кип{' для пoтенциaлoв U

и -L f 0 yслoвие падeния
пpи  , :0  TаKoй  силoвoй
: сr/r" услoвиe (l5,13)

(16. r )

вьJпoЛняется лpи n=2 и a> L2l2'пl. а такжe пpи,rr, > 2 и o > 0.

Лс  иN lеет  вид

r r  - / " \  -  _ _  !

s 16. .цви)кенrrе R гoЛe U : _d/т

l .  o бu rий  вил  тpаеь roрий .  Пo |е . l ц J а  | " Раq  '  | eр ,  и "  o  " ч |  o " l
часTицЬI в грaвитациoннoM пoле сфеpичeски.симMеTpичнoгo рас.
пpедеJ]eния вещeства, или в эЛeктpoстатичесKoM пoлe сфepичe
ски сиI{Метpичнoгo pаспрeдеЛения зaрядаi иMeeт ьид U : -alr ,
Гдс 7': r '  pасстoяние дo сиЛoBoго це]]тpаl o: Gmorr l  дЛя гpа
витациoннoгo BзaимoдeЙсTвия, a: -е1]c дЛя (yЛoнoвскoгo взaи-
Nloдeйствия заpядoв; .r>0 сooтвeтсTвyеT пpитя;кeнию' o<0 -

OттаЛкиванию, ЭффекTивная пoтeнциалЬt]ая энepгия в так0м пo.

Мнorкeствo тpаeктopий, сoдеp)каЩих., л. o в кaЧествe паpа-
\1етрoвl oпpeдeляeтся инTеграЛoм (i5,12), кoтoрЬIй Легкo Bьlчис.

U"п (r))
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+ (р PO) : 
J

\Ll  'Ш) ), l l '

:(Л U.п(.))

: I,(i) lE.'#+g:
I t l  , , , .  11f .z6 , | '  2ЕL 'х- ''-* l( ' ; )l | '+\' ;: )l (16 .2)

oтсюда' вслeДствиe чeTнoсти кoсинyса,

I rn(r n4,, L ztt,
;  т  /  V]  nа, . " ' ( ,  ,0] .

L'/m a (  16 .3)
, '  Г  , Е т
.+ \ / |+  )  с 0 ь ( . i  ' 0 ]

oтнoшeниe a/ a paвi]o +l или l в зависимoсти oт 3tjака.!,
И в тoм' и в дpyгoм сЛyчае фopмyла (16.3) oпpедeляeт двyхпаpа.
п{етрическoe (,o, -L) сe 1ейств0 пЛoских кpивЬIx втopoгo пopядка.
Пo фopмe урaвнeния (l6'3) сoвпaдают с ypавнениями кoничeских
сeнений. oдин из фoкyсов Tакoй кpивoй сoвпадает гeoMeтpичeски
с сиЛoвьII!1 Цe|rГpo\l ' ]7apамеmpoи p и эl<сценmpuсцmеmaм с
сЛy)каT сЛеДyющиe кoMбинации мoмeнта импyЛьса и энeргии:

L2 t*#, 6.4)

так чтo в тeрMиьIах геoметpичeскиx пapaмеTpoв уpавнeние (16.4)
приoбpетаeт вид

'  
+ есos (р . р6)

B ypавнении (16'5) мoжнo пoЛoxитЬ,90:0' eсЛи
отсчитьIваTЬ yгл0вyю пеpeМенную lр oт нaпpавлeниЯ

(r6.5)

УсЛoBиTься

2. Финитrroе дви)кeниe пoд дeйствиeМ сильt пpитяi{e.
ния .  X . рa \  '  e р "ый  | oафик  ,ФQeh ]nвPoй  noт " ьц ' l " л ьнo i ,  ' ь еp
гии l/"g(r) лpи o > 0 изoбpaжен нa pис, 8.

s 16' Дв1lэ|сенuе в norc U: 'a/|

Pис,8. гРафики зффективной пoтeнциаnьнoй энеpГIrи LIdт и п{)Лной
энеpгии.Е' сooтветствyюцие финитнoМу движeниЮ

ЗнаЧeнияM пoЛrroй энepгии! Tаким. чтo - 'o2l2L2 < Е < 0
или 0 { E < i '  сooTвeтствуeт финитнoе движeниe пo эJЛипTичeс-
кoЙ TраeктoPии p

t  + Есos ( ! ,  _ P0]
(  r6.6)

t 0 l

Пpи Е : mа2 f2L2 или E : 0 эллиптичeскaя Tpаeктopия вьipo)к.
дается в oкpул(нoсть с pадиyсoм r : p. максиNlaльнoе yдаЛеrrие
часTицьl oт сиЛoвoгo цeнтра r''t* \апo2еЙ) и NlиниМаЛьнoе yда-

равны:
(  16 .7 )

Пoыoliу бoлl'шaя noлуaсb о' э7oЙ opбитьI pавна

(nеpuеей) лpи дви)кеIJии Ilо эЛЛЙптиЧескoй oPбите

p
l a

0  р е Д р '  q е | с я  , o . ' " ц 6  ' g " p t ' l c i  ч а с ,  l .  , ы  и  Р Р  , а в ' ] с l  o  ) |  2 ч р ч и Й
м0]\1ентa иМпyЛЬса,

1\4aлaя naлgaсь b эллипTиЧeскoй траeктopии мo)кeт бьITь най
, , / .  

] . , п о я v o } Г o '  ь l o l o  I p е r  o '  ь U и ч а  l o . I o D о J а N I n n . 1 ' , n  t , ,

!рис  9)  г lаxoдим

/  p \ 2

f  1 +./ \/т 7 J';14
(16 .e)
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Pис, 9, и,1,1юстрация к вЬIчисilениIо пoЛyoсeй э'1липтической
тpае l (тории

закoн дви}кения r,: I(f) trо зллиптическoй оpбитe в pадиаЛь.
нoп{ направЛeнии oпpеделЯеTся фopмуЛoй ( l5 l0):

. г.
r .t l , , l , lL '( '  ' ' -t /2 I '

J  /  \  l , ,  z , а '  , - )

l ,  ' Е  2o ? '  b ,  ( l 6 . l 0 )

7  :  a ( l  5 с o s с ) (16 .1  l )

из  (  L 6 ,  | 0 )  нахoдиM

+(r c) : t;;.,
V (4 Еs in() .

(. '  пoстoянная интeгpиpoвaния, a и 6 oпpeделяются фoрпryлa
ми (l6.8). (16,9)), Пpи lroпIoщи подсTанoвки

s 16, Двux$енuе в nоле U : alr

пepиoда oбpацeния частицЬI пo эЛЛигlтичeскoй op.

(r6.r3)

:jToT pе3y'1ЬтaT мo)ltнo пoлyчитЬ и пyтеIм нeпoсрeдствeннo

го интeгpиpoвания yравнeния, BЬlpа)tающeгo сoхранeние пloмен

та иNlпулЬса, eсЛи eгo зaписать в тepМинах сe(тopнoЙ скopo

сти o' L l2m: o: dSlt l t ,  И yчeсTЬ, чтo ЛЛoщaдь эЛ']иЛса pав-

нa S - таb,
BOзвpaщeниe  к  физичeским  паpамeтpам  Д , .  в  ( l 6 . 1 l ) ,

I l '  l , . ( | 6  | J ) , . e пo сред с t в " н | o , в с , а ,  l ы v  с  Ь ача '  o P ь . ! 1 Р  ) с лo
-nЯ , ,  .  oбР . | | l  Ч ' ] в ае  . я  фopЧуЛаV l ,  l  l b  8 ) ,  ( l 6  9 ]  B  чa .  I  o .

сти. для частoтЬI oбpaщения частицЬI пo 9ллиптическoй opби.

т е  " l : 2 т  l T  и з  ( l 6 , l 3 )  нахoдиМ

' , :  }- aз (  16 .14)

Энергия -Е  LIастицы в  <свЯзаннoм '  сoс ,Гоянии oказь lваeтся

прOпoрциoнаЛьнoй uастoте в стeпeни 2/3.
Уpавнениe эл"']ипTическoй Tpаектopии ( l6,6). закoн сoхране

ния мo]! ieнта иМпyЛьса L: сonst и фopмуЛа для пepиoда (16. l3)
сoставЛЯюT кoличествeннyю фopмУлиpoвку тpeх закoнoв Keп"1e.

рa, Здeсь эти закoньI пoЛучeIlы нa oсl]oвe извeсTнoЙ зависимoсти
эl lеpгии взаимoдействия U : -С]mm'olr oт pасстoяния Дo непo
движногo сиЛoвoгo цeнтpа, ЧтoбьI пoлучиTь сoглaсие с pе3уЛЬта.
таvи бoЛее пoздниx наблюдений зa движeниeм планет Сoлнeчнoй
систеNlьI l  сЛeдуeт yчестЬ. чтo силoвoй цeнTp не явЛяeтся неIlo

3. иEфиIrитнoe дви,(eниe пoд дeйствиeм сильr пpитЕкe-
нЙя. Пpи любьIх нeoтpицатеЛЬных знaчeниЯх noЛнoй энергии Е
Час.ГицьI в пoле U : r l l r  (a > 0) '  ee движeниe явЛяется инфи.
нитнЬlNj, ДoЛустимая oбЛастЬ дви)кениЯ в этoм сЛyЧае 0гpаниЧe-
нa Toлькo oднoй oкpу)кl loстЬю r: rnin. это виднo из pис,8' 10.
а так}кe из УpаBнeния траeктopии' l{oтopая по пpe)кнемy ип{еeт
вид ( 16 6): p

l + 6сos (я 9oJ
(  16 .15)

U  |д  | р | ' o  -  ' [ I  z t  t -  ' , ' o ,  |  и  ' н а I ' l е | . а | р . гЬ  s  l | 6 , | 5 )
ru0}кет oбpащаTься B нуЛЬ.

КoнeчньIпl значениям скopoсти чaстицы пpи r + oo сoотвeT.
свуют Д > 0, Е > i .  TрaeкTopиeй в этoМ слyчaе явЛяeTся бЛижняя
к фокyсу, сoвпадающeМу с сиЛoBЬIм цeнтpoМ, вeтвЬ гипеpбo'']ы.

103

фopN{y,ly дЛя
биTe

Паpaпjeтp ( Moхrнo вьIбpaть так. чтo l:0 пpи € :0 и i  э c{)
при €  + эо, ЭTи yслoвия будyT вЬIпo"']нeнЬI, если пoлorкить C:0
и oставить тoлькo знак <+'. Toгда фopмyла

l;7/ :V - (4  . s i l | € ) (16 .12)

вruесте с фоpмyлoй (16.l l) бyдeт oпpeдеЛять зaкoн дви)кеIlия
в радиалЬноМ направлeнии в паpаМетричeскoй фoрме, Aзимyталь-
ная с0ставЛяющaя закoна движeния тeпepЬ N{oжет бьIтЬ устанoв.
Лrнa пpи пoMoщи этих фopN1yЛ и уpавнения.Гpаектopии,

Пpи двиxel, jии LIасTицьI oт l ' . i ' '  :  a( i  е) дo ?1Л,х : a(1 + € )
паpаI!1eтp € изМeняеTся oт 0 дo т. а вpeN1я двиЛ(ения paвнo
лoЛoвинe пеpиoда. BЬIpажение (16,12) пpи эTих yслoвиях даеT
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Pис, l0' тpаeктoPия и yгoJ pассея|lия при инфиниTнoм дви)кеIrии
в lloле притягиваюцeго цеt]TPа .,r: .!/r

Pавнoй нyлю на бeскoнeчI]oсТи ск()рoс1.и частицы сooTвeт.
ствyет Е: l и (16,l5) сoвпадаeт с ypавнeниеМ паpабoльI,

yг0Л рассeяния t/ на пpитягивающeМ центрe N1o)кнo вЬIчислитЬ
пo фopмуЛe (15.16), неoпpeделeнIJьIй интeграл' сoдер)кaщийся
в нeЙ, y)ке вЬlчисЛен и пpедставлel.] фopN{yлoй (16,2). oстаетсЯ
пoдстaвить пpeдeлЬI интегриpoваI]ия, тoT ){(e рeзУльтат Mo)кнo
пoлyчить непoсpeдствeннo из ( l6, l5), где

l  +eсos !а>O (16 ,16)
(р oтсuитьtвается oт направлeния нa г,. i , ' )  и '  следoватeлЬнo'
yгЛoвая кoopдината изМeняется в I]pедеЛax

. arссos (_l/э) { р 1аr 'ссos(-1lе),
Угoл pассeяния 0 лиuЬ Ha т oTЛиЧаeтся oт пoЛIloгo yгr1а Ф

изМеIJeния кoopдинатьl . l  (pис. 10) и pавеIj

d : 2arссos(_l/е) т: 2а.ссos ( ;|т* l

.з-2a''.,:if[ ' 'u,",
Закoн Дви){eния ЧaстицьI в рaдиальнoM напрaвлeнии при

iffiil:'ъi" 
гипepбoЛическoй траeктopии oпрeдeЛяется инTeгра-

I,-/ 2г, '  ", .! l  -Lr  -{  r  
l " ' /  1  .  \ t  t .  i  2 , , t ,  1:'lт*l,*,

гl,е тепepь a: af 2E, ь : LlуtrmE -

д , \- 'iт} )

r t  +  2o r  -  62 ,  (16 .18)

s 16. Двuэ]cенuе в norc U :'.||r

ПоЛoжим в

У.rитьlвая'.{тo

+(t-СJ:
Г-J

/?." .nс {) ,  ( l6 ,20l

( )0  бyдeт  l>0 '  ToгдaBЬIбеpeм пapаN1eTр 6 так' чт0 пPи

впrестo ( l6 '20) слeдyeт пpинятЬ

1  :  
/moз la  ( э sh{  ( ) .  (16 '21 )

Уpaвнeния (l6.19). ( l6,21) npедсTавляют 3акон pадиaлЬнoгo

движения пo гипep6oЛиЧeской тpаeкTopии в пapaMeтpичeскoм
виде,

ПaрaмеTри.rескую фopNly закoна pадиaЛьн0гo дви}кeния вдоJlЬ
паpaбoЛиЧeсKoй тpаектoрии (-Е : 0) Mo)кнo пoЛУчЙтЬ анаЛ0гиЧнo.
если в инTeгpаЛe

L6r ьz l2nl)

пoДсTанoвку

(  16 .18 )

г : o ( . с n {  L ] ,

a2 + |Р : е2a2, нaхoДим

1 + сos (l, 90)

4. инфиниrнoe дBижeниe пoд действиev
ванIrя. Эффeктивная пoтeнциалЬI]ая энepгия

a  i '
,  2 r n t 2

105

(16 .19)

j"t. "ъ с -

+ft Ф:I",b f
r : ,r . , , , i , ,( l  + (2), (16.23)

ГДе r\\\л: L, l2md: p/2, При тeх )ке' Чтo и вь|ше, Дoпor1l]итеЛь.
ньIх yсЛoвиях на €  из (16,22) имеeм

(\6.22)

(  r6.25)

сильI oттaлки.

G.'+) (16 .24)

. J v o  \  p a в  ' р Р , ] e  п а p а б o л и ч р .  к o й  г р а р к - o р и r в п л o с h о ' т l ! в | / .
, . * '  

"  
n p i Ь с . , " n " "  . q  ф о P N I у 1 o й  ( l 6 , l 5 l  п P ,  г  -  0 .

пpи .! < 0 всюдy пoЛo)китeлЬнa и Мoнoтoнtlo yбьIвает с pасстo-
янием, УPавнeниe л : U"rт(r) иNtеeт тoЛькo oдин кopeнЬ Imй'
oлpeделяющий pадиyс oкрy)кнoсти, oгpаничивающeи д0пyсти'
N]yю oблaсTь дви)кения'

2E

rnps 7
;t
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Уpавнeниe тpaeктopии Tакoгo инфинитнrl lo движеI]ия иMeeт
B|1Д

Глaва 5

,циIlA]l{икA сисTЕ/l{ьI(16 .26)
l  + Есos (P _ ' lO) '

гдe,!!p,1MeJр p и эксценTриситeт Е oлpeдeляются фopMуЛа.
Mи (16,4). ГeoМeтpичeски это даЛьI]яя oт фoкyса' сoвпадаЪщeгo
с сиЛoвьlм цeнTрoNl ,  вeтBЬ гипеpбoЛЬI iрис,  1 l ) .

Pис,  l l ,  Тpаектория и yГoЛ рассeяяия на o|таЛкиBающем сиЛовoм
центpе U = ..1/l

Ilайдеп! yгoл рассеяния d кaк фУнкциlо энергии и мoNleIJта
иMпyЛьса на силoвoм цeI]Tрe U: o/r '  с l  <0.

из (16,26) сЛедyeт' ч,Гo yгЛoвая кoopдината i, измeняeтся
в пpeдеi1ах

aгссos( l /с)  { р.< aтссos (1/с) .

Угoл мокду aсиN'IIlтoTаМи, в кoтopo

/^
2а r с i 0 s i ] / Е l  :  2 а г с сoь  (  i

\ -

п{ Лежит траектoрия' равeн

Позтoмy yгoл paссеявия 9 oпpeделяeтся фopMyЛoй

0 : т _ 2aтccos(1lе): 2 ̂ ..tg:'Е,' L у  2Е '
сoвпадающей Лo видy с фoрN{yЛoй (16'17) для yгла
пpитягиBающеМ сиЛ0в0N{ цeнтре ( . l  > 0),

' . : , . ]

lГ -" ' .\
/  U'+ 2Fr, ) Дoбaвить It нeй из-

: г|(t) '  тo фylrкцию
Мox(tlo пpедсTавитЬ

(16.27)

paссeяния на

ДByx B3AиrшoДЕЙсTBУIoпlиx чACTиЦ;
пУчKи чAсTиц

8 l7. ,Цвижeниe Дв}\ частиц с ?tlеpгиеи
взаймoдейсгвия U(|rr l"2 ) (3адача двух теЛl

сoстoяниe дви)кения силoвoгo цен1pa в зaдачe o дви)кe.

нии L lастицы в цeнтPалЬнoNt пoЛe пpедпoлагa ' ' ]oсь зaДаI lнЬlNl  пpи

Bсех l '  сиЛовoй цeнTр пpoстo бЬIл непoдBи)кньIм в некoToрoи

инеpциаЛьной систеNlе oтсчeтa,  Прeдпoлorким тепepь'  Чтo зaк0н

движeния силoвoгo цeнтpа г,: г,( ')  извeстeн пpи всeх r '  пpичем

i, l сonst' Toгда .rастЙцa ,?}l бyдeт двигaться B сиЛoвoпl пoЛe

u"., .nц', , ' l '  дBижущейся r ieравнoмepнo, БyДeм сvитaть, нтo этo

Лoле oстается пoтeнциаЛьнЬIм, имeеT тy '(е фyнкциoнальIryю

фор\ay' чтo и пoлe l]eпoдBи)кнoгo цeнTра, а явI]ая зависимoстЬ

поiеяциaльнoй эrreргии ЧaстицьI ml oт врeмени пoяBляется I lo

.I,"д" '"o'  з,"".u*o.ти т2: т2(t) '  При этих услoвиях фyнкция
Лагpан)ка частицЬl <l '  бyдeт имeтЬ виД

/ - l ( г l . v l ' t )  :  
} , , , ' . , ]  

_  u ( . '  чр1  1 . (17 .1 )

Bследствиe нeoднoзнaЧнoсТи .l NlьI п1o)кем

вест l lую фyн4цию вpeпlени т l l '2t{ ( t)/2,

всЛи. наoбopот.  зaдан 3акoн движения I1

Лагранжa uaстиЦьI <2'  в гIoле частицЬI <] '

в виде

I t
! - , r , ! ' у ' , 1 ' -  

, t ' '  
t a ,  - t l | г 1 l t )  г  ' |  - 1 1  о | l l \  | | | , z |

oбoзначипl  . repeз -L(г1,  v1.  т2,  v2) фyнкцию Лагpан)ка сисTe-

NIьI двyx взаип oдействyюulих часTиц в нeкoтopoЙ инерциаЛЬI]oи

"""..""i" 
o,"u".,. Сoсioяниe двих<ения не зaBисит oт спoсoба

}lуN еpaции Чaстиц (как и oт тoгo' нyмеpУeм Ли пrьl иx вooбщe),
I | ' . l Ь v v  ф \ ' l к u . l я  L 1 г 1 , v  . r ' , r . )  с и v v F | р ' , j Ч  | а  o ] |  o с , - е л Ь ' ] o , e .

p o " - , . o Ъ n  i  r  I Д e к с o в  , ]  и  . 2 . ,  к p o м e  I o | o .  Д в .  п p e Д е Л Ь н ь , I

2E
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знaчения этoй фyнкции даюTся фoрмyЛаIми (l7,l), ( l7,2). слeдo.
ватeЛьнo'

Z ( г1 ,  v1 ,  г2 ,  v2 )  :  
im1 ' ' |  +  

u r "2u|_u1 t1  "21 .  
(17 ,3 )

Уpавнeния Лагрaнxa

daL aL d.  aL aL
Ilt dv I dтl Й aУ2 dтz

пpивoдят к ypавнeнияМ дви}l(ения систeп{ьI двуx взаимoдeйствyю.
щих частиц в видe шeсти дифферeнциaльньrх уpавнeний втopoгo
пopядка:

.  dU( r  - r c \
n r  v r : -  - ,  t l  2n r :

o r l
аU(]т1 12 ) ,  (17 .5 )

гдe vl : i l '  v2 : i2,

. . .  
За]\4eтим. чтo фyнкцию (l7.3) Мox(нo пoстрoить пoдoбнo тoмy'

как oыла пoлyчeна вьIшe oднoчастичнaя фyнкция Лaгpaнrкi '
eсЛи ypавIJeния (17,5) pассМаTpиваTь в I lачeствe исхoднЬIх,

DведeМ вIleстo гl, г2 нoвьIе пepeп{eнньIе т и г(m). пoлo)кив

г : гl . r2l mI @) : rтL\r| + m,t2' (17.6)

где m : ml + тn2. ФopМyльI oбратнoгo пpeoбpaзoвания имeют вид

rl : rp,,1 * ,,,ryr' 
.z: r|..) 

т|I!]!т ( t7 .7 )

,Диф6epе ru;p5" r |7,7l пo вpfveЬJ и лo!с авляЯ pрlулDIат
в  ( l r , J ) '  н а ) oлиv  фyчh | , ию  ЛаГOа . l , { "  с и с трчЬ |  лву^  Час тиц
в нoBых диIJаМичeских пepеп{eIlных:

L: 2цi?^) + ьi, U(|r|),

Здeсь ввeдeнo oбoзнaЧeние

mIn2
nrt + m2

для npuвeОеннoй масcьL ц.
Мьr видим' vтo 'pи нoвьre лeрeмeнньIe г(m) кaopdul.lаmb!

ценmpа .l|1'I7cс _ явЛяются цикличeскими, ПoЪioму сoxpаняются
сooтвeтсTвyющиe им кoп{пoнeнтЬI oбoбщеннoгo иМпуЛьса

i)rэ

(17.4)

( l18)

V61 : AL/ ' ip",: mi(m) =mv(h), ( l z9)

s 17. ДвuJtсенue aвgх чaсmuц c энеp2uеii в1tlu'|odеЙсmвuя 109

1-1]1i uмnц'nbca ценmpa ','a.., B пepeмeнньlх г1' 12 _ это' oЧeвид-

пo' I1oлнЬIЙ иMпyЛьс систеМЬI

Р (m) :m ' l v l+m2v ' ,

Лагpaн,(а для т]ерeМeнньlx r oтнoситeЛЬнoгo дви

dAL  A L
dt aI 3т

ypавнeI]ия

пpиl]иМают виД

u пpeдставляют сoбoй
сoi l, в ценTралЬI]oM

, .  а./(т l)

ypавнения дви)кeI lия квазичастицьI с M'с.

пoлe, oбщee pешениe эToгo Уpавнения

iI"'e.puру" уравнeниe (17,9) и испoЛьзyя рeзУЛЬтатьl ДЛя
движeния в цeнтpаЛьнoМ поЛе' мЬl мo)кeп| предсTавить oбщee
pешение уpавнeний движeния дByх чaстиц в видe закoна равнo-
мернoгo пpямoЛинейIl0гo движeния цeнтpа масс

r1-1 : v1,"1l + г1.4(0)' (17.l l)

а так)кe фopMyЛi oпpeдeляющиx закoll дви)кеt{ия и тpаектopию
кBaзиЧастицЬI:

(17 .  i0 )

(17.12)

(  17 .13)

(17 .14)

(  17 .15)

L r :0 ,  L :  p ( r  x  i ) l l ( г x v J : с on s t .

,:*j + сonst,
?1s ,  u"01,11

(Llpr') dr

f,ta _u"ы'"л
Llen(.r) : {I(r) + L2 l2pr2.

dr

_r l.J

B этих фoрмyлаx.Е, L _ э!{eргия и l{oмeнT иNIпyльса oтн0ситеЛь-
, o|o дви/l leЬ,,]я, oни свяlань, прoсть,vи сoo .нoшeнияvи с пoЛFoЙ
эttepгией и MoментoМ импyЛьса систеМы двyx частиц, пoлнaя
энepгия системьl pавна

-aLx0 :  v(m)аv(1n]+"* t:^"1:" *'**u',t:

:., lЬ,*u (,,,.ol
2 -
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и сoхpаняeтся (0L1al _01 сoхра.]яетсЯ такжe кинетиЧр.кая
'нeргия . 'v<n' 2 цен 0а масс с]eдoваIе,]ЬЬo' oстаeгся пoстoян.
rjoи в пpoцессe движeния двyх частиц пoЛIJая эr]epгия oTнoси.
тeЛьнoгo дви)кeния

"u2Е- - ' -  ,  U| | l -

^iloмeнт импулЬса oтнoсиTeЛьнoгo Дви)<ения ( l7, l2) '  а таюкe
vo,\!ен| ' .]vпV |Ьса цeнтpа vасс L' . ,  г, , '  p\.,  сoхpаняюГся пo
oтдeJььoсти, l  loэтoм) сoхpаняeтся их сy]!t l l lа

L+L ( " , )  =  ( г l  х  Р l )+  ( r 2  х  p2 ) '

pавн?я мoМeнтy импульса систeIмьI двyх чaстиц,
Фopмyлы -( l7.12) ( l7.14) следyeт дoлo'1нить фopмулап'и 06.

Paтнo]o лpeoбpазoвания oт пepeмeнньlх r.  г(п] систeмы центpа
мас с . l l / , / l  к . пepeмeннo ,Ч  r . ,  r ?  ЛабopатoPнoй .и . т eмы '

t iа pис, l2 изoбpажень| элемрP|ь| гpаeк,]ooии ,]астиu, Траек.
Topии Частиц ле)каT в oднoй плoскoсти и пoдoбны сooтнoшeнию
пoдoбия, pавным oTнoшeнию масс.

Pис,  l , ,  э"1еменTы траeктopий двyx Частиц и квазичастицЬI;

r |  | r | 1 l l | . 1 2  l l r l п l '  _  в с и с т e м е ц P н г P а  t l а с с '
г _ Радиyс.вектop квазичастицы

Пpoвeдeнная вьIшe кЛaссификация трaeктopий и закoIloв дви.
)кения частиц в цeнтpаr''lьнoМ лoле U : _а/r oстаeтся сIlpавeд.
Лив0Й с тoчIloстью дo oбoзначeний пoстoянI]ых ДJ|я кaх<Дoй из
взаиМoдeЙствyющих Частиц. B частнoсти, для пеpиoда финитнoгo
дви)кeния квaзичастицы бyдeм ип'eть

Пус lь  m2 _  Ntасса  сoлн l Jа .  /n|  _  масса  l lланeты и L '  _
_  ( J l , , 2 l , i I  D 0 Л ь ш и e  г o л v o с и . 1 1 .  о  ) ' Л Л и п 1 и ч e с h и х  o p 6 и т  п Л а н e т ь l

s l8, Paссеянuе часmuц l l l

и сoлI,rца связaны с пoлyoсью a квaзичастицьl сooтнoшeниями

611 = JLo' (,, = Lo'
mt m2

fioтoPыe вытекают из прeoбpазoваний ( l7.7). Пoэтoмy lля пла.

l l e r L |  
1 |  т 2  4 г 2  1 , ' t '  - , n , 1 2
- i  - - i  -  

; -

"i oi G rпN
Iaк кaк Qtцfпt2) << 1, пpибли)кeннo иМеeМ

Ф2 1.2
1 !  i l :

"l 
Gm2'

B этoм пpибли)кении oтнoшеI]ия {/a| нe зависят oт масс
пJанeт ml и в сooтветствии с тpeтЬим зaкoнoм кeплepа являются
oдниl lи и тeми )кe дЛя всeх пЛанeт сoЛнer{нoй систeмы.

$ 18. Paссеяниe чaстrrц

o6щеe peшeниe ypавнeний дви)l(еl]ия систeМы двyx взаиМ0.
дeйствУющиx частиц пoJучeнo вышe в l{вaдрaтypах, llля pe-
шel|ия кoнк9eт!]oй динaмиЧескoй задaчи oсTаeтся пoдставить
г l IoЛyчePныe фoрмv'Iь l  явный вид cнepгии взаичoдрЙ( твия

t i(]r l  :  12 ) и вЬlп;лнить интeгpиpoваниe, Ho лoкa t/( lr l  гz )
тoчнo нe устанoвЛeна, динамика частиц нe oпpeдеЛeна,

oдна из такиx фyндамeнтaльных физиЧeских зaдaч _ oпредe.
i|eниe вида грaвитациoннoгo взаим0деЙствия двух ЧасTиц - y)ке

расс]\ loтpeна вьlшe. дЛя eе peшeния oкaзаЛoсь д0статoчнo тeх
свeдeний o финитнoм дви,(eнии планeт' кoTopые сoдeр)кaлись
в закoнаx Kеплepа. K сo)каЛeниIo' Mы не мo)кeм нeлoсpeдствeннo

распpoстpаl]ить тoт )кe Meтoд I]а мoЛeкyльt, атoмьl' атoмныe ядpа'
. . leк1Doнь| из.]а нeвoзмoжнoсти измеpитЬ,Лei iенть| тpаeктopиЙ

4lинитнoгo дви>кения таKих чaстиц, Bмeстe с тeм сyщeствуeT
принципиаЛьнaя вoзмoжнoстЬ испoльзoватЬ с эT0Й цeЛью свeде.
| | ия  oб  инфинитнoм  движении  ча с тиц

ЗаДаvа o pассеяпии явЛяется tlастныM слуЧаeм задачи oo
инфинитнoi,t дви)кeнии двух частиц' в к0т0PoЙ tlачальные сoстoя.
ни; Частиц задаются (дo pассeяния' (t '  э oo) '  кoгда.их взаиMo.
дeйсTвием Мoжнo прeнe6pечь, a импyЛЬсЬI pавнь| pl(_oo) = P1'
pj '_ (J = p2, ПoсЛе с6лижения и взаиl ' !oдействия' т,е, .пo.
сЛe pассеяния' ( '  J +эo)'  ЙмпyЛьсы частиц Pl (+эсJ = pi '

P,(+cс) = p/, бyдyт сoдep)кать инфopNlацию oб энepгии взaимo.
дeйствия, этy инфopмaцию мo)кяo извЛeчЬ пpи сpавнeнии p' l '
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p! с peзyльTатами экспеpимента. B тeopетичeскoи Части задачи
тpeФется вьlчисJить иl l lпyЛьсы p1 и p! частиц лoслe pассeяния.

t ,ассгoяPиe N1е/r(дy час|иI] .\ lи пo.ле pассеяния |г| l  j  \)  -
т2 l  .<]Ц lvo/ь 'ет с|pе!1и Ься к нvлю иЛи 1стаa.]Ьсч oграни.

чеl]IJым, tакие с0сToяния Двихeния сooтвeтсTвyют Зaхваmц ча-
сmuц. Ес]|И этo рассToяl{ие стpe]MиTся к deскoнеvnroсти и iнyт.
Pенняя энepгия частиц oсTаеTся IJеизменнoй. тo ип!еет ]t lестo
gnpgzoе p(1ссеянuе, B пpoцeссe неgnpglo?о pассеянuя И paсnаda
чаc||luц |-1х вllутpeнняя эI]еpгия не сoхpаняется,

AсиN!птoГическиe lЬ2чeния ,,1\!пyЛЬсoв p1 p2. p]. p1, oгнe.
сены к лаoopатopнoЙ сисГеl le кooрдина1 tл.,u,mеui1' a 'aкoн
движения и тpаeктopия oтнoситеi lьнoгo дви)кeния частиц най.
дeны в квадpаTypах в систеIlte ценTра мaсc \ц.сucmе,Йe)' Пpе-
oopазoваl lия к!0рдинaт oт Ц систeМы к л.систeме oпpедеЛяюTся
фopNlуЛами ( l7,7):

11 = r(r,r) + !r,  .r  : .1,, ,1 - 1".

УN1нoжая пeРвyю и3 них I lа m,t. а втopyю нa n2
peнциpуя гlo вpе|tlени' пoЛучиltt

p l ( f ) :  зLр( , , . ) ( . )  + p( r ) ,  p , ( r )  :  цp( - ) ( . )  p( t )  ( Is ,2)
(д _ привeдeнная Nlасса '  I l l  = ml + rл2),  ПoЛaгая 3десь '  )  .о '
нахoдим в лpинятьlх вЬIше oбo3наЧeнияx

( r8 .1)

и диффe-

( r8.3)

(  18 .4 )

l r  :  aп1, , ,1  l  o ,  nz:щnр,;  -г '

г : frn, 
. |}w' oрa = ot + vz'

Эти фopмyльr oпpедerlяют импуЛьсы центpа масс p(m) и квa.
зичастицьI p как фyнкции заданньlх наЧальнЬlх ипrпу;льсoв на.
с тиц  p l '  р 2 ,

Чтoбы пoлyчиTь ,импульсьl p|. p! насгиц пoсле рассeяния,сЛедyeт пoi1oжить в ( l8.2) j  ] +c.. тЪIда

гi = цni,,.1 + г,, oЬ: ,ffo,1,,'1 ' v, (18 .5 )

пoлный импуЛьс систeмьI двух частиц сoxpаняeтся' так
чтo p?.) : p('"), гдe p(, ') oпpeделяeтся фopмyЛoй (l8,4). Кpoме
тoгo. сoчpаниё|ся )неpгия oтнoситeлЬнoгo дви/kения laсlиц

D2E: 
i+U(' х.): p''

2p
+ t, (+oс). (18 .6 )

\plr'z)rir ( l 8 '  l з )

AбсoJIютная вeЛичина и]\ lпулЬса ?) квазичастицы с Mассoи p r lе
яв. i lЯеTся интeграЛ0м дви'<ения'  |]0 пoсЛе pассея}lия имeeт т0
жe знаЧониe, Чтo и дo pассeяния'  Эта вeличинa извeстнаi  oна
oпpедeJ lяeтся фopмyЛапlи ( l8,4) ,  Пoэтoму

p ' : p l n=рn ,

Г-: lе r i  сдиничный вeктoр- Фopмyльr (5) пpинипlают вид
' lIItpi - 

;p,^ + pn. pj - -"i o -, on.

и зaдача свoдится к oпpеделeнию вeKтopа n! т. е. двyх угЛoв,
BектoP n oпpеделяет |lапpавлeниe импyльса p, квазичасти.

| ] L |  o (  1 e  p а ( с e я н и F  и  д , l '  U о P ] р а r ь P b  ч  в . а r м o д e й с | в и i  л е ) ' ( , . ] , ]
в непoдви)кнoй лЛoскoсти opбиTьt Lr  = 0,  ПoэтоMy для Цeнтраль-
ньIх взаиtt1oдeйствий дoстатoчнo вЬ|чисЛить тoЛькo oдин УгоЛ

x:p,p=Ф ( l s . lo)

vгoЛ paссеяния квазичастицьl в этoй пЛoскoсти, B сooтвeт.
ствии с oбщиNt pеше}rиeм задачи двyх TeЛ yгoЛ pассеяния \
в lI-сисTемe равен

s 18, P,7ссеянuе ,nсmuц I  l 3

пo }-с"1oвию зaДaчr U( .х:): U\+эс) :0. Cлeдoвательнo'

(  18 .7 )

(18 .8)

(18 .9)

lL ltп'1)th (18 .1 l )
?tt  U,  лn\ l

r l- , i

Энeргию Е и loмeнт импуЛьса L oтнoсительнoгo движения
}!oбнo пpeдсTавить в видe

-- tJ r(2
д_ -_ . "  I  _  | т  .  p  - t  _  Гp -  pр ' ' ,  { |8 , l 2 )

ztr

г,ё p . pасстoянPe Me)чДy асиvгт0.а\,{и гpаеhГ0риr д0 рассeяdия.
|1rи npuцелbнblli nаpaмеmp \p|aс' l3), Toгда yгoл pассeяния х
б\Др фунKциoна,]ov oт пo.eчциаЛа вза,, l lvoдei 'с|вия' oтPoси.eлЬ.
нoи скopoсти частиц и прицeльнoгo лapа]veтра:

,J
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Pис 13

З:tесь r,,.,i'' коpснЬ

Рассеян !e  в  си . т сN t с  центра  t l a с с

, р2 2U{.r), } рr ="
пpи инфинитIroм движel lии в центpaJ]ЬIroM
l l o каза | l о  вЬ l l I I е .  равeн

')

Угoл рассеяlrия
пoЛе . , .  :  o/ l ' '  как

l :2 | . iч7\ l l , ,  =z^' , .  
,u: i

(  1E.  r4)

Ф o P п l \ ' л a l I и  ( l E , 9 ) .  ( l B  l 0 ) ,  ( 1 8 . 1 3 )  и л и  ( l B , 1 4 )  з а в е р I I l а ю т с я
анa" lитичeские вЬ|I lислеIJия и\ lп} 'J lЬсoв pj '  p i  . rастиu пoсле pассе.
яния. Уг.qьI paссояния d1.0 '  каждoi:]  из Час1.иЦ в. l  систеNJe iVIoгут
бЬrтЬ теперЬ найденЬl  как l - lЛЬl  NlехrЛy и3вестньIп1и вeктopапlи '

PасчeтЬJ и и| lтepпpeтация pсзy.ЦЬтатов заЛачи о рассeяI]ии
частиц дс"г laю1ся бo.цeе пpoстЬjNlи.  ссJ,]и ис l lо .I]Ь: lоватЬ диагpаN1NlьI

Пpсдс1.авиNj J iа диагpап IIe всктoр p l , l r )  в виде сyNj\ lьI  вектo.
Pоп (t l l1 l r ] l Jp| , ,L]  и \п l '2 |п l ' \p, , ' , , .  а вектор pn oт.лoжиl  oт конца
] leрвoГо сЛагаеl !1ого (pис,  14),  Тогда в сoоTвсTсTвии с фopNly, . lа
\ ,  l | 8 l |  " . l  I O | ' l l  p ,  I  p ,  о Y  1 1  U  B F l . | в р , н o , , ,  ! \ , '  |  р а l Ь U .
стЬю l lострое| l J l ь |х  вектopoв,

д л я  з а д а н н Ь | х  p 1 '  p 2  и  i , . ( l ) н а п р а в i e н и е  n  и з l ! е н я е T с я  п р и
изNJе l ]еL lии прицсJ- lЬногo лaр2\Jетра p .  тaк  чTо кo| lеЦ векToрa pn
o l JисЬ| l ]ает  oкPv)кнoс , ] .Ь  в  l ]  l |oскOсти oрбитЬ l '

Пt l строип{ / . lиагPаNl , IЬ l  pассeя| rия и  найлеr l  yг . ' rь r  d1 '  02 .  а  такжe
aбсo.ЦютHЬ|е : ] l |ачения иN lпулЬсots  p]  и  p !  в  л .сис ' re l rе  как  ф1.лк .
l lии  Yг" r la  paссеяниЯ J  и  и] \ lпyльса P l  Части i lЬ j  з l '  дo  paссeяния '

s |8 Pa.1еянuе цасl|1uц L 15

| \p|1)] ' ) |n  1л2Р| l1) in l

Рис .  11 .  диафа i ! ' l {а  pассеяниЯ

,  1 а . . 6 с | , ' ] '  I O o n ' \ O ] |  | а  O d O , . U , l  | o  . |  ' Д o l *  о i  n

сГице l \{ишени ?r l ] ,  B  этO l t1  сЛvЧaс

Пoэтoru!,

(  18 .  15 )

(  l8 . l  r j )

( lB . r7)

t 1 1 ). p ,  . ( Р  p ' )  р  ' \  p ,

| 1 1 |  l п 1
Pr ' , r  -  -  P .

p i  : l !р+pn '  p !  :р  2n

; l  треyгoJ , ]ЬниI( .  oбра: roванIrЬIй  вектoра l rи  и9p1, ,1/ r l l '  2n '  p ! .  лв-

. l l яеTся равнoбе]1PсL lнЬIN l ,
Для п l t  < т l t . l  сooтвeтс|вуюUlая I lиагра\1 l1а  пpeдсTав! . lеJ iа  11а

Pис 15' ЛЛя ?nl >,]2 на рис 16, B oбoих с 'rучаях угoJ,] pассe
!tr1иЯ частицЬI.\1ишени Pавеrr

ц-i ;

ДиагpаNlN lа  pассеяния I rа  псрвoЛачаЛЬнo непоr : lвижrIoЙ
п lишеI tи  l r l :  (л t r  < л l l )

Pис ,  l 5 ,
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Pис 16,  диаJраNlNIа  рассеяния на J |ервoначаЛЬI lo  I{епoдвижнoи
l{ишeни 1л,  (п l  > п , )

и изMеняется oт т/2 дo нyЛя с изМeнeниеМ пpицeлЬнoгo паpа.
пleтpа (oTсyTсTвию рaссeяния и рассеянию наirад сooтветсTвy
ют i:0 и 1: т) '  Угoл pассeяIJия наJ'Iетaющeй частицьI рl
и3меняeтся в интepвалe 0 < dr <,lпrы, где

(  
"  

л7 | I I I L1  < -  l I L2 l
, ' I./|фa\ : 

1 aгсsi , ,щ пpи n|t > n|2.
t  r t l

oбe диагpамMьI дают дJIя этoгo yгЛа

s1lr Y1 - ' { J  
-  

-  
Ф |

+ с o s l
rn2

, Д r я  и . , п 1 r ь с а  ,  6 р B o Р u  Ч 2 '  o | - o  л e п o ! в и Ч ч o j  ч a с , и . L |

/  : rn t  . \
I r "  D  z  - o  1'  ' n a 2  2

BeЛичина ипlпyЛьса p1 наЛeтаюulей часTицЬI pавIlа

' Г '---.-
,  r r r r  r  I  Ip ]  :Л . : p s | L r l l / ]+  -  :

s l l]  o] V tц. yl

: lL 'fr,1 + -3+ 2m1m,' Фs r . (is,20)
m1+m,  у  \

Из диагpампt нeпoсpедственнo виднoi чтo |1p|,| |1|\ =ln2
всeгда Pip!:0, T, e, частиЦЬ| с oдиI{aковoй пjассoй pассeиваются
пoд пpяNlЬIм yглoм,

(18 .18)

иN1eeм

( i  8 .  l 9 )

$ I9' Эффекnuвное сеценuе pассеянuя I7

$ 19. Эффeктивнoе сечениe paссеяния

Фopпly.'lы для yглoв paссеяния и иl!1пyЛьсoв двyх частиц пo-
,  р  р . с с е я Ь J c  . o д e р r ' а ,  и  | ф o г v а U r ю  o  в J u , \ . o 0 e Й с | в l . ,  | а (  и ,
и l lpицелЬI]oN{ paсстоянии, I lo в yсЛoвиях peаЛьнЬlх эксnepЙ-
\IeнT0в пpактичeски неBoзпlo)кIJo вьIдеЛиTь тoЛькo дBе ЧасTицЬI
и задать их пpицеЛьньIй парaNjетр,  oбычнo иIMeют делo с пyчкаNJи
частиц и ]vIнo)кеств0Nl индивидya"l]ЬньIх акToв pассеяния,

Peзy"']ьтaтьI зaдачи o pассeянии двyх частиц бyдyT всe eще
0ставaться в си!tе,  есЛи экспepип{eнтаЛьная частЬ задаЧи o рассe.
янии частиц будeт вЬlпoлнятЬся пpи специаЛьньIx дoпoJ ' IниTеЛь
нь,х oгрaничениях на физические хаРакTеpистики I]yчкoв частиц.
сфOPпlиpoвaннЬIe пyчки дor1)кнЬI удoвлeтвopять сЛeдyющим Tре.
бoвaниям,

l ,  Kа)кдьIй пyчoк явЛяeтся рaзрeжeвнЬlNl ,  Чтoбьt п lo)кнo бЬIлo
преIjeбpeчЬ взаипjoдeйсTвиeM N!e)кдy чaстицаNlи oдI]oгo и тoгo )ке
пучка и чтoбьI ка)кдая частица oднoго пучка испЬIтЬlва.I]а лЙшЬ
oднoкpaтноe рассeяниe на Чaстицe дрyгoгo пучка,

2, Kа7кдьIй пучок явЛяeтся п{oнoxpol{атическиN{. т 'e. MассЬl
и скoPoсти всех частиц 0днoгo и тoго )кe пyЧкa до pассeяния oди.
1lакoвы, Toгда цeнтpьI Ntасс всeх паp взaип{oдeйствyющиx частиц
бyдут покoиTься друг oтнoситeЛЬнo дpyга' и частиць1' иNtеющие
oДиl{аковыe пpицeльньIе рассToяния. будyT paссеиваTься на oди
I|акoвЬIе yгЛьl,

3, ка)кдЬIй пyЧoк является oднoрoднь]м пo сeчению' так что
интенсивнoстЬ 1пaдающeгo nyчка' равная пo oпpeдeлeнию Числ-v
Частиц' пepeсeкающиx в eдиницy вpемени единичнyю пЛoщадку.
ЛерI1ендикуЛярI]yю напpавЛeнию пyчка, нe бyдeт зaвисeть oт
B " бopа '  о и ' о  l а r ] hи  н J  п , ] o .Чo с - P ! , ' ] рOпeндич \ , l ' p l o i ' ] ) ,^y

,I lЛя таких пyчкoв мнo)кесTвo актoв рассеяния час,Гиц разби'
B . '  с ч  Ьа  \ I лo )hе с г вo  ле ' а вy сиvь ] \  паp rы \  .  I o Jh | - oвe  | и ;  с  о - pР .
де!'IeнIlыМи прицeJ.Iьными паpамеTpаNlи и ylЛaми pассеяния. и п{ЬI
l1oжем ввести нeпoсредственIto измеpип{yю физическylo хаpактe
ристикy мнo)кествa индивидуаr'rЬнЬlх актoв pассeяния,

ПpeдпoЛo)ким, чтo в нaпpавлeнии, зaданнoNl сфеpически
\1и yглами t l  r , l  peгистpиpyеTся oтклol lившаяся пoсЛe взaЙi\ lo-
Р i - с г вия  Lа с , l ' ]Uа  l p ; с ,  i 7 . i ,  B с r ел с r вае  оД ro ' нач | , o . , и  pршрч l j

yравнeний дви)кeI]ия эта ЧастиЦа иМeла дo pассеяния oпpeДелe}J
J]ЬIе l]oЛяpнЬIe кoopдинаты p, ф на п,.loскoсти ', opтoгoнаЛЬнoй
IJ)'Чку, сooтветсTвиe ме)кдy тoчкаDIи l + .jl' ' + .l9 t]а сфеpе
едиt]ичнoгo papИуca и p + dp' ! '  + dl '  нa плоскoсти ! yсTaнaвЛи
ваеTся при I]oМoщи тpаeктopии дpyгoй ЧасTицы, Boобще для каxt
дoго вЬI6pаннoгo эЛeN4eнтa тeлeснoгo yгла d()(р'1) = siпtdtс/я
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Рис,  l7 ,  кooРдинаTы пpи опpедeлеI lии диффeреl lциалЬногo сечеI]ия
pассеяния

мo)к!]o yка3ать LIа ! такyю лJ],)ЩAДKУ pdpdФ = tlo(у'4)' зaви
сящую oT выбopа x'  L l '  чтo в t l(}(9'1) oкаxyтся пoсЛe pассея.
ния всe частицьI'  кoтoрыe пpoшли чepe3 d. i(х,9,) дo pассeяния.
.rylнo)кeствo актoв рассeяния явЛяется peaлЬным физи"Iеским Мe.
хани3п{oм oтoбpа)кeния плoскoсти на сфеpy eдиниЧногo радиyса,
ПoЛoxитeЛЬная веЛичинa

d o ( 1  i ) :  p d Г d ч l (19.  r )
IlазьIBaеTся duффеpенцuалb||b|jl сеченue,м pacсея|Iuя -

Умнoxtим и pазДеЛиM пpавyю часть ( i9, l) на ивтeнсивIloсTь
пучка 1, Toгда пo'1yчим 9KвиваЛентнoe oпрeдeЛeние диффеpeн.
ЦиаЛЬнoгo сечeния рассeяния:

dN(l '  р)
I

(1e.2)

как oтнorxeния чисЛa частиц dЛ(1'р) '  pассеянньlx в eдиницу
вpeп{ени в элeпleнт TeЛeснoгo yгЛa . io(р,x) oкoЛo тouки O(р,1),
к интeнсивнoсти падающeг0 пyчка,

Т O а р h I o p a и  Д в )  \  ч а с , и ц  с  U р r ' p а . l l D Ь ь , v  в 1 а и ! I o ! р ; ( т в и e N l  ,  д .

жат в oднoй плoскoсти! и ф: P- Пoэтoмy для цeнTpaльнЬIx вза.
имoдeйствий yдo6нo пoЛЬзoваTься диффeрeнциaльньlМ сечeI]иeм
paссeяния в KoЛьцo мexдy t и l+dl:

l ,  p t \ J  Jp r \ / i  ,J o t \ / _  |  , 1 o  х - ) ) _ 2nд l t ] " , ]  
. . "^  

'  | Uo '
,^  I  u t  s r n \  d \  |

(  19 . 3 )

s !9 эффе^nuвнoе сеченuе pассеянus l  1 9

удe do : 2т sil..Ldу _ тeлесньIй yгoл ме)l(ду кoнyсallи с углаМи
pаствoрa l и l + dt' и yчтeнo, чTo do веЛичиI]а нeoTpицатeЛЬ.
нaя, Bычислениe rlo в системе ценTра Масс пo фopмyле (19,3)
свoдится к o'Гыскaнию фyнкции p: p(1)' т.e. к вЬIЧисЛeнию
иrrтегpала (l8,13)

х:т  2 Qlr,)trr
.J 11 2u (.r)

для частиц, имeющих кoнeчньIй paduцс вЗauмodei.
сmвuя Г\n\' yгoЛ l oбpащается в I]уЛь I]pи p > r'iit, пoэтolмy
фyнкциЯ p: p( l) oпрeдеЛева тoЛькo Лpи 2 < r int.

Bыр .чрни{ .  / do  1p{ ,Дс - аBЛяе I  . oбo ; i  Ч J сЛo  Час ги . ,  р а с сeяЬ ,
нЬIx за едиIJицy вpемени в do, Этo числo нe 3ависи'Г o,г тoгo'
в каких кooрдинатаx прeдстaвлeнo do, в систeмe Цeнтpа мaсс или
в лабopатopнoй систeме, всли пpи пoMoщи диaгpамм иЛи пУтeп{
непoсpeдствeннoгo pешеIlия yPавнении для имIlyльс0в пoсЛe pас
сеяния ( l8 '9)

' m \ l п I 2
Pr : ;P(-) 

+Pn' P2 : ;P( '") Pn

бyдyт найдeны функЦии l: l(pl),  1:1(d2) углoв 0l,  02 pассe.
яния чaстиц в Л.сисTеl4е' To дифференциалЬнЬle сeчeния pассeя.
ния час,Гиц l leрвoгo пyчка dol и втopoгo dd2 в Л.сисTеMe мo)кнo
найти пyтeM пoДстaнoвки этих фyнкций в фoрмyЛy дЛя do(x):

. l 'o|(9t) : do(х) х=х(o,) '  do2\02) : ,1o(r) 
*=11tl ,1.

мo1кеT oказаться, чтo функции r: r(dl),  1: r(d2) явЛя
ютсЯ мнoгoзначIlь lп{и. Tак' при рассeянии лучка бoлee тя)кe.
Лых частиц r '1 на нeпoдвих{ных дo paссeяния бoлеe легких
частицax m2 |lц > тпэ) лoд yглoM dl в Л.системе pассеиваюTся
ЧастицЬti кoTopьIe в ц-систеn4e pассеиваются пoд yгЛами 1', 1'*
(pис. 18)'  B сoo,гвeтсТвии с onpeдeЛeниeм ( l9,2) в этoм сЛyЧaе

r1o1(01) : r]o({ 
t=*'.a.1 l  

d"(t) '="-"1а'1.

Booбщe пpи мнoгoзначнoй зависиМoсти x: 1(d1 2) диффeрен'
ЦиалЬн0e сeЧeниe pассeяния в л.систeме сЛедyeт пpoсyммиpoваTь
пo всeм вeтвяМ x: l( , l ,2).

ПoЛная плoщадЬ o плoскoсти '' кoTopая в пpoцессe pассe.
яния oтo6pаxается на сфеpy eдиниЧнoгo pадиyса' Ilазываeтся
naлнb|,1,| cече||uе.lt pс|cсеянuя' Для частиц с кoнeЧным pod,,.oл
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Pис,  18 '  диагpамMа'  илЛюсTриpующая двузначнyю зависиNtoсTЬ { oт ,1

в 3(1uj.1'a d е |,iс n в uя r \I\\|
ствyeT.

IloJпoe сече17uе 3ахвaml7 oлpe!\eляетcя кaк
сти ' ,  соoTветствyюцая захвaтy частиц.

$ 2o. Paссеянио )I{eст(их сфеp
энeргия взаипIoдейстBИя U(т) : t l(г1 - т2 ) двух нeпoЛЯp-

ньIx мoЛeкyл имeeт вид' прeдставленный нa pис. 19,с '  B задаЧe
o  Dас сечнии  ! вижePие  aа с тиU  яв , ] яe , с ч  nнфичитчым  с  . ЬеpГиPu
oтнoситer1Ьнoгo Двиxeния Д > 0' Hа pасстoЯнияx rmin, таких!
чтo U(r".i") : Д' пpoисхoдит интенсивнoe oтталкивaниe частиц,
r' с'ГoЛкнoвeнияx при кoпIнатнЬIх Teп!пеpаTyраx энергии oтнoси.
теЛьнoг0 движeния мoлeкyЛ oбычнo нeдoсTaToЧнo для изMенe.
ния их вIjутpeнниx сoстoяний. и хopoшиМ пpибли)кeниeм дЛя
таких взаимoдeйствий сЛyxит МoдеЛь )кесткиx сToЛкнoвeний
(pис, l9 '  6) с энеpгией взаиМoдействия

o : т r i , \ | лpЙp>r \n r pассeяниe oтсyт.

пrl0щaДь пЛoск0.

u('): t- J: i',T;*o (20 .1)

Pис. l9. Энepгия взaиN{oдeйствия двyх непоЛярньtх мoЛeкyл
жeстких сфep (6)

\а) '

s20, Paссеянuе xtсеcnкuх cфеp t21

Taкyю энepгию взаипjoдeйствия имeют дBe гЛадKие жесткиe
сфepьI, сyмма pадиyсoв l(oтopЬIx pавна 2a' Лoэтoмy заДава o paс.
сеянии мoЛекyЛ с Мaссаilи ml |-1 тrI2 cBoД|-ITcя в этo]\,{ apeдeлe
к зaдаче o pассeянии жeстких сфер с \4a.caмИ rnl и m2'

'цЛя пoTeнциальнoй энepгии (20,1) угoЛ paссeяния 1
в ц.системe лeгкo вЬIЧисляется и paвен

,J -  t  -2u(J)

: z a,ccos 
*. 120.2)

oтсюда наxoдим зависимость пpицелЬнoгo расстoяния oт yгла
pассeяния в ц.систeме:

p:2aсos(х l2) ,

o: 
lo2аo:  

lno,  '

i
(20.3)

ЭTа фyнкция oпpeдeлeна лиiпь пpи p < 2o, Пoдставляя ее
в oпредeЛeвиe диффepeнциальIloгo сeчeния рaссeяния в ц-систe
Me' вахoдим

do1 l ;  _  4 l ! | 9p r \ ,  do  +гo l ' : n } "o . }а , \_с .do ,  120 ,4 l'  ' i r 1 l d1  2  2

Kак виднo из (20.4), paссеяние пloЛeкyл в прибли)кении жест-
киx сфep в ц.систeмe явЛяeтся изoтpoпнЬIм. Пo всеМ нaпpаBЛeни.
яМ в ц-систeмe частицьI pазлeтаются сфeрически.симмеTpичнo'

Пoлнoe сечение pассeяI,rия pавI]o

(20.5)

т,е, пЛoщади диска с pадиyсoм zo,
Эти peзyльтaтьl спpавeдливЬI пpи Любoм спoсoбe paссеяния

ЧaсTиц в Л систeМe: pассeянии пyчка частиц на пeрвoначалЬнo
нeпoдви)l(н0Й Мишeни, paссeянии всTрeчнЬlx пyЧкoв часTиц и т. п.
Bo всех слуЧaях для вьIчисЛения диффepeнциaльньIх сe']eний
pассеяния do1(d1)' dd2(,2) чaстиц пepвoгo и втopoгo сopта сЛeду.
ет oпpeдeЛить фyнкции 1: 1(d1)' l  :1(d,)' зависящиe Tакхe oт
спoсoба pассеяния и oтнoшения пjасс Чaстиц- Так, пpи pассeянии
пуЧt{а частиц с мaссами ml на пepвoначаЛьнo непoдвих{ньlx

а(p l,)
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(имeIoщих малыe пepeнoсI]ыe и тепЛoвыe скopoсти) частицах frr2
миrDени результать| бyдyт pазнЬlп4и пpи разныx oтнoцIeниях Масс.
-  ̂ .  из диаграмм Pассeяния I.]а непoдвиrкнoй мишeни (pис. I5,
16) виднo, нтo зависимoсть d2(1) oпpeделяeтся oднoй и тoй '<e
фopмyЛoй B2 :6 _ i/2 пpи Любoм сooтнoшeнии мaсс. Лoэтo.
мy,циффepенциалЬl lыe сечения pассеяния пеpвoначaльнo пoкo-
ившихся. частиц npИ 1тl| + тn2 oпpeдeЛяются oднoй и тoй жe
Фopмyл0и

d,o2(02) = d,o(7'1|,=,,,i = 4та2 sin (т _ 20э) : 4а'2 cos 0lсlaz,
(20.6)

rДe do2:2тs i| l02d02'
ДЛя гIpoизвoЛьньIх ?nl '  In,  иМeeм TаЮкe

ьin 1
tg0t _.  

n lT-+ сo s l

этo сooтнoшeние мo)кнo pазpeшитЬ o1.н0ситeЛьнo сos х.
зyльтатe пoJyчим

(20.7)

B pе.

сos1... : З1"i ' l9, 1.o"B, sin2 01 . (20.s)

^ Знак . 'o в )]oй фopNlуЛe oтнoсится h слУчaю rn| ? m2,
Пpи m1 - m2 уrcл ц _ \12. Если на'|.Гаюшие частицы имeют
6oльшyю Mассy, m| > m2' .|o в пoлученIloп{ pешeнии следvет
сoxpанить oба знака; фyнкция l: X(d1) lвузнаvная; в л.систeмe
пoд yгЛoм ./1 pассеиваются частицьl, кoтopыe в ц.систeмe Dассе.
иваю| ся  и  пoд  у Г t l oМ  \ . '  и . ] oд  y Глov  \ . . ,
,  дЛЯ вЬlчисЛeчия dо|(d|) слeдуе| нaйт,|1 do\0,), нo таt{ как

do 2Л sin \ / i  \ _ 2ld(сos 1; '  ДoсГaтoчнo выч,4слитЬ диффеpeн.
циаЛ oт oбeих частeй pавeнств {20,8), Пoлy", lм

l  х 2

1 + + сos20|
mt

(,.*"u, 
* (20.9)

| Ч sь} 0t
rnt

зДеcь do| :2т s\nq| dql t и знак (+' oтнoсится к do.'
Тeпeрь, испoльзyя фopмyлы (20.9), мoжнo нaйти диффepенци.

альные сeчeния pассeяния налeтающих частиц в Л.систeмe пpи

s 2l, Pасcеянuе чаcmuц с Kцnoнoвскuм взаujno.]eЙcmвuея t23

pа3ЛиЧных oтнoшeниях масс. Пpи rrr1 = rn2

rlor(0r) : do(1)|*_'., 'J = 4о2 cos 0 t dol.

нo eсЛи частицьl нepaзЛичиMы, тo в эrleмент телeснoгo yг.
м do(0\:2тsiD0II0 Г'oc' ,|е pассеяtlия пoпадyт и ваЛeтаюЩие
частицьI, и чaстицы п{ишeни' вмeстo фopмyЛ (20.6) и (20,10) для
тo)кдeствeнных частиц будем имeтЬ

d.o(0) : dot(0) + do2(a) :8a2 cosl rJ,o(0)'

|7ри тll| < m2

' - ,2
1+Ч сos  2d r

mt

(20.10)

(20.I  r )

(20 .13)

(21.r)

с1o1(01) : а246' : ,722\ сos a1+
m2

do1. (20.12)

t - !s i , "o1
п1t

Гlуl m1 > lt,2
dor \ r t11  -  n '  (do ' )  -  do"  I .

ГДе do* ' do"" oпpeдer']ены фopмyлoй (20,9)-

$21. Paссeяние частиц с l{yJroнoвским
взaимoдействпе}t. Фopмyлa Peзepфopла

l. Haчальньre сoстoяllия пУчкoв и энepгия oтIIoситeJIь.
вoгo дви)кeнпя rlастrtц. Pассeяние paзрe)кeнных мoнoxpoмати.
чeскиx пУчкoв эЛектpичeски зapяжeнньlх часTиц в л.системe
I]peдставляeт сoбoй мнoл(eствo нeзависиMьIx паpt]ьlх стoлкн0вe-
ний частиц, Пoлная энepгия -Еo ка)кдoй паpЬl таких взаимoдeй.
ствyющиx частиц oпpе'целяется Mеxаl lизмoм пpедваpЙтeльIloгo
yскopевия .iастиЦ в пpoцeссe фopмиpoвания пУчкoв. Эта энepгия
сoхpаняеTся и Лpeдставляeт сoбoй сyмМy кинeтичeскoЙ энepгии
цeчтpа vасс Е' ' ,]  и 1нepгии o, lнoситe1Ьнoгo дви)<ения Е,

Й: Erо+E ='ff,1,,,, + в.
Сoхpаняeтся такжe распpедe.']eниe энеpгии Мe)кдy цeнтpon'

Масс и oтIloситеЛьньlм дви)кениeм, пoскoЛькy E(-) и Е яBnяются
интeграЛами движeния.

ФизиЧeским паpаметpoм, oпpeдeляющим динaмичeскиe сo-
стoяI]ия двyх тeл, слyxит э|1еp||.1я Е' а нe Ц.) Энepгия oт-
нoситeльнoгo двиxeния Д мo)кeт дoстигать зI]ачений, пpи кoTo
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pых pассеяниe станoвится нeyпpyгим, вoзмo)кны ядеpныe peак.
ции. 06Ладаloщие пopoгoм, пoэтoмy с энepгетичeск;х пoзиций
пpeдпoчтитeЛьньIм пpeдcтавляeтся l\4eтoд встpечныx пУЧкoв' пpи
кoтopoМ центp масс паpы 0динак0выx чaстиц oстаeтся нeлoд.
ви)кньIм.

Бoлee трaдициoнньIй MeToд пpeдпoЛалаeт нaличиe Дo paссe.
яния ToЛькo 0д!]oгo пyчка' кoтopьIЙ мoжeт бЬtтЬ сфopмирoвaн
в peзyльтатe pаспада pадиoактивньlх э!,IeпlеIjтoв иЛи в yскopитe.
Лях, roль дpyгoгo пучка вьlпoлняIoT частицы макpoскoпичeскoгo
oбpазца вeщeства (мишeни) в кoljдeнсиpoваннoм или в гaзooб.
pазнolи сoстoянии. Если скopoсти настиц пyчка 3наЧитeЛьнo пpе.
вoсхoдят скopoсти тепЛ0вoгo дви)кения Частиц oбpазца, тo скopo.
стями частиц миLueни дo pассеяния мoxнo пpенебрeчь и считатЬ,
чт0 paссеяниe пpoисхoдит t]а лepвoначальнo нeпoдвижtiьIх части.
цах п{ишeни,

. B yслoвlях рассeяния на нрпoдвижнoй МиJени , l  . ,  0.
Lo _ ml l i  z.  и vDl нахoди\l '  чтo н.чаЛЬная энеpг,rя г0 pас]pe.
дeляeтся в сooтвeтствии с фoрN'уЛаl'и

- m l
L t m l :  -  _ - L o ,  L :  -  

L o .
. i t t  +  m 2  m t  +  m 2

||p|I m|: m2 лoЛoвиtlа знepГии падающегo пyчка пpихoДится !]а
цeнтp масс' a лp|4 m| > m2. б6Льшая пoЛoвина.

Pассeяниe на нeлодвижнoй пIишеllи сoпрoвoждается знaчи-
тeлЬнЬlми пoтeрям энepгии на <yсKopeI]иe цeнтpа Мaсс' ,  для дo.
стижeния .,нepгий Е каждoй 'ас t, . lце нaлetаюшiгo лунка нcoбхo.
диМo сooбщить энepгию Е0 : (| + m|lm2)E' a самoмy пyчкy _
г]ЛoтljoсTь энeргии n(l + m|/m2)E' где n _ плoтнoсть числа
частиц.

B метoдe pассeяния тeх )ке l]астиц на встpeчных пvЧкаx v| :
: -.vэ. Lo _ l- '  .  mzlu?/2' и ! lы нахoдим *, oс"o""""u за*Ь*"
сoхpанel lия энepгии (2l.1)

t t - t  I t n l - n t2 \2
E6  \mt+rпz |  

'

(2r.2)

(21 .3)
E _ 4упlmz
-Е6 (mt * mz)2-

Пpи m1 : r7у2 в этoм мeтoдe Д1.1 : Q' 3 oбщeм слyчаe энepгия
oтl]oсительнoгo дви)кeния пpeвыulаeт энepгию цeнTра масс иЛи
Dавна eй. eсли

#2
\mt  +  m2) '

t - l
\m t+m2J

(2 t .4)

s 21' Paс.ея|luе цaсmuц c кgлaнaвскuh1 вlаш$odеIicmвuеjn t25

пучки частиц всeгда мoгyт быть занумepoваны тaк, чтo ml <
< mz. Тoгда o6a пoсЛeдних неpавeнства бyдyт выпoлtlяться дЛя
сЛeдyющих 3l]ачeний oтнorrleний мaсс частиц:

12\21з_уE1-o,t t .

.цля Toгo чт06ьI дoстиЧь oпpeдеЛeнных эвeргий Е oтнoси.
TeЛьнoгo дви)кения t{а встpечных лyчKах частиц' каждoи па-
pe взanМoдействyющих частиц дoл)l(на бьtTь сooбщeна энepгия
B Л-систeпje' pавная

":+(tff. E. (21 .6)

oтсюда виднo, чтo энергия Е0 дoл)кна пpиI]иматЬ знаЧeния
и3 интервaлa (Е,2E)'  eсл|loтнoшeния ttAcc m|fm2 измeняются
в интepвaле (2l,5).

метoды paссeяния на не0oдвижнoй мишeни и на встpеЧных
Ilyчках пpeдстaвляют сoбoй пo сyщeствy pазI]ые мeтoды задания
вачаЛьных сoстoяний пучкoв, динамика paссeяния в системe
цeнтpа масс нe зависит oт наЧальныx сoстoяний частиц.,Циффe.
peнциаJьнoе сeчeниe pассeяния в ц.систeмe буДeт oдним и тeм
)кe дЛя pассeяния на нeпoдвиxнoй l{ишeни и для pассeяния на
встpeЧных пyчках'

2. Paссeяяиe пуuка uaстиц цa нeпoдви)кlloй мицreни. ,II'ля
BыЧисЛeI]ия диффepeнциаЛьнoгo сeчeния pассеяния в системe
цel lтpа масс вoспoльзyeмся yжe I laйдeннoй зависимoстью (l8, l4)
yгла pассeяния х в этoй сиcTeмe oт пpицeЛьнoгo pасстoяния:

r : 2 аrсtg _Ч' (21.7)

3десь rr = ef2 И Bce частицы oдIloгo и тoгo )ке лyчка
имеют не тoлЬкo oдинакoвыe массы,nl ( i :  l ,2). нo и oдинакoвьIe
зapяI\ы еi' Из (2l.7) нахoдим

l rr l :(-.-) '"в'} (2r.8)

ПoдсTаBляя этo выpа)кениe в oпрeдeлеI]иe ДиффepенциaЛьнo.
гo сeчeния pассeяния в ц.системe' п0луqаeм

(21 .5)

do2 l  7  o  1 z сoo} ; r  I  o  ' 2,* o'-" (#) '#;_(,,л)$. еr.о

) '
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Этoт pезyльтат спpaвeдлив независимo oT тoгo, noкoиЛисЬ дo
pассeяния ЧастицьI , r l l2  или нeT,

Cooтнoшeния Ме)кдy yглаМи r: l(9l), r:1(d2) oпpeleля.
ются t{ачалЬнЬIМи сoстoянияl{и LIастиц и их I\4ассами. ПoэToМу
в 3адаче o pассeянии tIастиЦ с кyлoновскип! взaимoдeйстBиeМ нa
I]eп0дви)кIJoЙ t\'IиlIJени oстаloтсЯ спpавeдливьIпjи всe сoоTнoшeния
п4е'tдy угЛами рассеяния в сисTeМe ЦeнTpа Л4асс и Лабopатopнoй
сисTеMеi yстанoвлeнныe в l]peдыДyщeМ паpагpaфe дЛя )кeстких
сфep,

УгЛЬI 62 pассeяния пepвotlачальнo неll0дви)кl]ЬIx в Л.систeпle
Частиц сBязанЬI с угЛами l  сooTнoшeниeN{ l: т 2d2' Пoдстав.
ляя этo сooтнoшeние в (2l '9), нахoдиМ диффepeнциальнoе сeче.
ниe рассeяi]ия в Л сисTeМe пеpвoначаЛЬнo непoдви)кньIх частиц
пpи ЛюбЬIx ,7,1 + 'z,:

.1"1 : d"(r)lt=11о,l

,Цля налетающих частиц

' g P r  - а  Y
_ .or '\m2

Е ( л P  l v а с с D ,  н а - e | а  o L L и х  Ч а с ,  и -  l l ' -  _

ются тo)кдeствeнньIм|1' Io х:201 Й

(21 .11)

ra' и LIастицЬI нe явЛя.

\21.12]

dч, (21.  r4)

doz
;JБ (21.  r0)

;Jo,
ПplА n|\ < m2 зaвисимoстЬ r: r(, l) :1*(01) oднoзнаuная,

сooтвeтствyющая знакy <+' в фopAlyлах

/  ^  \e
do r :  { - : l  )

сos 1{-* : a1 
"i,.'2 

p, 1 
"o" 

9'
1lr'2

s iп2  01  ,  (21 .13)' (#)'
I + 1l r:os2d1

nt

[ ' ' " " ' '  

*

вытeкающих  из  (21 ,1 l  )  и
уfлa dI],

t + sin2 dr
m2

опредeЛeния эЛeМента

ДиффepeнциалЬIroе сe.{eние
с Njассaми ml (ml < m2) мoжет

$21' Paссеянuе цаcmuц с ку]loнoвс|.uм вЗаufuodеЙсmвuе'I t27

pассeяния в л.систeмe часTиц
бытЬ пpедставлeнo в видe

r/,тr : dо(1)]*".,., = #| "i,'' 
вr _

I

' ,".] 
,,, 'u,

всЛи частицьI падающегo пyчка ип{eют бoЛьu]иe массьI.
rn1 > m2 (тя>кельre иoны). тo зависиМoсть 1 : 1(01) являeтся
двyзнaчItoй; oба знaка в фoрМyЛаx (21,l3), (2l, l4) имеют смьlсл'
Tак (ак пoд углoМ ' l  в л.систeме pассеиваюTся ЧaсTицьI. кoтoРЬIe
в ц.сисTеMe pассеиваются пoд yгЛаМи 1- '  l -- Дифференци
аЛьнoe сeЧеIJиe рассеяния нaлеTаюциx частиц в этoм слуЧаe
прeдставЛяeт сoбoй сyмп!y

, l o L  : . t . 1 \  ) l^ . r r L r  + t l o ( \ l  \ . , ( d , r :

(+)"t[;.
] . o "4 '

^ 2
-l sin2 01
пIi

* 2
t ] ыrr' 01

|тL'[ir;.'.'u*].."u

: r*; \I|:- ж"-,,' _ } *.,, f d-, ""а ],*- | *
+

-'*- 
l) "' '"

ФoрмуЛа (2l,15) для диффepенuиальнoгo сеЧeния pассeяI]ия
Лeгкoй кoMпoнeнты, сI lpавeдливая ||pИ m| < m2' стaнoвится бo-
J.Iee пpoстoй в пpибли)кении m1 /< m2' B этoм пpибЛи)кении

\  t  0 ,  привеДePчая  мас са  г pиб ]иЬeн . o . oвЛал2eт  с  \ , 1 а с сoй  . n I

лeгкoй чaстицьl '  и МьI имeeM

Фopмyла (21,17) пoлyчена B l9l  l  г,  э, Peзеpфopдoм. Сpавпе
ние этoй фopмульI с pезyЛЬтатами экспepиMeI]тoв п0 pассея!rию
быстpьIх аЛЬфa.ЧастЙц (ядер He") нa ядpах тя)кеЛьIx элемеtjтoв
явилoсь oдним из oснoBньIx истoчникoв инфopМации o стpoeнии
атoMа'

.циффepенциальнoe сечeниe pассeяния l!1o}(tlo таюке выpa.
зитЬ чeрез энepгию € '  приoбретаемyю пepвotjачaльнo пoк0ивши

' / a \ 2 с I с ' t. ' : \z,7 1 ;ц' - . -  
2

(2r .17)



Следoвательнo.

диффеPенциа.Ль|roе
Nlo)]<нo прeдсTавитЬ в
выражeния  (2 l , l 9 ) :

"" r = tr,,'
сечL 'нис рассeяниЯ в |L.сисTe]\{e

виде'  удoбнoNj дЛя пo] l (Tа]Ioвки

\ lися чaстицаNlи '  и. . lи pавную си э l iергию. Tсpяеn!vю нa. i ]eтаIoщи.
N!и ЧaсTиц,пlи,  !сйствите" lьrro.  ка|{ виднo из пPиl lе] . lе| lнЬlх вЬ||Uе
диагpаNlNl  pассеЯ l lия.
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=#:f 1a""'..))'

$2l, Paссеянuе цсlonuц с кцnoновI:кuм вЗau,цoаеnсnвuе,\ t29

j l . ]Я всTpечньIх стo.1 l iнoвсний p(, ' , ,  -  (] , l |  , ]2)v l .  p_2i ,vt ,  Сле.

t\ 'ffv'r- ' , ' , - '#, , ' (2123)

йр  ' ; ,

PЛс 20 }ъ.rЬi pасссЯ|{lя при встPе'r lIЬ х LтоJкновсния\ Частиц

BсктopньIе pавеrlства (2J'23) } 'добl|о l]зoбрази|Ь гPа()ически
(pис' 20), из диaгpа]\1N Ь| L|зхoди]\1 с()0т|loшения l\ r)кду уfЛаMи
Pассеяl]ия. сиNlNIеTPичнь|о oтнoси,]L' .]]ь|]о пepестаIIoвки L|oN1еpoB
час тиц '

1А | ) 2 : (21 .25)

2/,lr r сos r

Pазрс | | l ид  ( , l  2 4 ) .  ( 2 l ' l 5 )  o тнoсите . i l Ь | t о  ( o s  \ .  лoлуЧ i '

/ / ,  , , , j r , . , . n ,  
, . .  . r , t t  |  1 , , , '  

, , ,  
I  - , . ,  "  ..  

2 r , , ,  \ '  \  2 , , .  l
(21  26)

/ , r .  , r , r  - . . . r /  .  , . u r r ,  r  t  ( , , ,  .  
, ,  

1  .  , . "  .'  2 ' , '  \  \  2, , , r  '  
, r r-rr ,

Пpи rrr1 : , l ,  I lснтрьl  \ tасс Bссх l lар взаи\ lодеЙствy|oI l lиx
ч а L T и l t  o с т а ю т с я  i l е t ] о д в и ) < н ь I п l и  и  \  .  \ ' :  d 1  : 0 2 ,  П o э т o п r у
лиффcРeнциаЛЬное сt1]е| lие pассеяl lия l ]cтождествсннЬlх час l .иц
( oдиI]aкoвoй Nlaссoй l j  Л систeNle сo|] l lа ,1аеT пo фoPNlс с диффe
pеr l lLиaЛьнЬlN1 сечение11 в ц.сис. l .еNlе:

'  /  е r . :  \ j  1uLl lo| 
\йcl 

";ч

(21 .18 )

(21 .19 )

(21 .9 )

(2r  ,0)

]J  резy ' . ]Ь1.а].с |]ахoдипj ди()({)0pснциаЛЬl|ое сс!]oние рассеяния
i/a.  в интеpвале rнергий .1 €  oкoJк) . :

*:1;;"ffi

,'. ",1,,', . tnt. p.- "l , ^ /,,.

Пo" , tнoе се . l снис  pассеяниЯ o  ' l астиц с  | (у] ] t ; ] loвски l t  в : ]аи]\Jo
, 'Lейс-ГвиеМ I lpсдставляе1. собой ин'Гeгpа,л от ди()( l )еpенциa"цЬнo-
Гo сcЧeния (2I20) IIо всеrv y] .J lаNl  Pассеяниl l '  иЛи ин'Гeгpа.л oт
Ци4n|еPенциа'1ь}{oгo сеЧения (2 l ,2 l )  l lо  всеN1 ] l lсpгияNl  Е,  oба
]ти иI lтeгpа.1а Pасхoдятся.  о .  . r :  '  Пoлнoe !е ' lL 'ниe рассеяния
э.: lеI iтPически 3аpя)кенных чзстиi l  расxодится вс. lе , '1ствиe бсскo.
l lсЧнoгo раj lиyса цeиствия ку. l loнoвских сиJ,

3.  Pассeяниe встрeчнЬlх пучкoB частиц. ] lайДеNl , rиффе.
pенциалЬнЬiе с( 'чсниЯ рассеяния пyчков Части|L с |(улol{oвски] l j
взаиI{oЛействисNl  | l  Лабopаl .орr loй сис 'Гe]vIе.  в усЛoвиях'  кoгда два
pазpc i{eнHЬ|х l \  o|юхPoIIаTичсских пyчкa частиl l  с  \1асса\ lи ' , I
и  , ] ] ,  , l ]  < , l : .  д в и ) к \ ' т с я  n o  р а ( с e я l I и я  н а в с т р е l l у  д p v г  д р у г y
сo с| ioрoстяi\Iи v] _ v] ,  Фoрi l ! , .1a ]1Jя ]иqхl]еp.I lциа' . lьнoгo сс '
t lе l l |Jя pассeяI|ия :]аpЯ)кеt]I lЬ lх ЧастиI l  в ц.систе\ l r '  oстаeтся слра.
] , ' , 1 ,  и в о l .  и  d  i l o \ l  l  . \ , " "  О ,  . '  | ' , } |  , | . ; , J  . а в ' ] l , l . \ ! o ,  r  . l ' , l . , )

yГ . l |аN lи  рассея| lия  / / ] '  a2  частиц в  л .сисTeNlе  и  y l i ] IoN l  l  рассеяния

иМл}.ЛьсЬ l  частиц лoс ,1е  pасссaI]ия oпpедc" . lя1отся oбциNJ ре
l l l L 'ниe\I  : lа j l а I lи  o  PассеяIJии дв!х  часrиц ( l8  9) :

(2 l  . l  l )

\21.22)
(21.28)



f l pИ  m\  +  1n2  з ависиМoсти  r :  x ( d ! ) '  X : 1 ( , ' )  мo г yT
oказатЬся двyзнaЧнЬtми, Как виднo из pис, 18' нeoднoзнаЧI]ая
связь ме)кдy yглами pассеяния J и 0l , ,  вoзникаеT' кoгдa oт.

l l t  t i t  ,  I

lo Ue |иe ^ 
. 

| ' , lЛ | ^ _, t0сr0ванyя 
.рр) Гo1ЬРикoв Ра

zmz  I
pис,20) станoвится бoЛЬl]re eдиницьl. Toгдa пoдKopеннoе вьlpа)ке-
ниe в фopмулe (2|,26) или (2l,27) для сosx-;- мoжeт oбpатиться
в нУлЬ при oпpеДеЛeннoм Nlаксип{аЛЬнoм зl]ачeнии yгЛа paссeяI]ия
в Л.систeп{е' Убьlвать угoл рассeяния oт максимаЛьнoгo значения
б)Лет .  o  дpу .oй вр-в l .  l ав t .  l voс , l  i l ,  o |ли1аю. l lе ' ] сс  . ] '  a  (ov  I  eDрД

кopнeм,
F{еpавeнства

|30 | авo 5, Цuноvuка 'u ' 'n"ab, .Jвц, в"ouмadPu'-вцюц", ча.nuц

l n ) - t n 2 , ,  f l Z  m  _ ,
2 tn ,  

' '  
' . ,  

- ' (21.29)

oднoвpемeннo BьIпoЛI,lяются пpи m2 > 3m1, Угoл 81 B этoМ сЛучаe
изменяеTся oт нyля дo т, УГoл 02 имeет мaксип{аЛЬIloe зIlа

чение ,2n:х: -*. ( э ' '  ' , ,  
Зависимoсть х- : X'(0l) яв-

.. .\m, mt ./
Ляeтся oдI]o3l lачнoй (знак (+) в сooтнoшeнии (21.,26]): зaви-
си]!1oсть l  :  l(d2) явЛяется двyзIJачнoй (oбa знакa в фopМy.
лe (2I,27)).

ЭЛeмeнT тeлеснoгo yгЛа п{eждy кollyсап{и с yгЛами pаствoра l
и 1+dX pавeн d,o:2тsiпуdу: -2тd(сos1), ПoдставЛяя сюда
сos1- из (2l,26) и диффеpенциpyя, наxoдиМ

/  . " . , 2  \
I r ( '^ ." '\ ,""2a, I

do . _ | . ' _ . ' " o ' 0  -  
'  

|  а o ' .
,  |  

* , '

t '/r (-^-\r, ' lo. l\  V 
\2|-зo)

Фyнhц,rю -:na l в д;фрepeнциальz^
ме также неTpуднo BЬIразитЬ чepeз 01 при пoMoщи сo0тн0шe.
н|-1я (2\ '26)' и мьl пoлучаeM диффepеIrциальноe сeчениe pассея-
ния частиц с МассaМи,nl в Л-системе:

dot : do(ll,

:(#)'l _ 2
I I sln! 91

mi

.(er )

[ L  - 1  . , "  t

L,  
* 2-  ""  

vt  t "os ' t r

-' 
oo'

(21.31)

r-IaстицьI с пlассаМи m2 (m2 > 3m1), oбpа3yюUlие встpечньIй
пyЧoк' рaссeиваются B Л-сисTемe пoд угЛаN{и 02' При этoм кaж.

дoмy a2 сooтвeтсTвyюT два угла pассeяния l- и 1-. в ц.систeмe.
B сooтветствии с эTиМ иN{eются два эЛeМeнтa телeсньIх yглoв dO*'
.]. .].t '  связaннЬIx с злeмeнтoм do2:2тsindzdol в л-систепle, Пoд
стaBляя |21.27) в oпpедeлeниe do' пoЛyчиI'] для oбeих Beтвeй

s 2 1, Pассеяt|uе час|||uц с l.g,xaнaвскujl, в1аuмaаейсmвuеjr

*2 -t 
"o" 

a2 +

l  х 2
1*( ' , ,  n  

)  сos2a:

ilrw (21,З2)
с yчетoпl фopмyл (21,27), (2|,З2) диффepeнциaлЬнoe сeчениe
рассeяния частиц с lltассаМи m2 (m2 > Ыц) в Л-сисTеп'e на
встpеЧньlx пyqках Мо)кнo пpeдстaвиTь в виде

do,: аo(| х,(o,) * d"(r) x..tв, l  
:

^ (r
r"\'JtL. -.,;a.
\2! , )J l l  2  4n.

Ir
'  Г  )  ' ,I  "  ,  tn ,  nt  \ - , i ,  -8 . ,  

1- r " ._t .osd \ / ,  \  2 , ,  I  ,

l 1  t n c  -  t t t

.  Г  '  . z  '  л
+j-.в,1/l (Ч;}) ".,*] (2r .33)

t 3 l

) , .

- - )

МьI пoлунили диффeренциaЛЬные сечeния pассeяния нa
встpечIlЬIx пyчкaх частиц с 0диr]ак0вЬIми Mассами ,)l : m2'
с  1ак . r (е  с  vасса \4и .  )Дoв .  e ,вop9юшиvи  чepаsе|  с Iвy  m2 ,  Зm1.
вьIтeкающeпIy из (2l,29), ФopмульI дЛЯ углoв pассeяния (2l,26)'
(2i.27) oстаются спpаведЛивЬIми и пpи дрyгиx oтнoшeI]иях масс'
yдoвЛeтвоpяющиx всeвoзMoжнь]п{ знакaм нeравeнств (21,29),
oстaется в сиЛе и схeма выЧислeния диффepeнциaлЬвЬ|х
сeчeний pассеяния дЛя так x oтнoшeний масс пoсЛе oпpeдeЛeния
нeoбxoдиМoгo на6opа вeтвей (знaкoв <+'. < '\ B \2| '26)' \2|,27),



главa 6

сисTЕll{ьI B3AимoДЕЙсТBующих чAстиц

$ 22. .{инaмикa сисlеluьi взaипiol{ействyroщих uaстиц

1. Фyнкция Лaгpан)ка и уравнeния дви)l(еяия систeMьI
взаимoдeйствyroщих настиц. Функция Лaгpан)кэ систeN{ь] .Д/
частиц

l  :  l ( г r ,  .  ' ,  ,  т л ,  v r  '  , , ,  ,  v л ,  l )

с энepгиями взаип{oДefic'rвия Ui,( ri r; ) мoxeт бьIть yстaнoвле.
на, eсли пpeдваpитeльf lo сфopMуЛиpoванЬI ypавнения дви)reния
сисTемьl, пpи усЛoвии, чTo функция Лaгpан}ка являеTся Tpех.
мepньlм скалярoМ, ee пpoизвoднЬIе 0L/0ri ,  DL/0vi обpазyют 2N
вeкTopoв, ПpeдставЛяя импулЬсьI Рi Частиц в ьидe 0Lf0vi' уpaв-
нения дви)кeния Мo)кllo заЛисa'ГЬ в Teрп{инах пpoизвoдных фyнк.
ции Лагранжа и oдI;oвpeмel]нo yстанoвить ee яBный вид. Эта
пpoграмМа лишь ЧисЛoм пepeменIJьlх oтЛичаеTся oт испoлЬз0ван-
нoй вЬIr]]е дЛя oднoй часTицьI. oбраTнaя пoс'1eдoватeЛЬнoсTь дей.
сTвий сoстoит в oтьIскании фyнкции лагpaн)ка систeмы Частиц
и yстанoвЛeI,jии Уpавнений двиxeния как yрaвнeний Лaгpанrкa'

явньIй вид функции Лагранжa системьI N частиц Мo)кl lo
устан0виTЬ пpи пoMoщи рассyждениЙ, на oсl'loве кoTopьIх Bышe
пoЛyчeна фу!]кция Лагpан)r(a для -ly' : 2, действитeЛьно, дЛя
Двyх Частиц в0 внeшIlем пoЛе с пoтeнциалoм' прoпopциoнаЛь-
ньIм ./(I '  l ) '

_ . ,  2  . . ,  . . , 2
L  -  

2 ,  ; .  
U | )  1 т |  r ,  _щ! r | , ! \  U l t  ' l  ( 22  | \

истo.{никo]u вIlешнeгo пoЛя (пo oтнoшeнию к выдеЛeнной
сисTeмe двyx частиц) мo)кeт сЛужить тpетья ЧасTица. Toгдa еe
п0тeнциаЛьная энePгия будeт зaвисeтЬ oт вpeМени пoсpeдствoп|
известнoЙ зависиMoсти oт вpемeни кoopдинат тpeTьей частицьI,
так чтo

U| (т1 ' t )  * I /2 ( r2 , t )  :U l з ( l г l  т3 ( t ' ) l )  +  L l , 3 ( i т ,  13 ( t )  ) ,
K фyнкuии^(22,1) мoxнo дoбавиTь известнyю фyнкцию вpe

мeни m3(i3(t))z/2, Учитывая далeе' ЧTo фyнкЦия Лагpан)ка си-
стeМьI тpeх частиц не дoЛ)кнa зависeTь 0т l]opядкa нyмepации

чaсTиц иl]тo зависимoстЬ rз(t)  лoлxна oпpеделяTься ypaвнeния.

ми !'B|4,<e\1Йя. лpихoдим к функции

, ( r l . 1 2 '  r з ' v l , v 2 ' v з )  :

, л 1 . , ]  m l с ]  n ,  1 о ]  -__;_t_ 
i  u,^rrrr  r i l

I/13(|г1 т3 ) U23\r2 т3) =
\  ,  ' ,2

t" ';  iIr, .  r, .  122.2'
i= l  i , i= l

сиNtпlетpичнoЙ oтнoситeЛЬнo пepeсTаIloвки инДексoв любoЙ паpьI
rrастиц, штриj( пpи знaкe двoйнoй сyММЬI oзначает ,i 

+ ',i И |1с-
ключaет сап{oдeЙствие Чaстиц,

PассNlатpивая дaЛеe тpeхчастичI]yю сисTеп!у как пoдсистеМy
сисTе]\{Ьl' сoстoящей из чeтьIpех Частицi мo)кнo yстанoBить Bид

фyнкции Лагран7ка ДЛя . .{:4 и T,д '  заNlеTиNt '  oдI]акol  чтo вся
инфopМация o чисЛе часTиц сoдеpжится Лиl l jЬ в веpxнем пpеделe
сумlt  (22,2),  Пoэтoмy фyнкuия Лагpанжа системьl  l l  взаиNloдeй
сTвyющих Частиц вo вf le l ]]нeм п0Лe рaвна

- L ( т ] ' , , , . т N ' v l ' , , , ' v N ' t )  :

s 22, Дuнa u|са сuсmемb! в1аuмadеiсnвцющux чaспuц 133

_ } Ё u,,{ ", 
_",11 _Ё*o,,,,, .,,,,,

dаL  0L :F . i  ( t :  r . . . . ,N) ,  (22 .4)
d,t 0vд Оrу

ЗдесЬ фyнкции Ui:Ujl paзличны дЛя разнь|х сopтoв частиц'
r  ( г , / )  пoге i ]Uиа  |ЬнаЯ  , ьер .иc  чaс ,и ,Ь |  с  | -o . l рpov  '  вo  вч '

Уравнeния движения систепIы /{ чaс,Гиц Moгyт бЬIтЬ пoлyчeнЬ!
из ypавнeний Лагpанжа

где Fl силЬI. нe Лpeдстaвлeнныe в фyнкции Лaгpaнxa.
Пoдставляя (22-З) в (22'4)' нaйдeм

\ -  л l '  i  
" ' Чa4+гo(.o ' . .o, ,)

\22.5)
(a :  r . . . . ,1{) .
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Уpавнeния Двиrкeния (22,5) oднoзначнo oпрeдeляют сoстoяниe
с и с т e N ! ь I  г l ( f ) ' . . . '  г N ( t ) .  v 1  ( t ) , ' ' , '  v 1 ' . ( t )  в  м o М e н т  в p e M e н и ' '  e с .
Ли известIJo ее l lачаЛьнoе сoстoяниe г l  ( to) ' , . . '  г ! . ( tо) .  v l  ( .o) ' . . . ,
v1( lq) в пroмевт 10 '

Пpи бoльrrrих ]Y i]paктичесKи нeвoзltloжIjo oднoвpelleнflo из.
lepить пpoстpаl lствeнныe пoЛoжeния и скoрoсти частиц систeмЦ
(звезд в ГаЛактикe. атoмoв твeрдoгo тeла и т-n,), Для такиx
систeм нe имеет пpахтичeскoй ценнoсти и oбщee peшениe yрав.
нeний ДBи)кeния

г , t )  :  г l  t '  г l  ( i о ) ' . . . .  r д  ( 16 ) '  v 1 ( / 6 ) ' , , ,  '  v , 1 ( l 6 ) ) ,

B  с вя  l и  с  c тиv  длq  си с г емы  v  вaаиvoДeйс | вуюдих  Час тиц
oсoбyю ценнoсTь пpиoбрeтают зaкoньl сoхранeния,

2. изМelteние вo вpeмeни иlипyльса сlrсTeпrьI; дви)кeциe
тeлa с пeрeмellнoй мaссoй. слoxиМ вeктopнo yрaвнeния дви.
)ке! lия системЬI N частиц (22,5), Пoлyчим

(22.6)

\ '  . . . ,
\- . 'L, l  -  l  \- r , ,Lrц a
z- aтh 2 (-' \ оrц , * ) : ; Ё  ( *  * )= .

\22.71

N  N  . , .

" : гF '  
г :y j'  

- .  - . . J r L

Слeдoвательнo, uмnb,lbс сuсmе,мь| o = i o, измeняеTся сo

врeмеьеNl пo0 де!]ствие\I с\  vмь.  
" ," ' "" ' .  

. J , ]

\22.8)

Если прoeкuия сylt lмы aнешних сиЛ на нeкoTopoe напpавлel lиe n
в пpoстpанствe равна нуЛю. тo' как виднo из (22'8)' пpoекuия
иl\{луЛьса систeмы частиц на этo l lапpaвлeниe сoxpаняeтся. pn =

oпpeдeлим pадиyс.вeктop цeнтPа масс г(,п) систeмы N частиц
равeнствoм (тeopeма o сpеднем д"1я сyмrм)

N N
\ - , , ,  -  - .  \ -  - .
1 2 t  t L r  -  ' \ t r l  

1 2 ' t t L .

i = l  i : l

(22.s)
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тoГда o сoxpанеLlии пoЛнoгo импyлЬса сисTеМЬl м0)кнo г0в0pить

так '(е '  как o сoхpанeнии ск0рoсти цеI]тpа масс v(п):

N N

p  =  r | I , |  L l l l i = v \ т , | |  L l I l I '
i = l  ; = 1

(22.t0)

Koopдиt]аты цeнтpа
oснoвe их oпpeдeлeния
часTиц тi(.),  oднакo в

l\4асс систeмы нe мoгyт быть нaйдeны на
(22.9) '  пoка нeизвeстнЬl закoньl движeния
oдl lopoДнoм пoлe уpавнениe (22,8) имеeт

L tп , : sLn i.( , ,)

и Лeгкo интегpиpуeтся' КoopдинатЬI цeнтра Масс г(, l)(t)

в этoм сЛyчae пoлl]oстью oпpeдеЛяются eгo начаЛЬнЬIм
состoяниeМ г1-1(t0), i{, , ,1(to), Если система сoстoит из частиц
с кvЛoнoвским взаиМoдeйствиeм и I]ах0дится вo внeшI]eM
oдnopoдno^, магнитяol'1 пoЛe в' тo вмeстo ypавнения (22,8) бyдeм

ч - l Ё , " ' : : Ё " . , " "

J тo  уpавнeние  яв Jяe т ся  aв ]oнoмныч  пo  o тнoшению к  г l ' ' , ' { l )
.l]ишЬ для частиц с oдинaкoвьlм oтнoшIeниeм элeктpическoгo за-
pяда к массе еifmi.Ilp|1 зтoм yслoвии цerrтp мaсс гlеремeщается
в ltpoстpансTве каK часTица с oтнoшeниeм 3аpяда к мaссе сi/m',
oднaкo этo yс'.]oвие !]е вьlпoЛняeтся дЛя атoмнo.мoлекyЛяpнЬlх
систeм, Если систeма нахoдится в нeoднoрoДI]oм гIoЛe' т0 пpавая
часTЬ (22,8) бyдeт сoдеpжaть зависип{oсTь 0т кoopдинaт и' вo3"
Nlo)кнo. скopoстей частиц в кoмбинацияx' нe свoдящихся к кoм.
бинациям (22,9), (22,l0). B таких слyчаях каxдая чaстицa пo
oтдельнoсTи бyдет давать вKлад вo Bзаимoдeйствиe с в!]eшниltl
лoЛeпr в правoй яасти (22.8)' Измeнeниe полох{eвий oтдeльных
Частиц или кoнфигypации систeМы вo внешнeм пoЛе за счeт
(вtlYтpенIlих' сиЛ мoжет пpивoдить к дoпoлвитeЛьвoму ускopе.
|lию цeнтpа мaсс. Уpавнeниe (22,8) эвoЛюции импyльса системы
вo внeшнeM нeoднopoднoм пoЛe. таким oбpазoм, нe запpещаeт
измeнeний дBижения цeнтpа масс системьI за сЧeт действия
(внYтpенниx' сил, B oтсyтствие внeшIнeгo пoЛя такoе и3мeневиe
и\1пyЛьсa сЙстeмЬI I]ев0змo)кн0'

3акoн сoхpaнeния иМпyлЬса лeх(ит в oснoвe аI]ализа явЛe-
ний самoпDoи3вoльнoгo DаспаДа частиц, oбеспeчивая в сисTeмe
oтсЧeTа пеpвичнoй частицьl pавeнствo нyлю сумМьl импyЛЬсoв
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Ivlы видиl'{, чтo oбoбщенная энepгия такoй систe[Iьl частиц
представляeт сoбoй пoЛнy|o NIeханическyю энepгию как сyммy

кинeтичeскoi энepгии сисТемЬl часTиц?i(t) : !rr l ;r '|/2'  энepгии

I N
в  { а и ! ! o , l е й с т в и я  ч а с l и L  / ,  - "  

!  l ' ,  
"  

п ' ' Г P н u P . ] ' . Ь н o й , ' r е p l и и

систeмЬI частиЦ вo внeЦ|lем лoле f t,r;1.,.t;' Пo'']нaя эяеpгия
систе] l tЬ l  частиц сoхpаПяeтся:

.  , ! ,

' -  -  t  
' ' - t  -*s- , . , ' \ -u ' . . . r .  . . ' - '  122.t4)ч  z  2 Ц  '  L

r .  j - l  i - l

если внeшнee пoлe явЛяeтся стациoнаpl]ыir ' aui lцt :o' g Ц1с.
с и п а ^ ] и B н Ь | р  с и . 1 ь |  o , l с y т . | ь v ю ]  B  J I o \ l  с Л } , b "  п o с | o Я н P o я  д .
в  ( 2 z ,  l 4 l  п o л н o . т Ь ю  o п D е 0 е Л я е  | \  я  н а ч а r 1 ь |  j o , \ 4  л и P a l I и Ч e с F ' ] \ '  (  o .
стoяниeм систeмьl,

4. изп'енение вo врeмeяI,r мoмeнта импyльсa (хинeти.
чeскoгo мoмeвта) систeмы. Пpeдставиltl ypавнeHия Лви)кeниЯ
сис,ГeIмы N частиц (22,5) в KoN пoIJеIJта^

, , , . , :  .*Ёl , l^t"] тt l )+}]1l ' - , )( . ' . l ) '

Прeoбpазyelt двoйнyю суrиму в (22.]6) так' чтo

i,,,],. l Ё r,,J!.:',,',u1-^1 -.  о , ,  '  2  ? ' ' . , ,  l l ' ,  ' '  
' ,  u , ' '  l

\22.1s)

\22.16)

(,.; J J]. r)(..'.' т^..1)

|I' тr'

\22.t7)

$ 22,цuяa,quкa сшnе}abl вЗаu'цodеuсmвцющuх часmuц

' , t" l ., ir лpoи3Boдная t|1.( г, гд|) пo noлIloi lу аpгуlteнтy:

;1r- k
',J' ' lг, гl

ФoрlIy. lа (22,17) пoзвo, ' lяет пpсr ' lставитЬ уpавнение (22, l6)

, N  N

!  Г , '  l ' '  Г i ' , v , , :
t l l  '

,  \ ,  \
|  

\ - , / ,  
l J , , .  - . /  ' | l ] ' , , '  , l ' ] , , ' )  

- \ _  
"  

, д '  l 9 9  | я l
1 - ' , i ' I  '  \ " ' ' o '

,7 '  l г ,  r ,

Bтopая сyl1]vа слeва в (22. l8) и пepвая сyNlма спPава явЛя
1l 'Iся си]\tNleтpичнЬl l ttи тeнзopаl lи. Слeдoватeльнo, oста,1Ьныe дBe
суNlNlьi  в (22, l8) тaк)ке oбразУют сиNtN1етpичный тeнзop, I]oэToмy

\ ,
1\- , ,  ' '  \ - .  д . ' .  . , - \_  ' ,  ' '  \ - .  r ' . '
r t  z - ' -  1" '  Z_," , - .  tu1-"" ' '

t = t  r = t  i  I

; i  ,  ,  ,  , , ,  Ё l J ' ' ' t .  . ,  , l , ' , ' ' j ,  |22, |g|

сЛева пoд знакolt l  пpoизвoднoй пo вpeNleни в ypавнении
(22' l9) стoит mен1ap r io,цeнma uмnцльca сuсmемb| часmuц

139

Эвo,rюr1ия тензopа -Lo, пpоисxoдит пoд дeйствиеM Йe,{3oрa
jlо'11ен|nа внеu1нuх сu,t ,\/..j' действyющих на сисTеМУ час'Гиц;

(22.20)

(22.2t)

Aнтисиммстpиvньtм тeнзopам (22'20). (22,2l) Мo)кIro пoстa.
|]итЬ в сooтвeTствие /lсевdaвекmop лoяенпl7 uлnц,lbсa сuсnФ||ьl
'tастиц L и nсевdoвекnop мaЛенma внеu1нuх .rl,? N4 пo фop.

ь., : f,:.',6ь4. ttl^, : 
},.,аз\I",t'

NIv.iапr

(22.22)
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гдe 6-10р _ сиМBoЛ Лeви.ЧивиTьI,  B нoвых
ниe (22,\9) приoбpетаeт сМысл ypавt]ения
тopa мoмeнта иMпyлЬса сисТeMы ЧасTиЦ

L :N4 . \22.2З)
1цoмeнт сиЛ I\4 мo}Keт 6ЬIтЬ pаBеI] нyЛю' кaк э?o имеeт Мeстo

в цeнтpaлЬIloм пoЛe 0тнoситeлЬнo центpа пoЛя. B таKих слyчаях
Мoмeнт ипIпyЛьса систeМЬI сoхpаняeтся вo врeМеIJи. B дpyгиx
задачах п!o)кeт oбpащатЬся в нyлЬ llpoeкция M нa нeкoтoрoe
напpавЛeние n в пpoстpанствe, Тoгда oчеBиднo Ln : сonst,

$ 23. Теopемa o Bиpиaлe

!ля систeмьr Частиц. кooрдинатьI и скrlpt;сти кoтoрьIх и3мe.
няются в к0нечI{ЬIх I]pедеЛах' имeeт Meстo тeopeМа o BиpиаЛe.
oнa yстанавливaeт ol lpедeлeI]нoе сooтнoшениe мe)кдy сpeдними
Il0 вpемени з!]ачeнияп'и кинeтическoй энeргии и эI]epгии взаимo.
дeЙствия Мe)кдy частицаМи системьI,

срeднеe пo врeп'eIrи 7 фyнкции /(t) pавно пo oпpeдeлeIlию

oбoзначениях ypaвнe'
эв0Люции псeвдoвeк'

Пpимeним этy oпepaцию к ypавнeнию (22,l8),

_  l г
/ : r i r t r - l / ( r ) J r .

0

::* i  
|Ёr" '"с ' lp i|(т) 

It .(o)pt lФ))] :o *, ,

(2З ,1)

БуДeм иметь

**",,",,u
' .  l  г:  l l l  - l or$f"^r*:

Tак как всe r i"(|), pi|( ' t) oгpaниЧеIlньle фyнкции' ГloэтoпIy
для сpeдних пo Bpeмeни диIJаМиЧескиx фyнкций спpавeдЛивьI
сo0тн0шeния

\ -  r r r .l ,n, i ,^.;  , , '  :  ! \xiB - xьp) (zi" tь") N
\- " д.(.*t)

(23.3)

s 23, теopе'ма o вupuа,1е

пepесTавЛяя здeсь тензopныe
нoе та(им o0разoМ ypaвнeние

N N

\ _ "  г * \ _ \ _ . " г 1 ' , \ | ] . o
1 - ' " o , ; F  z - "  ф '  , o

т,e, сpeднее пo вpeмeни МoМеt{,га сиЛ системьI дoл)кнo быTь
pавньIм нуЛю. этoт pезyЛьTаT iмo)кнo пoЛyЧиTь и нeпoсpeдственllo

усредняя пo вpeмeни Уpавнel]иe эвoлюции м0мeнтa иMпyЛьса для
систeмi сoстoяI]ия кoTopых oгpaниченьl пpи всeх t,

Hайлeм сyммУ диaгoнаЛьньIx кoMпoнeнT (шnyp) тензopoв
(23'3), Умнolкая (23.3) на симвoл крoнекepа 6oр и сyIмN|ирyя
peзyЛьTaтьl' пoЛyЧим

: nlЁ, ", _ *|u,,, jЁ",u1"",

этo сooтнoшeниe мe)Kдy сpедниМ пo вPeпlени кинeтиЧескoЙ
энepгии систeмьI |1 вupua,l,Ф|| Kna!Зugса' (пpавaя часть (23,4))
выpa)каeт теopeNlУ 0 виpиале,

.цля фyнкций U.}(l) ' oднopoдньIx ,n-й сTeпeни, т,е, 'такиx,
Чтo ц&(tl) : ^.Цв(l), иМеeт мeс'Гo ypавнениe Эйлepа lff :
= nЦ* (как peзуЛьTат диффepенцирoвания пo l и ,\ фyнкций
Ll,i'(-ll) и исклюvения пpoизвoднoй пo ()l)), ПoэToп{y для энepгий
взаимoдeйсTвия Ujь' oднopoдньIх n.Й стeпени.

\ , ,-  
2 - '

и Teopема o.виpиалe (23,4) пpинимаeт вид

E(o)
nrr | \-.  П'(^t)

t  / - ' t -  I

141

Д(o)

I{ндексы ai /J и вычитая пoлyЧeн.
из (23,3), нахoдим

(2З,4)

(23.6)

i,Р'uor1ё '
4 z- ' '

(23.5)

BзаЙмoдействию пo закoнy oбpатньlх квадpатoв сo0Tвeтствyет
rI: \ ' Й |1З (23.5) слeдyeт в oтсyтствиe внешних сиЛ' Чтo

u': _iт,
т'e, в любoй пpoстранствeннo oгpаниченнoЙ систeMe чaстиц
с t]ьютoнoвским гpавитациoнным или кyлoIl0вскиM элеKTpoста-
тичeскип{ взаиMoдeйствиeм мe)кдУ чaсTицaМи в oтсутсTвиe внeш-
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них сил устанавЛиваeтся сoстoяl]иe' в KoтopoNl срeдняя пo вpe.
Nleни кинeтичeская энepгия систeмы pавна с oбpатныl!! 3l laкoм
лoлoвинe сpeдней энергии в3аимoдeйствия частиц,

$ 24. Cистeмa .raстиц
в Еeинrpциальвo,i системr oтсчerа

Динаl"tика систeNlь| \r  Частиц с энepгиeй взаипloДeйствия
t i1(|r; _ rд ) в инepциаЛЬнoй систеNlе oтсчeта .s пpедсTавлeна
систeMoй yравнений (22'5) и заданньrм сoстoяниеM'
Дви)кeниe тoй же самoй систeI{ЬI мoжeт быTь oпDeдeлeнo и oт.
нoсиTeльнo нeинepциаЛьнoй систеМьl oтсЧeта S,' eсли извeстньt
закoн дви)кения R : R(l) наЧа',lа кoopлинат S, в .9 и yгЛoвая
скopoстЬ вpащения (': Ф(i) систeмы кoopдинaт S, oтнoситеЛь.
нo S, oпpедeлeниe ru нe зaвисит oт Числа час'Гиц N и данo выuje
npи вЬlвoде ypавнeний дBижения в s/ oднoй частицы' Сooтнo-
шения мe)кдy кoopдината[!и гr. r l . и схopoстяпlи v1, v! настиuьI
с нol!ерol{ A в.9 и S, нe зависят oт пpисyтствия дpугих Частиц
и имeют тoT )кe вид, чтo и д.1я oднoй Частицы (бeз индекса,i):

rr. : R(l) + ri.,
vi. = R(i) +vi + (Ф(f) х ri),

эти фopNiyЛьl пoзвoляют пpeoбpазoвать к пеpeмeннь|N{
мЬI s, функцию Лaгpанжа систeпlьl N частиц (22,3):

. ( r l , . ' . '  г N , v 1 , ' ' ' . v N , t )  :

\24.D
(24.2)

систе.

N r , N '
\ - ' - - l \ - i  , "  "  \ - r , - , ,
z -  t  t z - ' t '  1 '  1 - ' ' ' '
.  |  

-  -  
. t  I

oчoви rчo  , т  _  г l  _  i г ,  _  r " ,  Пo ' r o r r y  / . , { ' | r ,  , г / , J  -
_ r- '"( г, гi. ) и энеp-ия вlaимoдейс|aия Ча. тиц в 5, -а ,}'е'
ч г o ;  в  S ,  Д 1 я  п р e o б p а ] o в а н и я  к и н e т , ] ч е с h o й  { ч р р , и и  \ и с . P \ ! Ь '
и энepгии взаимoдeйствия с ввeшни|!l IloJ.]eм ]\lo)кнo испoЛьзoвать
peзультатьI пpeoбрaзoваний oднoчастичнoй фyнкции Лагpанжа,
/!1ы наxoдипl. Чтo в нeинepциaЛЬнoй систeме oтсчета с 3а.
д а н н Ь | \ | и  R ( l ) '  . , l / ]  с и с | е ^ t а , \ ,  в ] а и  J o ] р й с | в y ю U l и x  ч а с | и U
пPeдстaвляeтся фyнкциeй лагpанжа:

N , , \ ' ,

,  :  I i (/) '" , , . l  + lГ, , ."]r+- :  z ' -

s2.t' сu.nемa цaсnuц в неuнеpцuс'Iьнoi сucmе]rе оmсцеma

In,,( ' . , , , , ,  . j r '  -  !  , , ,  " l t . r t  r  
' .1-

i= l  i= l
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I

dt аv'u 0",r

пoЛучиМ уравнeния движeния систeN1ьI л.  частиц в перeменньlх

I lсинepциаЛЬнoи систeNiЬI D' :

: nlrA(,) - 2l l l l .(( ' . ,( l)  Х i1.)

m^(с.,( l) x (Ф(l) Х r i .)) l l l t .(й( l) х r l) _

I  \ '

iL'"t''
i r = l

пoдставляя функцию (24

d' оL 0L

г j  )  _ !о , l (в( t)  +г l . l ) .  (24 '3)
t = l

,з) в уpавнeния Лагpанжа

:Fr  (k :  l ' , , ,  'Л) '

аL.*(R!t],tr+.i; l) 
+ Ft. (24.4)_ \ -

1-
ац}( г1 гi )

o"i.
з,]eсЬ чepeз Fl oбoзl lачeны сильl '  не пpeдстаBимЬlе в видe гpа.
диеl]тoв пoтенциаJ]ьt lь lх энеpгий; индeкс * пpoбегаeт знаЧeния

пoскoлькy динаl ' lика тoй )кe систепIЬl  частиц в инeрциаЛьнoи
системе oтсчeта прeдставЛенa ypaвнeнияп1и двЙ)кения (22.5):

l J l ^ r l -  " .  ) _ u a  1 ' r u  , )  1 ' : ' ' '  l  F { | г / - ,  v , , / ,
.lrц 1 .,т '

( ,1  =  1 ,  . . .  ,  N ) ,
-Гo 

уpавнeние (24'4) пjo)кнo пoЛyчитЬ и непoсpедствeннo из (22.5)
лУTеМ пoдсTаtloвки в них фopмул пpеoбpазoвания кooрдинат
и  .nopостe r  (24 , | \ .  (24  2 \ '  пpеo6pа .oваниe  ускoDFний  1e .кo  уста .
|1авливаeтся путeм лиффepeнuиpoвания пo вpeмeни фoрпjул дЛя
скopoстeй (24,2) с учeтoм лpaвила диффepeнц рoвaния вeктoрoв'
заданньlx свoими кollпot]еtlтами в систeпre S, (l2'30):

,t d'
, .= i+( ( , ( r ) .  l .

тoгда

nr : R(r) + ni + 2(u,(r) x ii) +
+ ((,(t) x ((,(t) x тi)) + (ф(i) x r,l) (24'5)

и ypавнeния дви>кeния (22'5) Ilpинимают фopмy (24,4),
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Фyнкция Лaгpaнха (24.3) мoxeт вe сoдеp)кать явнoй зависи.

мoсTи oT вpeМени. ЕслЙ, кpoп{e тoгo, ! Fдvj' : 0, тo в нeинep.

циaЛьнoй систeмe oтсЧeтa сохраняeтс;:Jбoб*.""u" эIJeргия си.
сTeмЬl l{ частиц:

, N
Е  ' : : v , "  /  =Г ,n " ru ] - ' ,  - г

-  L |v ,  z  Ц  11  LФцr \'  t '  |  
" ,

r N , N '' "У.^. ' ,  . . ; 'F:  I  / , ,{| . :  . ;  l_
l * -

t .k : l

I . ,ъ(r i ) : .  oпьt  (24 6)

Пpи эToМ yскoрениe нaЧaла кoopдиllат Ii, системьI 57 и углo-
вая скopoс|Ь вp.LцрЬrя hоopдP |а-нDlх oсeй.r, нe дo1жьЬl 'авиce|Ь
oт вpeмеIlи, а U,; не дoЛ)кны зависeть oт вpeмeни явнo'

$ 25. 3aдaua тpеx тeл
Фyнкция Лагpанxа систeмьI трех чacтиц (22-2)' илll

(22'3) лpи л : 3, ./' : 0, сoдеp)кит энepгию их взaимoдeй.
c-rвия U;i(r,' r! | явньlй вид кoтoРoй oпpeдеЛяется хаpаKтepoм
взаимoдeйствий. .(ля гpавитaциoнньIх взaимoдeйствий следyeт
пoлoжить

I  _  _ с  
: " '=  | i . J  _  ! . 2 , J ) .
r ,  L l

и n4ьI прихoдим к заdaue mpех meл' Кa>кДoe (тeЛo' в этoй
задачe дoЛ)кн0 иМeть сФepичeски.сил4меTриЧнoе pаслpедeлениe
вeщества, Ha малых pасстoяниях Me'(дy телаМи этo yсЛoвиe
мoл(eT нe вьII]oлнятЬся,

Уpавнeния двиrкeния сисTеMы Tpех TeJ с ньютoнoвским t]o-
TeнциаЛoM взаиMoдействия пpeдставляют сoбoй систeМy дeвяти
нeличрйных  ДиЬфeрРPUиалЬnЬ . х  ypoв l ений  в | oрo I  o  . . ] oря j к а ,

m't  _  GL ' -  - l ( .  т ; l  r ;_ l2J ' .  l 25 , l )
. _ | 1 . ,  . J

B мo]\4ент вpeмeни, пpиняТый в качeсl.ве начaльнoгo. дoл)кllЬl
быть заданы такxe кoopдинаTьI и скoрoс1.и всeх Частиц,

s25, Зaаачa npех mел 145

Интeгралами'цви'кения являются; иМпульс систeмЬ]
зз

p  Ln  v  _ , ' .  
L ' "  l , г , 4 ,  . on - | . \25.2)

пoлная энeргия систeмьI

з  '  ^ r з

F  5 -  T :Ц  : Г  
- - ,  

l o г s | ,
-  z  zЦ | r I  r |

М0МeI]T ипIпУЛЬса систeмы тpeх Tел

3
L -  L I l ' I r I  v  l _ . о n s I ,

i=1

сeмь пoстoяннЬIx p, -Е. L oпpeдeляюTся нaчaЛьI{Ь'ми yсЛoви.
яМи. oбщее peшeниe задачи тpех теЛ дoЛжвo сoдeр)катЬ вoсеM-
надцатЬ пoстoяI{ныxt и в tlастoящee вpeмя нe IloЛученo.

HачаЛo Koopдинат иItepциaЛьнoй системьI oTсчeта Мoxнo сoв.
Ilестить с цeнтpoм масс системЬl. пoскoЛЬкy i(n) : сonst, Toгда

г, : г(,') + r;' ii : i;'

. t  ^ \ -  t n l m t  t  t, о r  _  L ;  > ,  ;  . ( г , .  г ' ]  ( /_  ] ' 2 .3 ) ,  (25 ,5)

з

р 0.  L_L, '  { r , .  '1] ,

Beктopьl (r| Х ri.) пepпендикy"']яpны плoскoсTиt oбpазoваннoй
0 .диy сами . вeк |opaми  г ; .  r r ,  L сЛи  с кopoс ти  чa с |иU  | аFhe  1ржа -
a  ' , и х  I lЛoсhoс , я х ,  т o  ( r j  .  г ,^ ] v i  .  0  ;  в с e  а с r ишь t  лвижyг ся
в пЛoскoсти' пepпeн'циKyляpнoй вёктopy L' тi:к чтo Lr| : 6. 3.u.
имноe pаспoЛo)кeниe частЙц в плoскoсти Дви)кеIlия измeняeтся
с тeчением врeмeни. Прeдпoлoxим' чтo сущeствyeт кolrфигуpа.
ция трeх тeЛ, Лpи кoтoрoй oни Bсе вpемя бyдyт Itаxoдиться на
oДиI]акoвых pасстoяниях дpyг 0т дpyга' и пoкa)кемt чтo такая
кoнфигypация являеTся peшeвиeм задaЧи тpех TеЛ. Если такoe
движение дoпyстиNjo' тo гi ri] не зaвисиT oт нoMeрoв частиц
и м0)кнo п0Л0х(итЬ

|' ' ' 'ь = 
"(t).

(25.3)

(25.4)

(25.6)

Расстoяниe Me)кдy частицaми o M0)кн0 выpазитЬ чеpе3 pасст0.
яние oт Любoй и3 них дo цeнтpа lмасс, дeйствительнo' дoбавляя
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l
и  вЬIЧи, l .я | i  стмrrс !  л l .т j .  Ра|]| lой н! .1кr l |0 oпPеJе. lс| lию Цен].pа

t l
NJасL . .  с "1 i ] гa € ] \ Ioе  ( / l , j  r  ,Ц) I i .  . )} ' l eNJ  и11еTЬ

l l lГl| l ,],(тi I l]] r /,r(гi г l), (25,7)

\ j . сс0 i  oб l l l eе  peшсн]{с  rтoй за . la ! |и  и: ]вeсT} lo  и  пPедстав. )снo

:] ] , l t l ]е  B  l l ас1 'нoсти.  т ] )аскTopиe i ]  ка '{Joй Част]{|LЬ i  \ | ( ) )кo1 '  бЫть
, h |  O ,  . ,  Т o | , l  '  ' ' |  . l  Д , l i  ' ' j , l , ' , , ] ' 1 Р |  ' ] .  ' | , o d o ,  ' ' ' l  o .  l

l ] ] r ; r lце j iия  lФJIqrигурации г |  )тф- l  с . J l у ] r i rе  yдоб l !o  l l L .Pейти R l |0и]{eр '

L 1 а i l Ь l l ! ю  с r ] с т е п I v  о т L . ' { е т а  ) . с  l i а I i а . 1 o л l  к o o P , l и | l а т  в  l L с н , I р е
, '  } l а п t  ' н , l "  l B | I + '  l l } - ч , и . | '  \ | ] ' ]  \ а .  I ' ] U  l  ' | ,  1 | r . , U , , | } . ' i

i ( ' l ] . l вия 1 ' l l '  пРедстаI] . : ]сн| lь lе  в  o i )це i \ t  вL| , ' l е  (р0рrIу .1a\ l |  ( l4 . .1) .

l  j J r  трeх  ( |астиц с  гpа l ]итаЦиoHнЬlN l  взaиNlод(иствиеN!  с t l ( )дятся

i  r l р l ] в н е l I и я N j

s 26' Лвunс|,нuc o|nнaшl|l|.jьнo Зе'\,1|l t 1 ;

2 ] l , l { L ' { t l  х  i '  ]  ] ] l r ( ( ' ( / ]  х  t o ' i t )  ,  r . 1  t ]

D, i ( ; ' ( i  ) ) '  r i l  r : " ' l ! .1 t г ' r . .  12 i . t t ,

Boзвс l Lл  в  r i в а l P a r  oбL ' ч а с ти . J тo гo  pав с11с r ва  и
\ 'гoJ t lL ' ,к]]\ '  вокт()PаN|и (r i  I: ')  и (r i  г, .) Pавсн

, , ' : 1 г j 1 , : 1 , , , j  t  l r r ]  +  r r r ' 2 l r l ; ; ) r l ! '

B pаNl l (ах  этиr  o fРаI rиче l lий  J lа
l i и я  д в ] l ) ] ( с н и я  с и с т с ] \ l Ь |  с в о д я т ( я  к

Ецe rLJ l !  фopv} . . ]Ь]  l l о . ] l \ 'ча| r )тся  oтсю]: lа  за] \ tс l ]а\ 'и  ин] l c l i с ( )в

1r ' r  ( r l ) .
I r  

I  
t r . ;  . _ _ t t .

( '11'
( п t i  l  t t t i+пL t t l ' : l

УглoRvк)  с ] iopость  r , . l  систеt tь t ,Ч ,
l  l акой '  ч . I l  в . s /  все  частиt tьJ  б\д!T
Jе  l ,pав l ]e| |и ' l  -1Bиже l l I lя  l lpивo.1Ят

. ! 1  ] и  с и . i ]  l l P l l т я ) к е I l и я

т',,;]' пoЛ\'Чи N

(25 .8)

( : ) ' Nlo)кнo Rl ,бpаl .Ь пO( 'Toя|rHoй
не] lo,: lв l l )к l lЬ|\ lи,  B ' lтоr l  с" ' l1 .

} i  PаtsснстваrI  ЦенTpoб( 'жl lЬ l \(25 .9)

Gч
:1, 1,

t,,, t

t ,  
) _  - \  

' t t  . ; )

, = 1  
'

кoнфиГуpаi lию час,Гиl l  уpавнс.
0o. lсc ]r l ) ()стЬJ l\ l  vpаI]нсния\ l]

G ч , , t , . (2;  r0), , , , )
( ,

,  t J , .  u ' . ,  1  , ' " " ' . , . .  , z - '  t - ' ,

с . l e , ] o в а T с . ] Ь н o ,  ( . , I i  ) : 0  и  J j  -  G п l  a ] : с т а r к r й t п l o в r l й с к o .

l j L ) с тЬю вpa l I L ; l e т ся  сисT r 'N |а  тре \  тo "1 .  ] l а хoдящ l ! х ся  на  | | еиз \ l сннь l ) i
()]Lинакoвl ' lх  pасстoяниЯх ]1pyг oт j1])yга '

$ 26. '[виrкeние oтнoситeльнo 3емли

l .  Oбщee peшeниe yравнeний дви)кeния вбли3и пoвepх.
нoсти 3eмли. г lаибoJсc yдoбнoй Дl lя pcrr|c1|ия I lрaктиL]ески1
: l  ]на]\ lиЧсск l]х : rадаЧ вбJи3и пoвepх]{Oсти Зепt. ' tи яв". lяется сt lстeпtа
io.)рtrинат с I]ача. l ]o]\t  l iа  | lекoтоpoй точпe rroвr '1 lх l roсти Зorr . rи.  r ;а
]L l|рoтe,\ .  и BеPтиl iа"1Ьl lЬ|t\ '  наг lPа l] . , IL 'ниenl  (пo oIвес\)  оt|]o} i  из
ioop!ина,Г! lЬ lх oсeй. наI ipиNJер, oси : '  B таxих l ioopдиl lатах '  как
l)a3и' lo.  qx)PNlирyюTс'|  и заДаюTсЯ lачаJЬньI l . '  сoстояния Лпи)кe.
l l l ' r  и  прoвo '1ится  а l |а . l iиз  Рез\"цьтат()B  вь lЧис .пL , l iии

Гpавита l l ' {0ннoе пo. l с  Зe l I : lи  G R \ |аJoй oб.1асти o l ( ) .1oзе l l
] r l )Гo  пpoстрaнства l \ lо i {{ l Io  счиtаTь o] '1 l IoрoднЬ l l l  п  l |аправ.1с| l i |Ь| \ I
l i  цeнтpу Зс: ' rл r r '  Н . .инсPциальпая ( , | |сTсN1а oTс ' |с |а  в  эToNl  ( " l1уЧae
] l i l . i l астся  уг . l l ( )вой скoрoстЬк)  U вpа l l Lс | lия .зe\ l , J lи , 'Ф :0 '  и  rLентpo
iсжньr l  r . схopеr lие l  наL]а . l ]а  коoРj lи| ]ат  Л-z r r rs l I r . . .  пеPле l lд l l кv .
| ' Р н ь I \ l  t '  ( п ' u , : 0 .  l r ,  _  l )  H а  и l i т е P в а . r а \  I ] Р с \ | е н и : 1 в l l ) к е l l и я .

N|а1ь l t  пo  сpавнению (  ' ]еNI| lЬ l} Iи  суткаr rи  2;т i ; .  r Ioжl r ( )  пPе| le
' l l ) счЬ сиJ ioй I ]pитя '1е l ]иЯ к  сoЛ|] l (y  l l t sи)<y lцих(я  у  I loвcpх l l ( )с |и
.Jr,пt. ']и тс'r впlесте с цоrrтpoбежнoй си"r loй пPи ()pбиталЬ|]оNl дви-

+  п t i - D l r D t \ 1 ' , '
-]

( ,'n l , l |п| '  + t t l i  + t l t r t l t j1| i !

.  ' , , , - з | l п ] 1 1 1 . ,  -  ] l l  |  ] t '  | \

п t 2 i ! , :

.i
{ t '

,'

. l '
.:

.;  ,

(25 .1 l )

l,25.\2)

125. l3)

ка)к , . loе  из  : JTих vРавнсний I iPеДстав ' I r ' с1 .  сoбoй уPавнeниe
!вижe l ]и , ]  l ]астиЦЬ]  | r  l l е ] l тpа . l ]Ь1IoN]  пo"пe,  За lачz  и| l теГpиPoвания
\ 'рав|] t 'н ] l l I  t rвижен l !я  ]pe] i  тe . l .  - . lBЛ)к\  l l l и \сЯ так .  Чтo pасстoяния
\ ieж] '1\ '  l I l iN|и  остак ' t (я  oдина l ( ) | ]ь lN|и (зада ' ia ,Лагpанжа) .  свor lит
ся' такиNI oбpазorv. к задaчr: и|]|eГрирoваrr lя ypiвнений дви;кe
I lия  Ч2( ' lи l lЬ l  в  гра]1иTа|LиoннoNl  l |0 .Ле с  изnссTнoй )qх l )ективной
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)кеIlии. а таKже цeнтpoбe)кнoй сиrroй |n(( '  х (с, '  x r)). Bблизи
l loвеPхнoсти 3ем"rи уpавнetrия дви)кcния (24,4) приниNJают вид
(штpихи y пеpeмеIIнь1x oпуuеlrьI)

lrri = F+mG + пrЛ.-,с.,"r.'" z'"1..,1r; l< l1, (26.l)

Cи"']а пlG + r l?с,2 сгls,\n" = lлg pавна пo aбсoлtoтнoй вeлн.
Чинe  ве су  т eЛа  ' l 9 : n ? ( с2 s i l l : )+ ( ( i  Ла2 )2 сo s ! l ) I 12  и  ц2 .
I]pавЛе|lа пoд yГi1oM ' к l]Лoскoсти эква,гopа (рис,2l):

i в ;  =  l g  \ / ( |  Л* r / с ) ,

s 26, Двuэ]сенuе оnнoсumельнo 3е-ltлu 149

B нoвых пePerteнньIх УpаBнения дви){(ения пPиниi lают вttд

(26.5)
(26.6)
(26.?)

l1  . : rегкo интегриpYются (напpиltер,  путе]\ l  пeрeхoда к кot lп"пекснoи

l lеpеNleннoй | + ia,) '  B рeзyЛьтате пoЛуЧим

: . ' -  i ' 0 r , .^2*/  .  ( ; ' 0  r ' _  
' - .  ,1 . r " : . ' t

a  ,  4 ( " " .  ) . . ,2 - l ,  (269)i .  i  - r ,  ,  ru )  ' r z - '  
\ r / ru  . : , .

: / :  _9s iп9 l  +:/ (0) '  (26 ,10)

коNtпoнентЬl  начаJ ' ]ьнoй скopoсти тe ' . ]a связаньl  с  нoвьlN!и пе.

реNleннЬlп lи сooтнoU]eниями

. i(0) : i ,(0) snr; :,(0) сos;.

z(0) = i,(0) сos., + u.(0) sin ,p.

Boзвpаrцaясь в (26,8). (26.9). (26.10) к пpeжниьr пepellенtlьlNI
6сз шTpиxа и пoвтopнo иIlтeгpиpуя эти уpавнeниЯ' noЛучиМ

. t2
, : i(0) + j,(0)r + ? si,,2r +

i ] :  g с< l s 2*2ug '

s = -2-.i' '

.  ( ; o ' ' i ' ' . '  - . . ' о l ' i , . : . ) ( . * ,  , )

*(ltol $'r)"r,;Ц:1.

(26 8)

(26.r  l )

Pис 2 l  систеN{а коopдинат.  сUязaнI lая с зе ,1eй'  )  _ шиpoт,
1'сстIIoсти. ' _ уГoл нак'1oI{а всpтиltаЛи к rlJ|oскoстIr экватopа

B ы б e D е ч  в  ( а  ' e с | в P  н а п p а B J I P н и й  o с е й  ,  /  ' l  | a  P а в Л е ь r я  n a
юГ и fla востoк сooтвeтствeнIlo, ТoгДа yглoвую скopoсть (' вра.
щeния 3eмли и уpаBнения дви)treния (26' l) в oтсyтствие дpугих
сил (F :0) п loхtнo прeдставиTь в кoМl loнeнтах

Ф:  (  - сo s ; '  0 . ; s i I t ; )  :

.il = riG siD r. (26.21

! :  2 l . ( i sn t9+: t ' о s i p ) '  (26 ,3 )
.=  q+2N iфs? .  (26 -4 )

пеpепjеI lяЫe IIpи пoNloщи оI]epации пo|]opoта
yгoЛ я:

r, : 'r:sill р + .z сos р'
./ : .- .| сos i  +; s i l l , l ,

у ,=  у .

,:r(o)+{#-(,lrot $;)]ff
r i , 0 , ' i r ,  - r 0 r ' " - . r " " ' 1  ( 26  l 2 l

! 2

:::;(0) + u (0)t  !s iп! ,r+
- (,,0,,,.,-, ""0'. ',,2.) ("+-,,)

\  -  t \  z -

- (з o _, l".1 "., ' : ' ._./, '2o l3r

Bвeдeм нoвьrе
a пЛoскoсти,г: |]а



Аpгv\ leнтЬ l  ; /  тP l l Г ( )1 loN|стриЧос l iих  фyн! iций з] .1есь  дo . lж l i ь l
бьIтЬ 1|а .1Ь|N|и l l { )  сpаr r l | с1 l l l l l )  с  е]иI rицей.  Пoэrоr r r  каждr ,к l  из
| а к t . \  ' ] ' \ | , , . | | и  \ | U i + l U  а \ | д н } - | Ь  ' ' . , .  1 , .  r 1  ч , , '  r . ' r t
ч .1сr rов  Pя . ]а  I ]о  с Ieпе||я\ |  ' j /  

. I i г ]а

. r  - . r (0 r  . i (0 ) /
, t=ut \ l+ i lO) t

l r
f  1 ,  

( ! , s ; r i  .

, , 1 2
: - .(0) + :(0)/ 

; r t(0) (r,s f!r l ' .

Ф o р п I v л а м л  ( J t i . I 4 ) .  ( 2 ( ;  l 5 ) .  ( 2 6 . l 0  o п р e д е - 1 я е т с я  з а к o l |  Л в и .
ж с н и я  т е Л а  с  t l а ' l а r ] i , ] l l ' l l \ 1  ( ( ) с т о я н и e N  ( . L ( 0 ) .  r t | 0 ] , : ( 0 ) .  ' i , ( 0 ) '
l i (0 l ' : (0])  вб. l |изи пolrсР\ l Io(ти Зc l r ' rи.  B частлoсти. д, ' lя  те
, lа .  па!акnI leгo с l ]Ь lсoт| i  / ,  бeз нача. ' IЬ| loй скopости. :(01 :  i r .
, г(0) = , l0)  J  вpсN|я l l : ] ,1о l{ия опредL' . ] lяeтся фopNlу. lо i i  ( :6, l6)
А paыIa \ i21 l|| !  i , I3 }Р iвI]t ' I ]1{я (:]6 ' l5)  виднo. чтo тaк0е тero l lpи
'  ь '  ' 1 ' '  | , o \ ,  | | с  , | t i '  | ' '  ' l  n F p , l / к а  | | .  ' | а  в о l ,  l , | ,  ' |  ' , ' l

U ' ,  | . | ' р l t '  U | , : l  , '  q ' П  | (  n  | ' n j , l  
'  \ l  / ' , , \  Ь / ,  9 9 . ' ' ,  .

2. маятIrик Фукo (Линeйньle кoЛe6ания).  Ф\Hl i l lиЯ Ла.
гpан,nа i ' rя свoбо' ' l i Ioгo j lв| lжt l |ия 'ГL, .Tz вб. lизи повеPхнoсти :JсN

1_,!,,u) ,,,g. l l , lv(l.,,(/) х r1 r 
,j ltr.,,,1rl 

х r ' l !. (2Ь  l ; ]

Пoлстансlвка ( l t j . l7) |r уpавIlс1lие Лагpанжа дае,Г IраRнсния
дви)кения (26,2). (2t i  3) '  (26,1) '  обurее решсниe кoToPЬIх l lоЛyчсн()
вЬIшс,  OЛ| lакo j l .цЛ тс i . l а '  ] ]o iLвс] | ]с .н| | ( ) гo  l ]а  лe fкOй ни1.и  r ' l ' пи l loй  /
в . Г o ч к с  ( 0 . 0 . / )  н а  ] l | и р o T ( ' , \  т а к .  ч т о  т е Л o  п { ( J ) ] { е т  с o в с р l | | r l 1 | '
ко iебания в  J ioбot '  I ]2 l l | )а l ] Jс r lии  (Nr2яTник Ф! 'ко) .  o r l i |а  из  | ( )op
динaт, на|]ри\rер :(/). ' rв" ' l ' |сT( 'r изпес.Гн{)й ф}'нкцисй Лпv\ ]1pvГriх
I(oop]rи l|а-Г '  I|0скo,л l 'кv l .ра( l l i тOрия те.1a . lе)кит на с4)еРl iчсLк() i r
пoвeDхl loсти:,  

' г . ( / )  |  ! | ! | | ) + | - | | )  I ) !  - I 2 .  ( , 6  l 8 )

П o э т o ь l t '  в  в ь r I r а ж е н и t I  ; l . ' ] я  ( р ! l l | i I l и и  Л а r p а r r ж а  ( 2 6 . I 7 )

' " : , t l t -  ' . l t ) - r1 . t i  
] / . i )  , ) . / :  ( J t i . l 9 )

r i {O) r s l r r ; t r .  ( l t i . 14 )
( , i t 0 )  s i r r  ;  +  : (0 l сos  ; ) ; / r  t

(26.  r5)

(26 .16)

i ,  , .: r7\
V' tr )

L - _ \ r -  t ]  _ : _ - l

:  и : pаЕньi

. : , ( ,

\
(:6 to) ( I 2t- slr t{ | :0 .  (2 t i .26)

(26.2  t  )

\чc lo\1  (2 i i , J0) .  (2 t j .2 l )  в  vрав

i оI, oI' ^

и pас l lрoсTpаняя диффеlr ! . I i lLирoRаl|ие г1о l : '  : i '  11.  у тaкжс и на : . ,
. ' '  I lридсN l  к  двy l \ l  i i еЛи|]eи1|| , | !1  уPапI le l {ияNl  дви)]{сния ] \ jаятника

фyкo в  ни)кнсй l IoJ IусфсРс ' . I l l ]иже l |и]о  в  верхt l rй  I IОJюtsинL 'сфс.

L] l , l  сooтв € ' I сTвуют прoтивoJ io" ' lож l |ь]е  з | lаки пеI)eд з I ]акапjи  кoрнЯ

в  ( , { j  20 ) .  (26 '2 l ) ,
B  р  

. '  '  . ' '  I l .  l ,  l | Ь , , | i , | | ' | \  | , o  | . d а |  ] i i '

? /  oт  пo . I lo )кения pавн0в!] (и ' I  N lа .ЦЬ|  пo сpавне l Jи lo  с  дJиt lo l l  / ,

rца .nЬI\ Iи  яв . rяк]тсЯ 1 'акжс ]юNl I loнснть|  скoPoсти ' г .  ] / '  та| i  Что

qr\ 'нк i tию j lаграt I ) l { : l  N lо)к t Io  за\ loн l{Tь L 'е  pазJoжеt lие\1  в  pя , '1  по

степеI lя\ I  ' l ' .  ' i .  l / .  l i  с  10чнoсTI ,нJ  ; ro  ква ' ]pатoв '  B  этo\ l  пI )иб.1и.

, iении
.  '  ' -  ! '  . t . t ' i  t t i t  

\ : 1 , 2 2 t- 2 l l

] ] .  с ' . l еЛoвате. i l ьно .  t . ' IагасN!oс  J . .  ( l / :  : ] i )  иNtеет  третий пopЯдо l i .

a  t l t :2 i2  че-ГвеPтЬ iй  Л()pr t , t{ )к  NIа , J loсти ,  эTи с . | tагае\1ьJс  l \ lогYт

бЬr 'ГЬ  оn i . l ]1снЬ|  в  (2 t i . ]9) '  
, I .2 r iиN l  

образoII .  фуr rкция ЛаГран)hа

л lая l .ника Фyкo в  пPи6Лижс1|ии . I ]и| rейнЬ lх  кo .Цебаний Njoжет б l , l т r ,

l l рeдсTаtsnсна в  виде

s 26 11вl.lu,|1ut о|||но| urР'tbно Зем-1u l 5 l

l , ' ' t  , ' -  l i r -

Пolстав.rяя фrl]}iцик) (26' l7) с

i i а,,- 
- "'

(26'2З)

l ]  ) тoNj  пPибЛиж € l lии  уpа l J l | с ] lия .Лагран)ка привoдят I{  систеN lе

, в , \ , l |  " ' I L | \ . |  | l | " |  " , | | J , |  | ' | , , ,  \  \  l ' а Ь | , '  r L й  Ь  o J O , o  п o р с ] h n

;1 + J;.r 2r); s irr;.

j j  + - iu 9. iJ s iп;.

(26 21)
(26.25)

Упrно;кaя rpавнr 'нис (26 25) l lа  мI lиN\. lo еj1иl lиI lv  и с|( . :|а.1Ь|ваЯ
с \ 'pавнение\I (26 24).  l lot l r ' . tиr l  j l - l lя  |ю]\1л" l]е|(снoй пepепIе| l I loй {
_ . t , +  l 9  у p а в н е | l и е

";(
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112 : - . . r s i n 9+ -, snr':9 1 ".,j .

квадр2т yгловoй
значитеJ . Iьнo мeнЬше

ск0рoсти сyToЧIJoIo
квaдpата vaстo.ьl ,'j

. / l . ,  =  | ' s i пP+ l ' 0 ,
oбщee решeние yравнения (26,26), сuдеРr{ащее двe пpoиз.

вoлЬнЬlе пoстoяннЬIe '  являеTся сyпeрпoзициeй линeйнo нeзависи
мьIх peLr]ениЙ:

{ :  е z!s lnv,( i l  e?!0.  + ]42 с_,Uot)  (26.29)

oбщее peшeние сисTемЬI ypавнений (26,24)' (26,25) даeтся
вещeстве]]н0Й и МниI{oй часТяNlи  € ,

l1( l) : Rc € '  y(f): lm € '

(26.27\

вpащeния Зeпlли ru'2
кoЛебаний NlаяTника

(26.28)

(26.30)
нa эквaтopе ip:0, и фopмyлами (26'29)' (26'30) пpедстaвлe.

чo  движeч ,р  влo . .Ь  ' , l  ' ] п .и  ескoy  p .е ( -op ,  и  в  oрy 'o | ' ,  гo " гЬ roй
г loскoс , . ] ,  б LFBрD,|oм 1o. ,/  UаDиn вOа|.Lечи" ]еv ||  ]prвoД,/-
к вpащeнию эЛЛиптическoй lpаeктopии с yгловoй скoPoстЬю

r's1пf пo часoвoй сTpeлке, B Ю)кнoпl пoлylj lаpии ЗeпrJи вpа.
щeние прoисхoдит пpo.Гив часoвoй стpеi1ки'

s 27. пpиццип oтIloситeльцoсти
B фиксиpoвaннoй инeрциа"lЬr]oй систeмe oтсчeта,9 yравi]eниЯ

двиxeния систeмьI частиц

,r:' t ' I r ]  -  
. 1 r  L ,  ' | ) ' '  

"  
]  ' , , , l l  . l , , , , , , \ ,  , .  k '  о 7 j )

сoдeр)ка,r взаи^4oдействия в качествe единственl]oго физиueскoгoN{еханиз]vIa изMенeния иNIпyЛьсoв час,ГиЦ, ПepейдeN{ в дpyгyю
инерЦиаЛьнyю систeNly oтсчета S,. { 'rя тoueнньIх частиц Tакoй
пepeхoд свoдится к прeoбpaзoванияNl ГаЛиЛея

r д : т j .+vq l ' (27.2)
Ускopeния всeх Чaстиц при такoй зап'еI]e пеpeмeнI]ьIх oста.

IJyтся неизМе]JнЬIми нuс,lеннo' СледoьalеЛьIlo, и лpавьlе часTи
yрaвнеt]ий (27, l),  т,е, сиЛьI взаимoдeйсTвия Me)кдy Частицапlи.
д0Л)кнЬI бьIть числeннo oДнип!и и тeМи )ке вo всeх инepциаЛь

, l 5З

нЬlх систeMax oтсчeта, Если в качeствe кoмпoнeнт вeкTopoв сиЛ
вЬIбpaньI динaмические фyнкции' yдoвЛеTвopяюциe эTоМy трe.
бoванию (B (27'1) фyнKции pазнoстей кooрдинaт qастиЦ), тo
vpавнeния дви)кeния частиц в нepeЛятивистскoй мexанике бyдyт
u||ваpuа|!mньL, u a7нoситeльнo пpeo6pазoваний ГаЛи'1eя,

BьIшe мЬI пoказали, чтo yравнeния Лafpa]'ia кoв,7puaнmны,
т' е, сoхpаняют свoю фopмy oтнoситeЛьнo прeoбразoваний кpивo
.(инeйньIх кooрдинаT, ЭTот факт сам по сeбe нe на.qагаeт дoпoл
t]иTеЛьI]ьIx oгpаниЧений на вид динаNtиЧеских фyнкций' oднакo
eсли фyнкция Лaгранlка инвaриaнтнa oтнoситeЛЬнo пpeoбразo
в " , ий  г аЛ l ] е q  / .  I o ч |  о с , Ьo  дo  ] o J чoй  пpoи l в oДчo i пo  вpe v c . и
oт прoизвoЛьной функции кoopдинаT и времени)' тo yскopения
и силЬI бyдут tlисЛeннo oдItими и тeми )кe вo всeх инepциалЬнЬlх
сисTеМаx oтсчeта' действительнo. в этоNl сЛyчае

' vi\'.0

s 27' Пpuнцuп a|пнoсunельнaсnu

и вс.qeдсTвиe

раBенства

ЛинeйнoсTи прeoбpазoвaний га" ']иJIeя

AL ALl AL ALI
a,,: Ц' a-: ц'

oбеспеЧиBающие инваpиантнoсть ypавнений Лагpан){(а, B част-
нoсти, инвapиaнтнoй (с yказанной тоЧностЬю) являeтся функция
Лагpанrка' привoдящая к yравненияNt (27,l), B этoм слyuаe

l Г t  I  r/ l т , , , , , т , \ , , v ] , , , , , v \  '  L  z  2р
i = t  i , j - t

N , ' ' л , N
:Z'+ j!r,- ';tt, i  г,,)+!rn1v9vj +

r ' г i .  , . l ' \ , v  
" ' ,  , ; f  -  v6 r :  , . l  z ' ,

причeNJ пoслeднee сЛагaеMoе IMo)J(Ilo oпyсTить всЛедствие Ilеoднo.
знаЧнoсти функции Лагpан}ка.

ПреoбPaзoвaния ГалиЛeя oтнoсятся кo всeпly физиЧeскoмy
просTpанстBy, ПoэтoMy инваpиaнтныМи Moгyт бЬ]ть тor1ькo ypав.
нения в физичeски пoЛнoй фopмe. B них дoЛх(I lьI бьITь явнo
отpа)кены фи3иЧeскиe yслoвия, oпpeдeляющиe сoстoяния дви.
жеI]ия часTиц, Hапpимep,nуpaвнениe дви)кeния гаpNloниЧeскoгo
oсЦиллятoрa в видe I + r ' .z : U' Yравнeния дви)кeния чaстицЬl
в ЦентpаЛьнoм поЛе в виде nln = _0U(r)/Dт не являются гaли.

ё , ' . " ;
1 , 2



' ' l еи .инваpиан п|ь|Mи в  oTJ ' lичи! r  о , ] .  ( )изически JJ ( ) j ]  J |Ь|х  ypавнe l |ий
' i .+ - ' . ( i i '  1 0 )  =О 'п t=  D l j I  r  г о ] ) / . ] г ,

Jpaвнеl|ия / l8и)кeния тoчcЧI|oй Ч2стицьI Ё: F в Pелятивист.(кoи п!сх2l lике t l l lеДсны вьIII le I lа oснoва| lии тсх жс iризиueских
за|{oнoв'  Чтo и уpавнеI lия нcPс" ' lятивистскoй мсхани|(и.  с  той
.]ишЬ pазницcй. ЧТo пtЬl  дoпo. lHите" lьI]o пoс 'ГуJироIrаЛи факт pе.
' . lятивистскoй зависиi\ toсти иt!пyЛьса частицьI oт скopoсти в виде

t 54 I Iцt|а |; сuсnе-u|,l в:зuultodеnсnвцкltцuх wt пtut1

p  :  n l У  / (27 3)
oднакo такие yравнeния l |с l  явЛяю1ся | .а j lиJ lси.инварианTнЬl-

] ! lи.  так-Чтo. сoхраl|яя дa" leе (х)pNl}Лy (27,3) '  с" l ]сдvсT oтказаTься
oT i lpеoopазoваl lиЙ l  а. rи 'пeя,

тa|< кaк p.  i )L/оv и в o-гс\ .тсTaие в3аи]!toдействий

t.27.4)
впtестo (27'З) Nlож]|o пoс,|yлиPoватI] (27'4) и, lи бсскoненrro пrальlй
э.l]с]!1eнт деисTви' l,dI B Ыa;\е

ГIoтpе6успr.  . lтoбы эneмеt iт  действ|1я Ld! бь|Jt  oдниN и те l\ l  )ке
вo всех инepциаЛЬяЬIx сисToIIах отсчета '  связaJ l I lLIх J lинeйньIпl
lIpеoбpазoваfl иeNl кoopдинат и Rpеl\lсни' Toг/'lа

L l tt  :  п| \,|: J|, , !1 , (27.5)

(,2 l!! dт2 : ,', ,11,'l ,6,z

|1t1и
,!'2 : ц,к tt.ri rl-t].

гле введeньl  обoзнаЧeния
\c ll|'. dт) '

l ' l ' . 0 ' l . 2 , з '

= r ts2 .  (27 .6)

(27.7 t
ni' : \tl-ta. tu)

\ r t , t ) : : (r,'r'' ) = (27 8 l

Если лреoбpазoваниe

. 11  =  f t ' l i ) , 1 t r r r r )
су|цествуel. .  тo д.qя бcсконе' l t]о б' ']изких тoчск о}lo дo.п>кнo

.  , r t  . .. ! . r '  
, t ,  

, l r .  . t ,_ d.r (27 9)

l t  0  0  0\
l0  I  0  0 l
l0  0  I  0 l
\o о o |J

т
II,l r5J

пpиl lеNl  в oднopoд||oNl
' iоopдинат и врt 'N lеt|и

I loдсTавиM (27,9) l J

цц l ' r  d r l .  -  g11' , t i , ,  а| ,  t I ' r ,  d:tJ '  ,

()тскr!а
ц 1 I - :  ! 1 1 I ,  a  !  I l i ' (27 .10)

Ф{)pNlа.пьнo rти BЬiра)кt 'ния l |апoNlи l|а|0т I]pиведе] l l |ь|с вЬi l l le
o l lрt] ,це j Ieния диI lа]\ lиI leских фyнк|Lий. oбразyющих тe|] iJoPt , i  вто

P0|o pа|]га oтIIoсиTсJ lЬ||о гpyппь| BPаlI lеr lий TPех]vIе l)] toгo пpо
.грa1lс 'гва,  Пo9т()Itу J/ l l  ] \ loжнo назватЬ так)кe TензоPo\1 ({oa.rp l l

анtлны'ч 4 nензoрo.||) .  I lo oтнoсите ' . lь||o пPеoбpазoва||и i i  с  l \ tат

Pli r(с й o l Kо\l пoIiе| |т ь| э.| o I o -|Iе |n p u ц. L- к a Z a mе н зo р а a \инaKoBьI
l lo всех инepциальl iЬ lх систrп lах oTс.|с ' | .а и oпpeдс.qL ' t|Ы в (27 '8) .
I l ( ) lГoмy форNlyлаrvи (27 ' l0)  пpедстаl l . rсна систeNlа l0 аJ l .сбраи
]]r(ких ypаBI lсний,IL.r] , |  N]атPичнЬlх эЛeMсн'Гoв 0; ,

PеI l |еf lие систеN!Ь| yравl teний (27, l0)  ]vtoжI lo у11рoстиTЬ. ес"пи
ol !а|rиI iиться пPеoбl)азoваl lиЯI lи.  сooтвстствvк]щи]!!и oт| lоситеЛь
] - ! \ l \ ,  l d , ] , , к . I  J ю , r J ' i , п | ' ' , | " п а p а , 1 1 ч , , L н | , | }  1 ' ' o J , l t н J . | | L | х  o с P ' ] , r

tt ,,, п1lи r1з'2' : l,r) ' tl,rr, _ d,тз,
Так как

а,2,  = ' | ,  г t l , '  | l '1:\ ,  = a:| ,  (1.: l ' ,  '

u '.,,r oп' .."у"ас ui, - J: ' .| :. ': (r i/ _ симвoл Kpoнс|.iеPа)' и уpав
нсния (27,10) свoдJlт(я к yPавнсниЯ]\1

цou:  l  , t , , l , , ' i u [ , :  ( , 3 , ) l  ( " J , ) r .  (27 ' l l )

!l|n: tJю o - l ',t,', ' i i"|, =,li"!, ..l,.l, \27,|2)
eл= 1-  etk , t r \ ' . \ ' :  t t ! ' ) :  -  ( . ,1 ' ) ! .  {27.13)

I lсдoстающеe чстBертoс ypавненис Nlо)к l]o пo"r ly l ]и] .ь '  l ]асс l l lа l . .
PиI l2я закoн пI)ообP2зoBания Jюбой фиi{сиpoван, loй тoчки на
oси.г ,  систеьlьI  s , '  эта тoЧка.1ви,{с 'Гся oтнoситeJь l lo ,ч с пoстo.
янlIoй скoрoстЬl{)  l '  систеtt tь l  '9 , .  так чтo. l ,г|  :  l . i11 _ ( l  

' ' l . ) . / , .0,

I]  систс l tе S,  фиксирoванная тoчка нcпoЛви)кна'  d.r '  = 0.  Hо

r ' , l , - |1],d||i : 
"|,, 

,L-,\ r, '\, а.,!

,,li +.i !,. - o

пpoстpансr.в l ] .врсNlсt]и r l ;  нe за3исят

(27,7),  ПоJty.rиN1

Сле:toвательнo.
(27  l4 )
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PсIUениc сЛстeN'ьl уpaЫeuиЙ (27'||) (27' l4) ! ' toбнo пpeдставить
в виде i\4aтpи цьI

/ ' ,T_ r.v./ i-r. . .0o\
. ,  '  |  '  ' r '  l . ' .1  l  V/ l  ' , '  o  0I  е7, |5|I u o rol

\ o , ;;)
Пpеoбрaзоваl lия \27 9) d 'т ,  :  t l i ,1 , , . i  с  МатpJ l l lей (27 '15) eстt ,  пpеo6pазoвttнuя'7opенца, Их,'o;кнo лpo,нiе.pиpoвать, Пpи услo-
в и и -  ч  o B | , d , l а , l Ь Ь L й 1 | o \ , A | ,  в p ' . | е i | .  l а l а 1 а  к o о р , и  | с  . и . , F \ I  , \
и  , \  с о в п J л а ю т ,  I l l l I v ч  и  N ]

, -!..
r l 

.l l, 
J-г ...

127.16)
ФopNjyЛы oбpатl lого IIpсoбразoвания

заNJеIroй l /  r  I j ,
l IoЛyчаIотся из (27,I6)

Таки\| oбразot|. пpеoбpазoвания Лoрel]ца eсть пpеoбpазова-
I lия. oтноси-гeлЬrlo котoрЬlх инвариаl iтнь1i\] ЯвJ. lяется uнmеpвaл dь
l l l е )кдy  осскoнечt lo  бЛизки]vIи  сoбЫтияп!и в  ЧетьIpcхN lеp l lоN l  пpo-
стpа|Jствt !вpe i \ tе] lи ,  Фop\ lY ' ]ы (27 l6)  пpeдс ,гавJяют сoбoй коJиt |ествeннoе вьIражo l lиe  лpинципа oтнoсите, l |Ьr loсти ! ]  pе . lЯтивисT.
скoи t\ 'Iехаf lикe (вNIeстo пpеoбpазoBа]|ий Гаlилея (27.2) в неpеля.
тиBистскoи тeopии) Чтoбьr вЬJясl lитЬ тpансфoрtlациoнньre iвoй
с т г .  \  0 . в г с н / ' ] , l B l . . ( e  I l ч  p o ' q ,  и B l . с  | .  1 o и  \ | * \ . н и I \ ' ]  o г U U l  и  l  е , о .
l lo  пpеoбpазoваний Лopeнца. представипr иI l l IyЛьс и энepгию I iа.

. 
/т j'l.) . d rЕ '1. ,', u1

и.. lЛ в ЧeтыPe\} lеpньlх oб()3 l lа . leниях

) (tt:' / I:t \
/  = (;  Pt  (2718)

Преoбpазoв2ния 
1'1opонца для диффеpеrrIrиаЛoв кoopДиtlат

u 
:f"), l"u 

t], l ,  :  tt , i  rb по фoрпlc lIo,1oбrlьI фoрпlулапI 
.r1, ' ' :

:  /).]./, l ' , '  кoтopЬlc в $2 пpинятьr в каЧестве oпpе:lеJений век
пpеoбразoваний пoвoрoт2 трехt}Iеpнoго пpо-

страJ l ства ,  l l oэ ,ГoN4y .1 i f .  Мoгy1 бьIтЬ oпрcцеJ]с i |ь I  кaк  кo\1пoIIeI lTЬI

s 27' ]Iрuнцun оЙнoсu|nеhнaсnu 157

вектopa (кoнmpавapuанmнoеo 4 seхrлopа) oтнoситenьtiо прeo.)

рaзoваний ЛoренЦа, <Kвaдpaтl 4-векпapа uмnцLьca || рaBен
. l

ч .^ l , ] '  p -  ( z / ,  | У ]

] .]  яtsляeTся инвapиантoN].
yPавнеI lиe дви}кения части цЬl

d  t t t у

Nloж|к) пpеЛставитЬ в виде
dpF
ds .\/ 1 v21,2

,k

- F

-Fv

\27.20)

(.27.2t)

(21.22Jtr: Fv

как 4-вектoP, ПоэтoNly и сиЛа I 'дo,1жна бЬIть такoй. . lтoбы Fp
и F1,. 'ЛpeoбрaзoвьIваj|ись ка|( еДинЫй физиЧеский oб'ЬeкT _
кoнтpаваpиантrrьlй 4.вектoр. При зтo\t ус"1oвии yPавнeния дви)l(е
н\aя \27,2З) бyдут сoхранять сs()ю фopNlv вo всех инерциа. l]Ь}]ьlх
сисTоN ах  oтсчеTa]  eс j |и  oI lи  свЯза l iЬ I  l IpеoбPаз( rванияNlи  ЛoPенца
ЧисленньIе з| iаЧсния и .Цевoй' и пpaвой ЧасTей уравнe||ий (27 2l])
в PазпьIх  систе]\ Iаx  oтсчета pa3Jич l lЬ l l  уpавI iения двих{ения pе . rя

тивисTскoй N1eханики к(Jваpиа ' l IньI  oт l loситeЛь l l { )  l l реoбрaзoвании
Лopeнrlа

УPaвнения движel lия ЧастицЬl  в э.лек].poi ! lаг l lи] .нo]\!  пoЛe l loгут
бьIть пoЛy.re l lь l  на oс l lовании 4)Yнкции Лагpаl lжа

t , :  , , , . , | |  v 2 l с | 2  . ;  +  |Аv ,

С"reдoвательно,

L t t L  =  тп с ' t l '  1 pd l r ' o 11A l т ,
с с

Этo1'э"1еl ' tент действия. сoдepxаulий' в oт'aиЧие oт (27,5) '
инфoрNlaцию o взаиI loДейсTвии ЧaсTицЬ|  с  пo ie l l '  будеT иI lва-
pианT l ]Ыr\4 .  ес . I ]и  потpсбоватЬ дoпoлI|и1.еЛьI lo ,  Чтoбы l loTеI]циа. l |Ь]
э .1ектpo]\1агнитI loгo  пoJя;  и  A  бы iи  кoпt l Io t lе l lТами 4 'вeктopа,
Уpавt |ения движeния l Iри этoм бyдут  кoварианTяЬ lN lи  oт t IoситеJЬ-
нo пpеoбPа3oRаний JIopснца'

rР,
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ДBи)кЕ}lиЕ чAсТиц'
OгPAIIичЕIllloЕ сBя3яIt4и

s 28. УpaвIrеrrия дви'(eния систеM пpи Еaдичии связей

BзаиruoдeйсTвиe п lе)кдy Nlaкpoсисlе l lаI !1и '  сoстoящипlи из
бoльшoго чисЛа LIастиц в связаIJнЬIх сoстoяниях'  иJrи Nle)кдy
oтдеЛьнЬlп lи частицаN1и и N аI(poсисTeI 2\1и свoДи,гсЯ к взаипjo
действию oTдeJIЬнЬ|х часTиц, oб|ций l leтoд вьIчисЛсния такoгo
I o - n  ' , l . '  , l а  о , Р о в .  ' , ' | , o ,  , . l J  | |  o  , , a и v o , р l . с  в и i  N " , l ' , )  | - l .
ЛиLIньIми ат(J]\1a]\ jи и i \ lo" ' ]eкyЛаN1и кaк диI|а l 'ическиI и системaми
ts насTоящес вpeпtя oTсyтс l .вуeт пo пPиЧинe l lепoЛнoты свeдeний
o в i]аипloдействии и динапlикe систем, кpoMe тoгo.  вЬIчислеIJие
сиJ ' I  на {]с| loRе первЬ|х принципoв пoTребoваr,]o бЬI значито"цьнo
бoЛьших yси.ций. чепl  тe '  кoтopьlс требyюTся для решения
ДинаNlичeских задaч с yчасTиeм пlакрoсI(oпических систeN на
oснoвс п1oдеЛьньI) i  пpeдставЛениЙ o Bзаи]t loдействиях.  . I lля таких
систeM пjo)кt lо oпpедe"1итЬ l \ lакpoскoпические пpoявJ. lения силl
дeЙствyющих на N икрoI!1асштабах.  oбЩий резyЛьTaт их дeйствия
и зaмel lитЬ эти си"Цьl  ]vIаI lpоскoпичeски эквива. leнтньIМи,

oбщий peзуЛьTат взaимодействиЯ час|иц с п lакрoсисTеMaпjи
состoит в пoявЛeLiии oгpaI]ичeний на дви}кение частиц. Так,
дви}кeние мол0кyЛ газа в сосyде oгpаниЧeнo сTенками сос}Ца,
^4o' . lекуj lЬ| '  адсoрбиpoBаII l lьIe нa l IoвеРnн0сl .и )кидкосTи, Njo)кнo
расс\ laTpивaтЬ каK ДвvN1epнЬJй газ,  ,цви;кениe электpoнoв пpо.
вoдиN1ос.Ги в Мe,галЛах при I loр\1альных yсЛoвиях oграl lиченo
пoвеpхнoстЬIo пPoвoдника. B сфеpическoпj Мaятнике дви)кеJ lие
I ' tатеpиаЛЬнoй тoчки в oд|JoPoДнoм гравитациоt]нoNl  пoЛe oграLIи
ч е  | o  ,  e J . с  l / l ' ] ! O  l  I  l , o ю  l  | и  B  | \  l , е '  n р , |  o в e г ' \  o . l  , ю  ч o с '
кoй сфеPьI,  ̂ {акрoсистемЬI '  oгpаничиваюiцие дви){(e l tие частиЦ,
обычно Nloгyт бЬfГЬ представJIeHы уpaвI le l iияп'и Линий, пoвеPх.
нoстeй иЛи IJеPавснства\ ' Iи,  Bo всех пoдoбных задаЧaх дви)кение
систeNlЬJ l l lатеpиa" l]ЬI]Ь|х Toчек N{0жнo paссN атpивать идеаЛизиpo.
Baннo как Лви)кениe сис.Гe]vIьI пpи llaлЙ'lvll,, cвя3еli иЛи oграниче-
ний на вoз]vIo)кньIe пoлo)кения и скopoсTи MатериаЛЬньIх тoчeк '
а реаЛьныe взаимoдeиствия с чaсTицаI!1и'  peaлизующи\lи связиl
заt lJенить иДeаЛизирoванныrv lи пpсДeJIЬньIми взаи]vIoдейсTвиями
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pеа1iцuямu сaязe,7l пpeпятствyющипlи пpоникнoвеJ]ию часTиЦ

сквoзЬ связьi и сиЛaми трeния'

l. Уpавнeния Лагpaн,rа с рeaкцияNlи связeй (l-гo рoда).
Метoд iеoпрeделенньIх Dtllo)кителeй Лагpaн)ка. При нaЛичЙи

связей кooPдинатьl и с l(oрoсти сисTеМЬI N ]\ laTеpиаr1ЬIlЬlх Toчeк

OГраничeнЬt сooтнoшенияl\{и

l . , ( r r ' , , , ' г . v ' v t . ' . ' . v ,u .0 )0  ( " :  l ' 2 . , , , ' ь ) '  (2B '1 )

Знак pавенс 'гва B (2B, l )  сooтBeтстByeI цdеpuсuвающu' l |  свя
, " r , ,  B  r , r . ' J ч а a \ ,  ^ ' ' а  ) р а q r д , и Я  \ , , O , \ и в . о ш , '  . в я ' F ;

l l jo)кнO пpoинтегpиpoваTь и свeсти их к огpаничeнияl  т0пЬко на

кoopдинатЬ1 пlaтеpиаnЬнЬlх тot]eк'

/ . ( г1 . . . ' ' т у ' l )  : 0  ( с r :  l ' 2 ' . , . ' * ) '  ( 28 ,2 )

связи назьIвак]тся еo.||oнo|tньLмu HeгoлонoмньIе свлзи в видe

yсЛoвий oTсyTствия прoскаЛьзьlвания хаРак1.сpнЬI для Дина' !1ики

1.вердЬIх теЛ и pассl!1oTренЬ1 них(е'

oбoзначиNl черeз Ri  сиЛy, дейстBуюЩyю на Чaстицу с нo

п еpoМ i  сo стоpoньI с 'Гpyктyрных эЛе[ ен1oв MакpосисTеl l I '  а  Че-

p".  F,  *сe lрy 'ue сиЛы, дeйствуIoщиe I]а этy частицy'  Тогда

ypaвнения дви)кеI lия систeМы бyдyт иметЬ вид

?ni i i  :  F? + I l" ( i  :  1,2, . . .  .  ' \ i) (28 'з)

и дoЛ)кньl pассматpиваться сoв]\{eс'гнo с ypавненияпlи сBязеЙ'

Ho fr; lreизвeстньI' и пpи A < 3.i\' динамическaя задачa для
системьl .\i ЧасTиIl нeдooпPeдeЛeна' БyдeN1 считать пoэтoNIу' ЧTo

физиЧеские I loвеpхнoсти'  oграниЧивающl le дви,(eния TeЛ'  М0жнo

лPeдс1aвитЬ гЛадкиMи пoвepхнoстяMи, а сопpoтивЛениe прx Дви-

жеl ' lии вДoЛь рeалЬl]ьIx пoвepхпoстeи считатЬ pезуЛЬтаToМ деи.

сIB|1я сuI пPе||uя, oпpедеЛитЬ эTи силЬI экспepимеI]TаЛЬнo и oJ

нeсти их в (28,3) к заданнЬINj силаN1 F i '  oсТаJ. lънУю I]астЬ сиЛ R'

сoстaвляют сиЛы Rl .  прeпятствуюЩие пpoникнoвеt]ию Чaстиц чe.

peЗ сRяЗ1'1' uJlL1 pеакцutl .6язed. Центрaльная идeя I!1eт0да сoстoит

в ToМ' ч,Lo тепеpЬ все R'  мo]кt]o с l ]итaтЬ пeрI leнДикуЛЯpнЬIми пo-

вepхностяNl ,  peали3yюЩим связи, и пoтoN1y пpoп0pЦиoнаЛЬньINlи

градиeнTаN1 фyвкций l . ' '  Hеизвестными oстаются тoЛЬкo кoэф.

фuцue"." ,  npЬnopu,oнаЛЬ|1oсти'  т .  e,  i  скалярньlх фyl iкций, Ес,rи

сфopмyлиpoваньI ЛpавиЛа BьJчисJ]eния этиx фy!rкций'  систeNIа 3,\

yравнений дви)Kения и * yравнeний связи буДет заМкI lyтоЙ'
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При пеpемeщerrиях l ir '  МатepиаЛьньIx тoчeк пo гЛадким пo-
вepхнoсTяп{ нeи3]\|еLlt]oй фoрмЬI рабoтa peакций сBязeй R' дoЛ)кна
бЬIть  раBна нуЛlo:

(28.4)

Фoprмы пoвеpхнoстeй бyдyт неизп{енньII"]и. есЛи вpeмя 1счи.
тaтЬ фиксиpoваннЬlNl, Toгда

dr1 : (6zi '  d371, Jz;) = (6u;1'dr;2'6л;)

пpeдс'raвЛяют coбaЙ вupm!а,,1ь11b|е nеpе,|.|'ещенuя L|лИ вapuaцuu
кaopduнam, связи' yдoвлeтвopяющиe соoтIloшению (28.4), Irа3Ьl.
Гзaю.Г ся ud е аль ||ьIмu -

Bаpьиpyя ypавнения связeй (28.2), пoJlучим

6А : ' R ' 6 I i : 0 ,

"" 
:Ё*' ,  = f o, ,"*, :0 (сr: t ,2, , . ' ,A)

Умнo)киt\{ ка7кдoe из ypавнeний (28,5) на IlpoизBoльнyю ска-
ляpнyю функцию \n (неoпpеdеrcн ньtй мнoэltumе!|b Лаеpанэкa)
и пpoсyммиpУeм peзулЬтатЬl пo.r- Toгда пoЛyЧим

N I
\_а . \ - - t г r _O .

BьIчитая (28 6) из (28.4)' нахoдим

(28.5)

(28.6)

Ё("_Ё^"",,") ' ,=o (28.7)

B . ] o v  \ р авнeн r и  с oДеpжи , с я  J \  в аpиац l й  { oopд l P а |  o " . ' '
( р  1 . 2 . 3 l -  Po  '  е J ави (и  /Ь  \  , o ]Ькo  J v  _ | ,  ' "^  

" o , *  
u ' e " . . "  f

ypавнeний (28.5), BЬIбepeпI t нeoпpeдeленнЬIх Мнo)кителей ,\a
так, ЧToбы кoэффициeнтЬl пpи зависиNlЬIх ваpиацияx в (28.7)
oбpатиЛись в нyль (R, пpи эToм сЛeдyeт считатЬ извeстныMи)'
loгда в сyI{Ме пo всeп{ чaсТиЦаМ остaнyтся тoлькo 3Л * A слага-
eмых, ка)кдoe из к0Toрых бyдeт сoдeр)кaTь в кaчeсTве мt]oxиTеля
oдtly из нeзависимьIх вapиaций 6x,4' ЕIo тeпеpь всe кoэффиши.
eнтьI пpи нeзависимЬlх вариaцияx тaкжe дoЛ)кны быть pаввЬ|
нyЛю! пoскoЛЬкy paвIlа нyлю их Линeйная кoМбинация, слeдo

s 28,  уpos\"hu" аsu '  P nrD -а,o.]Ju свa"PL

BaтеЛьнol  рeакции Ri  явЛяются Линейными фopMами градиeнтoв

фyнкций й: t
ЕL : ' )"v'/.'

l 6 r

(28.8)
a- l

Урaвнeния двиxeI]ия систeМЬI -|y' взаимoдeйствующих п атe
PиаЛЬнЬ|х тoЧeк Г\pи I1АличЙ|1 удep)кивающиx г0Л0н0MнЬlх связeи
пpинимают вид

(28.e)

/ . ( г I  ' . . .  '  гN '  t )  : 0

( i  :  1 , 2 , . . .  , . N ,  . 1  :  1 , 2 ,  . . .  .  A )

и пpeдстaвляюТ сoбoй систeMy 3Л + * yравнeний для 3iI кooр
динат г,(t) и A Nlнo)китejeй )o пpи yслoвии' чтo силЬI тpeния
опpeдеЛеньI и зaданы в сoставe сил Fi нeзaBисимo.

Уравнeния (28,9) нoсят название !paвненuli "qаеpaнъса с pе
аKцuя\|u свя3ей, |u||1 цpaвненui .qaеpа||э|сt7 ||еpвa|a padсI, Фop-
lrу'rа (28,8) дJ'Iя peакций связей поЛyченa выше пpи пoNjoщи
-мепoоа нeonpеае,|eннь|х jмнo1!tunе,|еi Лaеpанэltа' ЕДинcтвeн
t]остЬ Bыбoра lvнo)китeлeй,\o oбeспeчивaeтся нeнyЛeвЬIм значe
ниeМ oпpeдeлитeля из l{oэФФициeнтoв при зависимЬIx вариациях
в (28,5), т, е, yслoвиeм незaвисиNloсTи ypaBнeний связей (28,2),

2. эвoлюция энeргии систeмьt тeл при нaличии связeй.
Уpавнения эвoлюции импyлЬса' NtoN1eнTа импyЛьса и энepгии
систeМы частиц пpи I]аличии связей мoгУT бьlть пoлучeньl на oс
нoваl{ии oпPеделeния этих динаМическиx фyнкций и уpавнений
Лагpанжа с peакцияМи свя3ей (28,9) пyтем пPoстoгo пoвTopеIJия
вЬlкладoк' нeoбxoдимЬlх дЛя пoлyчeниЯ 3акol loв сoхранeния на
oснoвании уpавнeний Ньютoнa, Bмeстe с тeм урaвнeния (28'9)
солрр /hd  . илы  , рр ' r я  hаh  | рoб ' oДиv}  o  чa с | ь  в l . rмoде ; с  вия
сисTeмы с МaкpoсистeМами, oгpaничивающиМи дви'(eниe, Пoэтo.
мy уpавI]eния эвoлюЦии динa[!ичeских вeлиqин бyдут зависeть
Tакжe oт oпpeдeлeния сиЛ трeниЯ. Чтoбы nрoдeNloнстриpoватЬ
oсoбёh  | o с | ,  ' в o  o , / r  1н t p | r и  с r '  р v "  | р L  | a | . ч v . 1  с вя -PЙ .
бyдeМ считатЬ' чтo, как и для св060дной систeмЬI' сила Fi paвна

.n^_. , , .
r  o U r \ t l ' t l  \ _  o t  l l L ] т ,  _  r l | )

orj - ori

J+1
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и пpeдставЛяeт сoбoй суммy сил взаимoдeйствия с вI]eшJним
пoлeм, сиЛ мeжчастичl]oгo взаимoдeйствия и сил трения. УмI]o.
)кив уpaвнeния (28,9) на скopoсть vi скалярнo и прoсy[lмиpoвав
pе3yльтат лo i oт l дo N, пoЛyчим ypавнениe эвoлюции пoЛнoй
эtlергии систeмьl в виде

. N  N  T  N

д 1Гu ' -Гv ' гd+ГГ '  - "
| J l  е  -  

'  \ o v , v , J о '  \ z 6 , | v l
i = t  i = l  a = l  i : l

где Д _ пoЛнaя э!|еpгия систeI\4ЬI,

N ' v
'  ;Z ' '  "|_Lu 

_ i  ' / .J l  г ,  r | ' '  |28, l l l
-  

i = l  ; = t  
' i , j = l

i+i

диффeрeнциpyя ypавнения связeй (28,2) пo вpеNleни, найдeм

ЧасToтьI тaких пpoцeссoв- Bмeстe с теl{ дви)кe}lиe элeктрoнoв

пpoвoдимoсти в пpoвoдl]икe oгpaниЧeнo пoвePхн0стЬю прoвoд.

ниьа B pамка;r l iакpoсKoличeских пpeдс, lавЛeниЙ этo olнаЧаeт,

Чтo дBи)кeние э?' lектpoна пoдчинeнo связям' вoзмoxнo' нeстаци.

oI]аPныNj, Зависящиe oт вpeп'teни связи м0гyт слу)кить сoстaвЛя.
oJ'  й \!eха,]иJма увеЛичения кинетическ0Й ,неoГии . 'Лe{IpoЬa

l lеoбхoдимoе изМeнel]иe нaлpавr1eния импУльса элекTрoна пPи
сoхPаняющeйся киI]eтичeскoй энepгии мoxет быть pезуЛьтатoм

дейiтвия сильl ЛoPeнцa в MагнитнoМ пoле, 'Д.ля дeмoнстpации
Nleханическoй Гeнeрации эЛeктpичeскoгo тoкa бУдeМ считать' Чтo
Io | , ( l ; ]  . г и |  Рй , ]ый  l рoвoдник  чo ) кe .  пеpе \ I еЦа |o . q  пoд  Де i с , ви .
еl\1 внeшних сиЛ в oднopoднoМ ]! laгнитнo]\4 l]oлe в- l lеизвестнoe
взaиj\1oдействиe элeктpoна с п0веpхнoстью Й стpyкTyрньINlи эЛe.
Nlентaп{и прoвoдника пpeдстaвим в видe суMпlЬl peакции связи R'
прeпятствyющей вьlх0дy электp0на из пpoвoдника чeрeз пoвеpх.
нoсть Й, сЛeДoваTeЛьнo, !]апpавЛeнн0Й вДoЛь гpадиeнта yравI]eния
пoвepхнoсTи вrryтpЬ пpoвoдI,]икa, а такжe эффeктивнoй диссиЛа.
| ивнoй  с rЛы  F i d . '  o г pажаюшeй  o с таЛьн \ю  ча с ть  в заи l ' I oде ; с твия ,
Эффeкты, oбyсЛoвЛенt]ыe нaкoпЛeниeм заpяДа. хаpактepныe дЛя
пPoвoдt]иKа кollечньlх раз[lepoв' мы здесь нe pассll1атpиваеI',

Уpавнeние дBижeния эЛектpoвa с эЛeктpи' leским заpядoм c
иNleет  вид

mi=_: ( vхв )+R+F(d ) .  ( 28 - l 3 )

oбщий вид уpавнeний гoлoнoмнЬlх связей пpeдставЛeн pавeн.
ствaпlи

' f" (г' t) = 0 (o : l ' 2). (28.14)

ТoIlа R : ,\" gтad fl'(r' l). мнo)китeли Лагpан)<a Ao, oпpeдeЛяю.
ulие величину неизвeстнoй сиЛьI взaиМoдeйствия эЛeктpoнa с по
вepхнoстью' дoЛжньI бытЬ I,]ai iденЬl из пpeдставЛeннoЙ сисTеMЬl

уpaвнений вмeстe с закoнoМ дви'(ения часTицьI, системy дeкаp.
товЬIх кoopдинат yдoбнo выбpать так, чтo oсь z будеT сoвNjeщeна
с наnравЛeниеl l  мaгнитн0гo пoЛяt 0сь y _ параЛЛeЛьнo пpoвoдни.
кy, Пoд дeйствиelt внeшних сиЛ пpoвoдllик мo)кeT пеpeмeщаться
в пi1oскoсти J9' так чт0 дви)]<eниe элeктрol]а лpoвoдимoсти пoд-
Чl{ненo ypавнeниям связи:

fr = i. - "f(f) :0' (28 15)

h:z=o.  (28 .16)

Пpи такoм Bыбoрe систeмы кoopдинат B : (0' 0' в)'

R:  l l  gтаd ' f r ( г '  f )+ )2  gтаt l  /2( r '  f )  =A l  ( l ' 0 ,0)  + r : . (0 '0 '  l ) .

ah
At

Пoэтoмy

+f .,,г|ф -p^"* (28.t21

Uтсюда виднo' Чтo вклад в измel]eниe сo вPемeнем пoЛнoй
энepгии дают нeстациoнаpньIe связи наpяДy с сила]t{и тpeния
и нeстациoнарньlM в l]еL l]ним пoЛeм-

Пpеллoлoжиv. ятo в некo Iopoй инеpциа,]Ьнoй с. , lстемe oтсЧeта
систeма МaтepиалЬIlЬ|х тoчeк наxoди,гся вo вIlешI]eM oдllоpoднo]M
гpавитaциoнн0N1 п0Лe gl  свя3и являются стациoнаpньIп1и (нa-
пpимeр. накЛoнная плoскoстЬ) и сиЛами трeния мo) l(нo пpенe.
бpeчь,  в такoй систeмe oтсчeта энeргия систeмЬI сoхpаIjяeтся!
-Е: сonst, При тex хe yсЛoвиях в дpyгoй инepциаЛьнoй систeMe,
дви)кyщeйся с пoстoяI,]нoй скopoстью в tlаправЛении, Лepпeн.
дикуляpнoМ g, ypавнeния лoвepxнoстeй, вooбщe гoвopя' бyдyт
зaвисeтЬ oт вDемeни' и Е + 0.

3. прияципЬl мeханичeскoй гellePaции элrктpпчeскoгo
тoка. балeвтные элeктp0ны атoмoв' сoставЛяющих мeтаЛЛ, It lo.
гyт пеpeMeщаться в oбъeме кpисталЛичeскoй pешeтки с нeбoль-
шJими lloTеpями э|]еpгии и и!lпyльса, B прибЛи)кeнии свoбoднЬlх
l1рктPoнoв мoя(нo пpeнебрeчЬ их вJаимoдeйствиеv с иoннЬ|ми
oстoвами кpистаЛJичeскoй peшeтки. а такxe пpoцессами pас-
сeяния на дpVгих )лектpoнах пpoвoдимoсIи вслeдс,вие низкoй

u: *Ё",
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B пpoвoдящей сpeде электpoн испытываeT сoпрoтивЛeниe,
кoтopoe на макpoскoпичeскиx масrптабах l\,to)кнo пpиписать дeй.
ствию диссипативнoй сиJь|. пpoпopциoнаЛЬнoй скoрoсги: F(d) =
: _](0'!i'0), Пpи этoм мальtм пoтеpям иlrtпyльса в сpедe будyт
сooтвeтствoвать маЛыe значeния кoэффициeнTа тpeния 7 ) 0.
(Бoлee pеалистиuные пpедсгавЛeния 06 эЛектpoпpoвoднoсти пjе.
талЛoв сoдepжатся, нaпpимер. в книгe Ч, киттeJя (Bвeдeниe
в физикy твepдoгo тeлаr' М,: Hаукa, l978, с,269')

TепepЬ ypавнeния дви)кеIrия (28.l3) свoдятся к ypавнeвияМ

.  u-#o ),0 , ^i t2Bt7t
макpoскoпичeскиe связи нaлaгаюT слeдyющие oгpаничения на
лви)hр.]ие частиць|: ; = 0' и' сЛедoваIe1Ььo, ),2 0' i  = jу1'
': l( ') '  гдe l(1) _ задaнньIй в (28.t5) закoн движeния пpo.
вoдника' ,Цля двyх нeизвeстньlх фyнкций У(t),,\1(f) имeeм двa
уpавнения

аtLu:"! jo,

l:ffu+ivt.
Уpавнениe (28'l8) интeгpиpyетсЯ непoсpeдственнo и дает значe-
ниe сKopoсти 9Лeктpoнa в пр0вoдникe как фyнкцию pасстoяния
oT начаЛа кoopдинат.:0'  ]/:0. гдe элeктpolj  нахoдился в мo.
мент.:0 и имeЛ скopoсть ,O' ТакиM oбpазoM,

i = io + u,.l(о Тa'
m

зДecь uс: еBfmе _ циклoтpoнная ЧастoTа. Уравнениe (28' lg)
oпрeдeляeт вeлиЧинy peакции пoвepхнoсTи пpoвoДника как фyнк'
циюскopoсти y элeктpoна и вpеМeни,

умн0)ким урaвнellия двиxeния !lа скopoсть чaстицы. Toгда
в лeвoЙ части ypaв}leния пoлyчим пpoизвoднyю пo вpeмени ки.
нетиЧeскoй энеpгии Е1д1' а спpава _ paбoтy в eдиницy вpeмeни
сиЛы BзаимoдейсTвия сo сpедoй (peакции связи плюс диссипа.
тивнoй силы). сиJа Лopeнца нeлoсредственIlo нe дает вклaда
в измeнение энeDгии. пoэтoмv

,. с:B ' )'1

(28 .18)

(28.r9)

(28.20)

uPio, : х,afР- ̂ ,,l,. (28.21)

oднакo зависимoсть oт магнитн0г0 п0ля сoдеp)кат выpа)кeния

!.J0 х| и i. Пoдставляя Al из (28' 19) в (28-2l) ' пoлyчим
. \ 2  /  i  \ 2dЕ ' '  ma l ,  1I^ ' | \  t  /  з ! : /  . " \  l ' я9 , l- ,n '201 . \ ,  /  " \  2  ' )  '** '

заhoP lви) ' (е,]ия rлeктpoна вдoЛЬ l ]poвoдника мoжнo найти и l

уpавнeния (28'20), eсЛи извeсTен явный вид функции l( '), Pав-
нoмеpfloМу дви)кeнию пpoвoдника в МaгнитнoM пoЛе сooтветствy
eт /(t) : ut' B этoм слyчаe ypaвlrение (28'20) Лeгкo интeгpиpy.
eтся, и IмЬI нахoдим

"_ Т (, """"q)t, _.-:',1,, *,
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(28.2З\

скopoсть элeктpoна как фyнкция вpеMeни пoЛyчается диффe.
рeнцирoваIlием (28.23), и мьt Mo)кeм лpeдставить yравнeниe для
кинeтиЧeскoЙ энеpгии в виде

(28.24)

(28.25)

при всeх t > 0 скopoсть y > 0' кинeтиqeскaя энepгия эЛек.
трoна бyдет вoзрaстать сo вpeмeнeм' T > 0. еcли rrю;ш > 1,!1. |7pи
NtаЛьIх пoтepяx эяepгии эти фopп{y,lЬl yпpoщаются и в Линeйнoм
пo f прибЛи)кeнии пpиoбpетают вид

u:lat+f,(.."_1м)t, '  (2s,26)

Пyсть тeпepь тoнкий пpoвoдник сoвеpшаeT гаpмot]ичeскиe
кoЛебания в oднopoднoм MагнитнoМ пo,е, B этoм слyчаe l(t) :
= o сos Qt' и закoн двюкения элeктрoна oпpедеЛяeтся Урaвнeниeм

i t :!о+(u.,"_}и)t l f ft ,

i i+ 19 : -o,,"9""r nr.

(28.27)

(28.28)

Pешeниe этoгo нeoднopoднoгo yравнения мo)кeт быть лoлy-
Uенo' напpимеp' метoдoм ваpиации пoстoянных, При тех л(е на
чаЛЬllьlх усЛoвиях, чтo и выше, наxoдим
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, -  
( - -

oбычнo пoтeри эLlеPгии B пpoвoднике нeве;lиKиj и мo)кнo
исп0ЛьзoватЬ вьIpa)<eния дЛя кoopдинатьI и скoрoсти элeктpoна
в Линeйнoм пo 1 прибЛи)кении:

, J_ \ !a  n : ' )  ( l  ^ ' i  ) , '  
, i  

| . ' , . о ,  
.^L l - . . .Qr

'  
\  2 n /  1 2  |

этoй фopМyЛoй oпрeдeЛяeтся закoll дви)кения элeктрo}lа прo.
вoдимoсти в слабо пoглoщающeй сpeдe, Движyщаяся пoвepx-
| o , т ь  r рoвoл rикa  Д . ; i с , l в ) " т  ча  , '  e h Ipo r l  .  с l '  oи

rfu)|('"*')-
;fu[;r,_*"ua Ч#] ,,*'

)'t : тn,u"a moQ, сos Qi.

t i :  oQr'"s inf)f.

(28.30)
с такой )ке силoй дeйствyeт калtдый электpol] на IloвеpхнoстЬ

пpoвoдникa, гIeтpyднo yсTанoвить явную зависиtмoсTь этoй сиЛы
oт вpeмeни. для этoгo слeдyeт вЬlчисЛиTь пpoизвoдI]yю пo вpе-
п{ени oт кooрдинатЬl g(/) и пoдстaвитЬ pe3yЛьтаT в вьlpа)кeниe
для )1, B сЛабo пoглoщающeй сpeдe мo)кнo испoлЬзoва,ГЬ Менеe
гpoмo3дкoe вьIpа)кeниe дЛя E:

t i _ ! . J _ . r . J " t |  с о .О l  t , o - o " l . /  ) aU : . i j | l l / '  ( 2 8 , J l )
, n \  I

B  с oeде  бр r  ли с с , ] г ] аUии  ьa  1o )ч r ь . a  ) 1еh Ipoн  1poвoДиvo . ги
действyют тoлькo сиЛa Лopeнца и PеаKция связи. Их дeйствиe
пPивoдит к гаpМoническим кoлeбанияNl ускopеl]ия элeкTpoнa:

(28.32)
rrpивeдeнньIе Bыше ypавнeния двихения нeпригoдны для дe.

] l loнстpации Мeханизма геI]еpaции тoкa в переменI]oм магt lитнoM
пoлe в(t), пoскoЛькy oни нe сoдеp)кат индyциpoваl]нoгo элeктpи.
чeскoгo пoля E(г' f), ЭTo пoлe дoЛ)кнo вЬIчислятЬся дo решeния
динамическoй задаЧи, eсЛи известнo B(t)' Пoэтoмy бyдeм тепеpь
считатЬ лp0вoдниK нeпoдви)t(t lь lМ! иMеющим фopМy oKрy)кнoсти,
а маГнитнoe пoЛe oднopoдньIМ нeстациoнаpljьlм и nepпеIlдикy.
Ляpl lьIM плoскoсти oкрyxl loсти, Coпpoтивление пpoвoдника нe

Bектopный пoтeнциаЛ A(r.t) эЛeктpoMагнитнoгo пoЛяi свя.
занньIй с задaнньIм пoЛeпj B(j) сooтнoшel]иеМ B: IotA, мo){rнo

s28, Уpавнeнuяавu1{енL1я сuсnем npu налuчuu свcзей t6r

Rыбpать в видe A(т't) : (B x r)/2, Cлелoватeльнo' индyциpo.

ваI]нoе эЛектрическ0e I ,]oлеpавн0

1A^
cDt

:  
} в ' о

ypавнeниe двЙxеItия эЛel{трoна

лe в(t) при налиЧии реакЦии связи
иj\1еет Bид

91. .хв;+в+г(d)

этo уpавнeниe сЛедУeт paссматpивать сoвмeстнo с уpаBнeнияMи
связей: /1 : z : g, 7, : p po' ГДe po pаДиyс oкpyxнoсти, Если
пDенебpе.1Ь сoпрoтивЛеIlиeм пPoвoдникa, тo п0стаI]oвкy задаЧи
й'nno .ueс'u к фoрмУлирoвке функции Лагpан>ка .. Bыбpав
в кaчестBe oбoбщеннoй кoopдиlrаты yглoвУю пepeМеIll,]уlо я пo-

ляpнoй систeмьI кoopдинaт, бyдeM иМетЬ

, " t :  _}{Ё ,  
" )

в пeрeменнoм Nlагнитнoм пo.
R и диссипативньIх сиЛ F|. ' ]

(28.33)

t  Io6i .  
'  

; , rЬbB(!\
кooрдината P является цикЛи.reскoй, пoэтoМy
щeннЬIй импульс

o .  eB l t )  )
nРь 

2| 
l1i) _ сб1||

(28.34)

сoxpаняеTся oбo6.

Пoлагая' ч'Гo при t:0 ф: ф(0)' з : B(0), oтсюlа
yгЛoвyю сl(opoсть эЛeктpoнa

ф:ф(0) #(B(t) u(0))'
в oтсyтстBие дpугиx сиЛ рeакция связи имeеT

аЛЬнyю сoставЛяющyю' pавнyю

/ еB( t \ \
RP: mрoф 

\ф 
+ %nc: )'

(28 .35)

наIoдим

(28.36)

тoЛькo paди

(28.37)

ПoдстaBляя сюда нaйДeннoe вьIpа)кениe для ф' наx0диNl peaк-
цию связи как фyнкцию Bpeмelrи:

,.,: -,. f(oror *#)" (#)'] '**i
с такoй )ке лo абсoлютнoй веЛиЧинe силoй движущийся за.

рЯД oка 'Ь|ваPт дав"генид i lа  oкOv)ччoсть '
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$ 29. Уpaвнeния лaгpан'(a (2-гo poдa) в незaBисимьIх
кoopдинaтах для сllстеl\{ сo сaязяlt,lи

Умнo)ким ypавнения движeI,ия с peакциями связeй (28.9):

I

f l i r , _ t . "  t LA "V , f . .

на Jг' и пpoсyммиPyeм лo i. так кaк

N
\ - л "w  r  ' F, "  =0 ,

пoлучaeм gp@в|.енue Да'|a'a6еpa

!(rn;i; r;)аг; : 0.

(29.3)
кoтopoe лoзвo'ляeт выpаJить oбpа|нo всe qd Чepез лl,- l . , , . ' .лJN'
IJ peзуЛьтатe oyдeп4 имeть paвенства

г i  =  т i ( q l , . . .  ,  q " ,  t ) , (29.4\

Инфopмация o связяx сoдеprl<ится в этoм ypавIJeнии в видe сиЛытрeния и ypавнeний связей.(28,2), из * независимых уpавнeнийсвя . ] еи  J . ( . г | . . . . ' J J \ , ' l )  -  0  Мoжнo  найти  l -  к oopaинЪ i  в  видe
qyнKции oстaЛьных нeзависи^lь|х l\oopдина. и вpeveни:

тo  =  r , ( т д . р1 '  ' , , , z 3д ' t )  ( o :  l , . . . , e ) '  е g . 2 )
тaK чтo 1.oнфu2!paчuo||нoе npoсmpaнс|nвo сuc|nелы сo cBяЗя|\1|'|
иNlее^т.!азмеpяoстЬ' paвную чuс!1g сmеnенеi свo6odьt системы
s  _  J ] v  ^ ' ,  t sмeс ]o  . . / - - | . ' ' ' . . г tN  мoжнo  ввe с ти  6е счислeнным
чис |0м спoсoбoв нoвЬ|е пеpeМeЬdыe' o6a6щPннbе кoopduцаmьl
ql '  ' , ,  'qв, |oг 'a и oстаЛьные & дeчаpтoвЬ|х кoopдинат l20,2) бyдут
выpа)кeны чepeз ql, . .- ,qJ '  ка)кдый нoвый нaбop oбoбщeнных
кoopди}.lат 0гpаничим yсЛoвиeм

r ' Р t@to /aq ' ' )  #0  (a ,o :  | '  ' ' . s ) ,

(29 .1)

oбраU12oшие ypавiе;ия связей в гoжде(1ва и ']peдстaвЛяюшие
сoooP паpаvегpиЧeскиe ypавнения s.vepнoгo кoнфигуpаuиoннoгo
прoстраllствa систeмы сo связями.

s29, Уpaвяенuя Jlа2paнэrа (2 20 podа)

пpeoбpазyeм к I]oвьIп{ пepеMенньIм qa ypавнeниe .цаЛапIбе-
pa (29,|\, B peзyлЬтатe диффepенциpoвания гIo вpeмeни и ваpьи
рoвания сooтнoшений (29,4) булем имeть

169

oтсюда нахoдиМ

9:'_ц'. (!L -L!\"_o е9,6|
As" 6q" \df 6q,, Aq"dt J

Пoдставим dr; из (29'5) в ypaвнeниe.цалам6еpа, Учитьlвая' Чтo
всe,|'" ьeзависимь.' пo,]у"аeM s ypавнrний

N ^ N ^

Г- , i1" ._Гг .Р  to=l  ' '  ' s ) '  |2g-7|
= oq. Z os"

Лeвая часTь (29,7) пpеoбpазyeтся пpи пoмoщи фoрмул (29'5)'
(29,6) так, sтo

\  ^  N  ^ ,  N  r ,

i,,,,9'. _i-...9:, -i-, l1 (u.Р)_",49"] _

ё-  Гq ,  1 t  1  a  ( i2  \1  _  d a f ' , '  - гJ I  ' k  , 'oя ,_ 
1'' ', Ld! a4. \ z J aч" \ z )J dl 0d" aq^

здeсь Е(r) _ кинeтиЧeская энepгия системьl Kак фyнкция oбoб
щенньlх кooрдинат go ' oб06щеннь|х скopoсmеЙ io И BpeМeну'|

ё . ' i , ,  l ё  a r ,o r 'Lk ' |q l ' ' ' - ' qв 'q1 ' - - ' ' q " ' , '  
!  z  z |n ,6o"* 'о" l ' ,

l \  ^  ^  .  \  , ^  , 2_Г-,la** ]Г,',(Т.] . tzs,sr
-  o qo  o |  z -  \Ф J

для стациoнарныx связeй, кoгда ati/at : o' кинетичeская энеp
гия (29.9) являeтся квадpатичнoй фopмoй oбoбщeнньlx скopoстeй

!
L ' " J q | ' . . . '  q s '  q 1 , , , , '  q ' '  |  |  -  

2 0 "BQ " , l в '

. d.' ' Ori . dг. "r i  = -qd + -;- ,  0t1:  ; -oqo,
oQ" ot uq,\

(29.5)

o", = i- ,эР:o," '
"=t oqo oq 3

(29.10)
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Пpавaя uaсть (29.7) пpeдставляeт сoбoй o6o6щен1.!uю cuJ|u

Q" |q t ' . . ' ' q " '  q t , .  - ' q " , о  :  Ё г , Р .
7o oa"

s 29. Уpaвне||uя JIazpанNa (2-zo poaа) l7 l
'_

УМIro'киI'4 (29.14) на lio и пpoсyммиpyем pезyЛьтaт пo a;

пoлyчиM ypaвнeниe эвoЛюции oбoбщeннoй энepгии систeмьI с г0.

лoнoмными связями

Ё:_aL/at+Qу,c".
СЛeдoваTельнo, oбoбщeнная энepгия

(29.15)

E( . l , . . .  ' q " ' q ' .  ' .  , 4 " ' t )  :  qаpa  -  L (q | , . . .  ' q " '  4 r  '  . . .  '  r i l '  l )

сoxpаняeтся' eсли фyнкция Лaгpан)ка не зaвисит явнo oт вpeмe.
н и мo)кнo прeнeбpeqь диссипaтивньIми силами'

Для пoтeнциальньrx сиЛ aU/aц)

oq"

(29.r

(29.l

(29.13

(25.t4)

$аua., _z''7 Dц 0q. oq"
AU

o5oбщеннa-nomеflцuсtльнb|е сuль| tl,pu нaлuчuu cвя^eu
дeляются фopмyлoй

^ dau

Фopмyлы (29.7), (29.8) ' (29,|2I' (29,13) пoзвoляют пDeдста-
вить yравнeния движeния сисlеvы fo матepиальных тoueк с &
гoлoнoмньIми связями (s : 3ly' _ ,4 стeпeнями свoбoдьr) в видe
gpaвнеt'uli Лa?paнэ а в |!вaвucu. ,ь|х |.oapduна'tnaх

daL -*:ot^

AU

dt a8а
rrc L: E61- U _ фyнкция ЛаграI'ка,

' ' ,  JL ' - .а
Q;','_ Г г1o'$',

= oQa

oбoбщeннaя диссипaтивнaя сила' yчитьIвающая взаиMoдeй-
ствиe систeМы тoчeчньlх oбъeктoв с l\,tакpoсистeмами в виде
тpeния.

При вывoде ypaвнeний Лагpаюка (26) нe испoльзoвался яв-
ньIЙ вид пepeмeнных qo. Пoэтoму yравнelrия (26) бУдУт ипaеть
oдиl{ и тoт ,кe вид -цля всеx набopoв oбo6щeнI'ьIх кoopдинaт
ql ' . . . ,qз;,уpавнel lия./ laгpaн,ка кoваpиаtlTны oтнoсительнo лpeoб.
разoваний oбoбщeнныx кooDдинaт.

B систeМaх сo связями всeгда имeюT п,lестo диссипативнь]е
силы. нa интepвалах вpeмeни. значитеJ]ьнo меньших вpeмени
пoлнoгo тopмo)кeния систeмьIt сиЛal\,tи Тpellия мo)кцo прeнe6pечь.
B этoМ пpи6Лижении кol l lпoнeнта oбoбщеннoгo n'ny,""u p" _
= ОL/aQo являeтcя иI,]тeгpалol,t дви)кениЯ' если |<oopД|Iвa.ra qа
циклиЧeскaя @L/aq" = o).



$ 3o. Уpaвнeния Лaгpaнrr<a
и приllциц нaцМeньItlегo действця

УpаsI]ения дви)кeния нЬютoна пpeДстaвЛяют сoбoй кoличe.
ствeннyю Фopмyлиpoвкy oснoвнoгo диффepенциаЛьнoгo пpинци.
па' в сooгвeтствии с кoтopыii еди|]стBeнным физинеским меха.
tlизмoМ измeнeния импyлЬса частицы вo вpeмeни явЛяется еeвзаимoдeЙствиe с дpyгими частицами и силoвыМи пoлями. Пpeд.пoЛo)кипj' чтo фyнкция Лaгpанжа систeмы с s стeпенями свoбЪдыи аi1г0pитм еe .,]oсlpoeния мoгyт быть пpиняIы в качесIвe исхoд.
ных динаМичeских пoнятий, и l,]oкa)кeМ' чтo в oснoву МеxаItики^,{o)кет быть пoлo)кeн интeгpаЛЬный пpинцип'

lryсть

гЛaвa 8
вAPиAциotIIlьIЕ пPиIlципЬI II{ЕхAIIики

6qa=qL( t ) -q " ( t ) (30.1)

(30.3)

ваpиации фopмы фyнKЦtlЙ qаft), uли BapЙaции oбoбщel]ных кo.opдинат' pавныe их разнoсти на нeкoтopoй вooбpа)каeмoй и дeй.
Т^":l"il!* тpаeктopии, Пpи ваpьиpoвании аpГyментoв фyнкI]ияJ lагpанжа измeняeтся нa величину

6L :  L (q ' ( t ) . q ' ( t ) , t )  L  (q ( t ) ,QQ) , t )  :
= L(q + 6q'q + 68,t) _ L(q'q,t) ' (зo.2)

где чepeз g. ri oбoзначены сoвoкупtloсти всeх s oбoбщeннЬlх
кoopдинат и скoрoстeй, дЛя бeскoнеЧнo мaлых 6q' 6Q

аь:ffв,1"+!|аq.'
из (30.l) нахoДим

*oo"t,l = o,"al _ q"p) = 6a.o = 8#qd(,) (з0.4)
и' след0ватeЛьнo,

, ,  aL .  aL  d-oL : 
dБoqa+ ada dtoq'\ 

=

: (* _ **) -" - # (*и"). tзo.sl

s30, уpавнeнuя Jlаzpанжa u npuнцun нauмeньu1еzo dedcmвuя |7З

6q,,(tt):6q,,(t2):O

кoмбинации пpoизвoдных фyнкции Лагpан)ка, нeoбхoдиl4ЬIe
для уpавнeний Лагpaнх{a' сoдeрxaтся в пеpвoй скo6кe фop-
п{y.1ы (30'5). oстaется избавиться oт пoсJIeднегo слагаeмoгo
s (30.5)' пpиЧeм бeз каких.Либo oграничeний нa фyнкцию
J|arpaЮKa и, сЛeдoвательIlo, на системy взаимoдeйствующиx
.raстиЦ, Bыбepeм с этoй цeлью пpoизвoЛьtlo интepsал вpeмe.
м (t1't2) и пpoинтeгpиpyeм (30.5) пo времeни, пoЛyчим

' .  ' l  ' t ,  
" ,i ; I  tа t  = |аtш _ |  ( i !  _  *# \ ; ;q"аt  r  $лq.] ,  rз0 .6 l

J J  J  \oQo а.oqol  oao | l1
\ Ц t |

Из (30'6) виднo, чтo ваpиации oбoбщeнныx (oopдинат сЛeдyeт
ЛoдчиниTь дoпoлнl,{тeльнol'lу yслoвию

Пoтpeбyeм такжe pавeнства нуЛю ваpиации
dеi,iсmвuя

t2
r

S:  I  L  d . t
J
t l

(30.7)

фg нкцuo||а,1с1

(30.8)

на дeйствителЬньIх Tpaектopияx. Toгдa, пoскoЛькy все dqo нeза.
висиМьl и иIlTеpвaл интeгpиPoвaния пo вpе[4eни пp0изв0лeн' из
pавeнства dS:0 слeдуeт pавeнствo нyЛю ка'(дoгo из s пoдьIнтe.
, pаЛЬных слагаемых. и мы лoЛyЧаeм ypавнения Лагpаняа в виДe

AL  dAL
0q"  &Aq"

(30.9)

(Лeвая нaсть (30.9) частo oбoзначается Чeрeз d./6{o или 6S/6q"
И нaэьBaе7cя вapuацuo||нoа и л'А фg ||].цuo||aлbfloЙ npou1вadнoi,)

TакиМ o6pазoM, в oснoву динaмики систeм мoгyт быть пoЛo-
)кe!{ы пpавиЛа пoстpoeния фyнкции Лагpанжa в видe pазнoсти
кинeтичeскoй эI]еpгии и энepгии взаимoдeйствия в нeзависимыx
o6oбщeвных кooрдиtlаTах' а также интeгрaльный ваpиациoнный
пpинцип' сoгЛаснo кoтopoмy сисlei iа бeз диссипации движeтся
на Любoм иrтepвaлe (,I, '2) тaK, чTo ee фy}tкциoнaл дeйствия экс.
тpeMаЛeн. Jlиссипaтивныe силыl а сЛeдoватeльнo' и взаимoдeи-
ствия макpoсисTем (s < 3t{) лpи их нeпoсpедствe!]нoм кollтaкте
ве мoгyт 6Ь!ть yчтeны пpи пoМoци фyнкции Лагpан)ка и дoлх(ны
бьIть зaданьl в урaвнeнияx дви)кения нeзaвисимo.
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s3l. 3aкolrьI сoxp:lllеttия r4 сBoйствa сПммeтpии
пpoстpaпствa и вpе}tени

1. Teopeмa IIётep. o6щee yтвepждellиe o связи свoйств
сиMмeтpии физичeсKиx систеI\,t и закol.loв coxpацeния сфopмyли-
poванo и дoкaзанo Эмми нётеp в lgl8 г. Teopeмa Hётеp слpкит
0дl]ип,l из oснoвIlыx инстpyмel{тoв пoлучeния сoхpаIlяющиxся вo
вpeмени динамическиx вeличин.

B пpилo)кeнии к мeханикe тeopeмa Hётep yтвepждаeт' чтo
Любoй oднoпapамeтpичeскoй ЦeпpepьIвнoй гpyппe пpеoбpазoвa.
ниЙ кoopдинат и вpeмени' пpи кoтopьlх фyнкциolraЛ Дeйствия
oстаeтся нeизМeнпыМ' сooтвeтствyет пepвый интегpaЛ уpавнений
дви)кeния; n-парамeтpичeскoй гpyппe сooтвеTствуeт n таких ин-
TeгpаЛoв'

для дoказaтелЬства рaссмoтpиМ oднoпapaмeтpичeскoe семeй-
ствo пpeoбрaзoваний кoopдинaт и вpeмeни вида

t t :  f ( t ,  o ) ,

d@(tl) : f a(qt(t),..., qs(t), o)

( сv :1 ' . . . , в ) .

Здeсь o _ паpамeTp пpeoбpaзoвания (сдвиг лo вpемeни| сп4eщe-
ниe начала кoopдинат' yгoЛ пoвoрoтa кoopдинатных oсей и т. п,),
s _ чисЛo стeпeней свoбoдьI, Пpеoбpазoвания (31,1) oбpaзyют
IreпpepьIвI{yю oднoпapaметpическУю гpyппУ' пpичeМ тФкдeствен-
нoМy преoбразoвaнию

t, = t, qLFt) : s"(t)
сooTвeтствyeт o : 0. сooтвeтствyющие бecкoнeЧнo мaлыe пpeoб.
pазoвaния иМeют вид

t:r+l l  o=r+ar.
oo lo=o

d"a\: а"al +ff|"-oo = q.(t) + Ьq,

Beличины A', Aqo пpeдставляют co6oй noл&ыe вapuацuu, Пo
oпpедеЛeliию пoлIiaя ваpиация функции eсть pазнoсть мex.
Ду пpeo6paзoванl,toй фyнкциeй oт пpеoбpазoванныx aрлyмPнтoв

(31 .1)

(3r.2)

(3r.3)

s 31. за,Irol.b| сoхpat!'eнuя u свoicmвa сu- | еmpuu \7б

и исхoднoй фyнкциeй. B сooTвътствии с этиM oлpeдeлeниeп{ лoл.
naя BAp|7a|\Ия фylrкциoнаЛа дeйствия раввa

и мoжет быть пpeдставлeна в видe

(3r.8)

I L Q' a' ).'i' (/), {) dt -
(i,l

г l r
-  I  r tq ( r ) .d ( i ) . i )d /  -  |  L 'd t ' -  |  Ld t  (31 .4)

, I J J
(r) (t') (t)

lr",_"lott l t'at _lt,а':
(t') (/) (r)

: l ьrat + l "ot 
_ ! "o'. rы.sl

(t') (t') (t)

Pазtloсть двyx пoследriих интегpалoв в (31'5) есть вapиация
дeйствия зa счeт ваpиации инTepвaЛа интеlpирoвания.

Bыpазим A, чePeз ваpиaцию фopмы J, фyнкции Лaгрaнr*а.
Пo oп'eдeлeнию пoлныx ваpиаций имееM с тoЧнoстью дo бeскo.
нeчнo малыx пepвoгo пopядка

^L: L (q(t) + ̂ q,q(0 + ad,, + a0 -, (c(t), d(t),0 :
AL^  A r  A I_ 
t^oo"_ йoо" 

t;Ai.  (3|.6)

С тoй lкe тoчнoстью

, t л ] ]
^q" _ qLn I  A i  1_q"111 _яLtt l l  

f f |o , -ot t  в"( t l_
:6qa+ qа^t. (3\.7)

.цЛя пoлныx вариаций и вapиaций фoрмьI фyнкций da(') имe.
еM анaЛolичныe сo0Tн0шeния

^qa:6+i i "^t .

Пoэтoмy

ьь = ffвa. + ftва" + (ffь + ffь + fi) ьt =
:  d ,  +,At .  (з1 '9)
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Cледoвате"rьнo.
' г rГ]'ч = 

i 
(.'1- +.A.).1t,+ 

J 
Ld{ 

-| 
r-lLt.

\ t ' t  ( | , l  ( / )

ПeрeйлеN] в (Зl l0) к интегpиpoванию по l ,
' ,  фoOУу 

,яr,r бFскU,|с '|нo \ lа |Ь|I ']peorlра roв.Uии

r / i , : l l+  - \ t l d ,
\ . d t )

}|сIаничeскoй систе[tьI так)ке дoлжeн бЬ|тЬ инваpиантныlt oтt lo.
с l lтe. lьно сдвигoв начаnа oтсчeта врetteни, Пpeoбpазoвания (31, l)
в  J тoN l  с . l I учае  иMeюT вид

53I 30кohb'  го\paнPнuя u |ьonЙва .u,n ' !еnpuu t77

{ : t  +o '  q : , , \ { )  =  ц , ' ( t ' ) .

Г Ionагая  в  (3 l , 14 )

9: ' *Ц=o

(31  .  l 0 )

B сooтветствии
(31 .2 )

(31 .1  l )

нахoдиМ
RиЛl,|N .  чтo в сooтвeTсTвии с теopеI '1oй НёTeр следстBием oднopoд-
ности вpeмeни является закol j  сoхранеLlия oбoбLценнoй энepгии

Е  ( ' q ' ' ' ' ' , 1 ' '  q ' , , , '  i " ,  t )  :  q . '  p . "  L (ц ' ' ' ' '  ц  " '  
r i t . ' ' . ,  4 , .  l )  : сo l r s t ,

' I .ак  
как  дJIя  действитель l ]ь Iх  двил{eний

^ ,- l  ( ol  \ ОL ;]L ;1|, ;]L , ,  dL'  n" ' t '  
\Jq ' ' ) '  ' ' ;1^q'  ; ,  , , '1 ' , l '  , 'ч ' ,q"  

-  
n

l ]з  инваpиаt lтнoсти деиствия систeN!ь| oтнoситеЛьr io сдвигoв пo
вPеlIени сJeдyeт тaюке'  чтo фyнкuия Лагpанхtа систel lьt  нe ! to.
ж €т  зависеTЬ oт вpеl l tени явно'

3. oдяoрoдEoсть пPoстpаrrства Й сoхравeяиe импyльса.
фrrrчр.киe пpoLPссЬ в н" ']o-oрoй oб,,]асти oJнopoДнoгo пpo
стpaнства I]e l loгyт зависсть oт выбopа такoй oбЛасти. действиe
i\Iеханическoй систeмы N взаиl loдeйствyюulих частиц в oднo.
pодt iоM пpостpансTBе не дoЛ)кнo из i !1eнятЬся при сдBигах  наЧаJ ' Iа

кoординат,
ПyстЬ o есTЬ пPoстранствcнньIй сдвиг в напpaв!tении кoopди

l|атьI lU. Toгда пpеoбразoвания (3l, l)  будуT иМстЬ вид

t : t , '  x , ' : ц a " '  , ! J , ,  = | | i '  z , i = ; ,  ( ' :  l ' , , , , x )

( i ' rедoвательнo, в (3l . l4) l) ' f/аo = 0.

; rL  o i '  +  /  . , L  ' , / ' ,  ; I1 ,  ' 11ц-  ' r r ; ' /  \' ' - - -  , ] "  т  ' k  )oчa oo ",' \ сl-т, .,n r|]|1

' "  i ] l . , : l  DI ' , '  -О f . ;  -о
i l .  

. .  
i Jа  ; |а

I
f S ' -  |

I
(r/. 1

r11 .  (31  l 2 )

Bариаrrия фоpмьr (30'5) функции лa1paЮKa PaЫfi
. ,  ( , , 1  , t  L t L \  J l A t  \o'  -  

\ i ' , , ,  ,т  u, ,  ' )uo '  , l '  \ ,Т4^щ" ) '
пpиче\1 дЛя дeйствите"тьньtх тpаектopий oт"l]иЧнo oт ну. l lя тo' ']Ькo
втopoe с"1агae]!1oe, ПoэтoNIy

. .  I  | I Г i ] l '  l

I ,  l -- ; , 'o '  
' /  ' -\/ l  '  /  l/  d/

( / )  -

=l#
( r ) ffon.] u,. tз','о

I]o ус ' !oви|о тeopсNlЬJ действиe инвариaI lтнo oтI loситeJIь) lo
пpeoбpазoваний гpуппьI (3!. l) '  .\S : 0. С.пeдовательнo. сoхpаня.
еTся диI lаN lиЧсская фyнкция

|  ,  J r -  .  \ ; I !  , t I -  d f  .
I  l ,  . , ' ,  ц ' '  l .  г  ,  - .  o  l  o l l : t ,
\  U l ] |  l  | lo  о  | J  ' l q "  ^o ) "=о

ТеopeNа IJётep дoказаIlа '

(31  .  l 4 )

2.' oлнopoлнoсть вpeменrr и сoхPанениe энepгии. Эвorю
ция Фи l ' ] | |е(h ' rх  яв . , le ' lия  нр ] \ lo /кет  Jави(eтЬ oг  вL|бopа | lаЧJ; |а
oтсчeта вре1! lени.  eс] , lи  вреп lя  oдf loрoднo '  ФyнкЦиoна"1 дeйствия

дo бсскol|е.|нo ]\ laлЬIх пеPвoI.o пopядка

l - r i r ' l r+ | |(r *-t^.) l , lл:
' i ,  '

: l. (а. * 4.u -',,)
J \  d t  /
( ' l

[(, #0,)^,.

оL оf" \-
/-a4" оo #:Ё,.,.=."""



Ес"!и пpостpансTвo однoроднo нe тoЛькo B нaправлeнии oси l ,
| lо так)кe и в I|аправ! ' lениях 9 и z '  To бyду'Г сoxpанятЬся l]се Tpи
ко]\1| loнeHтЬI  г ]0ЛJ ioгo  и]vIпvJ . lЬса  сисTеNlьI ,

4. Изoтpoпия пpoсTpаrrства и сoxpaнениe Мoмeнта им-
пyльсa.  B изoTрoпнoN1 IIpoсTpаL|стве все напpав"r leния физиЧeски
эквива,пeI| .Г i iЬI '  и q]ункЦионал действия систeNlЬ| N Ir3аиiuoдeй.
ствyющих части|L J lе ЛoЛжен зависетЬ oT oриrнTации коoр] ' lиt]ат-
нь lх oсей,

Бескorrечнo ]\ laЛoMу пoвopотy на уго ' r  J9 oтJ ioситeЛЬнo oси z
сoотвстсTвуeт IIpеoбра: lOва J iие кooрдинат

' . ,

. : : 2 ,

B этoN l  слуЧас  в  (31 '14 )  o :  j f .  a | |ao :0 '
. 1 t  . 1  |  d l
:- .J "- u.

и тeoрrNla нётep прив(Цит к закoну сoхpанeния пpoeкции M{Jп{eн
та  иrVIпy l lЬса  сис .Ге]\ lы . :  I ]а  осЬ;]
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ar. ah
0Q., ao

N ] \

L | р  t  ! , : 1  \  
) ' l  l  ' U l | . l ,

t :  , l

!ля изoтpoпнoгo пpoсТpaIlства выбoP oси; пpоизвo.qен' Пo.
этo l l y  сoхраняeтсЯ вeктoр l \{oп lента импvJ , ]Ьса  сис 'ГeN1ЬI

l , :  )  L г  x D  ] : L L Л | Ь l

. l  l а z  l l l  \:  L \  r i l , ,  ; t i , ,  )=

Глaвa 9

.циttAмикA тBЕPДЬIX TЕЛ

$ 32. ФopмyлирoвKa динa rиqeсKoй 3адaчи
Ддя твepДoгo тeлa

Задачa o дви;кeнии систеN Ьl  N взаип{oдeйствующих частиЦ

пO ] ,иt  с ' ]  оьЬ \  пo |с ,  ,  ooДl .  г . .  в h |а. . ,  ЧP.|  o,  |n '  , .  |oв '  р

к реulению систепrьr 3N диффeрeнциaльньiх ypaвнениЙ второ.

rо пopядка'  ес,ли взаиNloдействия.IастиЦ извсстньI '  Кporvе To.

ГO, в некoтоpЬIй фиксировaIrньIй п lо\{eн'г  вPеNleни, вЬIбраннЫй

в i (ачествe наЧаЛьIIoгo '  дoлжнo бЬlтЬ заданo сoсToяние систeNlЬ l
1 |  o Д ]  o в 1 '  \ l р  l |  о , o  , ' , c р о . y q  . o o Г  . |  . I  ,  . o р ' ' с , '  ;  U . ,  |  , I

B такoй фoрNl},лирoвкe динаl !1ическая задача пPа|( ' Iически | ieраз.

реiI lиNlа пpи бoЛЬlxи) i  N.  есЛи. напpипJеP'  в кaЧeстве сис1.сNlь]

расс l lатPиваeтся oбрaзеЦ вeщесTва в (oнДенсиPoваннoNt состoЯ-
l l ии .  а  в  качесTве  частиц  oтдeJ lЬнь l е  а тoN lЬ I ,

Упpoщеrrиe цинaNlичeскoй задачи Nlo)кеT бЬIть дoсTигн-vтo
в vсЛoвиях,  кoгда взаип{oдсйсTвия ]VIe)кдy час.Гица\1и знаLIи.ГeЛЬнo
l lревЬIшаюT вi rаип1oдейсTвия чaсTиц с внeшrниМи пo.пяN1и' ,Гак что
i l  TеL Iение  все гo  вреN1 rни  дви )ке l |ия  l ] а с тицЬ l  o с1 . аются  в  свЯ .

заJ i t |Ь|х сoстояниях,  (Сyшествoванис сTаби'1ЬнЬII связеи Me)кдy

. .  и L а У ' ]  |  р р  
, - о  , а | а .  ч  o  t .  \  п o  | |  а r  ' '  e O ]  J с  \ , '  | Ь U  ,  о .  , | ' ' й

] l |ергии тeх )ке частиц. tдаленI lЬ|х дpyг oт дрyгa на бескoнe.] .
ньre расстoяния')  двихreние систeмьl  в таких сJ ' IуLIаях нe бyдет
сoпpoвo)кдатЬся запjеTнь|]\{ из i lснeниeNJ срeдних oтJ]oсиl .е"r lЬньlх

рэссToяний пlе)кДy частицaNlи,  и числo LIас.Гиц в ка '<дoNJ MаI{.

РOскoпичсскoN4 зJ]e]\1eнте oбъeNlа сисTеI{ЬI нe бyдeт зависeтЬ от
вpспleни, Фoplrа I loвеpxLloсти.  oгpаничиваюЦей систеNly '  так)ке

дoЛжна oставaться |reизNlсItнor i .  B таких yслoвия:с динапtика
систеl l lЬ l  Частиц будeт oпpедеЛяТЬсЯ тo"r lьI{o их oтнoситeпЬнЬIп'
pаспoJ lo){{сItиeN1 и вI]eшними силами, KoнкрeтньIй вид I lо.Гснци
алЬнЬlх эItеPгий взаимодействиЛ Частиц в связанньlх сoс 'LoяIJиЯх
станOвится HeсущeсTве| lнЬ|\ l '  и Nloжет бЬlTь неизвeсTньINr,  Pади

опРедеЛеннoсти Njoж| lo считатЬ. чтo энepгия взаип{oдсЙсTвия зa-

BисиT тo" l ]ЬKo oт pасст.Jя l tиЙ Mеждy ЧасTицаN1и'

t , l : I / (  г 1  г 2  ' ] . r  . з 1 ' . . . .  1 2  r з . ' ' ' '  т , \  l  т \ .
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и пpeнeбрeЧь изменениeI\4 pасстoяний гi(t) - гj(,) с тeчением
вpeMeни, системy взаип{oдeйствyющих частиц в таких усЛoвиях
Mo)кнo считать mвеpdыл mелo'|.

Aтoмы и мoлeкyльl в кpисталлах сoвeрruаюT кoлeбавия oкo-
Лo пoлo)кeниЙ равнoвeсия или yзЛoв Kpисталличeскoй peшeтки,
в кoтoрых энepгия взаимoдeйствиЯ иМеeт минимум. Пpи дви>ке-
нии KpистаЛЛа вo внe.Uнем пoЛe вlаиvoДeЙс]виe veжду а|oма.
ми, как правилo' зI lачитeлЬ!o пpeвышает взаим0дeЙствие атoМа
с вI]eшними пoлями; амллитудьl кoлeoании атoмoв значитeЛьнo
Мeньше  Dас с тoяний  мeждyатovа [ ! и  t I . 54  l 0  8  см  цля  аГo  l o в  у г .
Леpoда в аЛMазe)'  и мo)кнo I le УчитьIвaть вЛияния кoлeбатeЛьнoгo
дви)кения на xаpактep пр0стpанствeнI,]ых пepeMeщевий pешeтKи.
к0,1е6ания а.ovoв в oipес, lнoсти пo]oжеFrй pав;oвр.ия мo)t\нo
вЬIдeлить в oтдеЛьнyю задачy' Кpисталлиueская решетка с нeпo.
движньlми атoМаМи в yзЛаx лpедстaвлfleт сoбoй твepдo'ГeЛьнyю
м0деr1ь кpистаЛЛа.

динамику 0тдеЛьньIх мoлeкyЛ' дo тех пoр' пoка pассToяIlия
мe)кдy атoпlаN{и Nlo)кнo считать нeизменIlьlми, динаltlикy звезд.
ных систeм Ilа вpемeнах' пoка pасстoяtlия мe)(дy звeздапIи oста.
ются нeизп!енными' I{o)кнo pассматpивать кaк динаItlику твеpдьlх
тeЛ. шиpoкий класс задач динамики твeрдЬlх тел вoзникает лDи
кoI]струиpoваIJии' |1ЗучеI1L1|'1 |1 экспЛyатации pазЛичньIх сoopу)ке.
ний '  l l ашин '  мeха i Jиз l t loв ,

Tак как прoстpанствeнвoe paспpедeЛeниe стpyктУpньlx элe.
Мeнтoв пpи мoдe",IЬlloI{ тBepдoтeilЬн0М пpeдставлении oсTaeтся
тe]v )ке' Чтo и в начаЛЬньlи ]\40I{eнT вpемени' oнo дoл)кнo бытЬ
заданo IJa oснoваl lии (иЛи вмeст0) свeдеIlиЙ o наЧаЛЬt]ьIх пo.
Лoжeниях частиц, Пpи этoм числo стeпенeй свoбoдьI систeМы
из N чaсTиц' нeзависиIt lo oT N' станoвится oавным шeсти (тoи
кoopдиPа]o| начаЛа сисГрмb, 5,. жeсткo связаннoй с твepдjrм
тeлoм '  и  , ] ри  паpаveГpа .  oпpе l eляющих  op /ен гаUию сис t емы  S ,
oтнoситeЛьнo инepциальнoй иЛи нeинеpциаi lьнoй систeмы .9).
,[ lинамическая задача дЛя систеlt lь l  из N часTиц в лpeдсTавЛeнии
систeмы твepдьll!' теЛoм пoлучаeт бoлee пpoстyю фopмyлиpoвкy:
найти сoстoяниe твepдoгo Terlа (шeсть o6oбщeнных коopдинат
и их пpoизвoднь|х пo вpемени)в мovент вpе[lёни t '  eсли изЪесrнo
пpoстpaнствeннoе pаспpeдeлениe частиц тверд0гo теЛа и eгo сo.
стoяIlие дви)кeния в мol"1ент to < l' а так)кe ypавllения Дви)кeния
твeDдoгo тeла,

УpавнeниЯ дви7кения твepдoгo тeЛа мoгyт быть пoлyЧeнЬI как
уpавнeния Jraгpаl j)кa для систeMы частиц при наЛичии связeЙ'
фикс.rр)юших Oа.с|oчн,.]я мeждy частиuами, ,I l .гя -ес|и oбoб.
щенныx кoopдинaТ свoбoднoгo Tвеpдoгo тела мы 6yдeм иметь

$

s 33, [Ipoсmpансmвеннaя opuенml7цuя nвеpаoеo m0|а l 8 l

шeсть диффepeнциалЬньIх ypавнений втopoгo пopядKа, дрyгaя
возм0жI]0стЬ прeдoставЛяeтся ypавнeниями эв0Люции пoлн0г0
r\, lпульса и пoлнoгo Мovечта имп}ЛЬса сисlемЬ| чaстиц, Пoс.гр
пepeхoда в эTих шести диФФepенциaЛьвых ypавl{енияx K пpe.
дe.l]ьнollty твepдoтeЛьнoNly пpeдставлeнию' ollи такжe мoгyт слy-
,(ить ypавнeния]\ lи дви)t(ения твep!oгo теЛа' Числo стeпeнeй свo.
6oды твepдoгo leЛа и ЧисЛo независимы^ УpавнeниЙ движения
б!',neт меньшe шeсти. eсЛи eгo двиxeниe oгpаt]ичeнo макpoскo.
пичeсKими связями.

s 33' пpoстpаЕствeнEaя opиeнтация твepдoгo теЛa.
Угльr Эйлеpа

шeстЬ не3ависимых oбoбщeнных кoopдинат' oпpедeляющих
вNleстe с иx пp0изв0дньIМи пo вpеМени сoст0яниe твepдoгo тела'
Nloгyт 6ыть вьI6pаньl пpoизвoльIlo, ФoрNtа ypавнений лагpан)кa
Ilpи 3амене oбoбщенньlх кoopди-
нат oстанeтся нeизмeннoй, Ес.
Ли с Tвeрдым тeлoNl жесткo свя-
зана систeма кoopдинат 's/, тo
o6o6щeнньlми кoopдиl]атами мo.
гут слy)кить три кoopдинaты нa.
чаЛа ,9/, а паpаметpами, oпpе-
дer']яющиMи opиeнтацию твердo.
гo тела 0тн0ситeлЬнo I]eпoдви){(.
нoй систeмьI s, _ yгЛЬI эйлeра,
Углы Эйлеpa мoгyт бьIть ввe-
дeны как угЛьI Tpeх п0следoва.
TеЛьных пoвopoтoв твеPдoгo тe.
ла, пpи п0м0щи кoтopьlх дoсти.
гаeTся Любая I,]aпеpeд заданная
oриel]таЦия .9/ oтнoсиTe'lЬнo s.
Угльl Эйлepа oбычtlo ввoдятся
кaк yгЛьl тpеx пoвoPoтoв. пpи
кoopдинатныe oси систeM 's и ,s,,

Пyсть nl _ направляющиe вектopьl кoopдиIlатньIх oсей си.
стeмы ,9,, oпpeдeляющиe eе opиeнтaцию пoслe пpoизвoЛьнoгo
пoвoрoта твepдoгo тела, Чтoбы пoлyЧить этy oриeвтациIo из на
чальнoгo пoЛo)кeния, кoгда систeмьI S и S,сoвлaдaли, пoвepнeм
с!{ачаЛа систeму S, вoкpуг oси z, ' сoвпадающeй с zt пo пpавилу
пpавoгo винта Ilа yгoЛ lP, 0 ( (p ( 2т' так, Чтoбы нoвoe напpaв.
лeнЙe 0a| (,xuнuя !3лoв) oс|1 jD, oкaзaЛoсь пep!]eндикyЛяpнЬlM
задaннoN,y I,Iапpавле!]ию ni oси z, систeмы S, (pис'22), Пoслe

Рис' 22' Углы эйЛeра: yгoЛ '

п0мoщи кoтopьlх сoв]Чeщаются
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.[peтий 
паpапrетp. укlл 1i].0 <'q, < 2т. ввoдится как yгoJ'I пoвo-

рoTа вoкpyг оси z, с наrrравляюu1иNl вeктоpoм rrl. дo сoвпteщeния
такoгo пoвopoта направля|o|I lиe вектopьl  n| '  жесTкo связаt;ныe
с твePдЬ|] l1 те"1oм. бyдyт ип1eтЬ |]oвьlе напpавлel lия l . ,  oтI{оситеЛь-
нo нeпoдвижвoЙ систеl l lь l '  пPиЧеNl 13: nз,  Единичные вeхтopы l . t
1\ lo)к l lo разЛo)китЬ пo n? l '  и n!ы г loЛучиl\ t

/ l '  \  / ' , F .  
: i " . 0 \ /n r  \

{ r .  I  . l  : , , ,_ , , , . ;  0 l{  , r_ I  (J . r  r)
\ l /  \  0  0  t /  \ r r , /

аз({')

(33.6)

(33.7)

a3(t ')пr (n| : m3).

/ rcsl '  s iп !] 0\
=  l  s i l l l | ,  с o s  q ' ]  0 l ,

\ o o \/

а(я',. u) = аз(q|)а,(,)a|(v:)' (З3.9)

и дЛя еe oкoнЧа'гeлЬнoгo вЬ| l{ис" ' ]eния oстaеTся вЬ|пoлнитЬ уMнo.
жel|ие ]!Iатpиц, ПoЛyчиl\1

/  i 1 , s ,  i u s ,  \

I  
. l l |  . ' U s o з | г ' ,  l l ' : t  l , U s 0 . | l  ,  

l
-  

|  
' U : . , ( r l  ч | l l  .  i г ] l '  

. . ' ' l ' . . ' . . ,  I ,  
. , . ' u '

I s | l l / . n s ' l . o ! '  . ' ' s  l . n s  ф . o (  i r  I

\  - i " , . r ' u  i ' , ' L , - :  , d  - . - ' ,  J

Pаз ' rичньlм значeнилI l  yгJ , loв ЭйЛеPа у. .  , .  . .  сooтветствуют
paзлиЧнь|е oриентации тsсрдoгo тела (систеn!ы 5,)  oтнoситe. lь-
I io 'некoтopoй сисTеl tь|  '9 с извeстнoй opиel lтациeй, ] !1атрица
а ' ( ; '0 .1 i . ) '  oбрaтная N1атpицe (33, l0) .  пoлу.tается l lyтeN тpанс-
lкrниpoвания (33, l0)  или. чтo oдно и то же'  пyTеNI заN1eньI .7,  d '
t r ,  в (З3 ' l0)  ] lа yгЛЬl  т  f ]  r , / '  т  ф'  сooтвeтствyloщие oбратL|o lмy
I loвoрoтy,

1, ,  = (0r ) , ,  r ( r )nr .  (33 .2)

B NlатpиЧl lь lх  oбoзначeниях 9та систеl tа pавснстB и i tеeт вид

( N|атpи цсй
0

(33.3)

С''Ieдуroщилl пaPаMеTpol\1 сJIу)ки1. угoЛ пoBoPoта твеpдoгo тe.
лa 0' 0 < (] < т. вoкрyг l| (Jrинии узлoв) дo сoвмerIlения oсeй z
и :, (pис'23), ПoвopoTy на угo"1 [i сooтвeтствуeт преoбpазoва.
ние l . l :

In :  а:(/ ,) l  (ml  :  l l  ) (33.4)

(3з.5)

Из (33,6)' (33,4). (33,3) нахoлипr

n,: аз ( r')а:: (, )a r (я)rr, (33,8)

сЛедoватeЛЬнo, а,rpица а пpot{звoлЬl]oгo noвopoтa n, :
:  а ( l ' '  ' ' i ) n  имеeт  вид

$ 34. Углoвaя скopoсть твеpдoгo тeлa

Едини' lнь lе вектoрьr nj ' .  жесткo связан|{ыe с твердЬIпl  тe.
ЛoNl ,  явЛяФтся фyнкцияNlи врeмени и в Любoй пIoN1eI lт  BpеNle-
I  l  \ I o l у т  f , "  | Ь  n р р л с l d в . г е | | ь  в  в и ,  р  р а  ' - o ) ч n ч P Й  п ' '  P l r ' l o Л в и ж .
rrьIм oсямl ,n| ,( l )  :  

""rз( l )пз,  
CЛe] loваTельнo. dт l :\ ldt:  аoвnr :

= |I .\|u,d|n '| ,  f la  этoм oс|]oвании yглoвaя скopoстЬ | lpoизвольt]oи
нeинepциаЛьнoй систeмы oтсчеTа S,  oпpeдeлcна вь lше фopму.

::k)(iar(d) -

Pис ,2З У l Jы:9й '1еpа ' .  d '  t "
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. ,  l
i1o|I  u1 :  

i € - ' ! |аp iJа!з 
в теpNIиI]ах девяTи наnравЛяющиx кoсинy.

' 1  в  1 1  q  P D |  , и с , A | , о  h о 1 | п o l  о н т  v . ] o Ь n й  l h o p o , т y . в е p J o , o  г n , - a
как фvнкций тpех нeзависиNlь|х 06oбщенньlх кoopдинат (vгЛoв
эй'1epа) и их пpoизвoдньIх пo вpеN]eни этoт pезуnЬтат сЛе!yет
сЧl lтa 'ГЬ пpoNlежутoЧньlN| I]аг]рaвnяющиe кoсинvсы нeoбхoдиlIo
вь|pазитЬ через \ ,г .1ы ЭйJеpа'  oднакo кaж:ьtй \ !атрич}IЬlй э. , ]е.
\ lент o l l ]  в (33,10) как раз и пPе,1сTав. .]яeт сoбoй напpав.1Яю.
l t lий кoсин\ 'с  вектоpа nj '  oтнoсите.:]ЬI]o n '] .  вьIpаxенный чePeз
!Г. ' ]Ы эйJера, ТакиNl oбPазo\! .  oстастсЯ фoPпtа. lьнo вЬIчисЛитЬ
ЛpoЛзвoдную пo вPепteни пlатРицьI (33, l0) .  pезv. l ]ьTaт свeр]IутЬ
с трaнспoнирoвaннoй матpи| lей и лoдсTавить в oпрeделeниe псев.
, ] o в e к т o o а  . , , ,  | ' а  | D |  o г o  . l |  , ( и \ 1 \ ] е | p и - ч o \ , v  ' е п ' о p ) ,  ' ]  , ,
к  Tакoму )кt  рeзyльтaтy пpивoдят бoJ]eе пPoстыe и пovчитejIЬнЬJe
a ,  ' ] ' , , ( , | |  я ,  o . ч o в d ц , | ы e  l . , l p * Д . . . в ,  L r . ] и  o 6  v - 1 o в o ; . { o р o l , - и
как o бeскOнечнo ]\ lаnol{ пoвopoTe твеpдoгo теЛa за бескoнeчнo
Nlа.qoc вpeмя'

Бeскoнeчнo tIaлыN] повoрoтаII  сooтветствyIoT бескoнeчr iо l l lа-
. :|ь]е \ .гJы эй.nеpа, Пoэтoьrv с тoчнoстью до бескoI]еЧнo \IаJЬlх

а ( ; . 1 / ' l ' )  : 1 - 6 . (З4  l )

184

г, lе 1 е]иничнaя \Iатрица' 6 бeскoнeчнo пIа;ая rIатpиuа' Tак
кaк дв\,]\I пoс. ']едoватеJЬньlI l  пoвopoта]\t сooTвeтствvет Лpoизведе
1]ис лlатpиц. и\]eеNl с тoи )ке тoчнoстью

(1  + Е) (1  +sr ) :1+6+ € l |.З4 2)
СЛcдoватeЛьI]o '  бескoнечнo ]\ laЛЬIe лoвoрoтьI кOMN1утaтивI lы,  ПO.
ь - n я  в  1 , l 4  о )  Е ,  -  

'  6 ,  п o ,  . / Ч y \ |  . . ] U а в а  е . и ]  и U ч \ ю  N ] а | p и U y
I l o ' . o У v . , "  o и . o  а  ' . . ' б o а t н а q  [ . . . L l y U '  ( J 4  . ) ,  р . в . "

а ,=1 . € ,  ( з43 )

I l .1Я oртoгol|а"1ьнЬIх \ lатPиu oбрaтная t lаTрица сoвпа,]аeт с тpаl lс
l loниpoванl ioй а,  Пoэтo[I\ '

1  e= l r a

и '  с lедoватс . l ]ьн0.  €  антисим]\ lетриЧная ] \ tатрица,  Ее  п lатPичныr
э . lеN lентьI  :0 , i  связанЬI  сooтн0LЦениЯ]t lи

.o, r  :  - . jo ( . ! ,  i ,  :  I ,  2,  3) (34.4)

д. 'rя бескoнсннo пtальlх пoвOpoтoв все п'аTpицЬl в (33,9) имeют
вид (34, l) и'  слeдoватeЛьнo' прoизвeдel]ие матpиu в (33,9) свo'

s 35 Фqнкцuя "qаеpaнжa пвеpdaеa mе.la

диТся l (  сy\1 l  е сoOтвeTсTвyющих бeскoнeЧнo N'IaЛых Nlатриц

€ :  Е | ( l )  +  с2 ( , )  +Е] (U ) (14  J )

185

l з ieсЬ ; .  , .  L ,  бескoнеЧнo
Jяется aнтисиNl}Ieтричнoи

.]edl 'op (псев]о) бес кoне цнo

B pез).JЬтате из (34,5) и\ lee l !

I]аЛые). Kа)кj lая маTpица в (:]4'5) Яв-
и еи Nto'tнo лoставитЬ в со0твстствие

матpица Е1(') и псeвдовeктop df,} l .  как и исхoднaя \ lат.

] ,  , a  a  ' , ,  . o o , в е  . т в }Ф I  гOвopo  \  в рDпo гo  т . . ] а  | | n  . l o в oЁ
стрeлке Boкpyг oси ;, ПоэTo]\ у направ"l]el]иe Bектoра dг)] задано
папpавJ'Iениeм nз, Мoдуль этoго вектoра pавеl i  ( l f '  HаправЛeния
вектoрoв dQ2. d!1з oпpеделяются вектoрaNjи l l  и n]] сooтвeт.
ственнo, а их пIoдyЛи pавr]ЬI ,?d и i iф' УчитьIваЯ ]тo и раздеЛив
oбe части (34,6) на бeскoнcчно мaльIй пpolt lе)кyтoк вPеNleни dt '
в тeЧeниe кoтoрoго 0существ. ' lяется пoвopoт. пo'1учиNl д. ' lя yгЛo.
вoй скopoсти твepioгo те'1а вЬ|ра)кeниe

. | | a . , l a z o  noвopano  , l n . ,  =  ! : ' , , l : l t
сooтветственнo

dQ=dQr+do r+dQr (31.6)

+ 911 + r'ni. \ з4 ,7 \

Задача свe. lась к рaз.]]о)<rнию вектopoв n3.  l | .  n i  пo oсяr l  n;
систе!ьI кoopдинат s, .  жесткo связaннoЙ с твеpдьj]\I  тeJo\ l .  иJ, lи пo
oся]\ j  п. l  вЬIбраннoй систеItЬ l  кoopдинат S '  Составляtoutиe псeв.

цOвектoрa yгЛoвoй скopости пo oсяNJ систeмы .S,pавньl  (рис,23):

(34.8)

теЛа пo oсяN l  вЬI -

(34 9)

сoстав"1яющие углoвoй скopoсти твеpдoгo
бpаннoй систеIIьi кoоpr]инат 5 и\Ieют вид

. ' , '  =  а сo s ;  +  l , . s i п , s i п ; .

- !  =  1 '  s i п ;  t - . с о s i s i l l , .

' : : . ' ' сos '+. l ,

$ 35. Фyнкция Лaгpaнrrrа тверДoгo тела

Фyнкшия Лагpанжа сисTe]\1ы N частиЦ в связанньlх сoстoяни
ях' с знеpгией взаиNIoдействия' зависящей тoЛько oт pасстoяниЙ
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]\ lеждy Частица[ lи '  имeeт вид

- t - " , , , 2
,  L  ,  

l , I  t t  r  -  г l  1 1 ' , , ,  г - .  г , , , , , l т \ ,  I  r \  l

_I l  ' t . , '  r t  tзs t l

B yс"Цoвиях.  кoГда 11ви)кение такoй систe[tьI  дoпyстиl to рас
спlатpивать | iа l i  дви)кeние твepдoгo теЛа. B (35, l )  l t lo)кнo пo.
" ' lo){ить ]I i  гJ l  = ( .o l ls t) i j .  Ho тot , rа эrtepгия взаипloдeйствия
L,]  :  сoDsL '  и ее Ntoжl]o oпустить в aьIpажсI]ии дЛя фyнкции
Лагран)xa '  oTнoситeJ lь l lьIе скoрoсти Частиц | lPи наJ. lиЧии таких
}кестких связей pавI lЬ| нyЛlo '  ПoэтoМy кинетиЧсская эI]еpгия си.
стeN1ьI части|L буДс'Г зависeтЬ тoЛЬкo oт скopoсти начаЛа системЬI
кoop, lинаr.S, '  кo1.opая Nio)кеT бы1Ь )кесткo связана с сис 'геN1oй
чaстиц'  oт vf j |o8oи скopoсти твеpдol .o тeлa и oт кoнфигypации

PадиyсЬI вe l iтopьI г ,  и r '1 oлнoй и тoй жt ' . |ас1.ицЬ| с Уассoй, l ,
в иI|еpциа. , lЬ l |oй систе]t !е i )тсчета  ̂ s  и в систeпle 'S,  связаны сooт.
нoшeниеI l

г l ( l )  :  r o ( l )  +  г j ( i  ) ' (35.2)

гдe тO(1) _ pадиус-вeкTop нача,]а.s/ в,9.
ДиффepснциpyЯ :)тo сooтнoLueниc пo BРеNrеl|и в с{JoтвеTсTвии

с пpавиЛoм ( l2 '30) диффepенЦиPoваниЛ I]eкTоPoв. задаrlньlх сво.
ими  кoМпo l l ентаN lи  в  ' ' '  i

+ ((,(i) х )'

Pадиус вeктop центpа l lасс систсNlь| частиц пo.пPежнеNly

(Jпредс'rяется фoрl!у"r1oй

$ 35, Фuнкцuя "Iаzpaяllса nвtll1dо?a nе-1а 187

N N
\ - , , ,  " r : .1  \ - , , ,  = ' l  , , .
z - '  ' - 1  \ r t t l  z r
i l  i l

(35 .6 )

oднакo тeпeрь ЛЛя вычис"l]ениЯ 11,,,] l le 1pебyется зl|атЬ за-

l iо tIЬI движения всeх L lастиц, B. lюбoй систеN1e "9,  кoopлиltaтьt

шеl1тpа i lасс nIoгут бытЬ вЬIчислr!]ь l  l lo  извeстнoi ty стациoI lаpнol\ lY

DаспDeдеJеl lию частиц и. . lи oпpедеJсньl  эксЛepи\ leнтаJЬнo, Пpи

изuсiт ' 'uпI r i ' ' , ,  фУнкi tию Лагpанжз (35,5) п lо)<нo I lредстэвитЬ

в виЛe

- t
L :  

' | ||уб

*!+
- i  

I

[IIесть
скopoсти

+ rлvц |L.;(t) х т,1,"1] +

,,, { 1r1)rd".r :.-1,,.r1J }! ', ' '  r 
- )  t , ( г n  l  r , .  г ]  l J J , i  ]

l lислoвьIх  кoэффициентo|J  I lpи  кoNtпo l lе t ]тах  yг ' l l oвoи

пoJyqи\ l  д. lя .nюбoй ЧастицЬl  твepдoгo тcJ l2

vk - vo(i)+ ((',(t) х гi),

l lа oснoвaнии t|lopмул (35.1). (35,2)' (35.4)
lк]!ryчиl!1

1, , /  -  t ' , r{(r l ) r r , " r  
- . r ' , , , ' r ' , , , ) :  ts , ,  (35 '8)

o б U o J v ю ,  ( и Ч \ . Р , l l J Ч ч Ь | i  ' . н ] o I '  2 . г o  l 3 l .  а ,  д . i . . т в n | Р 1 L н o ,  l I I ' и

n o " o p 9 ' 3 x  . " " г . ' i o r  к o о р л , , l Ь а .  , ' ,  | | | U и 1 в e l Р F r я  t , '  . ,  л р е o б р а .

зYют;я каI i  теt l : rop '  д.пя сиl\]вoлoв Kрot lскера так)ке спpавeдЛив

тeнзoрный закoн пpеoбpазoBания r| . '  ,  :  x . , ,n, . .1, . .  сoвпадающии

с усл;виeм opтoгoнальt loсти. i ! lатpиu o. ,  ] '  Тeнзop 1.J  l loсит l lазва '

H1ne пензopa uнеpцuu mвеpda?a пе|1а,

T . н . o l '  и , l ( р U ; , r  / ' '  а , , Д l , т и B P , ,  I  t ,  п I ' c л . I а в - | ' .  ]  m 6 r ) и . |  ( и

. , " М .  ( '  с ) \ l v у  | | o  в с е v  Ч а с | и ц а 1 , I  B l , n а ж e | | / l ]  ' ' l  j l т  j  4 , ' ,

r ; j . ' : l ' ] , ,} .  Пoэтoму oн !IoжeT бьlтЬ прeлставлеI l  в виде сyN1]\1Ь|

теIr .opoв oтдeЛьнЬ|х пoдсистeNl  ЧaсTиц твeрДoгo тeла в ^5' , '  З l |а-

чeни; кoмпoнel lт  1. l J  тензopа инcpции o l lpедeЛяются зI]аt lени' lN lи

пlасс частиц твeрдoгo тeла'  их oTt loсите. .]ьнЬl l l  прoстpанственl]ь| l l l

распрeдеnet|иe11. зaвисят oт Bыбopа начаЛа систепtЬl  кoopдинaт )  .

iвязаннoй с твepдьIпt теЛonl '  и oPиентаl !ии кooрдинатньlх oсеи

с 4 . I e N t ы  s ,  o т н o ( и l '  ] Ь н o  т B e р , l o г о ' P Л а

(35 3)

(35.4)

дJ,lя твepдoгo Te,lа

; lr;v6 |r.,(t) х r]l +

)  / / , . l ( , a t )  ^  r l )  {  , { г ' l  +  г , . l  ) ,  ( J 5  5 l

+\-
, I

l д

It t

,rt"i
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oбpазyelI свepткy тeнзopа инеpции и налpавЛяюЩегo вектo-
pа /a нeкoтopoй oси, пoлyЧиlv

t ' ,  t - , ] -  - ' ,  1 , r , ' r  l г : l ' ? l ,
i = l

Bеличи|]а в фигypl]ЬIх скoбк2x paвна квадpaтy pасстoяния части.
цьI с Массoй rni дo oси l, сЛeдoватeЛьнo' пoд знакoм сy]ult1ЬI стoиT
,|aменm uнеpцuu чoсmuцbt с Nlассoй l , l l ,  a сyN! toй пpoизвeдeний
Mас (  Uа ( тиU  Ра  кваДoатЬ ]  и х  p . . с тoяний  дo  o си  1pедс . ав .  ен
Г|o']|I1ыt1 мoмен||| uнеpцuц mвеpdo?o mе!|a aTнaa,'.Геl1Ы1a ac|1 |'
B частнoсти, диагoнаЛьIlыe эЛeNlентьl тeнзopа инеpции 1|l '  12,,
, .Jз Лpедстав. lяют сoбoй lIol leнтьt инepции твepдoгo тe']а oTнoси.
тeЛЬнo oсeй 0т. 0y, 0z систепrьI S, сooтвeтственнo'

сyщeствyют пpeимyЩeственнЬIe систeМы,' , ,  в кoтoрых фyнк-
ция Лагpанжа твepдoгo тeла (35,7) иN1eeт бoлеe прoстoй вид,
B частнoсти. IJачаJo систel lЬ| S, l toжнo сoвIrIeстить с Цeнтpott
]\lасс твepдoгo TеЛа, Toгlа 16 = r.,', 11

t .t : uпwi^)

t

(з5,9)

Для пoстановки динаNlичeскoй задачи oстaется найти noтенци.

альную энеpгию частиц твepдoгo тe. lа вo вI]ешнel l  пoлe !Г,

na (  ф )нhцию  hooрлина г  нача , 1 ,  \ , и  y Г . г oв  Эй r ep .
B гpавитаuиoннoпt пoЛе сфеpически.сиNlмeтpичl]oгo pаспpeдe.

лeния вeщeства с центрolt B нeпoдви)кнoй тoчке R4 с кoopдина.
тaми хо.l и Nlассoй ,\,r

oбычI]o. ' iинейные размеpьI Tвepдoгo тeла пlаЛы пo сpавнeнию
с pасстoяниeNl Rю _ r1.1 l leжay цeнтpo\1 пoЛя и центрoNt Nlасс
твepдoгo тeЛа, D таких с!.]yчаях вьlpэ)кeниe пoд знакonl сУ]\!мьl
в лравoй части (35' l0) мoжнo pазJ.Io)киTь в pяд Teйлopа и oгpа-
ничиTься квадратичнЬlми пo J] ia сЛагаeN1ЬIми' Тoгда

( , l r l ' , , l + г ' l :  U | ]  )
]R! г(-) _ ri

(35 .10)

\ - r ; r "
i = l

$ 35, фц|1\сцLs Лаёpaн']{а mвеpdoеo mе!1a 189

J  ( ; . 1 /

z  n{]  !  ( . . . ) l  I

Суммь| пo всeм частицам твердoго тeла в (35.l l) нетpулнo

выpа:ить чеpез кo]\tпoнeнтьI тeн3opа ивсpции, су l t l !{oй

2Zr'|(t,),: tуP (з5'12)

' ( n ' )
IlpeДставЛeн след тензopа инepuии -I. ' .,, Из oпpeдe,.reния Tензоpа

инepции так)ке сЛeдуeт pавeнств(J

(35 .13)

Пoэтoпly пoтeнr(иаЛЬl1ая энеpгия

Гpавитацltoннo]\1 пoлe мo)кeт бЬtть

: . l /  ra

L  t , l г l , . , )+  r '  )  , ' в{  
l - i

\ -  r  r "

твeрдoгo тeлa в центpaЛьнolr1
прeдстав"пе а в виде

I cм I!,:,|,:)_ zщ'-;;-
З (;n,[{,lr , -. ,  

ц _  - , ' . . * ( r "  
J  , ,  , ' I l ( o , ,  ' г  ' ' , . ) '  r 3 5 , 1 4 )

:Jто вьlра)кеI]ие не зaвисl]т oт oриентации Tвep'цoгo теЛа тoЛькo

nр" 1.\,] j) :1d"' ' , l  в (35,t4) пpи этoNl oсTается Лишь первoе слaга-

Tо'rькo oт пepelreнньrх | leнтpа ]\1асс зависит пoтеt]циаJ.]ьr]ая

энepгия твеРдoгo тсла в ol1ноpoДнoм гравиTаL(иotlнoNl п0Ле:

+ \ l  =  Lu t ,e . r r  =

.  -  
L ' , ' , E  

( г ' . , '  j  r  г , J  ' ' ) g  г  ' l '  ,  l J J , ' J ,

ЕсЛи твеpдоe TeЛo сoстoит Йз эЛскTpиЧeски заряженI lь lх  Ча-

с1иц ( l !1oЛchуЛа) и р|o .гинейныe pа{мррьl  }на lи ,рЛЬнo NlрнЬ

'I lе нрoдчopol||o(1eй внешнегo {, lе l (]poсгаги.]Pскoгo пoля r .  -

: 0рl i)r" ' тo пoTeнциаЛЬная энеpгия тeЛа n]мeет вид
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] \ N
'  

L , . I , ,  г l  I r , \L '
i = l

-  +  ,  | i l rd t г. Г"r ',- L ' . '  ", I"., ' , , , ,зs,ro'

СyпrмьI в пpавoй.rасти (35, l6)  eстЬ !J0о1.tsетствeнI]o пoлLlьIи
заряД тeЛа'  егo дилoЛЬI]ЬIй и квадрyпoлЬIrый пlo l leнты, B общем
сЛyчаe э1.o вь lpаxeниe зависит oт всeх шeс.Ги oбoбщeпнЬIх кo-
opдиIJаT твepдoгo тeла, ToЛькo oт yгЛoвыx пepеМеI]нЬIх зaвисит
пoтенциаЛьная знеPгия аTома l tак твeрдoгo тeЛа с сoбствeныьIм
Mагнит1lЬ|м N'IoпlентoМ l ,  вo внeшнеМ Mагl]итнoМ пoлe, pавная / . .в
\|1 ap ajia2 не mu1м Л aн эtс е в е н а) -

Если функuия Лaгpан)ка сисTeMЬI частиц в пpедстaвЛении
тBердьIll теЛold будeт сoдеp)ка,Гь B кaЧeстве перeNIеl]ньIх ToлЬкo
кoopдинатЬl  центpа п1асс и yглЬI эйЛеPa, тo yРавнeния дви)кения
свoбоднoгo твepдoгo TеЛа пroгут 6ьIть пoЛytlеньl как уpавнеI.lия
Лагpaнжа

AI- ] - : 0  {n " :  { г l п r .  |  '  р , l . ] }  l ' ( 35 .17)

Систeма .цtести диффеpенЦиаЛьIrьIх ypавнений втopoгo no
pядка (з5.17) свoдится к двyпl независиI{ым систеI!1аNl '  пo тpи
yравнeния в ка)кдoЙ' дЛя TвepдЬJх Tел с пoтeнциалЬнoй энеpги
ей вида Ц(r( 'd) +U,(9'0'1!)- Пpи LlаЛичии N{акрoскoпических
связeЙ чисЛo сTeленей свoбoдьl Tвeрдoгo тела меньше шeсти'
t1 часTнoсти' твеpдoe тeЛo с oднoй нeпoдвижнoй тoчкoй имee'Г
тpи с,Гепeни свoбoдьI, BпIeстo фyнкции Лaгpaнжa (35'9) в эToм
сЛyЧae цeЛeсooбpа3l. jo испoлЬзoвaть фyнкuию (35,7) '  пoлotкив
в  ней  г o : 0 '  v 0 : 0  и  в ь t чис J r ив  т eнзоp  инеpции  o тнoсиTeлЬнo
систеп,tьI S, с наЧаЛoI\ 'I в нeпoдви)кнoй,Г0чке,

, $ 36. }I(eсткая I lвуxатoчtlая Moлeк}ла
(Двyхaтovt iь|и poтагop, в ?ЛектрическoM пoЛе

!ля вoзбyxдения кo"1eбаний 2тoмoв в l\4oЛекyлe oбьIчнo тpe
бyются бoЛее вЬIсoкие энeргии, Чeм энeргии. неoбxодиN1ьIe для
вoзбу)кдeния вpащений, Если кoЛeбaIJия отсутствyют' тo Nleж.
атoмнoe рассToяниe o B мoJ.reкyле NIoжнo сЧитаTь пoстoяннь1п!,
и ]\lьI прих0дим к прoстeйшeй Moдeли твеpдoгo тeЛa - э]есп1|oмц
dвухamoлнoму pomаnapц,

$ 36, )4{есnкaя dвцха|noмная Jraлекgnа 
" 

-"уцу!у!!:у |у

oбoзнаЧип{ Чepeз ml, ?n2 Nlассы атo

пjoв нeсиМмeтpиЧнoЙ Мoлeкyльj из кЛассЯ
иoннЬIx сoeдинений типа Hсl '  чеpез d
ee пoстoянньlй дипoЛьнЬlй мoмент' и бу
. ' !  ' , , и  а т Ь ,  T o  \ l o . Ё ( у , l а ; а \ o 0 и т с я  в o

o оt l \е Iv  l  lрк ,  ри . ]р ,  (ov  ,o .  e  Е  '  0 ,0 .  Г \

(pис,24), BьIбepeм наLlаЛo сисTеМьl Koop-
]1и!]ат. )кесткo связанIroй с мoлeкУлoйi в ee
цeнтpе мaсс, oсь z l  тot l  систeмьI сoвNle-
стЙм с oсью l loЛeкyЛьt и напpaBлениeм ди.
лoля. B этoй систеNjе кooрдинат нe paвньI
нyЛю тoЛЬкo кoMпoнeнтьl ,/ i l ,  1j2 тензoра
инеpции' пpичепl

!  -  t - ,  . . 1 \ . ' . )  -  , '  (  ) '  p o '  L
(36.1.)

/ r  привeден I r аяп l а с са ,Пoтeнuиальную
эI]еpгt{ю дипoля в эЛек,гриЧ'.скoМ пoле мoхtнo

U (0 ) :  еЕа сo s9 ,

гдe e эффeктиBньiй зapяд атoМa в МoЛeкyлe' сJreдoватeЛЬнo,
фyнкция Лагран}ка рoTатopа pавна

r . I i . I ;'  Ь ' ' ' '  . . ' , : "  
' i " i ,  

' ' ; . ) , '  " | " , " "b ,  1363)

B каЧествe oбoбщel lньrх кoopдинaт Мoжнo вЬIбpатЬ кoopдина
тЬI центpа Maсс и двa yгЛа ЭйЛеpа 9 и р, сoвпaдающие с oбЬIч-
IlьIп и углами сфeрическoй сисTеп'Ьl кooрди!iат, Тoгда' испoльзyя
oпpeДeлен  t р  у | . ] l o вUй  ( ( opoс ' и  г вРpДо  o  | ё . а .  Ь . rДёv

r r^
, - , , ' . ' -  , ' , '  . ' - ' , t , - . i о  А2 l  - ' Е л . o " t l  I з 6 , 4 |

Эта функция нe сoдeр)киT явнoй зависиNloсTи oт врeМени, Пoэтo.
Nly сохpaIlяется пoЛнаЯ энepгия систeмы иl так Kак кинeтиЧeская
энepгия цeвтpа масс так)кe сoхpaняeтся' инTеграЛ0Nl дви)кения
явЛяeтся энеPгия poTатopа в системe цeнтpа Мaсс

, : 1u{'Ф,..,, о + 6,)' еEacos a.

i
i

Pис. 94. )Kесткий po
татoр в  электpиI lе

npeдставитЬ в виде

(36.2)
.] ( оi\

" \Й )

(36.s)

AзимутальньIй угoЛ P явЛяeтся цикЛичeскoй кoopдиIlатoЙ,
сЛeдoваTeЛьнo' oстаeтся неизмeI]ньIM вo вpемеIlи oбoбщeнньIй
иN1пYльс-  d t  , .  l

L ]  - -  , _  -  / ,  . , | | . 0  _  . о " " | '  | J o , o |
l|+]
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ГУpавнениe Лагранxa для пoляpнoгo yглa d имeeт вид

9 ф2 sind сos 0 + eДasin 9 : 0, (з6.7)

Пpи 29 : 0 эTo уpaвнениe свoдится к ypавнению
кoЛeбаний МoлeкyЛьl Kак TвеpДoгo тeЛа:

a + еEаs ia :0,

нejинeинЬlх

(36.8)

(36.9)

(36. r0)

(36. r 1)

рaсстoяниe N{e)кду атoмаМи в мoлeкyлe лpи этoМ oсTаеTся фикси.
poванны!r1, Пepиoд т такиx неЛинeйнЬIх кoЛeбаIlий pаBeн

2с - D^2 2еаЕ
- :0 "  +  +  сos9 .j  I ' z s i n 'A  t

Tак как
02 tit.z 0 :

yдoбнo пoЛo)китЬ сos0: u, Toгдa уpавнeние (36,l0) пpимeт вид
о - 2

t', : }k +.""л)|.t u,) _ Ifi .

ГДe a|. a2 тoчки пoвopoта' 0o нaнaльнaя скopoсть изMeнения
пepeмeннoй d, B oбщем случaе' pa + 0, пpoизвoднyю ф Mo)кнo
искЛючитЬ из ypавнений (36,5), (З6.6), Hайдем

'  :z| ао l ' lох, . ! !L1t,os l) ,
J  / у .  J

(**"'1"

1lepeмeнныe в эToм ypавнel jии раздеЛяюTсяi  и eгo peшeние наxo-

(З6 , l 2 )

Bиднo' чтo l выpажается чepeз сos0 пpи пoмoщи зллиптичeскoгo
интегpаЛa, AзимyтаЛьнЬIй угoЛ пpи этo]\4 изNIеняeтся сo врeN4eнeМ
в сooTBеTсTвии с фopмyЛoй

(36 .13);JI'P,p
I + сonst'0(t)

Bpaщeниe жeстKoй MoЛекyЛьl вoкрyг oси z сoпpoвo)t(даеTся
ee кoЛебаниями в вepтикаЛьнoй nЛoскoсTи. ГPаницами oбЛасти
и ] v e l е г l и я  п o Л с p ч o г 0  v | Л а  0  п 0 и  - а к 0 '  л p e ц е с с и и  в ь l с . ) п а ю |
тoчки пoвopoTа'  т .  e,  кopIJи знаменатeля в интeгpале (36, l2) ,

s 37. прeoбpазoваЕиe тerr3opa иЕеpции
при пap.UrлeльЕo]\t пepевoсе KoopдиrtaтньIx oсеи

Пусть двe дeкаpтoвьr системьI кoopдинат ,9 и s. )кeсTкo сBя.
занЬl с'ГвepдЬIм тeлoм' имеют oДинакoвУю opиенTацию кooрди'
натнЬ!x oсeй и pадиyс вектop начаЛа кoopдинат систeМы s в s,
есть a, Hайдепl ,Гeнзop инeрЦии твepдoгo теЛa oтноситeльнo S,,
считaя' чтo oтнoситeлЬнo,s oн извeстен, Пo oпpeделeнию в S'

$ З7, Пpеa6pаЗoванuе nензopа uнеpцu'- 193

(37 .1 )

kr' ! : 1' 2' 3; N _ ']ислo частиц твepдoгo Tела).
кoopдинатьl oднoй и,Гoй х{e частицЬI в,s и s. связанЬI сooт-

I o . J е Ь J q \ I и  . . , o  . , ,  |  . ^  И . п o Л ь l у я  ' ] \ ,  | а , . ] ! e v

N ] т

l '  L . '  
l г  l . D . .  J ' .  J+ l а 0 '  0 - o , \ L , n  I

+ ! пr, (2aт,6,'р a"l,p а3xi.) : I.B + ',"(a26"iз _ а.аtl) +

+rrI(2arФ;)6 аd.rЙ)B apI(n)a) - в7.2)

Здeсь Чepез тrr, z1..1,' oбoзнаненьI lloлная масса тBepдoгo тeлa
и кoopдинаTьl цеLlтра масс сooтвeтствeннo, ЕсЛи начaЛo кoopди
нaт систeп{ы '' сoвмeщенo с цeнTPoм масс. тo г1-1 :0' тi,,., : a' и

Ih : I!;) + n|(t\,.')),6,$ "i-J"",(ЙB] 
(37.3)

oбщая фopмyЛа (37,2) noзвoляeт выuислить тензop {, или
I.lр' eсЛи извeстeн oДин из них, Фopмyла (37,3) удoбнa для
BЬIчисЛеIlия'"n.opu,n"рu"n ф) oтнoситeлЬнo системы кoopди
нaт 5 с нaчaлoм в цeнтpe Mасс. eсЛи вЬIЧислeния oтнoсиTeЛЬнo
систeмы S, oка3ЬIваются бoлeе прoстыМи за счeT явI]oгo испoЛЬ'

зoвавия свoйств сиМпleтpии Tвердoгo тeЛа, т"".op 
""epuu" ф)

и кoopдинатЬ| цeнтра-Мaсс rtлt) пpихo,циTся вьIчисЛятЬ пpи сo.
стaвлeнии Фyнкции Jlагpaн)ка в систeMе цeнтра масс' гдe oна
имeeт бoлее прoсToй вид.

oбpазyeм свеpткy oбeих чaстeй (37,3) с IraпpaвЛяющиMи вeк.
тopами l . ,  нeкoтopoй oси, Пoлyним

t'.uL,,tu - l$) ц1,' 1^[(.i,o), (.t-lt),]. (37 '4)
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так как свepтка тензopa инepции с нaпpавJяющими вeктopами
oпpeдeленнoй oси eсТь М0мeнт инepции oтнoситeЛьнo этoи oси'

равeнствo (37.4) Rыpa-)v'aeT mеape-му llJfue,нepa: мo 1eнт инeрции
oтIloситeльнo нeкoтopoй oси pавeн мoмeнтy инeрции oтнoситeЛь.
нo паpаЛлеЛьнoй ей oси. пpoxoдящеЙ Чepeз цeнтp мaссl пЛюс
пpoизведениe мaссы твeрдoгo Teла на квадpат расстoЯния 0т
центpа N1асс до oси'

$ 38. Пpиве'пeниe тerrзopа riпеpцllи к глaBньrм oся!|

Тензop инеpции ,..rJ иnjeeт в oбщeм случаe шeсть pазЛичных
кoпIпoнeнт. Эти кoмпoнeнтьl изМенятся в сo0тветствии с заl{0нoм
пDеo6pаJoвания тeнзopoв' eс]P и.NleнитЬ t]апpавЛe']ия oсеЙ си.
сiu""i *oopл"""' s' '(есткo свя3анr]oй с твepДым тeлoм (здeсь
штрих onyщен)' Boспoльзyемся имeющимся прoизвoЛoм в вЬ|бopе
нап0авЛeItий кoopдинaтньIx oсeй и пoкаxеM' чтo эти напpaвления
всеiда мoжнo вьiбDaть тaк, чTo всe нeдиагoнаЛьньlе кoМпoвeнты
тeнзoра 1o3 бyдут рaвньl нyлю. Пoдoбнoe пpивeдeниe к глaвныпI
oсям вoзмoжвo дЛя Любoгo симItleтричнoгo тeнз0ра втopoгo pанга
с вeшествeнныМи кoмпoнeятаl[и,

Пyсть r _ радиyс.вектop нeкoт0p0Й часTицьl тI

в S' Тoгла 1o3тp также вектoр, кa)кдoмy вектopy г

1т :  Aг ,  или

тo oн назьIваeтся сoбствeнньlм.
ствeнным значениeM'

пpeдставЛeнньtй мaтpицeй 1@,. ставит в сooтветствиe

тop 1г, Если l  такoй' чтo

твеpдoгo тeла
oпepатop 1,
нoвыи вeк.

Io11ti1= \x, ' '  (з8' l)

KoэффициeнT ̂ вaзывается сoб.

(з8'2)

11ишь в  сЛyчае

Уравнeниeм (38,l) вектoр r oпрeдеЛeн с тoчlloсTью дo инBаpи.
антIloгo Мнo)китeля, так чтo в дeйствитeльнoсти эти уравненЙя
oпpeдeляют Лиll.lь сoбствeннoe t]апpавЛeниe' /v1ьt мo)кeм ввести
нopпlиpoванньIй на eдиницу вектop n, pазде' ']ив oбe части (38, l)
на  voа1ль  | г ,  To гдa  для  o -Ь , с кания  сoбс твeннo |o  на гpавлрния  n
бyдev иveть oДнopoдную сис|e\,1у тpеx уpавнeIJий

(1 "р_)6"p )nр=0 '

Эта систeма иМeeт нeтpивиаЛьньle peшeния
pавeнствa яyЛю ee oпpедeЛитeля

det 11",, - )d"31 : 0' (38.3)

и задаЧа свoдится к oтыскaнию кopнeй ) xаpактepисти.{eсKoгo
ypавнeвия (з8,3)'

$38, Пpuвеdенuе meюopa uнеpцuu |с zлaвньLtr| oсяl||

Bслeдствие симмeтpии теt l3opа ияepции и вeществeнgoсти

eгo кolt'пo!lеtlт всe кopни хаpактеpистичeскoгo yравнeния вeще.

i . u еньь r ,  .Дeйс r вит "л i нo .  пpе , aпoла гая .  Ч тo  ̂  и , .  ! o гУ т  бЬ |1Ь

,o,n.."^с"" ' 'и. пoЛ}ЧP\! |]а oснoвании (38 2)

I"eninB = \n"n^''

заМeняя здесь индeKсьI сyМмиpoвal]иt а = a' м yчиTЬlвая свoЙ-

ства,.o,, прихoдиNl к pавel lствy

195

I.з(ninз * n.n\) :2\п"n' .

B ск06ках пpeдставлeна суммa двух кoмпЛексl lo.сoпpяжeнньlх
qисeЛ. кoтopiя всeгда вещeствeнна. сyмма в правoй чaсти вещe-

ственнa и нeoтpицатeльнa, пoэтoмy всe сoбствellныe значеIlия

) _ дeйствитеЛьtlь lе чисЛа,

(38.4)

(38.5)

o б о ] н а ч и м  ч e p е 1  / J  к а ' { o i . л и б o  P е  p a в ! ы Ё  н ! n ю

р а к I е p и с т и ч e с к o г ;  у o а B  е ] / я  ( 3 8 , 3 |  П о д с т а в л ч я  р г o
кopeнЬ ха.

вМeстo ̂
вект0р nа

Числа nl.o] мoЛ(нo принять в каqествe направляющих кoси'

нvсoв кooDдинатIloй oси z/, нoвoй кoopди']aтнoй систeмь!. так)кe

жЪсткo связаннoй с твepдым тeЛoм,.цве дpyгиe oси z, и y,нoвoй

декарToвoй систeмы кoopДинат будyт Л €жaть в плoск0сти' opтoгo.

нdЛЬroй :, ,  B нoвo., l  с, , lстемр вeк1op n,) бyдeI и\IeтЬ к0мпoнeнть'

10 . 0 ,  l 1  и '  к а к  ' I o  виднo  и , l  y paвнeния  д ]q  n l . ,  / i "  _  1 ] , }  -  0

пpи сr = l '2, xaрaктepистическoe ypaвнeниe в нoвьIх кoopдияатaх
пoинимаeт вид

в  ! равЬениe  {38 , 2 l ,  l l o црм  найти  с06 ( твPFnый
pешевиe систeМы трeх yPаBнeнии

(/"3 - /3d,,.1)n r" '  
-  0.

.Цля

11",  1 I 'p
I I'2, I'zz -

lo o
(38.6)

0тсюдa Ilахoдим

\2  '  l ' 11  l '  . , )  l ; t  r ;2  |  l ; r l  -  O .

чepeз 1l. 12 кopни этoгo I(вадpатнoгo ypав!rения, 6удеlt1

^,,3-^l:"

oбoзначив

t l l -
| , ,= }t| ' '  I  lЬ i l  |  ; \ f  | I i |_ I i , , l2  + 4|| ' ' . l ,  '  (38,7 l

Кopни  / t '  1 z  pа3 .1ичны ' , / l  }  I z ' e сли\ l | t  l ; , f  -  4 | I i 2 \ ,  -o -
. loгда. 

пoлaгая пoслеloватeЛььo \ = 1t и , l _ /2 в уpавнeни.
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ях (38,2) '  мы пoлyчиM в качeс-гвe perДel{ий два pазЛиЧнЬIх I laбора
l l )  l 2 l

чаI lравJ lяюших кo .L lPусoв ' l .  ' 4  .  oгpр!e1 'о .ци]\  напpавЛения
д в v ч  в 1 а и v н o  I l е р п F н Д и i ) Л я р Ь Ь ^ \  o с P Й  ч o o p ! и P 2 т , . , ,  {

H а п p 2 в l e F r я  n  ] '  n ' ,  ,  n  '  Ь а l ы в а ю - с я  ? ! 1 а в н ь t v u  o . я J ' 1 u
uнеpцuu' A вeлиЧивы 1l, ..2. 1з ?naвнbD||u )|to,l,!'енmaмu |!||еp-
цuu, ТeнЗop инеpции' oтнeсeннЬIй к гЛавньIм oсям' имеeт диагo'

/ i ,0  0 \
1.r: l01r o l .  (38.8)

\0 0 1з l
Coставляющиe тeнзoра инeрции дoпУскают геoмeтричeсkyю

интeрпpеTацию в виде кoэФФициeI]тoв Л0верхIloсти втopoгo пo.
рядка' иA{eющеи цeIlTр:

(38.9)

дeйстви'ГeЛьнo, пo oпpедeлеIlию (37-4) мoмeнт инеpции 1oT-
нoситeльнo oси l  eстЬ свepтка Tеl{зopа инeрции с наIlpавляющими
кoсинусaMи lo этoй oси, PезyЛЬтат свeртки бyдеT pавен единицe,
eсЛи ld пеpенopмиpoваTЬ, пoЛo)кив I" l\/I : i" '

Эта пoвepхнoстЬ {элlunсoud uнеpцuu) нe зависиТ oт BЬIбoра
сисTeMьI кoopдинат, Если oси кoopдинат выбpаI]ьl вдoлЬ главнЬlх
oсeй инeрЦии,, ' '  To yраBнeниe (38,9) npивoдится к виду

I1o,|)2 + I2Qы2 + Iзoы2:1. (зs,10)

^4o)кeт oказатЬся, ч.Гo I||1 : IЬ2 |1 I i2:0 B этoM сЛyчае 1l :
:12' и впIестo (38,10) имeeМ

цQь)2 + I ||(I,|)2 + (a),1 : |'
Эллипсoид инеpции в этoм сЛyчаe пpeдсTавЛяеT сoбoй пoвeрх-

нoсTЬ вpащeния, Любая пpямая в пЛoскoсти, пeрпендикyЛяpнoй
yжр F2;деnнo , ly ве(тopу ']" ,  яв' яе|ся |ЛавЬoij  oсЬcD, д06авЛяя'  

i lк ?1а, люoую паpy взаим]]o opтoгoналЬнЬlх вeктopoв' пpинaдлe.
жащих этoй плoскoсти' п{ы пoЛyчиМ тpи гЛавньlх oси инерции,
oтнoситеЛьнo кoтopЬIх тeнз0р иIlеpции диaгoналeн.

Если все тpи главI]ьIx Мoмeнта инepции pавнЬI, L: 12: h'
тo ypавнeние (38,10) oпpедeляeт сфеpy и Любoe напpавЛeние
являeтся сoбствeнI]ьIм, Taкoe твepдoe leлa нaЗыBaеTcя luapaвы.t|

Tаким oбpазoм, наибoЛee пpoсTьIе выpa)кeниЯ дЛя фyнкции
Лагpанrка твepДoгo тeла и ypавнений дви)кения Мo)кtlo пoЛyчить
в Лepeп4eнньlх ценTPа масс и yглoв Эйлеpа' если сoвМeстить нaча'

s 39, Bь|чuс1umе'1b||b|е фop''gлb! t97

лo {ooрдиt]ат сисTеМьI' жeсткo связаннoй с твeрДьIм теЛoмi с цен

TрolI N1асс' a кoopдинaтI]ыe oси с главнЬ]Nlи oсяМи инepции,

Г ipи этoпl  для Tвepдoгo теЛa с гЛaвными мoмel]тами инерции .1 '

1z, 1з функция Лагpaн)кa будeт иМeтЬ вид

r - l - , ,
t  ; - " ,  i ' t ' "  

' . , i r '4 . 'n ,  0 ,o" ,  ' '7

+ 1j,")(фsin d сosф оsinо), + 4',,)(ф ""sd + ti),]
U( r1 . . 1 '  0 '  р ' l p ) '  ( 38 ' 11 )

Для aксиаЛЬнo.сиNlмeтpичных тeл

l  r  | г - l л ] ' , o  ) ^  ; '
L  =  

,nv i . \  +  t l !  
l y ' -  s Ln -  0  +  o -  I  +

+ 1j-](Ф -"p + Ф),] tl(r1,,';'s'р,р). (Зs.12)

дJrя шарoвoгo вoЛчка

r l
t  ) , , ' v  "  ; t ' '  

( ;  -0 ' . , . ' r2 ,u ." .0\
Ll(т1',.1' 0' 9' {)' (38,13)

Уpавнeния дви)кения твepдoгo тeЛa тепepь Мoгyт бьlть пoЛy
чellы nутeм пoдстаlloвки фyнкuии Лагранх<a в уpавrrения Ла.
Гpан)ка,

$ 39. Bьr.rислительrrьre фopмyльI
KоopдиIlатЬI цеIlтpа Масс r(п) и кoмпонeнтьI теI]зopа инep.

ции 1aij твеPдoгo тeла пpи не слиrxкoМ бoлЬшoМ Числe N сTpук.
тyрнЬIx эЛeNreнтoв с oпредeЛeIlньIми массаNIи Moгут быть BьIчис
. ieны пo общим фoрМyЛам

N N

)  , / r j r , :  r , _ L  >  m 1 = r t " ' \ m '

l ,  . :  )  , л ' ] { r , ] . 0 , . r  ' т ' ^ ] , . l '

ПoЛeзньlми пpи этоDI пIoгут oказаTьсЯ фopп!уЛы пpeoбpазoвa.
']ия Teнзoрa инеpции пpи пapaЛЛeЛьнoпI пepeнoсе и пpи ЛoвopoTе
кoopдинаTньlх oсей' B частнoсти. !]еIloсpeдственнoе ист]oлЬзo-
вание oпpеДeЛeнЙй (з9, l) '  (39'2) прoдyктиBнo Лpи прoвеДel lии

(39 .1)

(39.2)
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Pасчетoв инеpциoнньIх харaктеpисTик Nlo.qeкyл'  сoсToяLдих из
сравнитеJ ' lЬнo I]eбoJIЬr] lогo Чисj|а а l .oпloв Л,

l. Мнoгoатoмная линейная мoлекула. HачаЛo I(ooр,1инат
сов]\{eстипl с ilеilтрoп ]\Iасс NjoЛекyЛЬI, KooPдинаTьI аToпjoв в этoй
сисTеrVIе ( l j '0 .0) '  7 :  1.2 ' , , ,  A i ,  Тогда главныe мопtентЬI и| iеp l]ии
paвньI

s 39, ВьL'|uс naьнь|е фopмулbl 199

иЛи oкo l jчатеЛЬн(J

r - l
/  ) - "  ' . . .  ( r q 4 r

.11 
.=

+r
в. lасTlюс'Ги,  l \{oмeнT инеPции ЛинеипoЙ трехатoN]нoи l{oлeку

1 : \ 1,uрnуР' | пlzmзa3 + пl tпlзФt

pасстo ' lния крайних атoN ots с

дJ lя сипl  jue 'Гри. lнoй линейнoй
m3, Пoэтoпly

_ t
1 : , t 1 1 t t 1 - .

2. Плoские мнoгoатoмньIе llroлeкyльI. Teнзoр инeрции N1Lкr

гoa1o\1IIoй N1oлекуЛЬl  с  пpoизвor1ьнoЙ пpoстpаLlсTвeннoи кoнQигy-

рациeй атoпtoв вь iuисляется пo oбщиN1 фoPMy. laм (39 2) '  из (39 '2)

вицнo'  чтo для п{oJIскул.  рас l loлo)кеннЬlх в пЛoскoсти ; .з  :  0 '

Oсь 0fз явЛяется гЛавнoй oсЬю инepции: мoN1eнT инepции Iз

связан с гЛавI]ьIп lи мoпlентаNlи инеpции -1 l .12 oтноситеЛьI lo гnав-

I lЬ i r  oсeй, пеРпeндикyЛяpных 0j .з '  сooTноI l lениeм It  i  12 :  ц;
,  , \ ,  o | 1 '  в Ь | ч |  ' л ( ' ,  , i  l  ь "  ' a B |  | |  o |  " ы б o o а  .  .  l а  { o o P  | .  ' а , ,

: ,  
- ' 1  

" |  р  и , l F | ,  , /  , . r o Д , | . q  | . ' l , ' ] 0 ' .  Д а '  " r . и r  
e '  , , p o ш е

ние вьIчисJreний Мo)ке1 бытЬ достигнУтo за счeт испoJ. lьзoЕания

свoйств сиMметрии пjoЛекул,
HайдеNr в ка.rествe пpиMера aвньiе NloМентьJ инepции Nloлс.

кynы этиJeнa C 'H4. oбoзttаним Nlассь i  а loмoв уг" ' repода и вoдopo'

Ла в мoЛeкyЛe чepез ' rс  и ? l l t l  сooтветствeннo'  pасст0яние N'ехtдy

атo]\lа]\4и yгЛepoда a \5-2 Ha pк,25), PaссToяния мe)кдy атoN1ами
noДoрoца и б;и)кайшиN{и атoNlaМи yгЛepoда oдинaкoвьi  и pавны D

л
11 :U .  1 )  1 \=1 :  >  t l 1 , r : (з9.з)

Прсдпo,,ro)киМ, ЧTо рaссl.oяIlи'l пIе)кдy атoN'Iами x'I x|,l |4з.
вес 'Гны '  и  наЙдeM N ' Ioп leнт  инерции в  тер i \ Jинах Ме)катoNlньIx  pас
стoяний '  С: ,тoй цeЛь lo  уN{L loжиМ и pаздеЛиNl  12(1з)  на  пол '

N
нyю l!1ассy NloЛек}льl nl = >. 1|. и pаскpoeп] Лрoизведениe сyМм

в чисЛитeЛе:

-  о i 2 '  nц :

+ ar) ' ) ,  (3s .5)

масса]\1и l r , l '  r ? l з  oT

МoлeкуЛЬI  a l  :  a2  :

(3e.6)

, , . ' , ,l  Г,,,^ )l Г

:1 Гi -i ,l * ,, ',,.,r, i * .:l *
t;

'у,'t,"з(,1 + "З) + + m!n'з(aз+ a1)

ruaсс ' l r l i  :r;:0, Boзвoдя oбе части этoгo

наидсм

в  сисTеN lе  центра

pавеl lсTва в квадpат '

- ' ,
>  l ] l | J , :  z l 1 1  l л 1 , r | ] , 1  2 m  l n 1 )  | , I 1

Пoдстав"1яя этo вЬlpажeниe для сyMNlьI

. ]

,  , -  z | l | , |nзI27 j3  ,  ,  ,

в пpедьI.цyщyю фoptiуJly'

t 2 \1 , ) :  l l n | t n1 \11  2 , t , . t  +  , ; t+

+ nr1m3(l l] 21-|ц + 1||) +--.+ тn2m3(l l! 2.r l2r'3 + r']) + l Pис,25 l^одeЛЬ rмoJ!екy,lЬI этиЛеtiа С2Ila
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(l 2; 3_2; 4_5l 5 6L oдинакoвьll!1и и pавныltlи 27(fЗ яBJ\яю1cя
та>кe yгльr l2З. l25' 325' 652' Hаuалo кoopлинат систeмы. жeсткo
связаннoй с мoЛекyлoй, цеЛeсooбpазнo выбpать в цeнтpе массl
сoвпадающем с цeнтpoм симмeTpии, a направЛeния кoopдинат.
}lЬlх oсeЙ сoвместитЬ с |]апpавЛeI]ияi l lи oсeй сипlмeтpии. Bсe атo.
пlы Jeжат в oднoй плoскoсти' напpимeр, r0]/ и имeют сЛедУющиe
кoopдинаты:

( Н ) l  .

(H)э .

(н).r '

( н ) ь  .

( с ) :  .

Пoэтoмy главвыe мo]цeнты инeрции pавны:

(! + ь."" }' а"- {)
(!+ь-"], ь"ь{)'
/  Q  r  n \

\  '  
_Oсo s з .  o s l nТ /  '

( !_о-"{, ьы''}),
(Ё'ф' t.ъ. (_i'.)

I3

Il

I2

= 4-нa2 
"i,,2 Ё,

: n,,n (i * u "*I)' * i^r",.
?+!t?):t '+t, .

3. пиpамидaльяыe мoлeкУльr' пиpамидальная мoлeкyЛа
пpедсTавJяeT сoбoй сиМмeтpичI]yю стpyктypy, сoдepжацyю тpи
oдинакoвьIх ат0ма с МассаMи m в качeствe веpшин равнoсTopoн.
IJегo тpeyгoЛьникa в 0сн0вании пиpап{идьI и атoм mо _ в ка.
чeстBe вepшиtlЬl лиpамидьt '  Hавалo кoopдиI]ат систeмьIt )кесткo
связаннoй с лиpaМидoй, сoвМeстим с ee ценTpoм масс' oсЬ z _
с oсью сип{мeтpии пиpаMидьl, oсь l opиeнтирyеIlt паpаллeлЬнo
мeдианe сrrr,Тoгда пo oпPедeлeнию цeнтpа масс дЛя кoopдинатьl z
имеeм 0: rnozg _ 3mzс, и мoмeнт иI]epции oтнoситeЛьнo oси а;
!'o)кIlo пpeдставить в видe

,  - 2 ,
I t_nоzА_ ' ' , z ?  r2n ' [  2 ' "  \

'  -  
\ " ' . /

гдe o дЛина стopoньl pаввoстopoннeгo тpeyгoЛьника'

6

6
_ \ - - - 2

6
\-.  .-  ,-
1 ,  " '  ' \ "

(39.7)

(3e.8)

(39.9)

s 39' Bь|чuс lxu nе л ь||ьlе фop a лb| 201

этy фopт'lyЛy мo)кнo вЬ|pазить чеpез дЛиlly peбра пиpаItlидьl l

и "*аnЪ"i'o'л" 
yгoл лpи веpшинe лиpaмиДы 0' Из рис. 26 виднo,

, lю o ,-  2 l  " io9".  -С _ 
f t ,  

Р _ rzo -: .  12 -  , ! - '

Pис. 26' Пиpaмида,ьная iloдеЛь lloЛекyлы

испoЛьзyя эти сooтнol!eвия, п0Лучим

t, _t, r12.,in,9., 3,"T ('- i" ',,1)l
t  z  n t o  l J л ) \  , '  z l )

Iз : Зm('Cm)2 = 4ml2 sn12 
Ь'

(39. r0)

(39 .11)

Кoьфlгуpаuия voЛекул фoсфoра P4 и vL lшЬЯ']2 A\J ]VoжP]

бьIть пpeдставЛeна пpавилЬIlЬlм тeтpaэдPoм с нeзаI]ятЬIM цeн
тDoI '{ .  ЧтoбЬI нaйTи мoмeнтьI инеpции эTих MoЛeкyл, досTатoчнo
nЬ,o,*n." 

" 
noлyle""ых фopмулах d = т/3' с: l , mо: m. Тoгда

поЛvЧим
11=12=\ : n112 '

|, e, N.oлeкyла прeдставЛяет сoбoй шаpoвЬ.й вoлчoк,

4. Кoнтинyальная lroДель твepдoгo тrла. кoopдинаты цeн.
тpа l!1асс и кoмлoнeнTы тензopа инepции oлpедeЛeны фopмyЛа'
ьlи (39-t), (39.2) дЛя дискpeтнoгo набopа частиц. Ка>кдoй pe.
аЛьнoй частицe пoстaвЛен в сooтвeтствиe еe тoчечный oбраз,
Если пoд частицами пoнимать oтдeльяыe атoмы. тo ка)кдая из
сyпjii сoдеp)кит массьl и кoopдиllаты N атo loв' B oднoм Kyби
]ескoм сантиметDP жеЛе.]а пDи нoDмаЛЬньlx усл0виях сoдеpжит.
ся 8.50 '  |02l a,Ъ'o" '  а 

"nй'ини" 
_ 6'02 l0,,  атoмoв, Пpи
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такиJ( 60льших Iy'  фopNly"lы (39, l) '  (39,2) пpактически бeспoЛeз.
нЬI. t,вeдeм пoэToмy Ilpедставлениe o твepдoм тeлe как o гЛaдкoм
4МaтepиальнoM' пoЛe в тpexмeрн0м ФизиЧескoм пpoстpанстве.
Будenj пoнимать пoд r pадиyс.вeктop тoчки тpexMepнoгo физи.
чeскoгo l lpoсTpанстваl a пoд r i  _ кoopдинатЬ| чaсTицЬI с нoмe.
poм i  ( ' :  l .2 '3 ' . . .N) '  Bсe N стpyктypньlx элeмeнтoв твeрдoгo
тeла paспoлoжeны в oгpаниЧeннoй 06ласти пpoстранства. эти
пpeдставЛeния и фopMуЛы (39, l) '  (39.2) слpаведЛивы на oпpе.
дeЛeнныx масштабах (lluкpoмаculmaбьt), Bвeдeм тахжe лoкpo.
мacшmабbL' на кoтopЬlх иМeю'Г смьlсЛ гладкие пoлeвьIe фyнкции'
хаpаKтeриlуюLциe свoйства !исKpeтных набopoв Часгиц 1вердых
тeЛ. д.Ля этoгo свя)кeм с каждoй тoчкoй лpoстpaнства r oкpест-
нoстЬ ^(r) с oдиIlакoвьIми oбъeMoм A и фoрмoй пoвеpхнoсти
дЛя всех r, oбъем A дoлжeн быть дoсTаToчно бoЛьшим, чToбы
дЛя Л(г) частиц. кoTopьIe oxазaЛись в oблaсти A(r) '  вьIIroлня.
Л0сь нepавенствo

(39. r2)
где N(r+dг) _ чисЛo частиЦ в A(г+.'г), с дpyгoй стopoны,
oбъeм A дoЛ)кeн бьIтЬ Mнoгo меньцJe xаpактеpньIx I{oЛлeкTив.
ных npoс| pаястврнныY нeoднopoднoстeЙ в pаспPeдeJeнии часгиц.
(Пoдoбньle oгpаниueния на масштабы вoзникают пpи сканиpoва.
нии пoврPхнoстeй обpа]цoв и.]Л) чеPиeч г длинoй вo |ны, пoeвo|.
шающeй срeдI]ие pасстoяния междy частицами,)

элeYентаpный oбьем A' выбpaнный исхoдя иJ yказаннЬ|х
oгpаниЧeний. I]азываeтся фl1ЗuцесKu бес1<oнеч|!o мaIы'!.
Плoтнoсть массы твepдoгo теЛa тeпеpь oпpeдeЛяeтся кaк
oтнесеннaя K еДиIlице oбъеМa масса всeх Частиц. oказавшихся
в A-oкpестнoсти тoчки г TPexМеpнoгo евкЛид0ва пpoсTpансTва:

tlf(r + 6г) _ N(г)l << N(г)'

(39 .13)

этoй фopмyлoй p(г) oпpeleляeтся чepeз N(r). Бoлee пpoдyктив.
нoe пpеДставЛeние ЛoкаЛЬtloгo сpeднегo мo)кнo пoлyчитьt перe.
xoдя в (39.l3) к интeгpиpoвalrию лo A(r):

iЕ-'

:;|ас!-,а1.*a ..,,p(.)

3дeсь N пoлнoе
с l{ачалoM в т0Чкe
пpeдставЛяeт сoбoй

(39.14)

числo частиц oбpазца' €  _ pадиус.векTop
r' B сooтветствии с эToй фopмyЛoй p(r)

лoкаЛьнoe сpеднee пo oбласти ̂ \r) лuкpo-

$3eBьlчuс|u|nелbныe фopЛglьL

N- mlo(r - r,), Интeгриpуя
iЬonuческoЙ мacсoBoЙ n/|onнoсmu L

oбe Чaсти pавeнствa (39,l4) пo всемУ пpoстpанству' пor']yчим

(39 . l5 )

фopмyЛьl

(39.19)

.,- =*i-,.,=
Bыuислeниe тензopа инepции твepдoгo Teла (39.2) с бoлЬшoй

,loKальнoй пЛoтнoсГью чисJlа Частиц N(г)/A также мo)кнo свe.

.,|и к ичтeгpиpoванию пo o6Ласти пpoс, lpансгва' заня1oЙ чa.ти.

цами сpедьr, сЬoтветствуюueй тензopнoй плoтнoсти:

'  N( 'J

r;"'1(г): | !mr{(rJ,{.B ,.', 'p}
-  

i = l

Пoлoxим в вьrpаxeяии (39,19)

т ; " : \ * Q a '

20З

, ' = Г . ' : I i J ( г ) . j и
- J

таким oбра3oм' массa твepДofo тeЛя мoх(eт бытЬ вЬlчисЛеrjа

" ' . " '  с v м м и o o в а t  и я  М а с с  o | д e л ь н ы х  d с т и ц '  1 и 6 o ,  I ] P и  б o Л ь .

,, iшi v' nу'e' oпpeдeлeния и т1oсЛPдуюдeгo интегpиp0ванrя

скаЛяpнoй фyt]кции p(r).
дЛя pадиyса.вeктopа г('ф цeнтpa масс имeeм

^ ' I г

- . . . '  _  | , , , ' ,  -  |pRrг r . lи .  
(39 , l6 )

rдr
,  N . l  '  г  j L

п.;_  *I , , , . . ._ ;^ |аq! .л ,г .6rг_1 r , t  l39 , l7)
I'ё 1--

.Dадиvс вeктop ценrpа vасс частиц oбласти ̂ {г). дЛя твеpдь|I

ел. oбЬo,oваннorх 601Ь!JиM . lисЛoNl Час.иu' пpoстpанствеt,1loе

р".np"дЪ,"""" частиц в oбласти A(r) бЛизкo к oдя0p0днol"1y

n R (.) 
", ,o 

o.,nu," 'ся oт pаi lиуса.вeктoра г тoчки тpехМePнoгo

пDoстDансгва' в oкpeстнoсти кo1oрoй oпpeдеЛeна/lr] , l1ля таких

,*.pлi ' '  ' " ,  в фoovуле (39, l6) мo)кнo замeниIЬ tt lг l  на г и дЛя

nu'u"","",o кooрдинат центра пIасс Tвepдoгo телa исI1oЛьзoвaть

J"pGi аy

!ыiаv
. (39.18)

(39.20)
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|Д "  Y , -  l '  | r  -  , a opоучo  ы  . eP ]pа  Ч . , ,  а с , l . ] ]  A  o крос - .
i loсти, ] oгДа

,  N( r )

'  t .  .  
Л  L , , ,  r /R . . ' l '  ^ .  Y  }

r  N ( ' )
r * \ - . , , . r , 2 , 2 r

^-  r .  '  (  t

,  N(r l
, l \- -, ,c

A - , , . R ( J ' -^ с , -^ с^ . )

или сoг"laснo (39' l4)

i. '](r) : p(г)t(R)zd"r х.'х',} +

2_  n L  1 \ \ t 1  0 o r  ( , , (  r j  +

Nt)
\ - -  i o p z r  - .
z -Ф | z I 1 \  

' о  , 1 ' . ,  ^ . . . ] ,  l ! 9 2 l )

..!1 Фогму, (39,l7) пoсЛe пoдсTанoвки в них вЬJPа)кeний
(39.20) пoлyяаепr равенствo

N(. )
\- , .  ;

Пoэтoмy пoслeдняя сумпrа в (39,2l) pавна нyлю, Bтoрoй сyм.
vo l .  p FД . | аqлe |  , ohа |ЬР " ,  (  oб с ' вo , ] / Ь , i -  | eн , oO  r I  epu /и  ча . .
тиЦ A(r).oкрeстнoсти oTнoсительнo иx центра масс, Такиe.ен-
зopЬJ зaвисят oT прoизвeдeний кoopдинат, пlаЛь1х втoрoгo пopяДка
пo лиl lейнЬIrvl pазN1eрaNl фиtи.Iески бескoнeчнo малoй области
yсреднeния ̂ , и дЛя нeдефop,|"Iиpyеrvых теЛ Nlогyт бытЬ oпyщeньI,
кp0ме Toгo. в фoрмyЛе (39,2l) '  как и в (39,16), для,oкaльнo
oднopoдI{ьIх твердьlх теЛ l"to)кно пoлo)кить R(r) = г.

ТакиМ oбpазoN4, тeI]зop инeрЦии 1aJ макpoскoпичeскoгo твep.
дoгo тeЛа Njoxнo BЬIчислиTь пyтeм инTегриpoвания пo oбла-
сти пpoстpа|]ства' занятoй часTицаI{и тoлькo пeрвoгo слaгаеN1oгo
фoрМyльI (39,2l):

r
r "1= |  to r ! )  dv  =

I

s 39, BьLчuслumе,rьньLе фоpмц]ь|

Фopпrулы (39,l8), (З9.23) примснимьI такжe для paспpедe-
ленЙй п{асс тBepдьIx тeЛ пo пoвеpхнoстяNl  и кpивыt! l ,  B таких

, , .  а я \  l o Д  p .  р 0 \ e |  п U | - ' { [ , . , Ь  п o в e D ^ , I o ( |  | } ю  r J  l  I L ч F ' l |  ) ' ю
пЛoтнoстЬ, а пoд dy эЛе]v leнт плoщaди I loвеpхнoсТи или длиньI,

5. пpип'epьI BЬlчислeний инepциoltньIx хapaкTеpистик

сплoшIlьIх твеpдьIx тeл.
- o.JнopadньLi npямoц еo,|b||bli ||с|pаллелеnunеd ) npяr|to ! ?o|ь

, , - ,  ,  ! a ч " u i  . r r Р + ' " N a -  t 1 a - .  | o  " o o D Д и U .  (  o в I \ ] e с  и \ ,  .  . o  к o й

r lерeсечения диагонaЛей паpал, ' leлeпипеда. Koop:1инатньrе oси

напpави]\,1 пeрпeI]дикyЛяРl lo eго граI]яI\4; зти oси яBляюTся

гЛaвньIМи oсяМи инеpции'  ^4aссy параЛЛеЛепипeда oбoзначиl l
' lepез m, а длиньI pебеp. параллeЛьньlх кo0рдинатнЬINt oсям jг .1 '

чсPез aa сooтветствeI]нo (рис,  27),

1
-A

I

(39.22)

PИ.'27'

ToГда гЛавный

ГJ ,внь|е  oси инер l lии  l rаралЛeлепипеда

Moмeнт инеpции oт l{oситeJ lьно oси i г l  будeт

a,!.
t "=p 
I 

rl1(\tLt:, + p

'",
: !-а1а'2аз|о' i + аi) :

I
Ip i r1{1г1 ,d" .3

+j".

| ,lol.,,: а.з :
. i

' ,4

D {n :  +  t l ;  ) ,  l J ч , z+ l

l|,,3 + ,з)l,аl,

т"z. l  } ' (39.23)
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Главньrе мoмeнтьr инepции 1',  l3 oTtloситeльнo oсей,2' аз
пoЛyЧаюTся oтсюда циKлическoй пepeстанoвKoй индeксoв l' 2, 3:

ь:}aЗ+"il' ь:ftai+"Зl' (39.25)

Главные мoмeнтьl инеpции тot]кoй прямoyгoЛьнoй пЛастиньI
сo стopoнаМи a1' a2 М0){(нo пoЛyчить' пoлo)Kив в фopмyЛах для 1l,
12' Iз Дли)\у a3:oL| сЧитaя m массoй пЛастинЬI, Tакип! oбpaзoм,
Для np ямo ц e o!|t)нou nлacmuнbl

-  mo
t . -  

Do i .  
I , -  

, r o i .  
I j - \ t I .

Эти фopмуЛьI в свoю oчeрeдЬ пoзвo,1яют найти гjавныe мo.
\ lerты инеpUии |0н|aoгo стepжья ДЛинoЙ ot '  ес., l , , l  в чPч лoЛo.
'(итЬ a2 :0 и считaтЬ m п!ассoй стep}кня, Для ma|lкozo сmеp'1.11я

Il : О' Iz: Iз: -Pа? -l2 - ' .
. ГIa'Lb|Ii цuлu11dp, сnлoш||oli цuлuнdp, moн|.ui duск, кo'xb-

40. Цeнтр масс цилиIlдpа ЛФкиT на eгo oси сиМмeтрии на pас'
с1сЯн|1|1 hf2 o,Г oснoвания, paвнoм пoлoвине высoтьI циЛиндpа,
Uсь сиМмeтpии; и любые Двe пepпeндикуляpньIe eй oси, tr,  }.
пPoхoдящиe чepeз цeнтр масс. яBЛяются гЛaвньIми oсями инеp-
ции (pис' 28) '  I{oмeнт инерции oTнoситеЛьнo oси z pавel l

Л{oмeнтьr инepции 11,12 oтI.loситеЛьнo oсeй z' 3l pавlrы мФкДy сo.
бoй пpи Любoй opиeнIa|\|,1|1э7|'1х oсей и мoгvT бьIть пpeдставЛены

R
г  "  "  г ^  l

I J_  
J ( ! .  

g , \pdv  _  e I l  2лhrd .  
,o ,ь ,Ra  r |  ,

Pис, 28' главнЬIe oси инeрции лoлoгo цилиндрa

a": $;"я2h2

9 39, Bblчucлunельныr фop,|g,1ь|

в видe

t l_;pл1 ' |  R"  , i \ -  
, , тp(R,  

,6 lь , '

пЛoтнoсть массЬI p oДI]opoд}loгo пoлolo цилиt]дpа связаr]а
с eгo массoй m сooтн olJ]еHИe|r p: mf тh(Rz _ rfr)' Пoэтoмy глав.
нь]e МoменTьl wrcpЦЙ|1 naлo,o цuлuнdpa paBАь|

, l - \
, ,- r,-n4'(" '- .3 io ') .  r^-i 'n 'z-,!t.  {3s26,
ГлавньIe мoмeнты инepЦиll cnлoшнaеo odнopaОнozo цuлuнОpa

с пlaссoй m oTсюда мo)кнo lloлyчить! если пoлorкить r0:0' Toгдa

207

(39.27)

Aналoгичнo yстанавливаюTся гЛавньIe i1oМellтьI инepции
maнкoеo aОнopodнoеo ducка (ro:0, h:0):

I |  ,  r , !  _ ;R , -  r ' з  _ ;R , ,

moнкaza odнopodнoеa кoльцa (h : o):
m  ^ '  ,  ,  m  o 2 ,  - 2 ,I |  _  I '  ' т | 1 1 -  )  r б ,  l \ _  

2 | | 1  
|  I o ,

(39.28)

(39.29)

aoнopaaнatl oкpцэlснoсnu (h:0, ra: R)|

t  _  t ,_ . '^в2 '  t ,_ .R2 ,  ( J9 , J0)
2 -

Kpg2oвoй Koнgс' KoopдинaTы цeнтpа масс кoнyса в декаp.
тoвoй систeМе кooрдинат с riачалoN{ цeнтра 0сн0вания ,и '0сью z
вдoЛЬ oси симMеTрии Mo'<нo пpeдстaBить в виle (0,0,;(-)), гдe

lr
-  |  |  л | ,

zn , | :  I  zpdv : :  I z т т , ( z \ L l z :
m j  m J

0

: a |. 'л, (t i) .
m l  \  n l

0
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Здeсь Л * радиус oснoвания' h _ высoта кoнyса. l!{асса oднo.poднoгo кoнyсa

Pис,29. ГЛавные oси
'1|1еpЦ|1L1 a, у1 z Kpуro-

I .

J

Cлeдoватeльнo, z(.) = h/4. oсь 
"(pис.29) явЛяется главнoй oсЬю ивep.

ции. дЛя вычислeния главныx цeнтpаЛь.
tlых м0мент0в инеpции слeдyeт считатЬ'
чтo две дpyгиe ocу| x |1 g пepесекаIoт
oсЬ 2 в тoчl{е (0'0,,(- l) '  в 'тoй систeме
кoopдинат дЛя кoнyсa имеeм

h 1rз '  \  h
D =  - | i | | _ 2 ] ,  d ' z :  ; d т .

,/ t7

эЛeмeнт oбъеn4а кoнyса в виде диска
с pадиyсoм r и бeскoнeчнo малoй тo'rr.
Щцнoi| .lz ecть i|v : тr2 d'z; мacca этoro
диска eсть pтTz сlz, a мollеll7 lltlеpЦl-ll-l
oтнoситeЛьI{o oси z eсть' (39'28),

l o  o тh
'r-игr- dz : .1,т'dr.

oтнoситeльнo oси' паpаллeль-
I\4асс выдeлeннoгo слoя' в сo.

пo9тoмy главный мoMент инepции кoljyса oтнoсительнo oси zpавен

"  .9тj: jtt) + у2lpdv = _Чi Jr,, : ffв" - fl-n,. tзэ'зu
n

эЛeмeнтаpный мoмент инеDции
нoй 0с и пpoхoдящefi чepeз цЪнтD
oтветствии с (87) paвен

I,po,, 1,1,2 = E! o .
"  

, t r l '  o '

пPибавляя к этoмy выра,{eниtrз пpoизвeдeние массы
уo: 

pтr. dz на квадpат pасстoяния мexдy oсями z2, мыпoлyчим, сoглaснo пPавиЛаl'4 пpеoбpазoвaния тeн3opа инеpции
при паPаJlЛелЬнoм пeренoсe !{ooрдинатныx oсeй, элeмeнтаoный
мoмент инepции oтнoсителЬнo oси 0J:

--. .---- 
-Т-.. .---.

_{},'а,-ff,,ь(1_;), * пoэт0l,ty

$ 39, Bыluс лunельны е фopм gл ы

t4л4,

(3e.32)

' Эlutunсoud, шap. Hачалo кoopдивaт выбepeм в центpe сим.
мeтpии эллипсoида. l{oopдинатные плoск0сти сoвместиM с пЛoс.
кoстями симMетрии 9ллипсoида. Toгда ypаввению эЛлипсoида
мoxвo пpидать канoничeский вид:

209

Интeгpиpуя этo выpа}кениe, цахoдим главные мoмeliты инеp.
ции кoнyса oтнoситeльнo oсей 0, 3l

pnь | ( t l  i 2 \  o  3h2  
"  

9h2 )' '  _, l=_ 
п Jt\4'F'), 

_Й,"* 
tвFJo,:

- pтh ( oz -h2\
20  \ ' -  4  / '

гдe 4' 6, с _ пoЛуoси эллипсoида' и кoopдинатныe ocn с' g| z
будyт гЛaвными цeнтралыlыми oсями иl]еpции.

Пpеoбpaзoвaниеlи кoopДивaт x: аr| ' a =bу,, z: cz'Уpaьне.
ниe эJrлипса lpивoдится к ypавнeнию шара eдиничнoгo радиy.
сa (t'\z + (!)2 + (zl)2 _ l' мoмeнт инepции oтнoсительIlo oси z
бyдeт имeть вид

t,:ь= }*(n, *!).

n2 , ,2 '2

а 2  l Р ' с 2 _ . ,

l т 2 n
l г  .  г  |  4

= : |(r')z dr' | вJ.n9 d'0 | d,p : )т,J J  J  J  I O
0 0 0

нo всЛедствиe сиMмeтpии шapa

ц : 162 + у21pav : r"ьl1o,{",), + ь2{Ф"\ av,,

lr"'f ou' : ltn t, ou, = lv,f ou' =
: i J{t"' l '* tr' l '* Q')2} dv' :
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^{oMeнты инeрц,lи 1l! ..2 oтнoситeлЬнo oсеfi ,, 9 пoлyчаются
oтсюда цикЛическoй пеpeстаlloвкoй симвoлoв obс|

I| = 
+"p"ьc(b, + }), 12: +тpаьc(c2 + a2).

Масса oднopoднoгo эЛЛипсoидa равна
4

m = piтa,bc

Пoэтoмy главныe центpальныe МoМенты инеpции oднopoднoгo э4.
Iuncouda МofУ.| 6ЫтЬ пpeдстaвлel]ы Чеpез eгo Mассy пo фopмyлaм

l^r l
I| - 

5m|ь, 
+/). 12 - 

;m|ё+o,J' 
/з: 

;и(а2+6,). 
(з9.33)

Пpи a= b: с: R этв фopмyЛьt oпpeдeЛяют главньlе мoмeнты
ИнepЦп|1 u1аp@:

I t : I э=]з - . ьnR2 '

гдaва lo

пPAктичЕскиЕ 3AдAчи
,циIIAII{ики твЕPДьIx тЕJI

$40' Cпмметpиuньrй вoлчoк с o.цrroй нeпoдвижrioй
тoчкoй в oдtropoднoltt гpaвитациoннoltl пoле

,цвижeниe симметpич!|ых твepдь|х тeJ с oднoй непoдвижнoй
тoчкoй сoпpoвo'(дaeтся пpeцeссиeй и нутациeй' Закoнoмepнoсти
дви)кeния таких тeЛ ЛФкaт в oсвoвe тeopии гиpoскoпиrreских
нaвигaциoнньlх пpи6opoв. ЕсЛи твepдoe теЛo имeeт непoдви)кнyю
ToчI(y, вol(pуг кoтoрoй oнo мoжeт свoбoдllo вpацaтЬся' тo нaЧа.
ла oбeиx систeм (oopдинат (инepциaЛьнoй и )кeсткo свя3аннoй
с твepдым тeлoм) yдoбнo coвместить с нeпoдвижнoй тoЧкoй, oсь z
вь|бpать пo нopмаЛи к плoскoсти сoпpиKoснoвения. oсь z, _ вдoль
oси симмeтpии вoJlчка. oсь симмeтpии и любыe двe oся' пeр.
пeндикyЛяpныe eй, яBляются глав!|ыми oсями инeрции. ГЛавныe
^loмeнты инерции Il: Iz, Iз. ЦeнTp масс zim) симмeтpиЧнoго
вoЛчка нахoдится нa ocи zl (Лarpaн'>к-Пyaссoн), так чтo пoTeн.
циaЛьIlая знepгия вoлчкa в 0днopoдн0м п0ле тягoтeния равна

IJ |0 | _ . mвr'.- ) 
: m s. '\. ).os 0'

d _ yгoл мerклy ocямIа z |4 zl' Пoлoxим в oбщeм выpаxении
функции Лагрaн}кa твeрдoгo тeЛа

l  "  l .  д . . ,
L = Бmv6l mvoLФ\ll '  r iфJ I oloвInau? 

_ 
LUi\to+\.|).

тo - 0. 
"6 

- 6' 7., 

-= 
g 

"* "_] 
u'

N

I11  _  122  = I1 '  \ .1=\ '  Iu ' :u1о1 .
i : l

а так}ке yглoвyю скopoсть Фo в пpoeкцияx на oси пoдви)кнoй
системьl кoopдинат' выpа)кeнных нepeз yглы Эйлеpа:

r..,1 : ф вin 0 sinф + 9 сos ф,
|,, '2: ф s\n0 cosф - 0 siaф,

u,1 : рcosl + lj'l.
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(40.3)

(40.4'

(40.5)

(40.6)

{40.7)

(40.8)

ПoдставЛяя этo значециe ф в (40'6)' пpихoдиI\,t к уpaвнeнию дЛя,:

B peзyльтaтe пoЛучaeм фунKцию лагpанx(а вoЛl]ка в видe
l . - - l

L  _  
; I  ' | i 1 ,  -  ф '  s i o2  0 )  +  

; t J \ i  r  фсos0|2  -  mgz| , - , вэs l .

Углoвые кoopдинаты 9 и ф являются циклич""-,"". n"!13;'}
сoхpаl]яются в0 вpеMени oбoбщенныe импyльсы p9' pфt пpeдстав.
ляющиe сoбoй прoeкции Moмel]тa импульса твeрдoг6 тeла L на

po  _  - o - '  _  l 1фs i о 2  0  | - / r ( u t р с<ъ8 ) с o sp - . . : . - с on : l . ( 4 0 ' 2 )
o'p

р ,  =  = -  I J (U+ i .os0 )  _ . , ,  -  . ons l '
oц)

3начeния этих пoстoянныx oпpeдeляются начальным сoстoяниeм
вoлчка.

из paвeнствa (40,3) виднo, чтo пpoeкция.,3 углoвoЙ скo.
poсти IIа oсь 2' oc7aеTcя нeизМeннoй в тeчениe всeгo вpеrrteни
Дви)l(€ния' 0,,з : сonst. .цaлеe, фуt,!кция Лагpаюка нe сoдepxит
явнoй зависиМoсти oT вpeмeни' и диссипативныМи силами мы
пpeвебpeгаeм. в Tаких yсЛoвияx сoxpаняeтся пoлная энеpгия
твepдoIo тела:

l  .^  I
Е - 

;I||А2_i,2 
Бio, 0)_i lз\u_ рсoso1, + ngz' , . ,сo'0 _ 1'6у15у'

B этoм выpФкении

Ьц(i, *о"*q, :l13.,l32: g6ng1.

Пoэтoмy

в = в 
|ь.З 

= 
|lt(02 + ,1,2 sio2 0) + mgzi-) сos, : сonst.

Из (40-2) vt (40,3) лeгкo искЛючaeтся ф. Пoлyuим

po -- l  ls in"0 | pvсoвg'

или
|  _  pp .  pр сo50

Y ,--:--- t -.
] l  s r п . 0

. ;,-L -. ё2 _ \pe pу|Чa r + 
.:у:З! 

"^''r r  r i  s r n -  0  1 l
(40.9)

s40' cu. еmpuцныl вoлчo1< c oаt|ol, неnodвuэ]снotI moчкo|i... 2|3

кoтopoe Удoбвo прeoбpазoвать в ypавнeние для € = сosd. oчe.
виднo

Ч" i , . 20 :02^ in20+
l l

и' следoватeльнo'

(p' _ p,р сos 0)2 a2!З!*"o"in,o

i , z  _  t l  с z l l  Z ! !  - ' ' . ' - \ - | . \

v l t l /

{ ( i  ) :  с o s , ( f ) .  { l  _  ( ( z  _  € t ) s л2y t l  l o l ,

t l

=1({). (40.10)

Peшettиe этoгo yравнeния oпpедеЛяется Kвадpaтypoй

'',4Ф (40.1 l)

интeгpал в (40,1l) свoдится к эллипTичeскиNt фytiкциям. Уг.
лoвые пepеменныe (P и Ф мoгyт 6ыть найдeны из уpавнeний (40.8)
и (40.5)' eсли извeстria фyнкция d(t), Пoэтoмy |p |1 ф TaK-
)ке вьIpа>кaются чеpeз спeциалЬные фyнкции. Фoрмyлoй (40.l l)
oпpeдeлeнa функция ': t(€). ,Д,ля тoгo чтo6ы цайти oбpaтную ей
фyнкцию, зaмeтим, чтo X(€) _ мнoгoчлeн трeтьeй степени oтнo-
ситеЛЬнo €  : сos, ' пpинем 1({) > 0' 1(*l) < 0 ( €  l  0). этoт мtlo.
гoЧЛeн имеeт тpи дeйствитeлЬных кopня. oдин и3 ниx, Eз > 1, нe
сooтвeтствуeт веlцесfвенныv yглаv. два других. с|. €2. сoo1вет.
ствyют (тoчкaм пoвopoтаl пo углy d (_l < (1 < { < {2 < 1), мex.
лу кoтopьrми d сoвepшаeт кoлeбaния. Peшeние yравнeния (40.1l)
м0жнo пpeдстaвить в видe

,  . 2
IЦ  Цt \
\  1 r  h ' )

d€
с(t')

,l
t(0)

(40.12)

3дeсь sпr,(J; to) _ эЛлиптичeскaя фyнкIrия Якo6и'

1mgz,Й1(a _ a)
-  -  

V  o t -

Пoдставляя в ypaвнeниe (40,8) выpа>кeние (40.12) вмeстo
сos,, пoлУчаeМ уpавнeниe дЛя yгЛoвoй пepeменнoй (P'

. L. - L', aв9(t)
9: -Ц l_*"щt) ) ' (40. r3)

Koтopoе фopмаЛьIro Лeгкo интeгpиpyeTся. Эти peзультаты пoз-
вoЛяют так'ке пpoинTeгpирoваTЬ ypaвнeниe (40.5) для пepeМeн-
нoй ф и свeсти задaчy o движeнии вoлчка к квaдpатуpаM.
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Ка. lественньte  пРедставJ . lе ! lиЯ o  двиЛ{ении вo. l ]чка  l r lo )кнo сo .
ставить на оснoвe а|lа.пиза тpа('ктoPии конца единичного вeктo.
pа /r. oси. 'н2 с( lrepe с цснTpo1!] ts нс,к)дIrижнoй тoЧкe. I{oIlеЦ
веliтopа ,(J. Иj1|1 tl|lекс' пPи этo]\! бу]leт oписьIвать сфeричeскYю
| iPив\ 'ю с тoчка]\ lи пoвopoTа | lа |]аpZ. . . rеJях 0 :  0 l  и e (] , : ,
l l . rя нача.aьньrх сoстoяI]ий вo.1.|ка '  та| iих.  чтo | .L. lL . ,1 ; ,  (1611,
(бoJьr]]с наибо.rЬ| l Iегo зIrаЧL.ни' i  ( t )sr i /) .  пpoизвoднaя ;  бy, teт иметь
oдин и 1.oт )кe з i lак при 0 = 0| |1 11|,|1 0:0: ,  Тpаeктоpия апекса
д.Ця этoгo сл\ ' 'чая изoбрал{eI lа l la  рис.  i ]0.  a;  oсЬ сиN1пlетpии вo"1чкa
lIpcцессиpvет вol iрyг всpTика"ць1|oи oси и сoBepшает кoЛебаниЯ
@уnацuю) N{еждy 1.)L и ,] .

Pис,30,  кpиBьre a l lcк(а си\|!стрич]|oгo воlчка Е о- l t loрo] l f loу
гPавит2| l] ro l ] l IorI  r]o ' ' Iе

Для нанaльrrьIх сoстoяний вo. l |Ч l iа .  ] ' iЛя кoтopЬIх спPаI lед"1ивo

сos() 1 < | I-. l I,,.'1 < l os 02'

скoрoсTЬf бy, . lет и[ lL '1.Ь pаз] lьt  з| i2ки на гpа| lичl]ь iх oкрy)кн() .
с-|ях 01 Й e, .  Этo сooтвr.гствуст npеi lессии и нутаI lии вoJrчка.
апекс кoтopогo oписьIваo].  I(pиву]() .  изoбpаженную на pис,30.6,

L lа pис,30, , r  пoказана Tpаск1t4)ия аI]ексa.  сooтветствvющаЛ
I|аI lа iьньIIt  условияпt (/- . , // , . ' J  -  ( ' ( )s/ ,J '  кoтopьlс п loгvт бьIть ро
3"!изoваньI д" ' lя  вo ' !ч l iа .  oсЬ сиl\ lN!стpии кoтopoгo в ] iа . lа ' , lЬ l ]ь] i i
пюNteнт вpеl leни сoстав.тя. l lа  Yгo. l  1] ' ,с  веp-тика. l ]Ь lо BоJ ' Ioк Лpjr
этo]\!  иIte. l  vгJoв! 'ю скoPoсть ;(0) _ 1/(0).  l ' (0)  :  .n '

$41. Уpaвнения для иMпyльса и МoМeнтa иI!пyльсa
TBrpдoгo тела как ypaвrtения ,цBи)кeния

| .  У p а в н e н и я  э й Л e р а .  U 6 | ' а | J \ ] ' , . l  , l I o в а  \  l . . \ ' ' Д | , o ' ]  ,  и . 1 l  \ | ' '
п , ' а P \ I o , l р Й с , в \ F r '  и \  ' | а с , и U ,  , .  | '  к ' , | о p o l -  в o  т  ' / } | , о  п р . , l , , | а в
l ' | , ' ] F  в  в и 0 р  в F p Л o | o  . '  | а  B  и r " р , n . л ь н o й  l , , l e \ ] A  o . , t , | а

|j1! уpавпепuн nм u'|11Lц.1ьс|1 u '|oЛенna u11|!]bс|) 2r5

I lo.] lнЬlй иNtпvльс P = '  / l l ,v ,  и I1oJIный ]\ joNJе|Jт и\Jпу.льса сис,Гс.

vьr r , :  !пr ,(г .  х v;)  и:}]t !с l lЯеTся сo вре\JeI ie\ l  в сooтI]етст|]ии

с \  pавнeния\!и
P - F .  L _ N I .

lде F сv i\ lN lа вношниI сил.

(4 r .  r )

L

тr t  \* ' г  F' -  
1 , -  

- l

]\{oN1ент внеul] lих сиЛ, Э 'Гoй систе]VIе частиц ставиTся в сooт.
вeтствиe мoдеJ lь в ви, l lс  TBl]рдoго теЛа, т2кая'  ч l0 I i  -  г0 ]  r . l .
v '  :  vO + (oJ х г]) ,  г , rо т6.  v0 ко()pдинaты и кoN1пoнентЬ| скoPo.
сти начаЛа кooрj lинаT систL,]\1ь i  5. .  )кeсткo связаннoгo с тnерЛЫr']
телolr .  г j  кoopдина,гЬ| qjиI iсиpовzнньlх в s/  стpyктyp| lьIх э '1с-
l \ Iе l |тoв те. l ]а.  (1) _ уг. loв3я схopoс1.Ь твеpдoгo теЛа. JI()nста|]Ляя
эти вь lра)ксния д. l ]я | ioo l) j lи l lа ,г  гJ  и скopoстeй v i  частиц в qюPпIу
. t Ь l  , 1 " . l я  и  l пу . | l ь са  и  [ l о ] \ ! с l l т а  и l \ l п } тьса .  пo . l учи \ I

P  L  
, , ,  l Ч  ,  r э  .  г l l }  l ! , v o  l l , | a  r '  , -  1 -  i 4 I  2 )

l - : L l ' 1  l l г t ] . v r l )  ]  { г i  ( l '  г , ) )  |

(rj x v6) + (.1 ' (" ' .1))] :
:  lп(то x vo)  +ar(тох1r , , :хг i ' , ,1))  + пr . (т i , , , )  xvO) +L, ,  (a l ,3)

глe л \1асса Tвсpдoгo телз. r j ' ' , '  _ paдиyс'ве'{тoP ILеl| 'Гpа
Itасс в "s7.

t  :  >  t r l l r  Y 1 6 ' Y I , ) l

, l

(41 .4 )

кинетический t !oN|еl lT Tвсрдoгo те l . lа  oтнoситe- lЬнo нача.1а,s, ,
сoвN1есTиlt l  наЧаJ, lo сисTсNlЬI s ,  с  uентpolr  п lасс '  Тr l r . . rа т i , , , ,  = 0 l

всктopЬl  . () '  v0 кooР.I lиIrать| и скopoстЬ ценTpа Nlасс в 5 i
лo" l ]нЬIй иN1пyЛЬс P Яв'|яt]тся oдновреNJенl]o имIIy.qьсoм |Le l|тpа
Nlасс rr lvo '  а пoЛ|Jь]й мoNlенT иNlпуJ ' lьса L пpедсTaвЛяет сoбoi i
супl :\4y (opбитальI loгo '  I{о l\ lснта и]\ lпyЛьса л?(тO x vO) и iсoб(Tвен-
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нoгo' кинeтичeскoгo мoMeнтa Tвepдoгo тeЛa L/. Уравнeниe для
(opбиТaЛьнoгo' мoМeнта

d
; ;m( гoxv0 ) : r0xF

явЛяeтся oqeвидны14 сЛeдствием ypавнeIlия

P:F ,
и eгo цeлeсooбpa3нo исключиTь из ypавнеIlия для пoлнoгo ltto.
I{eнта иМпyЛьсa. Haйдeм

N

; - L v I  г о " ! _ )  ( r '  г o )  ! ' , .  _

r\

= t(r; x Fl")) = M,, (41.7)

где M/ _ мoМент сиЛ oтнoсиTeльнo цeнтpа масс. B такoй фopMe
ypaвне!iия эвoлюции пoлн0гo ип{пульса и llloмeнта импyЛьса oт.
нoситeльнo цeнтра Масс сЛу)(ат oсIloвoй для вывoда ypaвнений
движения твepдoгo тeлаt нe пpибeгая пpи этoм к лaгранжeвoй
фopмyлиpoвкe мeхaники. oстаeтся пpинять вo внимaниe хapaк.
Teрные для твepдoгo тeлa линeйньle связи I\4Фкдy кoМпoнeнтaпIи
мoмeнтa импульсa и yгЛoвoй скopoсти LЬ: I"B.в' дЛя эToIo нe
Toлькo llачаЛo' llo и I,]апpавЛeния кoopДинатllых oсeй системы ,S/
дoлжнЬI бьIть жeсTкo связаt{ы с твepдым тeЛoм,

Пpoизвoдная пo вpeмени oт вeктopа' задaннoгo свoиMи кoМпo-
нeнтами в сисTeMe S/, складываeтся из пpoизвoднoй пo вpeмeни
при фиксиpoванньIх oсяx сисTeMы У плюс пpиpащeниe зa снeт
пoвopoта oсeй ,S, с мгнoвеннoй yгЛoвoй скopoсTью (,. пoэтoмy
yoавъeниe для иMпyЛьса имeeт вид (индекс "0' y скopoсти oлy.
щeн/

l d v  \
ml  L  Ф ' v ] - - F '  ( 4 l ' 8 )

\ o т  /
Мoмeнт импyльса L/ так)ке задаI] свoими кoмпoнeнтaми в S/,

и Мы бyдeм иMеTЬ

(41.5)

(41.6)

(*+'.r) =пд (41.e)

(пIтpихи y L/, M,.oлyшeны)' Уpaвнeвия (4l,8)' (4l.9) oбpазyю1
систeмy u,]eсти диффеpeнциаЛьI]ых ypавнеI]ий дЛя шeсти кoмпo.
IJeнт вeктopoв v и r.r. Hайдeнныe У L1 Ф Кa|| фyнкции вpeмe-

ви !/toл(нo затelll выpaзитЬ чepeз шeсть oбoбцeннЬIх кoopдинат
свeсти 3aДачУ oб Устанoвлeнии закoна дви'(eния твepдoгo тeла

к интeIриpoваItию ypaBнeний пepвoгo пopядка для oбoбщенныx
к0oрдинат.

Tвepдoe теЛo с oДнoй нeпoдви)кнoй тoчкoй имеeт тoЛькo тpи
стeпени свoбoды; r0' v0 oбращaются в llyль путeм вьIбopa начаЛа
Iloopдиllат в непoдви){<нoй тoчкe. lleпoдвюкнoй тoчкoй Мo)кeт
сJlyZ{(ить такжe центp Mасс твеPдoгo тела' есЛ,4 сVМvа сиЛ' деЙ-
ствyющих I]а нeгo, paвна нyЛю, Haчалo кoopдинaт инepциаЛь-
нoй системьI oтсчeтa 's в эToм случae всeгдa мo'кнo сoвмeстить
с началoM систeмьI S,, движyщeйся с пoсToяннoй скopoстьIo
цeнтpa мaсс' B сooтвeтствии с (4l '3) в oбoиx сЛyчаяx L = L,, нo
в пepвoм слуЧаe L,. N4,вЬlчисляются oтнoси|eлoнo }'eгoдвижнoЙ
т0чкиt вo втoрoм - oтнoситeЛьIto центpa мaсс'

Фиксиpyeм liапpавЛeния кooрдинaтных oсeй систeпIьI ,s/ oт.
нoсителЬlio твеpдoгo Tела и выдeлим в пpoизвoднoЙ п0 врeмeни
пpиpащeниe за счeT вpащeния oсeй s/' тolда и при нaЛичии
I]eп0дви)кнoЙ T0чки

Ч* \ ' ,  
" ' ) : - , '
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Тpи ypавнения (4l. l0) дЛя кoмпoIrенT.! мoгут 6ьIть пpинятьI
в качестве )pавнeний движения твepцoгo тeла с нeпoдви)кРoй
тoчкoй. из (41,4) нахoдиl,t в сooтветствии с фoрмyЛoй для двoй-
н0гo вeктopнoгo пDoизвeдения

N

| J  :  Lm| \ \ , | \ r  
-  r ] l d г ; l i .

или в кoМпoнeнтах

L": lm,\G',\ '6", 
- t 'o;r 'e. l;6 - Io6"t6.

3лeсь lop _ тензop иI]epции твepдoгo тeла oTнoситeльнo нeпo.
дви)кнoй тoчки. Cледoватeльнo, yравI]ения дви)кения твеpдoгo
тeлa с oднoй нeпoдвижt]oй тoчкoй (gpaвнeнuя ЭЙлеpa) лpИ|lЙ'Мa-
ют виД

funв
16\," t е4. l . ' . lga. - М" (4l '  lJ)

(a' 0'l : I'2'3; Д]тpихи oпyщeнь'.
ЕсЛи кoopдинaтные oси сисTемьI S, вьr6pаньI вдoлЬ'tла-вньIх

oсeй инepции, тo ltoMпoнeнты кинeтичeскoгo мoменTа,; 0yдут

(4 r .10)

(41 .11 )

(41.12)
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пp0п0pциoна!']ьны сooтвeTствующим кo!{пoнентам yгЛoвoй скopo.

L - l  p1, L2 _ l2-:2. Lt _ Ij 'эj .

а уpавнeния Эйлера пpинимают вид

IiJ l  -  (I2 I i| i2uЗ: M|,
I2iJ2 _ (Iз ll)u}щ : M2'
I3й3 _ g| I ap2: M3.

(41 .15)

(41.  r4)

Здeсь .41o _ сoставЛяющиe мoМeнта вt]еrxних сил вдoЛь главньIx
oсeй инеpции. Bсе тpи ypaвнeния пoлyчаются дpyг из дpyга
цикЛичeскoй пepeстal{oвкoй индeксoв.

кoМпoнeнты yглoвoй скopoсTи ('a в (41.15) мoгyт бьIть вьIpа-
'кeны чepeз yгЛьI Эйлepа p' 0' ф I4 L|х l1p0извoдные пo вDeмeни
Лo фopмyлам' rpивPleнньlv вышe oДнoьремPнPo у'n.j  ) '  0, , ,
\40)кнo .Ч', l  гатЬ oбoбщPнными кooDдинатаvи в BьIpа?кcнии дЛя
Функции JlаlpJнжa lвep!o.o IeЛа с oдЬoй Peпoдвижчoй гoцl{oй.
oднакo тoлькo oднo из тpex yрaвнeний эйлepа бy'цeт сoвпаДать
пo фoрМe с уpaвljeнием Лагpaн)ка' этo 6yдeт yравIjeниe Лагран.
)кa Д,J|я 1р; oнo сoдеp)кит пpoекцию пIoмeнTа внeU]них сил I{а
oсь врaщeния z,, ,цвe дрyгиe oбoбщeнные силы так)ке имeют
смысл сoсТaBляющих м0п4eнта сиЛьI| нo otlи напpавЛeны вДoЛь
линии yзлoв и нeпoДви}tнoй oси z, Уpавнeниe Лагpанrка для
пeрeмeннoй ф мo)кнo пpедставиТь в виде

*(#)-a#):M"' (41.  r6)

,l" вg,,: 
!t."2. 

_ кинeтичeская энeргия твepдoгo тeлa. B сo.
oтветствии с фopiayлаМи (34,8) для кoмпoнeнт yглoвoй скoрoсTи

0 . t  A , .  ^ .  .
оц '  

- .  
5 , |Ф ' i uо ' ;n ,  

'  a сo 'u \  ' ' l z ,

0 . 2  A , .  ^
aa _ 

aч(i , ' in9"" '" 
_вsinu) _ . , . , t '

0-з a ' '- ; :  - :  (  i сo50  _  U|  | ,

Пoслe' 'пoдстанoвки этих вь|pах\eний в уpавнение Лa' p"н.
' к 2  l 4 l , l b )  г l o Л у ч а e м  y p а в н e н и e

Isit3 - Q1 - I2)L,t1u2: 1,t3.

s1l Уpав.|P,1uя аля ulrngjb|а u vaленma uЛnaлbса 2t9

ДBа дpyгих уpавнeния эйЛеpа пoЛyчaются oTсюдa цикЛиЧeскoЙ
перeстанoвкoЙ индекс0в.

2. Уcltoвия paвяoвeсия систeм твepдьIх тrл. Heoбxoди.
мьIMи и дoсTатoЧньIмИ gс]|oвuя lu paвнoвеcuя сuс|пeмb| mвеp-
dbв mе,,l, яBnяютcя paвeнства нyлю дЛя ка)кдoгo из них сyмlиы
сил, ' Fi : 0' вкЛючaя peакции связей' и сyl.4мы мoМeнтoв сил.

! Ivr' : o, Пpи налинии идeальI]ь]х связeй эTo yслoвиe lмoжeт
6Бть пpeдставлeнo в видe pавeнства нyЛю pабoTьI нa виpтyaЛьнЬIx
пepeмещeниях (tlнaлumulеская спсImuка' I i:0 в ypавнeнии

.{iлaмбepa), либo в виДе pавeнства нулю oбoбщeнных сил. 06ьIч-
|1o сt|,7а mpeн1|я сKoлb'\|енuя B УcлoB'АяX paвнoвесия нe превыLl]а.

eт пpеДеЛьt]oгo значeния дo, Услoвия pавнoвесия в такиx слyЧаяx
oпpедeЛяют мнo)кeствo пoЛo)кeltии pавнoвесия,

3. HeУДepхrивaloщая связь (пpимep). K вepтикалЬнoй стeн.
ке пDистaвЛенo пoд угЛoм a пpoтяxeннoe oднopoднoe твepДoe
тeлo. (стеpxeнь. бaлкa и т'п.), ПpeдoставЛeнrioe сaМoljy сeбe
твepаoе тЪлo падаPт. сoвepшaя пЛoскoпаpаЛлeлЬнoе движPние
в вepти|.аЛ"Foй плoскoсти. пepпeндикvЛяpнoЙ стеPкe ipис'J l , ,
нaйдем закoн двиxeния TeЛа, пpенeбрeIaя тpeниeM,

Рис,31, Pеакции связeй и обoбщeнная кoopдинaта твеpдoГo тeла
N\uнaЙ 2L

Из yслoвия задauи слeдyет, Чтo цeнтp Масс твeрдoгo тeлa пpи'
oбpеTаeт нapядy с веpтиt{альнoй и гopи3oнтальнyю сoставляю.
.шую скopoсги, Pea.(Lия вepIи{aлЬнoй стeнки & пpи lт_o[4 Mo)чPт
o6pашаlЬся в ,]} '1Ь' дo мoмeн.а вpеMe.]и г. таholo, Чтo n'!(r) _ U,
тPЛo,4мeет oднY стeпeнЬ свoбoдЬ|: пpи l  z г ЧисЛo стeпeнеЙ
свoбoлы увerи.иваеtся ча единицy, B ка.eстве oбo6щeньoй кo.

opдинaты oднoмepнo.o дви)кeния BыберeМ угoл 0 нaклoltа твep

дoгo теЛa к вeртикали, Toгда кoopдинать! и кoп!пoнel]ты скopoсти

цеI{Tpа масс тeлa длиIroй 2l мoгyт бытЬ пpeдставЛенЬI в видe

, ( - ) :  Z s i nd ,  v (m)  :  l с o s , '

j . - ;  _  / 0 сo sd ,  i , - '  _  _1ё5 i п0 '
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Taк как в
нахoдим

Bыuислив пpoизвoдньIe пo вpeмени oт этих pавeяств' [,tьl
Мo)кeМ наЙти peaкции связeй Rc, Ra Кaк фyнKции d, ,, 9 непo.
сpeдственнo из ypaвнeний двих<eния центpа масс|

R. : mg + m!j61 : ms _ ml(ij s|n0 + ё2 cosl),

щ : rnn6l : mI (ё cos 0 _ ё2 siпl).

Эти фoрмyЛы 6vцyт пpoдyк.ивнoчи, 
"сли вьrрази-ь 0' d в ви.

Дe фyнкций пepeМeннoй d. с этoй цeлъю oбpаTимся к выpажel]ию
для функции Лaгpан)ка тверДoгo тeЛа:

m " , "  I '^  . "  |  .^
L  -  _2 l z0z  I  j 0 '  no l сosQ- .510/_ng l сюя0 '

гдe 1:1(-) a^12, 1(-) _ мoмeнт инePции теЛа oтl loситeлЬнo
цeнтpа мaсс. Этa фyнкuия нe зависит oт вpeмeни явнo. Слeдoвa.
тeль!lo' пpи всeх ' < т сoxpal{яeтся знepгия .Е:

о :  
| (mI2 + l )ё2 +motсosr . .

начaльньIЙ мoМeнт вpeмeни .8: mglсosa, oтсюдa

ё2 :Цf6o"o_ 
"o"0)'

Уpaвнeние Лагран)ка имeет вид

(m12+I)ё :mgts i тв .

Пoдставляя сюда фyнкции {i(d), ri(0), нaйдeм peакции связей как
функции yгла d:

n,-.0(t - l ') *r.n^!"."0 (-"0- ].*.).
mt2 r 2 \

Ro _ 3*g,: ;  s ind(сosd_!cosoJ '

oтсюдa виднo, чTo пpи дocтиxeнии yгЛoвoй пepeМeljнoй,
энaчeния 0:0(т)' такoгo' чтo qФii: 

{сosa, peакция & вep.
тикaльIloй стeIJки oбpаЩaеTся в нуль. Pеaкция г^opизoнтальнoй
пoвepхнoсти в этoт мoмент pавна R" : rns(l _ mI2 /I), oднoмеp-
rioе Дви)i(eниe твepдoгo тeла oгpаничeI]Ilo.3aкolr дви,<eния d(t)
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на этапe oДнoмeрнoгo двих(eния' t < т' м0)кнo yстанoвить на
oснoваt.Iии ypавнеl{ия дЛя э!{epгии

г - 
-

ё_,J+|"",. "".,0,)v, \

Удoбнo сдeлать замeнy пepeмeннoй 8, пoлoжив

Диффepeнциpуя эT0 сooтнoltlениe, иMeем

. z сos 6

' / !  . ( 2 с o a 2 _
v"2

ДЛя €  имеeм Уpавнeниe
i-

;  -  . l ! ! ! , r  i t ( r  r z  "^J  9 \.  v  / ' ,  
t , \ .  t " ' "  2 / .

Pаздeляя пеpeмeнныe и инTeгpиpyя' п0ЛyЧаем

Beрхний пpeдeл инTегpиpoвaния € = l сooтвeтствуeт ':0' таким
o6pазoм, зaкoн дви'кellия тверДoI0 тeла на эТaпe oднoМepl]oгo
дви)кeI1ия вырФкаeтся эллиптичeскиM интeIpаЛoм.

oгpаничeниe дви){<ения твepДoгo тeЛa веpтикалЬнoй стeнкoй
(связь) пpи t > т ИcчeЗae7' и пoявЛяeтся дoпoлнитeЛьная сTe.
пень свoбoды. B кa.reстве o6o6щeнньlх кoopдинaт тeпepЬ Mox(нo
выбpaть yгoЛ d и кooрдинату g(m) цelrтpa масс. Taк как связи
явЛяюTся стациoнаpllыI\4и и диссипaтивllьIe силы oтсy1ствyют'

энеpгия твeрдoгo тeЛа сoхpаняеTся:

r(-) .^
г  , ' '  I l i  \ .  I  r , j ,  , \ . | -  ' Я , _mg l с o sq :, - 2  

L \ " l n r ,  
,  \ , (m r i  I  2 '

I_ 
i t i '^ ' l ,  +,u  - \ '  mt2 ' \n2 0\ё2 + mgl  "o '0 ,

B )pавнeнии движения цeнтра vасс mi]-' _ & pеакция &
исчeза"т. Cлeдoват.льнo' i1-, _ .onst скopoстЬ' дoстигнyтая

"o"!: € "o"},

mol I dt
'  | , l t t  с , t l , t_ € , "o" , i )
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TвеpдыI!1 теЛoм к ^4oмeнтy тt сoхpаllяется |1 ||p|1 t > т' oнa
oпpeдeляeтся начаЛьIlым сoстoянием тeЛа пo фoPMyлe

j',,,' _ /ci( / ) сosp{7] : 
зl "* " \fт;

Пoлная энepлия твepдoгo тerlа пo.пpeжнeму pавна Е , mglсoso.
l lo)тovу pазнoсть с= Е _ 

,(i ' , ' ' ,). 
извeстная фyнкция, и Мы

с _ 
|tr, 

+ ml| sin,01i2 ' nglсo.0 _

:f ,F ^P "*2 o)ё, +,,.glсoБl.
oтсnпя

. |2(Е - mglсos9)
ml2 сoь2 a 'v1

этo yPавнeниe с
зa i||ены ' ) :  сos d
в видe

pаздeляющип!ися пеpeмeIlньlми. llри I]oп!0ци
peшeние этoгo уpавнеIiия мoжнo пpeдставить

d,ц.
.J

TaкиМ oбразoМ' лoслe пoтepи кoнтакта с вeртикаЛьнoй стeнкoй
зак0l] движeния твeрдoг0 тела пpeдставЛяeтся в виде pавнoмеp-
нoгo и пpям0линeЙнoгo дви)кeния цeнтPа масс в гopизoнтаЛьвoй
плoскoсти и фyякциeй d('), не свoдящейся к эJeмeнтаpным-

4. Heгoлoнoмrrьrе систeмьt. Bзаимoдeйствиe мнoгoчастич.
вых атoМнo.мoЛeкyЛяpных систeм при их непoсprдствeннoм кoll.
тактe неI,]pедставиМo в виде взаимoдeйствия абсoлютt,to твеpдых
тел' B oбЛасти кoнтакта прoисxoдит интeнсивIloе разpупIeние
и oбpазoваниe нoвых связeй Mexдy частицaМи' oднакo пpи
незначительных дефopмациях пoвepхнoстей PезyлЬта,l взаимo.
дeиствия всe eщe прeдставим в виде мaкpoскoпичeских oгpани.
чений движения за счeт сил peакций связeй и сot]рoтивЛeния
дви)кeнию за счeт сиЛ тpeния в oбласти кoвтакта.

TвePдoe тeлo кoнeчных pазмepoв мoжeт скoJьзить пo пo.
вepxнoсти дpyгoгo тeла. PезyльтaтoМ макрoскoпическoгo взаи.
мoдeйcтвия тeЛ пpи этoм бyдeт yдep){(аниe теЛа llа пoвepхнoсти
вo внeшнем сиi1oвoм пoЛе' а тaк)ke пoтеpи oтнoситeЛЬнoй скo.
poсти. Bзaимoдeйствиe тeЛ в этoМ случаe мoжнo преДставить

2(t-n)(E-nstn)
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в видe суммы peакции свя3и R, пpoпoрциoнаЛьнoи гpa'циеtlтy

пoвeрxнo.ти, и iильr тpения скoльxeния l. : f3в в кaсаTeльнoй

I]Лoскoсти. сила Tрeния скoль)кeния tиЛи кoэФФициeнт трeния

.*o,o*"""" |) имeeт пpелeльнoе зна.leниe лo, Cкoльхrение нe

пpoисхoдит. eсJи сoставляющая внешt]eЙ сильl вдoЛЬ напpaвлe-

""я 
д"иже""я нe пpeвышаeт Fg' Тoлько в этoм сЛyчаe вoJмо)к

нo кaчение без пpoскальзЬlвания. Koэффициeнт /s безpазмepeн

и имеeт пopядoк d'3 для фрикциoнt{ЬIх и 0, l3 для антифpикциoн.

ньtх матepиалoв. Твeрдoе тeлo' сoпpикасающeеся с пЛ0скoсTЬю'

имeеT пять стeпенeй свoбoды,
Kaчeние oднoгo твepдoгo тeЛа пo пoвepхtloсTи дpyгoгo пpo.

исхoди1 пpи yсЛoвии pавенства нyJю o|нoсительнoй скopoсти

сoприкасающихся тoчeк. тoчки кoнтактa Moгут пpинадле)кать

ЛиI{иям кoнтакта и слy)китЬ мгнoвeнныl,tи цeнтpами или oсями

вDaцIения. слeдoвaтeЛьlto, в этoм сЛyчаe пPедставлeния o вза.

имoдeйствии в теpминах pеакций связей дoЛ)l(ны быTь дoпoл.
I]eньI таIlгeнциaЛьнoй сoставЛяющeй Rl pеaкции' пpeпяTствyю.

rцей пDoскаЛьзЬlванию тoчeк сoпpикoснoвенияt или дoлyщeниel{
o,гo", u'o пpи качeнии pеаKции R нe opтoгot lаЛь ы пoвеpх.

нoстям. пoЛ;ая сиЛа ме)катoмнoгo взаимoдейс1вия в oблaсTи

кottтакта в макpoскoпичeскoм пpeдставлeнии сoдepxит тaкxe

сoставЛяющyю в виде тpeния качertия-,lvloмeнт сoпpoтивлeния
качeнию пDи этoм пpoпoрциoнаЛен нoрм2льнoй сиЛe R' пPижи-

мающeй тЁла лpv. * лpу.у. ],t : t.R- Гnе /.._. кoэффиUиeнт
1peния iaqенияi / ' имеeт pазмеpнoсть !Линьl ' J" = 

]:"^ lu^ ,.,
дn" 

"."льн"'* "зд",", 
на стальньtх пoвepхнoстях',. = 2 lU . сNl

для автoмoбиЛЬных кoлeс на асфаЛЬгe пpи сKopoсти ёU км/ч'
и быстpo вoзpaстаeт с poстoм скoрoсти' силы тpeния зависяT
oт физйкo.химинeских свoйств сoпpикaсающихся мaкPoскoпиЧe.
ских пoвePхнoстей, oт физичeскиx пpoцессoв, к0т0pыe paзвиBа.
ются пpи pазличllьIх давлeниях и скopoстяx частиц в oбластяx
сoIlDикoснoвения' и дoЛ)кны oltpедеЛягЬся экслеPимeнтаЛьнo'' PаBенствo  

нyЛю с l (opoсги  v  : v  ' |Ф ,  ro )  тovки  кaсания  тO
шара с пЛoскoстью слy)кит пpиMеpoМ ypавrteний нeгoлoнoмнoи
(нeинтeгpиpуемoЙ) связи пpи каЧeнии.

oбo6цeнными кoopдинатами линейки (кoнЬка)' дви)кyщег0-
ся пo плoскoсти в llаправ.лeнии свoeй длиньl, мoгyт слУxить

декapтoвы кoopдинаты с,9 некoтoрoй тoчки ЛинeЙки и yгoл

наклoна 1/ ЛинeйKи к oси ,. Уpавнeниe связи в эт0м сЛyчae имeeт
R1-1I' \g9: dу/d;x и такжe явЛяeтся нeинтeгpиpyемьlм'

вo всeх тaких taдачах чисЛo oбoбщeяньlx (oopдинaт нe мo)кеT
быть vмeньшенo пpи пoмoщи ypавнeний свя3eй, нo кoopДина.
ты I]e явЛяются незaвисимьtми. прeдпoлo)Kим, чтo !]a систeмy



r
I

с s стeпeняпlи свoбoдьI llаЛo)кeны гoЛoнoМнЬIe и нeгoЛoнoп{нЬIe
связи- ГoЛoнoMныe связи пoзвoЛяют искЛючить зависимые пepe.
мeннЬIe и вьIбpатЬ 3 независимых пеpемeнньIx qo, yдoвЛeтвopяю.
щих yрaвнeнияN4 гoЛoнoмных связeй, KoopдинатЬI частиц мo)кl lo
выpазить чepeз qa:

т i  :  r i ( q l  '  ' , ,  q з ,  ' ) .  ( 41 . 17 )

Лине ' l ные  1pавнeния  чр . o '  o  I o v l Ь |^  свя ' е i  имeю .  вид
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Ат , odqa  +  А r " d ! , : 0  ( n : 1 ' . . . ' к ) ' (41 .18 )

, j
А""6q" : Q.

i
где Аno, Аn нeзависимьIе функции кooрдиt lат qa и вpeмeни.
так чтo числ0 нeзависимьIх кooрдинат pавI]0 в деисTвиTeль.
нoсти s / i '  н0 зависи]\4ьIе пеpемeItнЬIe нeльзя искЛIoчиTьi  _
yрaвIJеIJия (4 l , l8)  нeинтeгpиpyeмые. Bместe с тeм имeeтся вoз.
lvo\ьoсIЬ ' ]с{ ' ] lюUи.Ь A 12вl ,с/чЬ|\ Bapиa-hЙ 6цл, пo. .(oльh) Д1я
ваpиаций кoopдинaт дoл)кны бытЬ спpаведливьI ypавнения

Bepнeмся к BьIвoдy
бepа:

Уpавнeний Лагpанл(а из

(41 .19 )

пpинципа,цaлаМ.

(4r .20)
,J

f
m, i ' r i г . :  I  F ,d г , '

,J

B peзультатe ваpьиpoвания и диффеPенциpoвания (4l ' l7) пo
вpeмени и Ileрel{еннЬIм qo пoлyчим с00тнoшeния

. dr, "a r ' -  . ' ,  А q ,  , / _  | , ' ' ' / ! ,  n  | . , , , D l .

q i l  О r i  da  ad '.-.
01" o1o ot oqa oqodt

пpи пoмoщи кoтopых yраввeние дaЛамбepа прeoбpазyеTся к видy
(см. $ 29):

i 7 a aс'o, aЕLrl -' \ .
l \ J taй  аo^ 

_чo)oso:v '

s 1I, уpавне|!uя d,|я ui|ngльса u Jraменna u nlrlbсa

(4 l ,2з)

(.r : l ,  , , .  J),  Bместe с ypавнeниями нeгoЛoнoМньtx связeй (41. i8)
в BиДе

А , - i a  +  Аn : 0  ( l l =  t . ' , , ' ь ) t 4 1  ' 4 \

22Б

гдe Qa -  o6oбщeнная сиЛа, при L lаЛичии тoЛЬKo гoЛoнoмных
связeй всe 6qo быЛи бЬI незаBисиМьlми'  oднако тeпepь s ваpиa.
tLий 6qa пoдчинel tы r i  ypаBнeниям нeгoлoнoMIlЬIх связeй (41,19),

B  с o o r в р  c  в l и  .  м e , o Д o l v  r l Р o п p е ,  е .  е н  | ь | \  l v l o n , I e  | р '
Лaгpанжа yпlнo)ким ка)кдoо из ri ypавнений (4l, l9) на неoпpeдe
лeнньtй мнo)ки'ГеЛЬ.\l и прибавим PeзyлЬтаT к yравнeнию (41.21)'
ПoЛучим

( u a"*', оDФ)

\.lt 
а4" аs"

ПoдбeрeМ мнo)китеЛи ̂/ Taк. чтoбы B этоi{ ypавнeнии кoэффици
еI1тЬl пpи зависиМьIх ваpиaцияx 6q. oбратиЛись в нуль, Toгда кo
эффициeнтЬI пpи oстаЛьIJыx нeзависимых вapиaциях бyдyт равнЬI
lJyлю, пoскoлькУ pавI]а нУЛю и1 линeйная кoмбинация, Следoва
Io  |ы la ,  цpoв l lPцuя dв l  ^енuч 

"г  o 'aoнa.мчou гL ' ,  | | |P ' t tb l  ,1 \1е ,o|  в^л

сисTеМьI  s  уpавне l lии:

_ o.. 
,j, 

^,o,.') и" : o, (41-22)J

г
I

tI 0Е|.) - DЕr.ьl
(It Al," 0q"

I
уpавнeния (41,23) обpазyют сисTеN!у s + /r ypавнeний дЛя s oбoб-
rценньIx кoopдинат и к пtнorкителeй Лагранжa.

5. IIIap нa lдepoхoвaтoй плoскoсти. ,II.Ля иЛЛюстраЦии Meтo-
дa paссМoTpиМ кaче|.ue 6в npoскаjlьЗhLвaнuя odноpodfla?a ша
pа paДИУсa o пo гoPизoнтaльнoЙ плoскoсТи zu,q; oсЬ ? Ileпo-
дви)кt]oй системЬl кooplинат S натlpавЛeна ввеpх пo веpTикaлЙ;
z а: 0 _ ypаBl lение гoЛoнoмной связи, oриeнтация систeмьI
коopдинaт 5/, ){<eсTкo связаннoй с rl]арoМ' oтнoситеЛьнo напpав.
Лeний кoopдинатньIх oсей систеr'{ЬI .9 oпрeдeляeтся углами Эй.
r|epa,! ' '  a. Ф- начаЛo кoopдинат систeмьl S, нахoдится в цeнтpe
шapа. oтсутствиe пpoскаЛьзьlваI]ия Toчки кoнтакта 'o, g0 с пЛoс-
кoстью вь|ра}каeтся рaвeнствaми\4t.21)

i n  аuo :  Q ,  i j o+o1 , , ; " :0 .



гЛе ( '  уГловая скорoстЬ шаPа' сoставляющиe угnoвoй скopoсTи
пo на| lрaвJ ' IснияM oсей систеп{Ьi ,5 pавIrЬ l

-2 :  / ,фs '  т  l ] ,s i1 l  ds i l  i '

' l r  :  ,  s i l l . l  _ { '  сos. ls iп р '

^  , , n . A  
, ,

ПoэтOruу yсЛoвие каЧeния вьJPа)каeтся двупlЯ нeинTсгpируеl !1ЬIN{и

уpавI lеI lияN1и связей:

i 6  a ( !  s n r  р  t ] , с O s ' s i п , )  : 0 .

ia + aФ cos,i - ll.] sin d sin l) : 0,

шаp иN{еет тpи сTепeни свoбодЬi '  BЬIбеpеru ц,  у6 ' ; '  a ,  1:
в I{аЧесTве oбoбulенIrь iх кoopдинат q l .  q2 '  q3 '  q| ' ' : |6 сooTвеTсTвен.
но'  B нoвЬlх обoзнаЧения) i  YpаBнениЯ связей Nlo,{нo пpeдставиТЬ
в виде

;1 r , ,4 , ,+.1/  :0  ( /  :  1 ,2) ,

гдe

l - 4 I : 0 . ' 1 l 1 : 1 .  l l 2 : А1 з : 0 , , 1 l ; :  u s i п i '  l 1 5 : п сo s9 s i n d l' i , t r , : r t r r : 6 . , 4 22=1 . , , t : a=ag6 s9 , , , 1 r o : . r s i r 1 ? s i n t  
l

a и ч O ф ф и r  ! ' I l  o п р " л р , о о ,  | р Z в о ' , а '  l . , O Z Ь |  , '  l : , l Ь l . ч ' .

ния  не гoлoJ ]оп{ | l oй  систe \1Ь I :

.] jЕ|.l|,j iJЕl.ьl .. t . '1 1  |  \  I  . .. "  , '  
,

ЛeвЬIe части в oTсyтсTвие oбoбценньIх сиЛ Q[ пoЛ| loстЬк) oпрe-
деJ ' Iяются пpoизвoднЬI l lи oт киl|етичrскoи знeргии каIr  ФvнкЦии
O б " d  "  " ,  

'  |  и  | с  . | , о р o , ,  " , ,  Д r "  , ( ,  l "  и  " ,  o i  '  e р ,  | |
ип'Ieсll

- -  t l t  . )  ,  I  t
t  r  

)  
,  '  i , l

. 1  I- ) ' i  
t  

2  
7  i 2  

' , l  
2 ' :  ' - u ' ' J l

где r l l .  1 масса и l \  or\{eнт инeрции шара. Пoдст2в. l |яЛ нaйдoннЬIr
в  p а , r р , | j "  ' о  J '  j d r |  , A  о ь  l , l  "  | Р A - y Ч ' . к о ,  ' l . |  И ]
в yравнeния

226 Г ' в а 1 U  ] 1 p ' l  , - ' ' l ' ь  о d о ' u  d L , о v , ' L  " " " t - ' -  ' . "

l !{ {! :  \ i  rr ,  r/:  r ,2r,

s12, Инnе.pupaвaнuе lpавненuЙ ЭЙ'|еpа -- 227

t r i o  :  i l  '
lnilo : ^2,

rfi {i + r;,." a) : o,
l  ( 0  +  f r . l  s l n  d )  : а , ( ) l сosр  )Lsn rя ) '

/ l  .  - - t J  , i : r , '  . r - ' ' 4 \ . ' ,  \ " r r  \

ПЛть ураЕнениЙ в l jестe  с  двyМя урaвнeния l \4и r iегoЛoнoNl I l ь l х  свя

зей и  на . lаЛьнЬ lN1и yсЛовияjuи пoJ ' lнoстЬ lo  0прeдeJ ' Iяют с0стoяние

шара на шepохoвaтoй плoскoсти' Из yрaвнений непoсрeдствeн.
но виднo, l]Tо сoстaвЛяющaя yгловои скоPoсти шаpа !J: вдо.nЬ
в €pтикаЛьнoй оси остaется пoсToяl iнoй' oстаeтся нeизмсннoй
кинетичeская энергия шара. а тaк)ке кинеTическая энергия пo
стуl lательнoгo дЕи)кeния и вpащеI]ия по 0тдeЛЬнoсTи.

s 42. интeгpиpoваниe ypaвнeяий Эйлepa
Двих(eпия сBo6o'цFoгo твepдoгo теJIа

в oтсyтсTвие внeшIlих сиЛ ценTp l !1асс твердoго теЛа мoх{eт
с.(Y)кить r iачаJ loпl  кoоPдинат инерциаЛЬнoй системьi  oтсчета,  ди
I|а l\{икa тBеРдoгo теЛa с IJепoдви)кнЬI l l l  цe l lтрoNl  Nlaсс и равнЬIN1
I]vЛю ]\1ol  ентoN1 внешI]их сиn oтнoситeЛЬно ЦентPа Mасс oпpеде.

ляется vpавнeнияlrи Эйлеpа

(42 .1 )

(42.2)

KинетическаЯ энepгия твердогo теЛа при этoп oсTается пoс.|o.
янной, действитe,,rЬнo. Yl lJ]o)кая ypавнеrrия (42,1) на 'o и суI{.
NjиpyЯ п0 11' пoЛyчиl\l

. dinS ^

Пеpеставляя здесь  ин j lе l (сьI  су l lМирoвaния!  скЛадЬIвaя рeзультaт
с  исхo, f l ]ЬIМ уpавнeниеNI  и  интeгpируя i  наx0ди] !1

_  l -
n( l]  : ' lo j . ' . , ' l j  :  сonsr ,

11n1 - (/2 -13)*2.u3 :0,

12r"l2 (13 11)-3с1 : 0,

.r.lr.lз (1r - Д)-r-: = 0,

(42.3)
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Тaк как кинeтиЧeская энepгия Е(n) пoсToянна, пpoeкция угЛoвoй
скopoсг l  на  врктoO i /oveчт2 l2\ !п}ЛЬса IoJ ! '  t  , l а l l ке  . ]oстoян lа

УM-нo)ким дaлeе ypавнeниЯ (42'1) нa Iapap |1 пpoсyмМиpуeм
пo a, Интегpиpуя peзyлЬтат п0 вpeмeни' пoлyчиl4

L2 : IopoJplopup: co:r'st.

B ГлaвнЬ|х oсях тehзop иl lеpци/ диагoнaлeн. Пoэтovу

_ t -  ,
] 1 l t )  : ' l o d ; : с o n s t ,

L ' ) : I l u ' . : cons t

(42.4)

(42.5)

B системе кoopДинат У с oсями, сoвлaдaющими пo напpавлeнию
с гЛавнЬl]\4и oсяMи иI]еpцииt сooTнoшeниe (42 '5) имeeт виl

(42.6\

PавенсТва (42-5) (42,6) выра)кают сoхpaнение вo врeМe!'и aбсo-
ЛютнoЙ веЛичиl]ьI мoмeнта импyлЬса твеpдoгo тeЛа,

Найдeнныe интегpалЬt дви)i(eIlия пoзвtlllяют искJlк}читЬ кoп,
пoнeнтЬI t,1' !i,, из диффepelrциаЛьнoгo ypaвнellия Д'ля |'э (42-2),
дeйствитeЛЬнo. из инTeгpаЛoв (42.4) |1 (42,6) нa\oДиМ

llеpемнo)laя лeвыe и пpавьIe часTи этих сooтнoшeниЙ и извЛe.
кая из резуЛЬтатa квадpатнЬIй кoрень, пoЛyчим для (I1 I2)a1a2:

I|(I2 I|)Ф1: ЬQ3

I , (h_I)uЗ: IЗ( I1

(12 - I1)up2 :

- I)a!+2I2Ep" L2,

Iз)0)з 2I|EФ) +L2.

( 1
t r . з l _  {  r  l  l 1 L ! j  I ' , ; |+2T12  L 21  '

L  r l r 2  _

r l/2
x |Iз(I| Iз),iЗ * 2T1, + L,] 

}

Пoдставляя (2.7) в (42,2) '  приxoдим к ypавнеI]ию с pаздeляю.
щиМися пepeмeнньIп{и:

(42.7)

I

r(r.,з)
I tIt

r(.з)
ItIэ

(42.8)

s 42. ]4нmе.pupaвaнuе цpавненuЙ 3йлеpа-. 229

интeгpирyя этo Уpaвнениe' нaхoдиM
_ t  n ,^

t_  1 . , , / t t f ,  I  a  + . on s l
J V \ luis )

I '|: d d,n p(t tо)'

u2: ll snp(t to),
u3: l cnp\t tn)

(42.e)

(42.10)

(42.1r)

слyчаe- кpoMе

Здeсь 1(r.'3) - пoЛиt{oM Чeтвepтoй степeни' Следoватeльнo'

" ' з ( / )  
9лЛиптичeскаЯФyнкция ,

Уp2в |  eн , . ] я  д1я  J | | l ) ,  ) 21 ! 1  пoЛ\чаюгся  а | . 2лo . ичнo  {42 , 8 )
u привoдят к эЛЛипTичeским интeгpaлaм t: J l( . , l) '  t:  f2(0J2).
B  . pеДпoлoжeЬии '  ч l o  /  / 2  . J .  p eшеьия  уравFeнPй  дЛя
кoмI]oнeI]т угЛoвoй скopoсти в TepмиIlах эЛЛиптиЧeских фyнкций
якoби пIoдyля * Мoxнo пpeдсTавитЬ в видe

пpи L2 > 2T1:. 3дeсь

|Ф, 1'hW, h). 
v I hIз

I  l? ta L '  < Z l  121

L2 2.I IЗ
-;-.i-;------т- '

u| :  a  сnp\ t  t o ) .
u2 :Bьnp( t - tn ) '

a3 :1dnp(t - to).

a  и . I  0 с т а ю т с я  B с и Л е  и  в э т o мBьlpаrкeния

Fтt - ъ, хц t"l
p :  \ l  - т -  '

\  1 | ! 2 1 з

ГeoмeтричeсKoe пpедставлeниe свoбoднoгo дви)кeния твepдoгo
теЛa с oднoй нeпoдвижIloй тoчкoй данo Пуaнсo,

B систeМе кooрдинат S, пoстpoим элЛипсoид инepции

J@\ 'x \ .x \ ) :  I1( I \ )2  + I2QЬ)2 + /3( r i ) ,  t  :0 '  (42 ' \2)

дЛя

2TI\ L2
12\t I t2 )

2T\ -L2

I3l\ - Is)

2TIt L2 (12 I3)
тj ,TIзтI| _ I,)

L2 2T Iз
.-;;------i-
l 2 \ l 2  l з )

L2 - 2TI3 (.Ir 12)
2Tт._tra; IJ
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вектop rа пеpeсeкаeт этy лoвepxнocTь в нeкoтopoй тoчкe с кo.
opД|вaтaмн {o на pасстoянии R _ '/.;Е oт начаJа кooрдинат.
Числа {o удoвлeтвopяют ypавнению эллипсoидa (42.12)' пoсl.oлЬ.
ку пpиIlадЛe)кат егo пoвepхнoсти. напpавЛяющиe кoсинyсы вeк.
тoPoв € и a.' сoвпaдaют, тaк ятo {ofR: оofu.

пoдставляя этo значeI]иe €a в уpавнeниe (42.l2), пoлучим

R2-  o  ,R2^-- i  Ь ' L  _  =2Е ' k  =  | '  (42 ' | з )

т'e. oтнorпeниe с,.'/Л пoстoяннo и кoмпoнeнтьl yгЛoвoй скopoсти
пpoпopциofl аЛьньI кoopдинатам 4a:

, "  = ; € " :

rloстpoим далee пЛoск0сть, касaтeлЬнyю к эЛлипсoидy в т0ч-
кe с кoopДинaтaми {"' Bектop нopMaли к пoвepхнoсти элЛипсo.
I,1Дa (42,12l, в гoчкe касачия пpoлopLlиoнален гpадиedIy фyнк.
Ц|1|1 lk\.x'|..r '|) ' так чтo' пpиниvая вo вIlиlианиe {42,|4). бyдем
имeть

(42.t5't

oтсIoда виднo, чтo мoмel{т импyльса тв€pдoгo тeла .o пepпeн-
дикуЛярен кaсательнoй пЛoскoсти. ПPи этoм пpoeкция yглoвoй
скopoсTи Ф tlа направЛениe мoпIeнта импyЛьса L являеTся пoстo-
янl loЙ:

#|,.='''n. :,',..'..! = э! ь.

(42.14'

(42.t7\

L L.u. 2Ц*l.|ц : _l iГ: 
тг:

: сonst. (42.|6\

Pасстoяние oт закреплеtвoй тoчки 0 дo касатеЛьнoй пЛoскo-
сти pавнo прoекции вeктoра € на нaпpавЛeние нoрмaли L/|L|.
9тo рaсстoяние таюке oстаеTся неизмeяньlм:

.L R Lo. 'o 1 2E.tt ' ,DЕ, l"sт_; |t| 
=w; L 

_l1 ="o*'

Tаким oбpазoм, движeниe Tвepдoгo тeЛа с oднoй закpeплeн.
нoй тoчкoй мoжнo прeдставить как кaчеяие жeсткo связаннoгo
с твeрдым телoм эЛлипсoида инepции пo нeпoдви)кнoй в пpo-
стpaвствe пЛoскoсти' пеpneндикyляр!{oй нeпoдвиxнoмy вектopy
мoмeвта иPдyLьса L и oтстoящeй oт зaкpeплeннoй тoЧки на pас.

tJ2E'o' ..стoяниe j l i|_ Углoвая скopoсть., тела напpавлена из тouки 0

2Е6 € " '

s 12, И ь n е?pupoва ч uе g pавн еllu i эu]|е pа,'' 231

в тoчкy касания. lIа эЛЛипсoидe и !|а кaсатeЛЬнoй плoскoсти
тoчкa касания вычepчивaeт кpивыel кoTopыe нoсят tlазваlJия 'o.
,|oduя u ееpnoJ|odu'L сooтветственнo.

Pешeниe динамиЧeскoй задачи для свoбoдtloгo движeния
-вeDдoгo тeла знaчитеJьнo угtpol l lается. eсли твepцoе теЛo oo.
rад;ет сиMveтpией, oсь z, систeмы кoopлинат S, с началoм
в це}.lтpе масс мo)кнo вьIбрать в IlaгIpaвлeнии oси симмeтpии тaк'
чтo всe тpи oси бyдут глав!{Ьlми oсяМи иI]еpции и цeнтpальнь]е
мoмeнтЬl инеpции I| L1 12 6уДут сoвпадать. Тoгда из yр6внeний
эйЛeрa сЛeдyeT, чтo Uз : (rJзo = corrst и

a1 : Qц2, ф2 : Qщ'

где Q = o36(11 _ I3)/11. Из (42.l8) имeeм

(42.18)

(42.19)

(42.20)oтсюда
*G)| + ia2) = in\,,)| + iФ2).

u t+ i l i ' 2=ae i (Q t+B ) ,

.| +,, l2,: az|o, p _ noсToянныe интeгpиpoвания. мы видим' чтo
вeктop с кoмпoнентами G,l и 0J2 вращaeтся с углoвoй скopoсTью г),
oстaваясь пoстoянньIм пo вeличинe; пpи этoll' y.лoвая скopoсть
твеpдoгo тела

r . r= t , , l r i '+oz j  t . l зоk ,

гpецессиpyeт с чaстoтoй Q вoкpyг oси симvегpии тела z,.
для планeтьI Зeмля r.,l3g _ сyтoqнaя скopoсть вpащellия'

I|II| _ h) ! 300, и yгЛoвая скopoсть вpащeния 3eмли дoл>кна
oписьIвать oкpy)кнoсть вoкpyг Сeвepнoгo пoлюса за 300 днeй,
на6Людвeмый пepиoд oкoЛo 427 днeй. Pасхo)кдeниr oбуслoвЛeнo
нeсoвepцjeнствoм твеpдoтельнoй мoдeЛи пЛaнeты,



глaвa 1l
II4AЛьIЕ кoлЕБAIlия систвll,l

B3Aиlt{oДЕистBуюЩих чAстиц

$ 43. ЛипeйньIe кoЛeбaния кoпсеpвaтивнЬIх систeМ

!инамика системьl частиц в связанньIx сoстoянияx свoдится
к бoЛeе пpoстoй зaдaче динaMики Tвepдoгo Teла в yсЛoвияx, кoгдa
в пpoцессe двиxeния мoxнo считать неизМeнI]ьIм oTнoсиTельнoe
pаспoлoxeниe uaстиц. Bсе аToмьI и мoЛeкУЛы систeм в Такoм
нeвoзмущeннoм сoстoянии дoЛxньI нахoдиTься в пoЛoжеI]ияx
paвнoвeсия.

B peалЬньIх физиЧeских yсЛoвиях нeлЬзя прeне6рeЧь дви)ке-
ниeпI атoN'oв и МoЛекyЛt не oсТавив без вниМания физичeс(иe
явлeния, oбyслoвлer'ньIе таким дви)кeниеl\4, Мы снoва вoзвpаща.
Pм.q ( ]po6.Лrve A ,eл, нo гeгрpЬ выдеЛим (ласс ]ада] с чPиз.
мeннЬIп| oTнoситeЛЬIlым pаспoЛo'кeниeм иЛи кoнфигypациeй пo-
Лo)кeний pавнoвесия (кpистaллиueскoй рeUjeткoй для кристаЛ-
лoв) и сoсpeдoтoчиM вниманиe на эвoЛюции МальIх oтклoнeний
qасTиц oт пoлo)кeниЙ pаBнoвeсия.

.Цля динамики MальIх вoзMyщeний не тpe6yeтся пoлнaя ин'
фopMация об энeргии взаимoдействия частиц, дoстатoннo. uтo6ы
энepгия взаимoдeйствия в MаЛoй oкpeстнoсти пoлo)кeния pав.
нoвeсия дoпyсKаЛa аппp0ксиМацию квaдpaтичнoй фoрMoй; ypав.
llения двихeния бyДyт линeйными, и мtloгих п{aтeматических
тpyднoстeЙ' хараKтерныx для систeМ Мlloгиx частиц, yдастся
избФкатЬ, При6"rи)кеI.lие энepгии взаимoдeйствия бoлee вьIсo-
кими сTепенями кoopдиIlат пpивoдит к сисTeмаM нeлиIleйныx
уpавнeнии! и каxдая oтдeЛьIJая задаЧа тpeбуeт саn4oстoятeльнoгo
иссЛeдoвания,

,цинаМика кoнсeрвaTивнoй сисTeп{ы с s стeпеr]яMи свoбoды
пoЛr]oсTью oпpедeЛяeтся фУIrкциeй Лaгран)ка

. t|  _  
6 L ] o в I q | . . . . ' q . | a nqB  U l q l ' ' ' ' . ц s ] ,  { o ' t J -  | , , , , ' . ]  ( 4 3 , | )

и нaЧальнЬl[4и yслoвиями. Диссипативные пoтepи энеpгии в тa.
кoи .ис|емe o] сyт.тв) ют. а l  вяз,4 яв.гяю-ся сtаuиoнoрньlми,

s 43, Лuне|1|!b|е ко,,|ебанuя |сoнcepваmuв|lbLх сuсmеn| 2З3

сoсpедoтoчиNj внимaltиe на кoнсeрвaтивнoй сисTемe, имeющeй

хоTя бьl oднo пoЛo)кeниe pавI]oвeс," qf;n), onp"д","u'o" ,.

}  сJ loви Й

9^U _0 '  
"" -1 

|  д0 |4з,2\
oqo ' "  oqooqв ,ч

найДeм зaкoн дви)кeния систeМы в oKPeстнoсти qfq) при мальrх
началЬньIх oтклoнениях 0т пoЛoжения paвнoвесия Й мальIх на.
чаЛьt]ьIx сKopoстях d.,,

пo KPайнeй мePе' пpи мaЛьIх t oтKлoнeния oт paBнoвe

сия {.(t) : q"(.) _ qуq) и все € "(t) : t i"(t) Maлы, гIa Tаких вpeмe.
нах фyнкuию Лагpaнх<а (43.1) мoxнo пpибЛи)кeннo зап{eвить еe

разЛoжeниeм в ряд пo стeпeняM €o. сo, сoxpаняя Ilopядoк маЛ0сти
пеpвoго I]eисЧезающeгo члeна взаиМoдейсTвия. B рaзЛoжeнии
энepгии взаиMoДеЙсTвия

a (,ir, , s,) : u (sro\ . . . . .,t'.",\ )

ЬffiJ."t'" nt.nl11,1B лf,ф)+
*ff]""a" ofоl*

.nu.ue'o" Lr (q1",), . . ' , ql"n) ) 'o*"o oпyсти,гЬ вслeдсTвиe нeoll-
нoзнaЧнoсти фiнкции Лагранrка, Линeйныe членьl pазлo)кеIlия
pавны I]Улю, oтличньIпIи oт IlyЛя пo yсЛoвию (43.2) 6yдyт квад'

ратичньIе слагaeмые' сoдepxaщие инфoрМацию o взаип1oдеЙсTвии
в виДe вToрЬlх прoизвoднЬIx фyнкции U, Пpи

it2rI I

Arl"Ast ," "

n"puo,й n"""',".nIoщ,й Член pазлo)кeния пoтeнциaЛьнoй энeртии
6у,xeт имeть пopядoк вЬtше вTopoгo- Уравнeния звoлюции Мaлых
вoзмyщeний таких систeм бyдyт неЛинейными диффepенциаль.
нЬlми ypавнeнияMи. с тoЧнoсTью дo кBадpаTиЧl lых сЛагаeмЬtх

r:f,".Bс.ЁB t""pс.ср.

o.B = a.p|.n : аBo' ""u = 
#|"": "^

(4З,4)

(43.3)

Здeсь

(43.5)
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2з4 Г.ruвa 1I fu1.IJLbIе коnебанuя сцсnем,,-

s 13 "|Iuнеti||b|е кo]с6aнuя кo|1сеpваm11в|1 b|х с .пе-ц 23э

( r r . j :  l . ' , ' ' s  l i  п o (д )  нe т  с yNмирoвания ) .  oT сюда  l l o  фopму
лаlr Kpамеpа I|ахoДиi\ 'I ,  в частнoсти'

1
: -- atet x

r,1"-,,,f,,1nr" , l  . ' , " l , , u1"  1  r f , , qo r "  r

:
u "  r . s  I  - i , , ) os  r "| . ,  J i tno,  l . "  r lз  |2 - .д)as l . ,

Ц ' ав r r е  ия  Ла гpанда  в  пеpеN]еннь l \  { n :

пpедсTавj lяю1. сoбoй систeMy s }.равl le l lий дBи)кения кoнссpватив
нoй сисTеNlьI в линeйноv ||pибЛи}I{ении. PeII lеI|иe этoй систeмЬ|
, l  | ' ч |  

" \ , | Ф Ф l o |  
| ' , , Ь | Ь \  | а "  и ,  I  P \ l  B в |  F , ( o \ I  , '  ' ,

ных {. ,  :1. ,e{p( i ' t ) ,  воцeсТвeнныe части кo.Гoрьjх сooтвeт.
ствyJот ЛейсTвиTеЛЬнoмY дви)кснию, Урaвнeния двиlке l rия ( ,13,6)
в : jтo l\ j  сЛYчае свoдятся к систс l\ lc  а. i rгeopaичeских vpавl lеL lии для
кoN1л . ] l е к с J l Ь l х  а l \ l пЛитУд ,4n  :

(tr"; o2a,,;). '1e: o.

Эта систеп lа  иN lеет  t lетривиаЛьньIе  pеI l ]сния j lи ruЬ При

рaвeнства нyЛк]  еe  o  I l  р  e , '1еЛ и теЛ я

n,, r{r + ?1,,!{! : 0, (43.6)

. \  = с l l , t  iuo,  !J]a.1j  :0

B oпpeдeЛитеЛе, стoящeМ в ЧисЛитeJ,]е зToгo tsЬIрaжel]ия '  j \ lo) l t

нO перeсTавиTь пeрвый стoЛбeц так '  ЧToбЬ| oн сTаЛ l lосЛедL|иl\ l .

oпpеделитель пpЙ этоN{ изп eнит знaк и.будeT pавен шlинopу A/, '

х .раI{терис 'IиЧeскогo опPедeлиTеля  ̂ ( ! . ' i , ) '  пonученIJoмy вьILIеp

киваниeм перBoгo стoлбца и пoсЛeднеЙ стрoки'  т '  е .

Ai lа" (огич l lЬIe  сooT l Ioшения и]vIeютN1естo для всеx  аNjпЛитуд:

А|.р):+ (43.  L2)
air.,

\43.7)

(43.8)

хapaкmеpuсmuчеcкoе l|aвненuе (43'B) иNlееT в oбщeN1 с,,]v.
чае s pаз"l]ичнЬlt кopнеи r! ' i '  бс" ']едствие веществel]нoсти l] сиM
r\{етPии кo)ффициентов ? lo!J l  . ror]  oсe nopn" 

"|  
веIцественньI '

дейсTвите" ' ]Ьнo'  из (43,7) иrueеru пoсЛе у\ ' Iнo,{еI]ия нa коМпj leкснo
сoпря)кеJ i I lЬ lе а l tпЛитyдьI -4;

(1з'9)

(43 .10)

.r l'l
r!,)

Гr l
1,.

u',,r Аi" А ij : L|2 о," з А:А i

Oтсюда

1l. ' !(; l l .4.] ] ,1l .1. ')  : ' :a..J(А:,.1j +,1iJ i1, ')

B крyDrЬlх скобках равенства (4З,10) стoят сyN4пlЬ| кoпl
пЛекснo.сoпpя)кеI]ных чисеЛ'  кoтopЬIе вссг]1а вeщeствеIIJ iь l .
и '  сJ .]едoвaтeлЬнo. l ] .  так)ке ве,цесTвeннo,

} lайдепl  oбUlее pешснrrе ypавнений дI]и)кения систeN1ЬI.  иMeю-
щeй pа:.r iи. lнь lе кopни и! ,  .ЦLIя ка)кдогo кoPня шf.  oпp.: leлите.пь
сисTeМЬl (43 8) обPащается в I]yЛЬ'  'Гак что J]е все yравнения дJ.Iя
arvпnитyд А.1 ( ! ' i )  =,1| j  независимьr '  Пус r  ь.  l  Larrриlrеp '  с" ' rе:rстви.
eп'I  oста.qЬнЬ|х уравr iе] iий яв ']яeтся yрaвнeниe с rroпrеpoм s.  Тoгда
г р , l j ,  | , , , , , , .  I o , р Р | р 1 |  ' " г Ь A ,  . . ] F ,  ' '  ^  ' " . . . , 0 ,

r | ч а c р  | , о | р  o  , '  o o ,  o L  к 0 J I , b \ ]  l j , , а '  , р .

N1Ь Ie  yравнeния  l \ l o ) кнo  предстaвиTЬ  в  ви J1е

. Д . , "  l " ,  ' о  o  т ,  , ,  l р O B a  t r о , o  h о ' '  | 9  * '  o  O | Ь o  . ч L р  q в  ч .

.  ,  q  ] J о ,  , в o ,  o  | o Й  п o г  o я ,  н о l  o o o , ,  a ч L в  n e  ' ' е , "  ,  l .  в  ' л  | \ , ,

I l тo  коп jпJ . Iекс| lЬIe  аI{пЛиTyдьI  , ,1 ;  пpoпoрциo1 lаЛь l lЬI  вe l ] lествeннЬIM

\1инорaМ хаpа l (TеристиЧескoгo oпpе ' I lеЛи ' г{ ' ,пя:

' l ,  r '  дt '4

11айдeннЬtе решeния дЛя кoNlпЛeкснЬlx
во!'rяIoт llрсдст'ви.Гь .lастнoс pеIueние {f;
сooTветствyюI]lеe кopню (1r;' в виде

. '  н '  t ,  l  \ '  ' r  ' ,  . ' ,  i  A  ' в '  . '  , , P  ^1] :  ' ,(+ J ,  |Ч ]

oбщee pешеI|иe явЛяel.ся вещeственI|0Й Чaстью сyпepпoзиl lии
чaстL|Ь|х pешeниЙ:

. ,  \ -{ ,  \ -  t '  п ,  t .  ,  '  'р  / ' }
t1=\ tt=l

( 4З , 13 )

апlплитуl (43,13) пoз
уpавнеI|ии дви)кeния'

1.'.," -,,i.,.,)$ : (и'" _,,|,u..""1(43. r  l ) (4З ,15)



из (43' l5) нeпoсpeдсТвeннo видl lo, чтo дви)кeние систeмъl
бyдeт пpoисхoдитЬ в oкpeстнoсти пoJoжeния рaвнoвeсия пpи
всeх' a нe тoЛькo мaЛых f в т0м и тoЛьк0 в тoм сЛyчаe' кo.
r!.a вce Ф|' > 0, Любoе вoзмyщение l!1нoгoчастиЧнoй системы
в oкpeстнoсти пoЛo)кeния pавнoвeсия в этoм сЛyЧаe мo)кeт быть
npeдставлeнo в виде сyпepпoзиции гаpмoничeских кoлeбaний.

ЕсЛи xoтя бы oдин кopeвь .Ji oтpицателefl, тo oTкЛoнeния €o
oт пoЛo)кeния равнoвeсия бyдyт сoдeржать экспoI.]eнциаЛьl.to на.
растаюL], lие с, lечением вpeмени сЛа|аeмыe. Пoлoжeние pавнo.
sесия в этoм слyчаe явЛяeтся ||еgcmoiчuвыJ|L Пpи нe слиlп.
кoм маЛых / ,вoлюция oтклoнeний oт пoЛo)крний нeустoйчивoгo
pавнoвесия нe oписываeтся фopМyЛами (43. l5). Kвадpатиuнoe
пpибли)кeние фyнKции Лагpан)<а в таких сЛyЧaяx oкaзьIвaeтся
l lедoстатoч!]ып!! и нeoбxoдим анаЛиз нелинeйньIх ypавнeний дви.
)кения,

Bсе ш] пoлoжитeльньr, и систeМа сoвepшает кoлeбания, есJtи
квадpатиЧчая фopvа, 

. ,]peдстaвляюrцая энеpгию вJаи^!oдeйствия.
поЛoжитeльна :  , , ' . 1 ' ' { д  . 0 ,  дейс I ви - eлЬнo '  и з  уpавнечий  Для
амплитyд (43,7) имеeм
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u.pЬ!) : '|u'""BЬ!')
и. слeдoватeльнo'

lr.,3A(l) дfo ) : .|,,"" u ь|о ь!)

Kвaдpатичная фopма a"gA|j,)A}J поЛo)китеJIьllo oпРедеЛеtlна
(как yдвoенItoe знaчeниe кинетичeскoй энepгии). Если пpи этoм
пoJo)китeльнo oпpедeлeнI{а и квздpатичная фopilа в лeвoй чa.
сти pавeнства (43.17)' тo все r,.'! > 0, и пoЛoxениe pавнoвeсия
яBляeTcя !сmoцчuвt'l', для эт0гo всe главl,]ыe МиIlopьl ]Mатpи.

ё .U
цьl (43,5) U"9 _ 

U;";n" ." 
дoлжны 6ытЬ пoлoжител"ными (кpи.

тepий .цx. сиЛьвeстpа). Пoтeнциальнaя энеpгия сисTeмы в пo.
Лoжении yстoйЧивoгo paвнoвесия бyдeт имeтЬ изoЛиpoванный
минимyм.

$44. llopмaльIrые (глaвньrе) кoopдинaтьI
П t,Iopмальltые кoлебания

Boспoльзyeмся пpoизвoлoм в выбopе oбoбщенных кooрдинат
и ввeдeм вn,!eстo oткЛoнeний 4o oт пoЛo)кeния усToйчивoгo pав-
I]oвeсия нoвые oбoбщeнньIe кoopдинатьl ,p пo фoрМyлам

t"=L^х0p.

(43 .16)

(43. r7)

S 41' I1op'|альные (zлaвныe) кoopduнаmы. 2З7

из oбщeгo pешeния (43,l5) виднo, чтo нoвые кooрдинаты t/'l

в KаЧeстBe рeшreIlий уpавнellий Лaгpан,(а дoл)l(ньI бытЬ пpoпop.

циoнальньIми с(/,) eхp (_iФl, .).
Kинeтическаi 

, 
э н еDгия в пpибли)кении линeйных кoлeбаний

в нoвьlх пеpeменнЬlx примeт виl

е", : сl '"pЬ|Ьi: сц'

диaгoнаЛЬна. дeйствительнo. из (43,16) слelyeт pавeнствo

п"gЬ!Ьi : ы2\',a"gЬ!\ ь(!\ = .(,',,,'.

УЧитывaя симмeтpию матpиц rroll' €р,, пoЛyчим тaк)кe

ц"B^!:^'Ь: uL.)Ьl', ' (44.5|

Из (44,4) и (44.5) имеeм

1ar"r - .l"rle* :0.

пoэтoмy € !z _ диагoнaЛьI]aя матpица:

где чеpeз €/ oбoзвачeны диаг0t|альныe мaтpичныe элeмeнтьl
и лo (д) нei сyммиpoвaния. Тaким oбpазoМ, кинeтическая энep.
rия (44,2) в пepeМенныx d/, пPивoди'гся к нopMальнoмy виду:

L'= i""вt"tB: i"*L

Пoка)кeM, чтo матpица

пoтенциальнaя э}rеpгия U =
вa

U =:".sтт ^r '^';0,0 '
z  - , - ,

f ьу'ь"oо,,ё,, = itt, o,''u,u,
144.2)

(44.3\

(44.4')

(44.6)

(44.7')

(44.8)._ 1++
: _ 

2 Z-.ч

: ; Ё

,,,,о,"tl":|i,"оi,

Ьu.B€. €,, 
' нoвых пepeменньtx pав"

f ',,,,"u,r, = iL, *'"t', tnn.nt
(44.t\

и так)кe пpивoдится к нopмаJьнoмy видy.
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Фyнкция Лaгpaн)irа кollсеpвативнoй систeМы в пepeMеIl.
ных иp имeeT вид

r  , \ - ,  l j 2 _  д2 r-  o  z -  u \ " '  . у " | l .

уoавPрPия Ла-pаLl>l\а пpедс|авЛяю г (  06oи систрму
ypавнeнии:

ap + a iop:0 '

0" - аucos\u,t 9)'

(44. t0)

s нeзaвисипIыx

Peшeния ypавнeний (44-l l) мoхrнo пpeдсTавить B видe

(44.1 r)

\44.t2)
тaк чтo ка)кдaя i]oвaя oбoбщенная кoopдинатa,p бyдeт гаpllo.
ниЧeскoй фyнкциeй с частoтoй, pавнoй oднoй из сoбствеI]ных
чaстoт систeмЬI. Tакие кoopдинaты Ilазываются нopмаlxbt|ыl,|u
\елaвньD|,|u ) 1 а сooтвeTствyющиe дви)кeния систeмЬI ||opj1l"с|!xbнь|.
мu | zлaв|bLм'u\ кoлeбаниями,

.цля кoljсepвaTивнoй системы нopмаЛьныe кoopдинатЬI ,! всe.
гда Мoгyт быть ввeденЬI пpи пoмoщи линeйнoгo пpeoбpазoвания
o6oбщeннЬIx кoopдинат' ЕсЛи тaкoе прeo6paзoваIlиe кoopдиI,Iaт
нaйдeнo' тo пpoбЛeма вычисления с06ственньIx частoт .,д Линей-
ных кoлeбаний сTaнoвится тpивиальнoй пpoбЛeмoй вь]чисЛeния
Koэффициeнтoв пpи d], в ypавIreниях (44,1l),  Kаждoe сoбствен.
нoе (нopМaльнoe) кoлeбание сисTeMьI, пpeдставлeняoe фopму.
лoit (44,|.2)' Mo)кет бытЬ вoзбy)кдelio пyтeм пoдxoдящeгo вЬIбopа
ЬаЧаJЬчых y.лoв,]й лю6ые вo'1, lущeния "гиPeйчьIх с,]стеv пpед.
ставимьI в видe сyпepпoзиции нopмaЛьныx кoлeбаний.

Заj'|eчф7uе a кpаmнblх кop|!ях (вl'|po'lсdеннblх |7асmomaх\-
Если хаpaктepистиueскoe уpавнeниe систеМы иМeeт кpатныe кoр.
ни' тo кoМI]лексныe аMпЛитyды.4Ё Irе будУт вьIpа)каться чeрeз
Mинopы хapaKTepистиЧeскoгo oпpeдeЛителя, п0Д06н0 (43.l3), так
каI{ сами миIlopьI pавI{ьI нулю' oднакo pешeния ypавнeний дви.
'(ения и в этoМ слyчae мo)кнo искать в видe (a : r4" ехp (_iФ').
Пpи налиuии кpатI,jых кopнeй pешeliия ypaвнeний дви'кения
такхe мoжнo пoЛyЧnгЬ' есЛи исK)сствPн|Jo измен,lt" ьoэффиuи.
eнТы o,a|t' 11ap tlа пIaЛьIe вeличинЬ] так, чтoбЬI кpатныe кoрни
исчeзли| а заTeм сдeЛать пpeдeльI,jый пepеxoд'

oдинaкoвьrм кopням сooтвeтсTвyют нopмаЛьныe кoлeбaния
с oдdoй и |oй жe сoб.твPPчoй Частoтoй си(трvы' нo с Dазными
аМпЛиTvдaми и фазaМи.

s 15. I7ц.1евые чacmomы. Ko!|е6анuя мaлекlJл

$45. IlyлевьIe чaстoтьt' кoЛe6aпия мoЛекyл

l
KвадpaTичI,jaя фoрмa ;toB€@€р' 

лoявив[Iaяся в pезyЛьTатe

pазjo)кения I]o сTeпeням oткЛoнении ta oт пoлo)кeния рaвI]oвесия
эI]epгии взаимoдействия систeмы, l4o)кеT нe бЬlтЬ пoлФкитeльнo
oпpедeлeнIloй. Левая часть ypaвнeния (43,17):

,.64/ Apn -,r?,)o"B^:'  ̂ t i .

в такиx сЛyчaях Mo)кeт oбращaться в нyЛЬ пpи I]e pаBных нy.

лю AУ], и сpeди сoбственньIх частoт систeмы мoгyт пoявитЬся
I]yлевьIe'

Физинeская пpиuина пoявлeния нулeвыx Частoт Лe)кит в oпpe.
дeлeнии oснoвt]0гo нeвoзмyщенн0г0 с0ст0яния систeMьI как жeст.
кoй прoстранствeнLloй <рeшеTKи' пoлo)кeний pавнoвeсия, Tа
кая l]евoзбy)кдeннaя сoвoкyпI]oсть пoлo)fieниЙ равнoвесия M0х(е'Г
быть пpeдстaвлeнa в видe твepдoгo Tелa с шeстЬю стeпеняпIи
св060дь]: Tpемя пoступатeльньIМи и TpeMя вращaтeЛьньIми' из

уpавнellий дви)кеIJия в ljopMaльных кoopдинаTax (44.l l):

ёu + "Nо,: o
слeдyeт' Чтo нуЛевым часToтaм сooтвeтствуюT закotlы дви)кeния
ы,1t'a 0p: qopt + qop,

пoстУпaтeльныe и вращaTeльныe стeпени свoбoдьl мo)кнo ис.
Kлючить заpанee из ypавнений двиxeния пpи пoMoll{и дoпoЛ-
ниTелЬных pавeнств (<свя3ей)), кoтoръ]м дoЛ)кньI пoдЧиIlяться
кoopдинаTьI систeмы.

БУдeм считaть, Чтo цeнтp пIaсс систeMы частиц в pавнoвeснoм
сoстoянии дoл)i(eн 6ыть нeпoДвиrкным и пoЛньIй импУЛьс систe'
мы чaстиц равен нyЛю. Toгда

) m'rn' : сonst. t. (45. L)

Здeсь г' : roi + &, где rl]i pавнoвeсI]ь]е пoлoх(eния часTиц,
а €i _ маЛьIе oTклoI]ения oт пoлo)кeний paвнoвeсия' из (45'l)
слeдyeт' Чтo

2з9

::t-,.,:o

1\ - . -  с  -n
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Этo pавенствo бyлeт выпoлнeнo за счeт выбoрa кooрдиllаT' eс.
Ли пoтpeбoвaть' чтo6ы кoopдинаты сi yдoв.,reтвopяЛи ypавяeяиям

N
\ - -  r  -n

- пpи пoмoщи pавенств (45.2) в выpa)кeяии дЛя фyнкции
Jlагpaнжа ilo)кнo искЛючить тpи oбoб0leнных кoopдинaты.

пoтpебyev. кpoмe тoгo. чт06ы пoлный мoмент импvльсa си.
с.eмы также был pавeн нyлю' Toгла булем иve]ь в ;инеiнoм
пpиблиxeнии

N N

L -  Lm i \ r i  ,  i , )  =  L  m i ( ro ,  .  { t )=0 .
t= l

oтсюдa виднo, чтo дoгIoЛниTеЛьным yсJloвиeM на Koopдинаты'
oбeспечивающим paвe!{ствo нулю Moмента иNtпyЛьсa, явЛяeтся
УсЛoвиe

2- ml (г0i Y BlJ : U'

тpи paвeнства (45.4) пoзвoляют исключить дoпoлнитeльнo
Tpи стeлeI]и свoбoдьI'

с- пoдoбньIми задaчами пpихoдится иметЬ дeЛo пpи изyчeIJии
кoЛeбаний мoлeкyл. B нeвoзбyxдeннoм сoстoянии мнoгoатol{.
ныe мoлeкyлы дoпyсI(ают пpeдставJeние a видe твepдых тeЛ,
tJычJ, iсЛeния инepци0Ilных xаpактepистик такиx vo! ']еку! l]яpных
кoнфигypаций прoвeдeны вЬIцIе' 3дeсь в каueстве пpилoх(ellия
к oбщей тeopии линёй8ых KoЛeбаний кolJсepвaтивIlых систeм
pассмoтpиI!,t |<oj|еба'нuя'|u||еtiнoа сuJn''еmpuчt|oЙ mpехаmoм||o|i

oлeкglь| c массами п}, ll,4, rn в слелyющeй пoствнoвке: взаи-
мoдействия ме)кду атoмами зависят тoЛькo oт pасстoяний мeждy
ниl'и и имeeт хapактеp пpитя>кения дЛя iбЛи'<айших сoсeдeй'
и oттаЛкиваl{ия дЛя кpайниx aToмoв. такoй xаpактep MеxатoM.
ньlх взаимoдeйствий мoжeт oбеспечить Линeйнyю кoltфигypaцию
мoлeкyЛы- Bдoль ЛиIlии pаспoлoжeния и дви)tения атoмoв мo)кнo
вь|бpать кoopдинaтнyю oсь эr. B pавнoвeснoм сoстoянии кoopди.
riаты aтoмoв связаны yсЛoвиeм

(45.2t

(45,з)

(45.4)

E02_ao | : I o 3_xo2 : а ' (45.5) + (2mц hIЬ2)k2]. ' G5.|1\

и, сЛeдoвaтeльIlo, нeвoзбyждeнная мoЛeкyла мoдeЛиpyeтся твeр.
дым тeлoм, Фyнкция лагpанxa мoЛeкyлы имeeт вид

-  m , . '  - c ,  М . c  - - ,L  -  
т | i i 1  } i l  -  

т i6_U l |x2_x| )  
_  Щ( ' гз_ . r z )  Uz j з_  

" t \ '(45.6)
ПPи малыx oтклoнeнияx атoмoв oт пoлoжеIlий pавнoвeсия

фyнхции И, ./2 мoxнo заMeнить их paзлoxeниями в Pяды тeй-
лopа в oкpeстнoсти пoлoxeний равнoвесия. пpи этoм пoстoянвые
слагаeмые в вырaxении дЛя фyнкции Лагpан)(а мoжнo oпyсTиТь'
а сЛагаeмьIe с пepвьIМи пpoизвoднЬlми 0т энepгии взаиMoдeЙсTвия
в paвнoвeснoм сoст0янии pавны нyЛю.

C тoчнoстью дo квадpатичнЬIх сЛагаeмыx 6удеM имeтЬ

-  m . . c  . c .  I I  . c  l  - - , , .  . ,L _ 
;| i i  I  i з )  |  ; i i_  ;U i |"I|\" ,  

-  ' i  a| ,  -
I " l- 
|ui'lot t', t2t - ol2 - ;u{r2otl(rr !t\ 2ol2. 14s.7\

Пoлaftя в (45-7)

€ l : ' l _ zo l ,  € z=сz  l t o z '  И :U( (a l '  h2 :U iQa) '  (45 .8 |

пoJIyчим

.^ 1t4.^ I  ^L -;(.? '  t1) | ' ;Ёa _ 
;|k '  + ы €? _2k|t, ,  I

+ (Al + *2)€з2 _ 2&l€1€! 2k2|f3 _ 2h1ф{2] =
l l= 
'а.pQ"fu' ,u"p{"|p (45.9)

s 45' IlgJ|евые ча'сmonы. Koле6aнuя мa'tекgл 241

(45.10)

(а'0 = |,2'з). Матpиuы aop и zap имeют вид

/m 0 0\  lkr  rkz  - \  -az \
o"з-|o  M,0I '  i , "d_ |  h  2kt  _д.  l '

\0  0  m/ \  f t r  - \  \+kz, l

[\kr I k,tt nt2 -*r ]z l
I 

-r' 2kr 1\'1.,.t2 -*1 l=
L kz -*1 (kr + kz) - mt2 J
= -u2 {(h + k2 - пu,2)|(\ + Ic2)M + 2rnlq _ mMо2l +

*"xТjf:',##*ий 
oпpeдeлитeЛь A eсTь oлрeдeЛитeль мат.
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Хаpактeристичeскoe yравнeние ^:0 и\1еет тpи кopня:

' ,  l ,  2А  n , ,  ' /

" -  
, ,  , t i  

14  '  l 2 l

Нyлeвал настoта эt  :  0 здесь l loявляется незaвисиI1о oт и l] .
дивидyаJIЬIrых физическиx свoйс].в п{oЛекvЛЬI.  Ес"!и paвIroвес.
ньIе кoнQигypации Лиl iеинЬlх тpс) iато]\1нЬlх MoЛекyЛ oпpедеJ ' lяют-
ся эI lеpгия]\ lи мe)катol\{L iьIх взаипloцeйствий'  такими'  чтo . - r i l (a)  +
+2Ui(2|1):a' Tо частoта |'2 так)кe б}Цe1 р2вHа Jr}'Лю; в pе)киме
iинeйJiьIх кOлебaний MолекyЛа совеpшaeт коj leбания на oднoй
Час.Гo.Ге. нe зависящeЙ oт aмпЛитyдьI кoлебaний'

для вЬJчис ' ' lения аMплитyд кoJ lебаний на сoбсTвeннЬ|х частo.
тах Koрни ( '15 ' l2)  сЛед}' 'eт пoДсTавитЬ в yравнения дЛя l (oпlпj lекс.
нЬlx а l lпли' lyд | 'u ' , "1 о,r l . " i )Аp: 0,  При o2 = - i  эти ypавнeния
стаJ ioвятся зaвиси]\1Ь|Mи'  I lo два из них нeзависип'ЬI.  11o"r laгая.
чтo этo yравнения с IroNlераIJи rr:  l '  2 .  бyдeпr иMеть д, . lя  " !юбoгo
кopня -]:

I
I
t

oпPeделитс"' lь неoднoрoднoй систспlьr ypaвнеrrйй (45, 13) равeн

.\{ = (A1 + &2 |11'''|') (2k1 м n|i,) k? (45.  r4)
и явJ lяeтся l \{инopoNt хаpакTepистическoго oпpeдe" ' Iитeля. два дрy-
гих l \ ' Iинopа pаBнЬ|

(45 .13)

(45 .15)

(45.16)

^1 : *i + a,(2,{,r rl/'i),
A '  = A1(A l  +2k,  nюi ) .

Kомп" ' lексньle aпlпЛитуДЬ] как per l ]eния систеN1ЬI yравнeний
(45.13) пpoпopциoналЬJlьi Nlинopaм (a5,la)' (a5,l5), (a5,l6):

,,11i = C44-\у)' \45 .17)
где O(/,] пpoизволЬнЬIe кoпlпJ'IекснЬIe пoстoянI. lьjе, OсTаeтся
пoцставитЬ в эти фopМvЛЬI нaйденнЬIе вьIpa)кeния для сoбствен.
нЬ|х частоT. 3наuению 7r: l  соoтвeтствyет r.-.|:0, и ]\ lь l  находиNt

/ ]  : , 1 ] : , 1 ] :  С1 , (45 .18) п.{1 + '1.1(2 + '1{з

s15' Нцлeвые часmanь|, I|oлебап я мa,1екц,1 24З

Tакое сooт l toшение l lежду a]\1I l .ЦиT}Цaми соoтвеTсTвyет сN e

| д  и ю ' l o | < h }  ' ы  . (  e  o o б с '  , , l e . ] "  и с  l , р р , L l  в , . , \ ! o | р l

Зна.IеLlиIo p : 2 сoответствyeт Ча.тoта J2, Ha этoй частoтe
апlпЛитyдьI ра в|lЬI

-1|'2) = С:,1k, 12k,1

д!,) = o' а!')
крaйI lиe атoN1ьI сoвеPшают коJ]ебания с oдинакoвьlN и а l\IпJ.Iитyда

]\{и и пpoтивoпoЛottllьIrЧи фазаMи пpи нelloдви)кl]ol\I цeн1рa"rlьнot\'I

т lакoнeц, на частoTс !J3 (45 ' l2)

я!з] : сзr' (l'r 9*,). ,l., :,.'l.,.

r!3):сз}(Ц*, ^';

чTo свидeТелЬствyет об антисиNlNJeтpиЧнoм вoзб},}кдeнии NloЛек},

ЛЬl на Чaстoте (]-]з'
Закoн дви}кeния ]VIоJ'IекyJ.lЬI N1о)<нo пPедстaвитЬ в виде сvЛep.

о ' и U и ,  р а в  ' \ l р D н o | o  и  Г ч I \ , o J и , e i  , o  о  Д в r ж , Р  l q  и  . ,  F ' : i , Ь , '

кOлебаний на чaстoтах L '2,  . !13:

(45.2 r  )

ПOдставиN1 сюДа найдeнI tЬIе  сooтношсния дЛя кo l l lплекснЬ 'х  аM'

п литуl, Пo,lуvипt

с \ : | ] t+(+02+0з '
2m-

€ 2 : | | t+ . | -  - | з '

с з : i t+с  ( )2+0з '

(* #0,) (15.re)
: ,11',),

(45.20)

(45.22)

(45.23)

(45.24)

0z :оzcos ( - l t I f z ) ,
,3 : rr,з (os(l.)зf + яз)

норN!а" r lьнЬIе  кoЛeбaния,

Из (45-22) ' (45,23)' (45'24)Bиднo. что

: (2rl l  + ,\..f)(tt + .:).
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ЕсJtи oбoбцeнныe кoopдинатЬl выбpаны тaк' чTo выпoлнeны pа.
вeнства (45.2):

m( ( l+43)+n , f € 2 :0 '

ro 0 И c 6уtУт Pавны нyлю, и тpансJrяциoнная стeпeнь свoбoдN
мoлeкyлы! сooтвeтствyющая ('l : 0, бyдeт искЛючeна из выpaжe.
ния для фyвкции ЛагРаtl)ка.

$ 46. Bынyлсденные t(oЛeбaния кoнсepBaтивпьrх сПстeм

Функция Лагpан>ка кoнсepвaтивнoй систeMьI в3аимoдeйствy.
ющих частиц' нaхoдящиxся в0 внerДнeМ скаляpнoM пoЛe' иМеет
вид

I
L  :  

i " "в | l ' ' ' ' ' q " )q "qp  
_  U(q ' . . . ,  с l " )  _  U( " ] (q l , . . . , q " , . )

(46 .1)

Здeсь U{"/(q1,,. ,q", ') _ пoтенциаЛьная энepгия систeмы вo
внeшнeм лoЛe. ПPeдпoлaгaется, чтo систeма имеeт пo кpайнeй
мepe oдIlo пoлo)кeниe yстoйчивoгo pавнoвесия q!q,.

Haйдeм закoн движeния систeмы в oкpeстнoсти пoлo,t<eния
pавнoвeсия пpи,малых oтклoнeнияx oт пoлo}кeния pавяoвесия
t."(/) _ q"(') _ qУq) и малых скopoстях i"(t l -. i .ol. пpи кoнeч-
ных t тaкиe yслoвия мoгyт быть peаЛизoвaны в сЛабoм внешtlем
пoлe' чтo и пpeдпoлагаeтся яи)кe.

L т0чlloстью дo пeрвыx' нeисчeзающих всЛeдствиe неoднo.
зtlачнoсти фyнt{ции Лагpан)ка, члeнoв pазЛo)кeния пoтeнциаль.
нoй энepгии нaхoдим из (46.l)

t : f,"^вt.ёв - f,".a€"(р + Q"(r)€., (46.2)

гдe 8"(t): _6уtо 7ao"|\"q) _ знaчeниe внeшнeй oбoбщеннoй
сиЛы в пoлoхeнии pавн0весия.

пpеoбразoваниeм oбoбщeнных кoopдииат (44.l), с" =
_ 

! Afi0,. кваapатинныe фoрмы o"д4,(6 и Дap(o(, oднoвpeмeн.

нo пpивoдятся к вopмальнoмy видy. ,(Ля энepгии взаимoдействия
с внeшI,iим пoлем пpи такoм преo6pа3oвании 6yДeм имeть

a"(')€" = e"(.) ' A|"0P =D tp|p,
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Йe fp(t) : ^AQa(t\ - oбoбцeнная внешняя сила' сooтвeтствую-
щaя кoopдинате 0!. пoэтoмy в нoрмаль!|ых кoopдинатах фУнкция
JlaгDанжа пpииимает вид

(46.3)

а ypaвнeния дви)кения свoдятся к s нeзaвисимыМ ypавнeниям:
" 
: t {Ь,,tr, 

_ цo,,) + hФo "\'

ё"+ 
"2,",o, 

= 7611uu. (46.4)

кФкдoe из yравнeний (46'4) oписываeт вынy)<денньIе кoЛe.
бания гаpMoническoгo oсцилЛятopa' имеющeгo сoбсTвeннyю ча.
с1oтy Uд. o6щee рeшeниe (46.4) являeтся сyпеpпoзицией oбщeгo
peшIeния oднoрoдн0гo ypавнeния и чaстнoгo peцIeния нeoднopoд-
нoгo ypавнeния (14.44):

I  , .  . , - t - , - , ,  ,*  - '
0| _ o|"\cosф, ' l  + ь(! l  s in&l , f  + lJ( , j . ' t . ,s t ' lg1} l  

_ '  l  
dг '  (46.5)

J t д Ф |
0

,[I'ля сисTen'ы с 5 стeпенями св060ды oстaются тaкxe спpавeд.
Ливыми рeзyЛьтаты анаЛизa oднoмеpl|Ь|х вьIнy)кдeнньlх кoJteба.
ний' в частнoсти, пpи сoвпадeнии ч6ст0ты вьlнyждающeй сиЛы
с oдиoй из сo6ствeнныx частoт систeмы u'l, буДeт иметь мeстo
явЛeниe peзoнанса'

$47. ЛипeйпьIе IФлeбaния дIlссПпaтпвпьrx систеttl

.Динамика систeмы взаимoдeйствующих частиц' в кoтopoй
дви)кeниe Частиц сoпPoвo'<дaeтся pacceяниe\n энеpf |4|1 \oucсuпa-
muвнaя сucmема), oпpeдeлeна' elЛи заданы фyнкция Лагpаtl)ка
систeмы и диссипативные сиЛЬI. l,ыдeлим системУ из этoгo кЛас.
са' кoтoрaя иyeeт пo Мeньшей меpе oднo пoлoxeние yсToйчивoг0
pавнoвесия ql"q' '  и eе фyнкuия Лагpан>ка в малoй oкpестнoсти
пoЛФкeния paвltoвесия мo)кeт 6ыть пpедстaвлеllа теl{ '(e пpибли.
х<енным вырa)кeниeм (43.4), чтo и функЦия Лагpанхtа кoнсepва.
тивнoй систeмы:

(47.r)

,циссипативныe силы, пpoпopциoнaльныe скoPoстям частиц'
мoryт быть заданы лpи noмoш't duссunamuвнol фцнкцuu:

D(q,... 'q-Ф,...,q") : id.p(q|' 
... ,c")c.Qp > o, (47.2)

d , "9Q1, . . . ,q ' )  :  dp"(or ' . . .  ' q " )  (o ' l  :  l ' . . .  ' з ) .  (47 .3|



в ypaвнение
AD
aq"'

(47.4)

Из (47'3\ ьиднo, чтo систeп{a ypавнений дви)кeния бyдeт
Ливeйнoй' eсЛи не ToЛькo фyнкция Лагpанжа, нo L1 Д|IccЙлa.
тивная фyнкция D в oкpeстнoсти пoJlo)кeвия pавнoвeсия 6yдeт
IrрeдставЛeна квадpатичнoй фopМoй oбoбщенtlых скopoстей, т. e.
pазлo)кeниe этoй фyнкции в oкpeстнoсти пoлo)кeния pавнoвeсия
свoдится к yдeP)каllию тoлькo пеpвoгo чЛена pазлoxеIlия:

Глаaa 11' Jiaлые кoлебaнuя сuсnем,'.

JpавIleI]ия дви)кeния систeмы пpи наличии диссилa'гивных
сил, пpoпopциoнaЛьных скopoстям lio, мoгyт быть IIoлуЧeвы пy-
тeм пoдстанoвки функции Лагpаюка и диссипативнoй функции

AL
os"

d"i j(c|, . . . , ,1") = d.p (qPФ,.. . ,  qGф) = dа{J = dpo. (47.5)

Тoгдa в пеpеменных (,, = q. _ q;E,l) уpaвнения дви)кellия дис.
сиnаTивнoй систeмы бyдут иМеть вид

a .gс i+dapсо+ua|сp :0 , (47.6)

Эта систeма s линeйных диффepенциаЛьных ypавнeний нe
свoдится к сисTeме не3ависимых ypавнеl.tий пpи пoмoщи вBe-
дeния l]opмалЬньIx кoopдинат' PеrUениe систeМы (4z6) бyдем
искать в видe действителЬньlх.,Iастeй кoпlllJlексIlых

€ . =A"eхpI  i u t ) .
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Пoдстанoвка (4Z6) свoдит ypавirения (47.5) r< систeмe aЛгe6раи.
Чeских ypавнениЙ для кoмпЛeксньlх аMплитyд:

( a2a,'p _ iuсt.6 + u"3) АB : Q.

Xарактepистиuескoe ypавнeниe этoй сисTeмы иMеeт вид

d l0L\
d.t \0.," )

Д = dеt  |_ш2a. ,д  iФd ' .B+u"p|=o.

(47.8)

(47.9)

здесЬ всe кoэффициeн'rы аo1j, do11, tlo! вeщeствeннЬI. Пoэтoмy
кopни (^ = -i&') ypавнeния (47,9) ли6o вeщeственньIe (частoты ('
мнимыe), либo пoпаpнo кoMплекснo-сoпря)кенныe. мниMыe части
кoмгl!']eKсныx .' oтPицатeль}lЬl' дeйствитeльнo, лoслe yмнo)кe-
ния (47.8| нa,4; и сYммиpoвания l lo o пoЛyчим

(_ L,-l2a.p it.'.ll1,,'p I u,$)(А:h + А"Ai) = o.

Этo кваapатнoe 1pавнeниe, Cyvма еГo кopнeй pавн3

(47.10)

ia + iu, : d'"в(АLАp + А"Аi)/ a-(АiА" + АpА:) (47,|1)

систeMы:
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и oтpицатeЛьнa' пoскoЛькy диссипаTивная фyнкция нeoтpица.
IeJьна' а Kинeтичeская энеpгия пoлo,.ки|eJЬнo oпpeдeЛенна. Пo.
.1aгая в фopпayЛe (47'1o) a : v _ i1' нaхoцуtм

(47.\2\

ПpeдлoЛo)ким, чтo кopни _iЧ' и iоi fu : l,..., s) хаpакТе-
pисTичeскoгo ypавнeния (47'8) нaйдeны. сooтвeтствyющиe этим
кoрIlям кoмплeксныe амплитyдьl А 

"(u) 
и А+ 

"(оi) 
МoгУт бьIтЬ

найдeньI в PeзyльтаTe pешения уpaвнений (47.7)' кoтopыe llo-
слe пoдстанoвки кoрней станoвяTся линейнo зависимьtми. Пo
втopяя pассy)кдeния' испoльзoваtlныe дi'rя oпpeдeления aмпли.
Tyд кoлeбаний кoнсepвативных систeм, приходим к заключeнию,
чтo Koмплeксныe ампЛитyдь| пpoпopциoliаЛьtlы минopаM A"(k,/')
и A.,(r,,li) хаpaктepистичeскoгo oпpeдеЛиTeЛя

А 
"(u,.)=( .,.1l"(o,)' ,a+"(ш!) : C+1,,1A.,(o!). (a7,13)

06шее pешeнио уpавнeний движения Диссипативнoй сисIе .
Ntы (47.3) явЛяeTся вещeственнoй частью сyпepпoзиции частньlx
Perшений с ампЛитyдамu (47 '|2\:

- +.^6 -  L{с  / .Дo(Фд)eхp(_ l . ,д l )  .  C 'дA"( . " , ,1)е*pt ; " , i l ) l ,

\47.r4)
из 06щег0 peшeния (47.13) нeпoсpeдствel]нo виднot чтo кo-

Лeбаниям сooтвeтстByют лишь кoмплекснo-сoпpяжeнньIе кoр-
|1|| |,p: ур _ i1r, | ' ;:  uр+ i1p хаpактepистиЧескoгo ypавнeния.
AмплитуДы такиx ioлeбаний зкспoнeнциаЛьtlo yбывают сo вpе
мeнeм с дeкpемeнтамИ зaTухaния 1р' пoявлeниe кoтopьlх вызванo
действиeм диссипативных сил' /vlнимым сJд сooтвeтстsуeт апepи-
oдическoе затyханиe маЛыx aoзмущeний систeмЬ|

s 48. BьlнyriцeнньIe кoлебariия диссипaтивllьlх спсте!t

Bынy>кдeнныe Koлeбания систeпI чaсTиц пpи нaличии дисси.
пативных сиr1 нe свoдя|ся к вынyждeiны\l к0Ле6аниям на6opа
нeзависимых oсци,'rЛятopoв' B пpиближeнии линeйньiх кoЛeба
ний фyнкция Лаграюка системы взаимoдeйствующиx частиц вo
внe[Iнeм пoтeнциаЛьнoм пoЛe oпрeдeлeна вьIшe и сoвпадaeт пo
фopме с аl]алoгиЧным вьlpа)кeниeм (46.2) lля кoнсepвативнoй

_ iо* i u '=_2 l ,  l>0 .

ь : !'"вс.tl, 
_ 

i?l."pс"€e + o"(tX^.
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.[иссипaтивная фyнкция в тoM жe лpибли)кeнии oпpeдeлена
PавенстваMи (47'2\' (47.4) 'А pagнa

I с  I ,  t>0 ) '

пoэтoму yPавнeния движения диссипативнoй систeMы вo внеш.
нeм пoле в линeйнoм пpибЛи,<eнии имеют вид

a .p ip  +  а "B i .+  u .p (p  =Q"( l )  ( a ,p :  l , . . . , s ) .  (4s . l )

06щее рeшениe эToй систeмы ypaвнeний предстaвЛяет сoбoй
сyпеpпoзицию oбщeгo peЦIeния (47,l3) сooтвeтствyющeй oдtlo-
рoдt]oи системы и qастнoгo pешeния,

найдем частнoe peш]eниe ypaвнeвий (48.l) для систeмьr ва.
стиц вo внешнeм пeриoдическoМ пoле, Функции 8"(,) в этoм
слyчаe бyдyт пepиoдичeскиMи функциями вpeмeни и МoгyT быTь
пpeдсTавЛенЬI в видe рядoв ФуpЬe:

^ , - .  \ -^  - - rnn rЧ" \т  ]  =  2 'Чane
n=0

r (48.2)
9 t

Q..  =; 18"{ i )c"" 'dt  tQi , .  = Q. ._"t .! J
0

Здecь Q:2т /T, T _ пepиoд фyнкций 8o(') ' пoстoявнaя сoстaв.
ляющая Qan п'o)l<ет бьIть искЛючена пyтeM cдвига (B, Пoэтoмy
дoстaтoчнo oгpаничиться сyммиpoваниeм oт n: l.

Будем искaтЬ частнoe peцIeние систeмы (48.l) в видe вeЩe.
ствeI]I.!ыx ЧaстeЙ кoMплексных

t ^ l т ) :  )  д . -  e  ' , . . . -  { @  =  l . , , , . s ) . (48.3)

пoдстaвЛяя (48.2)' (48.3) в ypавнeния двиxения, пoлyчаeм си.
стeмy a,lгeбраичeских yPавнeний дЛя кoмпЛeксных ,4an:

(-n2Q2a-p - in0d.B + t.p)Ap. = Q... (48.4)

oтсюда
А""= ̂ "(na)/^(nл)' (48.5)

гдe A(no) _ oпpeделитeлЬ oдllopoднoй систе[4ьl ypавIle.
ний (48,4)' A"(na) . oпpeдeлиTeль' пoЛученный из A(no) за-
менoй стoЛбца с нoмepoм o на сloЛбeц Q"" opaвoЙ.raсти (48-4).
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слeдoвaтeЛьнo, частI loe peшeI]иe являеTся вещeствeннoЙ чaстью
кoМпЛeксныx

' ' l t l  _  Ё  
A з J J I J o - ' n , .  

Ё  
A " (  лa )A ' ( . , a )  

e - l л a l -  { 486 )\o ' . ,  _  Z -1  A (лa)  
.  z -  ^\na)^. |na |

xаpактepистичeский oпpедеЛитeЛь oдIlopoд}loй системы (48.4)
явЛяеTся мнoгoчленoм стeпeни 2s с дeйствитeльными кoэффици'
eнтаiДи:

A()) : det l)2a@p + )d"p + щp (^: _i'о).

пoэтoMy oн Мoxет быть пpeдставлен в видe
A( ) )  :  966111  - \ r ) ( ) - ) 2 ) " ' ( ) - l " ) ,

1'1л|1 |1p|1 ̂ : _xLn..

A(Ф)  =  с9дg11 ,  _  ' ' ; ( a  _  u2) ' ' ' ( a  -  a2" ) '
где . ' l , . . . ,  ( rJ26 _ сoбствeнныe кoмплeксньIe чaстoTьl  систеMы.
слeдoватeЛьнo,

Д(no) :66115; f{ (no ulr,). (48.7)
p:I

Этo выpа)l<eниe и кoмплексI{o-сoпpflкeннoe емy oпpeдеЛяют
зависиMoсть знаменателeй в (48.6) oт частoт. дЛя каждoй пaры
кoмплекснo-сoпpя}l(eнных частoт up : уp _ i1p' a; = vp + i1p
в фopмyле (48'7)

(na _ r,,'")(nn _ с,;i) : Фa_vp)2 +1tr.
ПoэтoМy

,. т-т . ^ '' 712A(a !2 )A . (л l ? ) :  l сons t  ] ( сonс t  J  l l  | {л l l _ l , , д | - !1 ; l  '
, у=|

Пoдставляя этo выpажениe в (48-6), нaхoдим частнoe peшение
ypавнений (48' l) в видe вeщeствeннoй части pяда, всe чЛeны
кoтopoгo имeют вeщeствeнныe зиаменатeли:

с.(') : R" '
a"(no)a'(no)

п=l (сonst)(сonst)*П |@a_v")2+фu]2

ЕlаибoЛьuJyю aмплитyдy кoЛeбаний в
n-2o nopяdка имеет гаpмoника. для кoтopoй

(48.8)
Услoвnях pe1oна'нca
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s49. пoстpoениe aсиМптoтичeскпх peцIений
для слaбorreЛинeйпьIх систeпl

метoдoм KpьIлoвa_Бoгoлro6oва

l. Cистeмьl, 6ли3кtre к линейIiьIм. двиxeние систeМЬI ча
стиц в oкpeстнoсти l]oлo)кeния yст0Йчивoгo pавнoвeсия п{o)кет
бЬIтЬ пpедстаBленo в видe ЛинейньIх кo"!eбаний' есЛи IlачалЬнЬIe
вoзмyщeния систеMьI малЬI,  a внeшJI{ие сиЛы яв' ' ]яются дoста.
тoчнo сЛабьIми, С poстoм наuальньrx вoзrv'yщений peшeния ли.
нeapизoванньIx yPавнeний движeния бУдУт всe мeньшe сooTвeт.
ствoваTь действитeЛьнoсти, Пoявляeтся нeoбхoдимoсть yчeта бo-
Лее Bысoкиx степеней paзлo)кeния фyI]кции Лагpаllжа, вIJeIIII]их
oбoбJе| нЬ|х си1 r pеLl]еЬ.]Я нёЛинe;'  Ь|r уpаB,]РPии Двrlкения
с заданнoй тoчнoстью, Линeйныe кoлебания д' l]я таких систeм
Mo)кнo pассматривать в качeствe oснoвнoгo динамичeскoгo сoстo.
яIJия' кoтoрoe вoзмyщaeтся nнeЛинейньIми силаMи), так' напpи.
п{ep, фyнкцию Лагpанжа МaTeMатичeскoгo маятника с !!1ассoи m
И !.л|1|1of1 |'|

l  _  
o I I , l  b .  t l ! ] l с o .  D '  ( 4 9 , | )

пpи нe сЛишкoм ooлЬrЦиx угЛaх oтклotlеI lия я oт пoлoжения
paвIJoвeсия Ф: U мo)кнo зaМeнить Dазлo)кениeп|

r = f,mPФ2 |-зц, + !-g;en' (49.2)

чтo экBиваЛeнтнo yчeту <нeлинeйнoй сиЛьI' - рз иЛи <.кyбичe.
с(oй неЛинейi]oсти) в ypавнении движеI]ия маятника:

Ф+Фв9:t.в,f @|,:glD, (4s.3)

Pазлoxeниe (49'2) имeет сМЬIсЛ! есЛи l]осЛед!{ее слагaемoe
в (49 2) мЬогo ]VрPЬшe пpеДo,дуL]lр o или не"гичрi lаЯ сиЛа.
в пpавoй часTи (49,3) 3начиTeлЬнo 'eno'"r,- ' f iр,

Э тo  oбцее  . вoи . - вo  с / с ' е v .  6 зи r< ; х  к  i y нрyчь t v '  или  сла .
бoнеЛинейнЬIx сисTeм, Уpавнeниe Дви>кeния систeмы' близкoй

к Линeйнoй' в кoтoрoй мoгyт вoз6y)KдатЬся oДI]oмеpныe KoЛeба'
ния! Moxeт бЬ]ть представлeнo B видe

s 49 - Ilaс npoенue асu.1'|n|nomuцес1.uх peше&un 251

с +"frg:.qi € '41. (49.4)

гдe 6 - паPаMеTр' ввeдeнньIй дЛя yчe'Га п{алoсти <нeЛинейнorj

сиЛы' €8( € , € ) пo сpaвнеt{ию с <вoзвpащающeй силoй> шfr € '
2. lvlетoд кpьIлoвa-БoгoлIodoва. УравIteI]ие дBи)reния

(49,4) пpи € : 0 свoдится к ypавt]ению гаpмoниЧескoг0 0сцилля-
тopa' ПoэтoMy пpи e:0 кoлeбания будут гаPМoническиI' lи:

( : o сos ф'

с пoстoянI]oй ампЛитyдoй

r i : 0

и paвнoмepнo вращaющeйся фазoй

ф: 'o .

(49.5)

(49.6)

(49.7)

HалиЧиe нeлинeйнoгo вoзп{yщeния (e f 0) привolит к пoяв.
Лению кpатньIx гармol{ик' зависиМoсти ЧaсToтЬI 0т амплиTУдьl
и п'o)кeт вызватЬ систeмаTическoe vвеЛичениe или yмeньjllение
ампЛитудьl кoЛeбaний в зависимoсTи 0т yвеЛичeния или рaссеЯ.
| .1я  э10p-ц|1  .а  сче , l  д 'ри( .вия вoзvvшаюLLих с r1  УЧиIЬ|вая э ,o .

бyдeм искатЬ peшeние Уpавнeния (49,4) в видe

(49.8)

(49 .10)

Здесь aсosф oснoвнaя гаpмoникa неЛивeйных кoлeбаний
(фyнкции € (o 'ф)) '  a _ пoлная aМпЛиTyда oснoвнoЙ гарМoники
кoлебания; (а(a,ф) пeриoдичeскиe пo ф фyнкции, сoдepx(ациe
высшиe гаpмol lики. так Чтo кoэффициeнты Фypьe этих фyнкций
пpи smu и сosp paвньI:

dф : 0- (49,l l)

пpавая часTь ypaвнeния (49' l0) для aмпЛитyдьI a нe зaвисит
oT фазьI ф, 3ависимoсть l "  oт l | l  - . '0 ,  для кoнсеpвативньlх
сисTeм oзначаЛa бЬI зaвисиMoстъ аiипЛитyдьI oT вpeМeни' Чтo

прoтивopeчит o6щeй Teoрии oднoмеpljoгo финиTнoгo двихeния'
сoглaснo кoтopoй a : сonst, B o6щeм слyuae амплитyда a некoll

4:  aсosr1  +е{ l (o ,ф)  + u2tэh 'ф)  + . . .  .

ф : 'o + €Q1(") + €2,')2(a) + '
tl ': € l]Q') + € . f2h) + ... .

l Г .  .  с oЬф
I  t "  t o ,  r t l  ,

n I 
- srn +,

0
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сeрвативIloЙ систeмьI и3l{eняeтся сo вpемeнем MедЛеннo пoд дeй.
ствиeМ MаJoй нeлинeйнoй силЬl гQ({' {), Твк как ((a, ф) _ пеpи.
oдическая фyнкция ir ' '  мгнoвeннoр зна"""u" мoш"oс, , .(q1ц.4;
эTих сил будет так)кe пepиoдичeскoй фyнкuией 1l или 6ьrсi-
pooсциллиpyющeЙ фyнкциeй вpeмeни' 3a вpeМя т' в тeчeниe
кoтopoгo аМпЛитyдa пoЛyчит кoнечнoe пpиpaщeние, вклад в сDед.
неe значeниe мoщнoсГи oт ee быстpooсциJlлиpуюших гаpмoник
видa Ф(a)сo6 nф, Ф(a)sin nфj

1 [.,.] [':" "') ,, =. J  \ s rn  i ]р /

6удeт малЬ|[t  вслeдсlвие малoсти l l I ]o)
Мoднo с.итать' ]аhиv oбPаJov, "J"l;"""; 

'li.]J 'i'#.
ния.(49.!0) явЛяeтся фyнкцией гoJькo ампJlитyдь| o,

HайдeM ф'yнкции € ,(a'ф,l.."(a)' l^pl ' пкне' чтo ypaвнeния
движeния (49'4) 6удут vдoвлетвopяться в зада|Jнoм пoPядкe пo.,
ДиффеpeнIrиpуя i49.8) .]o вpevе,]и и сoхpаняя тo1Ькo пepвы;
пoрядoк п0 € .  пoЛyчим

€  -  асosu_о+is inu.u ( ,3 ' ' , , ' '
\  od  

'Ъ , '  
)  

'  ( 49 ,12)

Пoдставляя cюм d' ф из (49,9)' (49,10)' нахoдиМ с тoй )кe
тoЧIl0стью

i  _ _n..j6sin t ' _ oе".,,1 si l l  U +./l сos Lr _ ('o. 
3! 

. .., .on,,, '

Aналoгиянo пoлyваeм

i _ .с.,,{.os u _ 2.16с11sint' 2oэ9с..,,1 сo'" ' .,o,?jсj *.. .

Ф(o)

(49 . l4 )
сЛедoвaтеЛЬнo. лeвая чaсTь уpавнeния (49,4) paвна

"  r12r ,  \
€+a6 € :ы6Е l#+ € l l_

\ vq- '/
_ 2ua € l| siлф - 2o'')oЕ('l сosФ +.' ', (49.l5)

Пpавyю uасть ypавнения (49.4) так)кe нeoбхoдимo пpeдста-
aить в виде pяда пo степeням Е' пoЛyчим

еQG'1): еQ@cosф' oa;о sinф)*

+ .' felto "o.0,,I
Ir

or'0 sin ф)€l + Q!(oсos ф' _or"1sinф) х

+. . . .  (49 .  16)

Kа)кдый кoэффициeнт этoгo pяда пo стеnеняit € oказыва.
еTся пepиoдичeскoй фyнкциeй ф' Пpиpавнивая кoэффициeнтЬl
Лpи oдинакoвЬIх сTeIlенях €  в (a9' l5)' (a9,16)' пpиxoдиM к ypав-
нeвиям для с"(a'ф), Этa прoцeдypa пoлyчeния ypавt]евIdй не
сoдepxит пpинципиальных тpyднoстeй, нo сoпрoвo)кдаeтся быст.
pьlM yслo)кнeниеItt фopмyЛ. B пeрвoм пopяд(е пo Е мьl пpихoдиМ
к ypавнeнию для {1(a, ф):

z l i f \  .  - \- 0  
\ ' Й  

1 - < l / :

= 2|noJI siт\1|) + 2аL,JО|ll сosф + 8(oсosФ, _riu,o sin ф), (49,l7)

nнeЛинейная сиЛа' Q( € ' € )  - заданная в (49,4) фyнкuия,
Следoватeльнo, Q(aсrrs ф, ar"'o sinr/,') _ известная пеpиoдическая
фyнкция фазы Ф и ee мoжнo представить в видe ряда ФypЬe

Q(o сos ф, _ar,,'p snr ф) : ! [o''(a) siп лф + 6.(o)сos nu]
n=0

(49 .18)
с извeстIlыми кoэффициентами Фypьe on(a), B"(a). Таким oб-
pазoм, yравнeниe (49.l7) явЛяется ypаBнeниeм с пepиoдическoй
пpав0и частью и eгo рeшeние мo)кнo искать в видe pяда

€ 1 tа .  t ' 1  _  
|  J1 ' '  l r r  ) ь1n  , .  '  *  ,n161 .n"  n  u ]

Пo услoвию (49,11) кoэффициeнтьI ?l и zl этoгo pядa pавI]ьI
нулю. Учитывая эTo и лoдстaвЛяя (49,l8), (49,l9) в (49,17),
лoЛyЧим

Г 5 . l
" f r  |"6 'o l  '  ) - t t .  л , t I l , ,1o;s innr  -  uл\o)сo|nU1| _

L;al
:2aoh sir'ф i 2aaoal сos !' + p0(с) + oI (a) sin Ф +

+ !r k) сos nф + D [o,,(o) sin nrl + 9, (a) сos ,lф], (49-20)

s 49, Iloсmpoенuе асuмnmonuческ'uх pеIuеI|ui 25з

(49. r9)

х ( oo1sinr/+11сo",-*ffi)]
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Пpиpaвнивая в (49.20)
кax' Ilахoдим

кoэффициенты при oдинакoвых гаpмot|и.

I
vn|а\ = 

" 
pn@),

I  ^ ,у^(о)  =  -8 " (o )  (n  :  l ) .
\ |  _  n -  )aб

Эти peзультатьI дают вoзMo)кнoсть прeдставить peшeние ypав.
нeАия (49,4) в видe фyнкции aп!пЛитyдьI o и фа3ы ф:

I
(: а сosф.| --тe aa(a) I

|  
, ' ' ; _  

_ ' ;  [o . ( с ) s i n r ,u  т  Д" (o )сos  n  u ] .  |49 ,2 | |
t r6  "_2\ t  -  n ' |  -

oставrпиeся в (49.20) слагaемые, сoдep,<ащиe siпф и сosФ, пoз.
вoЛяюT найTи нeизвeстныe фyнкции l1(a) u ы1(о,):

.t(")--tkBt@),

1,1аJ:_};с.t(") .

ъ(a)= 
0 'ьр.aa(с) 

(n> l),

а:  _};еаt@),

i !
Ф: | ! 0_  2o ] ' oЕp | \ а l .

l -
^o : a(t) _ с(0) - _t 

^еal(а) '

Ь(ф_agt)- .u^фР'

Teлеpь задaчa свoдится к oпPeдeЛению фyнкций вpeмeни @(t)
и ф(t), т. e. к peшeнию двyх ypaвнений пеpвoгo пopядка с извест.
ными пpaвыМи чaстями и pаздеЛяющимися пеpемeнвыми:

{49.22)

(49.23)

(49.24)

(49.25)

(49.26)

(49.27]

ЕсЛи pешeния этих уpавllений найдeны, тo пoвeдeние си.
стeмьI, бЛизкoй к линейt]oй, oпредеЛeнo вo вpeмeни. Замeти!t'
oднакo' qтo на интepвaлe (0, t) спpавeдлива oцeнKа

гдe чертoй oбo3нaчeнo сpeднeе знaЧeние функции oт амплитyдЬt.

s 49. [Ioсmpoенue аcu 'nmomuцеc|.uх pеulе||uu

Из (49.26\' (49.27) виднo' чтo вpемя, в тeЧeниe кoтopoгo
ампЛитyда и фaзa (ф _ aot| пoлучают кoнeчныe пpиращeния пoд
дeйствием снелинeйнoй сиЛы., имeет пopядoк . . и яBляется
бoЛьшим пo сpaвнeнию с пеpиoдoм линeйныx кoлебаний. C lрy-
гoй стopoны, в Уpавнeяиях пepвoгo пpиб']и)кelrия (49.^9)' (49,10)

d: еlia)' i : io + еut@), мы oпустили слaгaeмыe e2, ятo пpи.
вoдит к пoгpeшнoсти лopядкa еzt в значениях самих фyнкций o
vl ф' I|pu t - е-| этo дает пoгpeцjнoсть пopядка Е в знaчениях
aмплитуды и фа3ы. пoэтoмy нa такoм иllтepваЛе вpeмeни вe
имeeт смысла сoхpаtlять сЛагаеMыe пoрядкa 6 в pешeнии (49,21).

oкoнчaтeльнo нeЛинeйные кoлeбания oднoмepнoй системьI'
бЛизкoй к Линeйitoй, onpедеЛяются в пepвoм прибЛи)кeнии п{eтo.
дa кpЬIЛoва БoгoЛюбoва фopмyлoй

Ё: асosф, (928)

гдe I
e :  _ " : eo1 (o ) .

zao
. l

ф:"o_ 2*,oсp||o) '

I

I

-auo s\\ф) s:n ф d'ф ' (49.29)

_aogsinф)сosфdф. (49.30)

3. Koвсepвативвыe сrtстемьr, 6лизкиe к лпlrйньrм. Фyнк.
uия Лагpаюкq систeмы с oднoй стeпенью св06oдьI мoжeт бытЬ
пpeдставЛeьа в oKpестнoсти пoлo)кения yстoйчивoгo pавнoвe.
сия q"q фopмyлoй

r: f,"."4, 
_ |uуoq, 

- ,a111' (49.з1)

f
I rQ(acosф'
.J
0
2n
I
|  сQ(aсosф '
, l

гдe € \{ € ) ввeдeнo ДJя oбoзначеt|ия малых (пo сpавнeнию с квад.
pатинными) чЛeнoв pаз,loжеl|ия пoтеt|циаЛЬнoй энеpгии Utq,

" 
D"д no 

"'"neням 
oтклoнeний oт пoЛo)кeния pавIroвeсия 4 =

: q - q"o- Уpавнeниe лвижeния такoй систeмы в oKpестнoсти qeq
имeeт вид

.  ;  t a t .  ^d\  {49 .32)аеq< " Ucq<: -r 
dt
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и свoДиTся к yрaв']еI]ию (49.4),  в кoтoрoм

rItl.B:?. ,сlrсl: , ',,:.
аеq u,-Q ос

Pешсние этoгo ypавнения s пеpвoм пpиб,1и)кении пteтoда Kры.
лoва Бoгoлюбoвa oпpедеЛяeтся фoрмyлами

. .о 1(п) :
I
| :Q(а сos с.) s i l t  r ' r1r- '  :  0,
.J
0

€ i 11\а) :(.l(U сos t'') с. ь l, l/r '

a:-fru,.,,3,1 :0. I  ^ . .
|\)О _ 

'|l|щ|.i'J 
|\а)

pавeI]

(49.34)

s 19, Iloспpoeнuе асuцnmonuческux pеu|енu.i 257

4. систeмьI с нeлинейвьIм тpeнием. Уpaвнeние Движeния
veханиЧр. (oи сис]el lЬ|. сoвepшаюшeй oднoмepЬь.Р кo Ie6Jния пo!' lРиствиev |инеиPoй вo,вpащаюr]lей .и |Ь| и слабoГo ,rе.ЛиtJейнoгo_peI]ия' зависяшеГo 0т скoрoс, lи '  мoгyт 6Ь||Ь пpедсгавлeны в видP

{+ "'ja = .o,1, (49,з5)

Мьt видипr'  чTo ампли].удa o неЛинейных кoЛебаний oстается
пoстoяннoй вo вpемени. пPи' le]!1 нe тoJ']Ькo в лepвoп|, нo и в бoЛee
высoких l lopЯдках пo. '  так как всe.o,,(a)= 0 этoт факт нахo.
дится в сoг.nасии с вЬlвoдаNIи oбщей теoPии oднoмepнoгo дви)кe.
ния, Bлияние неЛинeйнoсти э1(() свoдится лишь к зависящeп{y
oT амГJлитудьI сдвЙгy частoтЬ| кoЛeбаний, так как a = фnst,
yPавI]cние для фaзьI l !] легкo инTегpиpyется, и мьj нахoдим

l /  |  \  |
(  , . ' ^ | l * o  . .  . ' , l ( , / )  l /  ' , 0 | ,  t 4 9 J з )

L \ z,,-o ./ I
{ля матeпtативeскoгo Nlаятt lика в кyбиЧeскoNt пpибЛижeнии

.Q =.;сз 16' .|в: цll-
Пoэтoпtу

:Q(а сos r. .) = 
}l ,J;. , , . .".  

. .  _

Koэффициeнт при Llos +r

.,rrkr) : 
;l.;l

Cлeдoватeльнo'  неЛинeйньIй сдвиг част(JтЬ| маятника

fr;ввr1.; : *.l.l,u,
Pешениe (49.33) дЛя lt lатeматичeскoгo маЯтника oб,1адает

сoкoй тoчнoстЬю вплoтЬ дo oтKлoнeний ( - з5".

, l l .г l  лoстрoения pеJ]eUиo qтolo yравнeния мe,]o!oN! кDь..
, | 0 ва .Ьo IoЛюбoва  | l рoб^олyvo  наити  <o ' 6фи ]иeн .Ь |  Фуpье  фу l к
ции .Q( a1'0 sill qi, ' Bмeстo этoгo уДoбнeе испoльзouатi кoэф6и.
циeнтьl Фypьe чeтнoй фyнкции

Еv(ng'O.oЬ l ,) : L €q/. '(a 'o) с. 's пl ' ' .
r=0

3амeвяя здeсь t) нa 1,.+тf2, нaхoД|Iм

.Qt  . r . o " ,л . , l  _  ) - .q ,  1 , . 11 | . . . , , .  ' . '  l
" - 1  L 2

oтсюда
€ J , l | о  ]  _ 'Q , ' I u ' ' : o t  с o sТ  -

аa,.(o) : _сQ,,(aru6)sin 
f 

,

Фopмyлы пеpвoгo пpибли)кения пpинимают вид

еQ1fuun)
2т
t -
|  . Q ( t l ф o L 0 ь  l ' ' '  )  с o ь  ( ' / 4 '
,]
0

I

rf
; l

. s i l l , r ,Фs iDT] ,

i"a'(!.."".1,,.",,).
I

Tаким oбpазoм, нeЛинeйнoe тpeниe в леpвoм пpиб,lиХeнии не
изменяeт частoтy Линeйныx кoЛeбаний, нo гlpивoдиT к изМeнeнию
с0 вpeМeнем аMплитудьl кoлeбаний'

Пpeдставим сиЛy сoпpoтивЛения сpедЬI. в кoтopoи дви)кeтся
систeма, в видe сyммьl ЛиI]eйнoгo и кваДpатичнoгo пo скopoсти
."1агаeмых, Тoгдa

68( € ) : . 1 € . o l { l € 'I
L
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2т
I г

. Q | \ о ) o )  _  - ,  | 1 ' o " 6 " o . 2 . , '  '  o o 2 o | | , " ' u  с o в z u ) d u _
г . J

0
2т

"  t t  1 , ,- -1o.:,to- on2sf,L 
J 

(t.o"" "o"'?.,)du 
-

о

xl
| *"3 +, a,r | 

:
йz]

= -1".s 
{"o'"1

и ypавнeниe дЛя ампЛитyдЬl бyдeт иметь вид

a: Jeer(a,'o) = !'r" - l""oo'.z)о z Jт

пpи o = 0 aмпЛитуда убьIваeт сo времeнeм эксл0нeнциальнo.
*,* эio и np"д.*азo"аeт линейная тeoрия кoЛeбаний. Aмaлитyда
нe,инейных кoлeбаниЙ в сpедe с квадpатичным пo скopoсTи
сoпpoтивлением. 'y : 0, убываeт с течeниeм вpeMени и с }.вели.
чением частoты кoЛeбаний в сooTветствии с фoPмyЛoй

Ь='a-*".*

_ ", "-" _,'",'r+|" i,.o", ф oo _

(49.36)

(4e.37)

Уравнeниe дЛя амплитyдьt (49-36) дoпyскаeт pаздeлeниe лe.
pei{eнныx и в oбщeм сЛучае кoнeчныx,Y и d и пpивoдит к pe-

зyЛЬтатy 
|| яа | 1

ln | 
. - -::J0 _ ;l .1 сonЬl ,

l d  J , r )

3дeсь пoстoянная интeгpиpoвания oпpeдeляется значениeм апl.
плитylьt o(0) B нaчaЛьньtй мoмeнт вpеMеllи.

$ 5o. Aвтoкoлебaния

дЛя пoддеp)кания незатyхающих кoлeбaний в автoкoЛeба.
тeльIlых систeмах ttе тpeбyю1ся пepиoдичeскиe внешниe сиЛьl.
Чтoбы o6eслeчить вoзpастаниe эI]eргии в систeмe' кoгда аMпли.
тудa кoЛeбаний yбываeт, a так)кe диссипацию энepгии' к0гда
амплитyда l]аpaстаeт, внешниe силы дoлxны 6ьtть нeЛинeйны-
ми. Cтаuиoнаpнoму pФкимy автoкoлe6aний сooтвeтствyeт тoЧныЙ

s50, Aвmoкoле5aнuя 259

бaЛaнс междy диссипациeй энеpгии и пpитoкoM энеpгии в си.
стeмy за oдин пеpиoд кoЛeбaний, Мaятник в чaсах' скpипичная
стpуна-смычoк, pадиoтexничeский гeнepатop и т, п. _ физичe.
скиe системь|, в кoтopыx peаЛизуется явЛeниe автoкoлeбаний.

Aвтoкoлебатeльную системy yдo6нo изoбpажать в фазoвoм
пpoстрaнствe, ,цnя oднoмеptlых кoлeбаний этo фазoвая пЛoскoсть
({' {) (pис, 32). пyсть в Мoмeнт вpемени , : 0 сисTeма вaхoдилась
в  сoс , l oянии  € ( 0 l '  ( l 0 l  тaк  Kак  в  pежи\4P  кoлe6аниЙ !  yбывaer
с poстoм € ,  и3o6pаxающая тoчка на фазoвoй плoскoсти бyдeT
двигаться no часoвoй сTpeJKe и' сoвepц]ив гIoЛньIй oбopo'Г зa
вpeмя т, oкaжeтся в тoчкe € (7):0' с(т), Если нача,1ьнoе сoстo.
яние сooтвeтствyeт.oбЛасти' в кoтopoй пpeoбладаeт диссипация
энepгии, тo 4(т) < ((0)' Если начаЛЬнoe сoстoяние сooтвeтствуeT
oбЛасти, Iде пpитoh энеpгии лpевышаeт диссипaтивныe г]olеpи..o (tт) бyдeт бoЛЬшe ((0), Гpанишeй межлy двyМя такиvи 06лo.
с.яv,j фазoвoй лЛoскo.ти сЛу)t(ит npеdельньtЙ цuKл _ зaI4к|1у-ёя
,prвая авт0к0Ле6аниi' lдЛя мнoгoмepнЬ,\ cvстем аnmpaкйop1
6peп|я т движeния и3oбражающей тoчки вдoль пpeдeлЬнoгo цик-
ла равнo периoдy автoкoЛeбаний' oсoбая тoчка' |1J:l1'| фoKgс, c Ko.
Iopoгo фазoвая тoЧка уxoдит на пpeleлЬный цикл' сooтвртству.
ет,'нeyстoйqивoмy пoЛoxению pавнoвeсия. Фopма этoй замкнy-
тoй кривoй и закoн двиxеIlия тoчки ojlpедеЛяюTся амплитvдoи
кoЛeбаниЙ и физичес,(иv \ leханизмoNl автoкoлебаний'  3начения
физичeских паpаltlеTpoв1 пpи кoтopьIх в сисTeме Мo)<ет быть pе-
а.ги-oвaн peжим ав,loкoлeбaний (самoвоз6yждения)' мo,1 r быrь
устаl loвЛellы на oснoвe aнаЛиза кoнкpeтнoй неЛинeйнoй системы,

a

\r.7
r\ 9) €

Рис' 32' фазoвыe кpивые
кoЛe6аний; пyнкTирная
кривая _ пPедeльньIЙ
ц и к Л ' т 0 ч к а А - ф o к у с

Pис' 33, маятниIr
Фpуда
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напpимeр, физичeскoгo маятни(a (твеp.Цoгo тела), пo'щвeсoм кo.
тoD;гo с;Vжит l '4\фта' ьэс2жeньая нa вpацаюLLийся с }глoвoй
с*Ьpo . ' oю  Q  вал  i мая l ник  Фpyда '  Dис , 33 l ,  Уpавнeние  лвижeния

такoгo мaятникa мoxt]o записaть в виде ypaвнeния Эйлepа дви.
)кeния твepдolo тeла с MoмeнтoM |4нepЦ|\|4 1 '| цeнтрoм масс нa

Dасстoянии l oT oси вpaщeния:

Iё: mgts\тLq _ ol2o + м1o - a;'

где ol20 - Мoмeflт диссипативtiыx сиЛ' пpoпopци0наЛьньlx скo.
poсти' ,l1(o d) - мoмeнт сиЛь] сухoгo тpeния мexду мyфтoй

" 
вp,щuoщ"""" валoм, Зaвисимoсть мol'4eнта ,\{ oт oтнoситeль.

чoй сhopoсти u _ Q 9 вoадeния вaЛa и v}фты явЛяеlся нeЛи-

нeйнoй,.имeeт тouкy пepeги6a, в oкpестI]oсTи кoтopoй Мoмeнт,14

\бываeт с poстoм скoрoс1и d, Из уpавнения (50, l .| виднo. чтo

'u".. lu* 
" 'еe. 

сoстoяниP pавнoвeсия a"q- 0.a - 0. 0,o - 0: пoлo.

жениe рaвнoвeсия oeq oпpедeляeтся фopмyЛoй

(s0.1)

(50.2)

(50.3)

(50.4)

n4(n)
, ,  mQl

Из фopмульI (50'2) нeпoсpeдствeннo видI]o' Чтo мoмeнты сил

тяxeсти и сyхoгo Tpeния дoл)кltьI бьIть связаtlЬ] нepавeнствoМ

М(a) < mgl'

Бyдeм сЧитать, чтo Углoвая скoрoсть Q выбpана такoй, чтo ,Lt(o)
eсть значениe МoMeнта сиЛы тpeния в тoчKе пepeгиoa' roгда

М"(o) : 0'

Pазлo'(им функции sinO и.,\4(o_0) в пpавoй uaсти (50.l)
в ряД пo стeпeEяl1 €  :  0 _ 0"q' с:0. B кyбичeскoм пpибли)кении
п0лyЧим

ё : ! "i," о." _ ! сos 0.n{ + ff si 0.n(z у ff cos 0 "аtз 
_

*с - Ч _',тn) t *''of) е na,]1a).3. (50.5)

принимaя вo вниманиe фopмyЛы (50'2)' (50,4) и ввoдя oбoзна-
ЧeнЙя

'2o:!"o"o*, х,: +_Ч' *,=Щ1.(}, 1so'o;

$ 50, Aвmaкoле6aнuя 261

пpихoдим l{ уpавнeнию

(50.7)

)  r ё 2  ' 2  ' 2  . 2  \

й (т * f. ,  l  rgd.q{l _ 
ffсo) 

_ r t ,  r .сo, {50,8)

(50. r0)
Tpeбoвания (50.3) '  (50.4), (50,9) (50' l0) к физичeскиM паpа.

п|етpаM систeМы дoл)кньI бЬ]ть вьIпoЛнeны в услoвиях pеалЬнoгo
экспepимeнтa, Для пoстpoeния асиI!1птотичeскoгo рeU]eния ypав.
Iteния нeЛинeйных кoлeбаний (50.7) мoх(tlo испoЛьзoватЬ мeтoд
KрьIлoва-БoгoЛюбoвa.

oбoзначим uepез сQ({,{) пpавУю чaсTь уравнения (50.7).
Тoгдa в пepвoм Г\p'АбJ|И>KeнЙL1 этoгo мeтoда бyДeм имeть

.  
, ' 2

.Q t € '  4 l  =  сQ l o сo s . , .  o J о s i nU ) -  Y ! t g0 "oа2сo ' 2 , L  I
2

, , 2
_  

19 "3 ,  
o ' J  

"  
\ , o J о s i nU+  12oз - , j . . n3u ,  t 50 ' l l l

Pазлoxениe Фypьe фyнкций сos2 ф, cosз ф, sinз ф lается фopму.
лаМи эЛемeнтаpнoЙ матeмаTики:

3 I  ^ ,
а 

сos? -t 
т 

сos Jи'

, , 2  . , 2
i +.,oE : 

} tge.nц, + f{з + x'( r,d3.

УМнo)кaя oбe части yравнения движeния
ypавнeниe эвoлюции энepгии систeMы:

(50.7) на {' пoлуяаeм

B oбЛасти маЛых {, € xаракTep KoЛебaний качeствe}lнo oпpедеЛя.
eтся пepвьIlll сЛаIaемьIм в пpавoй часTи (50.8), Для тoгo чтoбьI
зIlеpгия кoлeбаний в этoй o6ласти фазoвoй плoскoсти наpастaЛа,
кoэффициeнт xl дoл)кен 6ыть пoлo)китeЛьныl4' т'е, дoл)кнo вы.
I]oлняться yсл0виe

M'(a) < o1.. (50.9)

Пpи 6oльшиx i энеpгия нeЛинeйньlх кoлебаний ДoЛxна y6ЬIвать'
дoминирyюцим в пpaвoй часTи (50,8) пpи этoм бyдет втopoe,
oтpицатeЛьнoe при 12 > 0 сЛагаeмoе, слeдoватeЛьнo' дoл)кнo
вЬIпoлняться таюкe нeравeнствo

Мl|| (q > o.
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s i n Ju=;s i nU  ; s i n зР .

пoэтoмy кoэффициeнты eal(с), ept(o) pазлФкeния в pяд Фypье

функции (50,l l) pавlrы

3  . ..ot(o)= _12с"с'6 \ I a{,0.

I  ^ "
е B ' | о \  =  | а 3 ' l /

сЛедoватeЛЬнo' aмпЛитyда и фазa как фyнкции времени oпpеде-
ляются уpавнeнияI!1и

'  I  - .  ' . '  _  u\ l  / ,  з ] to ' .R) ,  (50 ,12)o  - Й € о 1 \ o 1 :  
Т  \ '  

- ц ' '  
)

'  е B l | r l \  /  '  o 2  \
ф: ' ' 0_тй="0 \ l  I 6 , . l .

из ypавнeния (50.l2) непoсpедственнo виднo, чтo сyщeствyет
такoй pе)ким кoЛебанnЙ' aвmoкoLебaнuя, r|pи кoтopoм амтl.литyда
стаuиoнapнa' d :0' и нe зэвllсит oт назальных yслoвий, Kваilpат
ампЛитyды автoкoлебаний pавeн

.  4  l l
a; = ;_-:., J{,r6 y2

пyсть тeпepь d _ ofкЛoнeвиe a]YгlлитуДы a oт
aвToкoлeбaний a6' t6] << oq' Пoлorким в ypавнeнии
: oо + 6. пoлуЧим

(50.13)

(50.l4)

амлЛитyды
(50.12) o =

(50.15)

; _ щf r' [r _ ff,d.,а*zм,' г'l.
для дoстатoчнo мальrх 6' |d| << сo' в гlpавoй части-oэтoгo

ypавнеt|ия мo)кнo пpене6peчь сЛагаемыl. iи '  сoдepжащими d. и 0" '
ислo,1ЬзУя такxe выpа)tениe (50, l4) '  лoлуuим

6:  _Хrd .

таким oбpазoNl, если yслoвие (50.9) выпoлненo, 11 > 0, тo
маЛые oтклoнeния 6 ампЛи1yды oт oo экспoнeнциаЛьнo yбывают
сo вpeмeнeм и aвтoкoЛебaния yстoйчивы.

закoн дви)кeния маятника лpи кolrечных |a _ d0| дaется фop.
мyлoй (49,28): € ( ,) = a(')сoвф(t)' и егo oпpeдеЛeние свoдится

s 50, AвmoI.oJ|е6анuя

к peшeнию ypавнeний (50.12), (50'l3), Уpавнeние (50.12) мФкнo
пpeдставить в видe

26з

,:+(,_#)
Pа3дeЛяя в нeм пepeмeнныe и интeгPиpyя, пoлyчим-, Iт#Ф:i^|{,|-i'"'
гДe ,' oтlloц]eние ампЛитyдьl o(t) к амплитyдe автoкoлеба-
ниЙ а41, C _ пoстoяннaя интегpиpoвaния. B oблaсти o(l) < a6,
или x, < |' фopмyла (50' 17) пpивoдится к виду

" 2 -  
I

"  -  
I  +c"-\ ' t

(50.16)

(50.17)

(50.l8)

(50.19)

(50.20)

(50.21)

BыбеРеl,t начаЛo oтсчeта вPeмeни в Мoмeнт' кoгда аMплитуда
pавва o(0). Тoгда пoстoянная C 6уДeт связaна с a(0) фopмy.
лoй (50.18)' в кoтopoй следyeт пoлФкить ':0. Такoмy наuаль.
нolvly yсЛoвию сooтвeтствyeт peшeниe

. 2 :  " в- 
r*(-*-r)-.,

Из (50.19) виднo, чтo ампЛитyда a стPемится к o0 пpи * -+
.+ cо; этo сooтветствyeт выxoдy фазoвoй кривoй кoлe6аний на
прeдеЛьный циKЛ и3 oбласти маЛьlх амплитyд.

B oбласти o(t) 2 аg, или cz > l, фopмyлa (50.17) пpивoдится
к видy

| - C 
"-*',

Пoстoянная интeгpиpoвания C cьязaнa c наЧальнoй ампли.
тудoй d(0) в этoй 06ласти сooтtlolljениeм ё _ | _ to,olfl|q).
Cлeдoватeльнo' eсJи t|ачальнoe сoстoяние сooтвeгствyeт oбЛасти
aмпЛитyд, пpeвыlrающих амплитyдy автoкoЛебаний (50.14)' тo
o(t) yбываeт с течeниeм времени пo зaкoнy

-2

фазoвая тpаeктopия кoЛебаний пPи t _) оо выхoдит !lа пpeдeль.
ньlй цикл, a(t) + o6, сo стopoны бoЛьших ампЛитyд,

l _ 
а,(o)-jLJe 

\'l
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ФазУ кoЛe6аний мo)кнo вычисЛитЬ пoслe пoдстанoвки выра.
)кeний (50.l9), (50,21) в yравнeниe (50.l3) и интeгpиpoвания
пoЛyчellнoгo уpавнения. B uастнoсти, в 06ласти @(t) < a0 бУДeм
ип4eтЬ

ф:Co+oot_ #l""alo,:
:"0*r., #J / ^ 2  \r+(+ rJ "-',

t ^ 2 \ l

{-* -  I  )e-\  t l .  (s0.22)
\ a'(u) ,/
C0 слeдyeт вьIpазиTь чеpe3

(51 .1)

dt

,  ^2 '  , , .^2  |: Со+",о (1 _ 
d) f 

_l6зf ]"|' +

Здeсь пoстoянную иIlтегpиpoвaния
нauaльнyю фазy ф(0)' oкoнчатeльнo

/  ^2 \
Ф: иiot +u,o (t ff iJt_

ff..',

B oбЛaсTи o(,) > ф зависимoсть фазьI oт вpel'Ieни бyдeт
oпрeделяться тoй )кe фoрмyлoй (50,23), если пoд Ф(0)' o(0)
пoдразyмеваeтся нaЧальнoe сoстoяние в эToй oбласти'

$ 5l. CистeмьI с МeдлellЕo меняющпмlrсa пapaМeтpaми.
Aдпaбaти.rеские инвapиaнтьr

мeхaничeская систelt1а, сoвeprпающая KoЛeбания, пIo)кет нa.
хoдиться пoд вoздeйствиeм сиЛoвыx пoЛeй иЛи нестациoнaрных
связeй, в рeзультатe кoтopoгo физическиe пapaMeтpьI систeмы
(Mасса' пoтeltциаЛьная энеpгия и т. п', мeдлeнн0 мeняются на ин.
тepваЛe вpеMeltи пopядкa пеpиoда сoбствeнныx кoле6aний ?. .цЛя
лю60й мeдЛeннo меняющeйся фyнкции вpeМeни /(t) спpаведЛивo
IJeравeнствo

тaк Чтo всегдa сущeствyeт MaлЬIй паpaметp 6. Xарaктеpным
пpимepoм систеМы с мeдЛеннo мeняюциMся паpaметpoм мoxeт
сЛy}кить мaяTник с пepемeннoй дЛиtioй пoдвeса.

_ |:oZ ,n ",,P, r ( l  ф.).- ' ' .  . ' ,o,,,
]oYl aб \ а6 /

s 51, сucnемь| с Ji,еa'1ен||o jneняющu'|uся nа'pамеmpЙru

r:f,нG)ё, f,ъ611, uy1E'1, (51 .2)

слeдoвaтeлЬнo. Уpавнeниe Лагpанжa иМeет вид

fr|ur'lt1+ ьt'1ц : ,q1.,q,11. (5r.3)

Зависимoсть oт € пpавoй чaсти (5l,3) ввeдeна дoпoлнитeльI]o для
yЧeта вoзMo){(нoй сЛа60й диссипации в сисTеМe, Bвeдeм oбoзна.
Чeния

' 'ft1т1 _ k1.11р1.т1- ЕQt.. € . € / _ еФ(.' € '  €), pLг),

кoтopые I]oзвoЛяют пpe'цставиTь ypавнение (51,3) в виae

(_" i t , ' с= "at ' . с . t ' -  " t |=! , ' ' ' '  (5 l ,4 l

хаpaкTepнoм для ypавяeния кoлeбаний' бJIиз|<их K ЛинейныМ,
ищeп! peшeниe этoгo уpавнeция в видe

265

,цля кoлизeствeннoй хaрaктepистики Медлel{нoсти измeнения
пapамeтpoв систeпlЬI yдoбнo ввeсти <l4едлeннoe вpeМя' т : €,.
Тoгда функцию Лaгpаня<а системьl с oднoй стeпeнью св060дьI
!|oжнo предсlавиIЬ в ohpесlнoсlи лoЛo,deния pавьoaесия фop.
МyЛ0й

( : oсosф * e € l  (т, a, ф) + €2 с2(т'  а ' ,ф) -r. . . ,

ф : .i,ok) + с'(',а) + е2о2(т' a) + ... '
i ' :  € h i ' a )  + € 2 l2 (т 'а )  +. . '  ,

ToгДа задаЧа пoстpoeния aсимптoтичeских рeшeний уpавIre-
ния (5l,4) свoдится к oпpeдeлeнию видa фyнкций €"с-(т'а'ф),
е" J"j' a)' с.u|"(т, а) и пoсЛeдyющeМy инTегpиpoванию ypавне-
ний (51'6)' (5l.7) для фaзьl и аMплитyды'.цля систем с нeиз'
мeвI,tыми параMетpaМи вЬIшe сфopMyлирoванo тpe6oвaниe (49' l1),
в сooтвe.ствии с кoтopым oсoso voжнo .Uи.a.ь прPв0Й г2p.
пIolrикoй фyнкции ((a'ф). Этo тpeбoваI.]иe Мы сoхpаtlим и для
фУнкций с(т'a'ф)' нo тeперь oнo мo)кeт бытЬ вьIпoлненo Лишь
пpибЛи)кeннo, на нeкoтopoM кoнeчIloм иI]теpвалe вpeмеIrи (0 <
< т < 7o). Нa этoм интeрвaлe

2n
t .^ar l
l  e' € .(т'o' ф) .,_.']. dф = 0.
J ь" ' .2
0

(51 .5)
(51 .6)
(5t.7)

(51 .8)



266 Глaвa 12' lteлuнеiные 1.oлeбaнuя

найдeм фyнкции €с|(т'a'ф)' сho'а), €u|(т,&). пoдставЛяя
выра)кения (5l.5)' (51.6)' (5l'7) в уpавнениe (5l.4) и сoxpаняя
тoЛьк0 пeрвыЙ пopядoK пo с' п0Лyчим

,"в (# - o) : z,,oс f 1 sln ф + 2аInoсu.,1 сos ф +

+ €Q(т ' (1сosф, _aфos\т'ф) + еа# siт'ф +

- ",-o"inф!- ! p(').

Пеpиotияескую пo ф фyнкцию Е8 мoжнo пpeдставить
pяда:

сQQ'acosф' a40 sinф) :

(51.9)

в видe

-  !  [ гo , , ( l .  a )  s i n  лz l  +  € 4 . ( r .  d ) сos  лФ] ,  (5 l '  I 0 )
n=о

Peшение ypaвнeния (51.9) тaкже ищeм в видe ряда:

1 l ( т . a '  r / r  =  ruo(т ' d )  F ,  [ r . ( т ' o}s in  nЙ  r  run(т . с ) сosnй] .

B сooтвeтствии с фopмy"raми (51.8) злeсь пepвая гаpмoника
oтсyтствyет. Этo oзяа.rаeт, чтo в гtpавoй sасти (5l'9) сyммы
кoэффициeнтoв пpи siпФ и пpи сosф пo oтдельl]oсти pавны нyЛю.
oтсюдa слeдуют два уpавнения для €,l и Еu,l:

1 t
2,,. lpеt1 _ еa1+ ro ;;,:(.u9p1г1) _0'

! \ т  )  aт  .

2o!'oa4 + сp|(т,аJ :0.

Cлeдoватeльнo, yPавнeния для aмплитyды и фазы иi',tеют вид

. | € o di l  _  
^ 'еo l ( т ' o )  

_  
2 " " | , )p \о  d 'р "рG\ ) .  

(5 l ' l ! )

I
l ' _  оo |т I  -  

Tа '164 € в l ( т . а1 '  
(5 ! . ! 2 )

oцeнки пoгpeшнoстeй для ампЛитyдЬI и фазы, пpивeдeнныe
выДjе для Физичeских систем с Qиксиpoванными паpамeтРами'
oстаются в Фiлe И ДJ|я систем с медлeннo изl\,!eнiющимися ла-
pаметpаMи нa иятеpваЛe 0 ( т ( т6. Пoэтoмy peшeниe задачи
o нeлинeйньIх кoЛебавияx систeм с медЛeннo измeняющимися па.

pамeтpами дaeтся
любoва фoрмyлoй

s51- сuсneлы с еаленнo }|е||яющuЛulэя napa&еmpaЛu 26?

в пepвoм пpибЛи'(eнии мeтoда Kpылoва-Бoгo.

€ :  a сosф ,  (51 ,13 )

сДe a И ф peшения ypавнeний (5l. l  l) '  (5l. l2)'
Pешение задачи с тoчнoстью дo €,' 6o и т. п. мo'кнo пoлyчить,

лoдстaвив pазлoжeния (5l '5)' (51.6)' (5l.7) в yравнениe (5l.4)
и пpиpавняв кoэффициeнты при oдинакoвьlx стeпeнях 6.

.цля oцeнки эвoлюции MаЛых oткЛoнel]ий oT сoстoяния Pав.
нoвесия мoжeт oKазаться дoстатoчным пpибЛи)кения линейных
к0ле6аний. B тaких слyvаях eQ в правoй чaсти уpавнения (5l.4)
oтсyтсTвyеT и Еol :0, e0l = 0 в уpавнениях (5l. l l) '  (5l. l2),
Уpавнeниe (5l ' l  l) лeгкo интeгpиpyeтся! и мьI наxoдиМ

d,1t)",,,,g(i;д(/,) _ сonst '

энeргия систeмы с мeдЛeннo изменяющимися

" 
_ с,; - |t.r'll, +|ьу1a,

нe сoхpаняeтся. Ho, как виднo из (5l,l4)' мoгут сyщeстBoвать
oпpeдeлeнные кoмбинaции амплиTуды, частoты' паpамеTpoB си.
сTeмыt кoтopыe изменяются сo вpeменeм Meдлeннее' чeм сaми
пaрамeтpы системь!' rroлная пpoизвoдIlая пo вpeмeни oт таких
кoм6инаций в l,]epвoм прибЛи)кeнии мeтoдa кpьIЛoва-Бoгoлюбoва
oбpащаeтся в нyЛь. такиe велиqины назьlваются аouабamuче.
скuJNu uнвapua&mai.u.

пoЛo)ким в фoрмyле (5l. l5) e = аcasф' € :  _or,, lo(т) s in ф'
пoлyчим

(51 .14)

паpамeтpами

(5r.15)

E = 
*|,Q)",(t)'в(t).

oтсюда виднo, чтo aдиабатичeский инвариаtlт пpeдставляeт
с060й oтнorцениe энeprии (5l, l5) системы с мeдлeннo измe.
I]яющиl4ися паpамeтpaми в пpибЛиxении Линейных кoлeбаний
к чacтoте кoЛeбаний: Д(t)/u.,q(l) : сoд31

для матeмaтинeскoгo мaятника с мeдлeннo veняюЩeйся дли.
нoй .  l :  l ( t ) '

t - ,^mt,1t 
1р2 

'^mglчt1p2
2  2 -

тaк нтo p(t) : ml21t1 И ф3G) = g/I(t\. AДиабaтинeским инвapиан-
тoм, сoгласнo (51.14), являeтся пpoизвeleниe o2(t)l3l,(t) :.n"t
иЛи oтIlou]eние энepгии маятника E = тnsl(t\а,(t)/2 к чacтo-
тe 14(t).

(51 .16)
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$ 52. '(впя<eпие в бьrстpo oс-циллиpyroщoм пoЛe;
динaМичeская стаoиЛи3aция

.Цействиe дoпoлнитeльных быстpooсциллиpyющих сиЛ нa фи-
зиЧeскиe систeМЬI мo)кeт сoпрoвo)кдaться пpи oпpeдeЛeнных
yслoвиях пpoстpанствeннЬIм дpeйфoм систeм, пoявЛeвием эффeк.
Tа динaМичeскoй c.ra6Ил|4ЗaЦ|-1|-1 нeустoйЧивЬIx сoстoяI{ий' BнeдI-
ниe вьIсoкoчасToTные сиЛы пpи этoI\4 нe oбязательнo являются
слaбьIми, K мeханиЧескиM систeМaм тaкoгo типa oтнoсиTся NIаят-
ник с быстрooсциЛЛиpyющeй тoЧкoй пoдвeсa'

oднoмepнoе двиlкение систе]t!ы с пoтeнUиалЬнoй )нерги.
eй U(g) пoд дeйствиeм пepемeннoй вo вpelмени силы Q(q, t) мo'кeт
быть предстaвлeнo yрaвнeниeм

(52 .  ! )

Пyсть Q(q't) _ пepиoдичeская пo пеpеMel]нoй ' фyнкция
с пeриoдoм 7, такиМ, чтo ? << ?0, где ?0 _ хаpаKтepный пeриoд
дви)кeния в пoлe./(q). Такая фyнKция Q(q',) Mo)кеT бЬIть пpeд-
ставлeна pядoм Фypьe

нa: _afi +aG1).

orn r l :  \ -  o tn\ a- in l r t

T
l f

a ,@:;  |  8 (q , t )e ' ' " ' d t .
0

гдe  Q:2 r /T ,

Пpецставиv  кoopдинату  q  в  вицe  q_q_4 '  г де
Т

] г
a=\q): ; Iq( t+т)d 'т

I J
о

_ мeдлeннo измeняю!даяся фyнкция; (€) : 0.
|lpи Q>> 2тlTn систeMa нe бyД'eт yспeвaть за быстpЬlми

oсци'lляцияMи Q вслeдствиe инеpциoнIloсти сиcтeмы' и мorr<нo
сЧитaть, чтo (L << ?|, B этoм слyЧаe пpавyю чaсTь ypaвнения
двюкeния (52.l) мorl(нo замeнить pазлo>кeниeм в ряд пo стeпe.
ням {. B пeрвoм пoрядкe пo { пoлyчим

,,r; + i\ : a!-g) ,0'u\4) .
аa , as2

(52.2)

(52.3)

(52.4)

s 52. Двuxtсе||uе в бьLcmpo oсцuллupgющеЛ no,nе 269

+\- (о"al * сЩf) " 
i"o'. (52'5)

, , ; -  \ -  n  / ; r -  x n a i
Fs 1 '  чn\ч |  |

[lа интepвалe вpeмeни пopядка пeриoдa 7 фyнкция ? измeня-
eтся нeзначитeльнot и ypавнeниe (52'7) мo)кнo пpoинтeгpирoватЬ'
считaя a пoстoяннoй. пoэтoмv

. I \- q' lqt - i"or
u  Ц  n . \ l .

Пoдстaвляя эTo выpa)кениe в ypавI]епиe (52.6), пpиxoдиM к урав.
нeнию для усpeдяellнoгo дви)кeния:

.. DU(o\
рa: a; + qo\a)

; ( " ж'3f.("+",)ft). (52.9)

Так как
l  |  ^_ l (п+л . ]a . l J ,  J

J J

Уpaвнениe (52.9) пpеoбpазyeтся к видy

'  uu\qt ^.-, | (,  s- ("r, i(ql l -
!a__ nа |  ч\ \q l  2ла-  2-  

' i l a ,  -

n+o

\-

(52.7)

(52.8)

(52.10)



270 Гnава l2, Itелuнеi|1ые кojе6aнuя

,цалeе, нa oснoвании пpeodpазoвания ФypЬe (52'2) имeeм

Q|4 , l | -  Qo | l ' _  Е  Q ' . q ' "  
' ' n ,

"+a
интeгpиpyя пo вpeмeни oбe qасти этoгo pавeнства и вoзвoдя
рeзyЛьтат в квадpат' найдeМ

2+ф
Г[tq.a'. l  oo.al lo, l ._ f Q,r?)Qrr?)"_' ' . l ' , 'о. '

n'n{72
n,nt+o

Cpeднeе пo пеpиoдУ ? бьIстpьIx oсцилЛяций oт oбeих Частeй
эToгo paвeнствa pавнo:

l | |  | - \  - Д  | Q ' r q l | 2  l q 9  l | l(  l | (Q(о ' t )_Qo(s ) )d t |  ) :  ) л"o)
n+o

Pавeнствo (52' 1 l ) пoзвoляeт пpeдставитЬ ypaвнение дви'кeI,Iия'
yсpедIlеннoe пo пеpиoДу бьIстрьIх oсцилляций (52.10)' в видe

-  aU\Ф ^,- ,  !  a l | | '  l , \
рa_,  - - - - - -_ :  Qo|4|  o , 'o .  (  | (Qr4 . t )  -Qoh\)d||  ) ''d"'t
,цля yсpeДнeннoгo дви)кellия Mo)кнo ввeсти эффeктивнУю пo.

тeнциaЛьнyю энеpгию пo фopмyЛe

r  / t r  r 2 \  i
I J . я  -  L J |4 !  . ;  (  | |  t o . a ' t l  Qo r с l ) a r  ) _ |Qa|x1dJ '- Р \ L J  l /  

Ё
(52 .13)

гдe yчтeнo' чтo пpoизвoдная oт интeгpала с пeрeMeнным веpx.
ним пpeдeлoм paвt{a пoдынтегpаЛьнoй фyнкции. Toгда ypавнeние
(52.12) бyleт имeть вил

(52.t4)

Пoявлeниe эффeкта динaMичeсKoй устoйЧивoсти мo)кнo пpo.
дeM0нстриP0вать нa лp|lNlepe j7аяmнuкa с ocцш'xupaющеI1 moч-
кoЙ noавeca (pЙc. З4).

s52. 'qвu'!сeнuе в 6ысmpo oсцuллupgюще]ц noле 271

.цeкаpтoвы кooрдинaты Maятника свя3aны
с вepтикальныM смeщениeм s(i) тoЧKи пoдвесa
и угЛoм oтKЛoнения 0 фopмyлами

,c :  J s i n0 '  g  =  l сosd  +  9 ( t ) ,

пoзтoмy фyнкция Лaгpaнжa маятникa мorкeт
бьIть прeдставЛel]а в виде

I  ^ . ^
L _ | ml,0z _ m! ё0 sin9 + mql aoзo'

2 -

Из ypавнeния Лaгpaнжa пoлyнaeм ypaвнe.
ние дви)<ения Mаятникa:

aсc(oD

Pис.34. ,ivlаят.
IlиK с oсциЛЛи.

(52'15) рyюшeй тovкoй
пoдвeсa

eсли вЬlпoлняeтся неpа-

(52.t7)

таких слyЧaях являeтся

6a9(1 i )ы"a:o '
r \ s./

B o6oзначeниях уpaвнeния (52.l) злесь
Q: mLЬsina' U : _mglcosq, и эффективная пoтeнциальI]aя
энepгия yсpедненнoгo дви)кeния (52.l3) pавнa

_ l
l Jы_  mg l  с l>"a  ,  

;n ' ; 2 \5 in2a .

'цЛя гаpмoничeскиx кoлc6aний тouки пoдвесa s(') : aсos ot сле-
дoвательнo, |ь2) : o2n2 12 

"
^2о2

u. : -st(- "o"A) + ;fu "\n20, (52 .16)

rrc af,: g/I' пpoизвoдная этoй фyикции oбpащаeтся в нуль
в тoчках d] : o' 0z: т. Toчка dl являeтся пoЛo)<eнием yстoй.
чивoгo pавнoвeсия, Bычислиl.4 вToрyю пpoизвoднyю oт Uefi в тoч.
кe 7. lloЛУЧим

ud6\ : -mst (l

Эта пpoизвoлная пoЛo)китeлЬна,
вeнствo

o'Q' t ,
0 , 2 1 2  - '

Пoлorкeниe pавнoвeсия ,2 = т в
yстoичивым.
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$ 53. Паpaмeтpпleский peзoнaнс. Мeтoд yсpеднепия
явлeниe паpапjeтpичeскoгo peзoнанса xаpактеpнo для систei!

с парамeтpами, пеpиoдичeскими вo вpeмeни. К уpaвнeнию с пеpи-
oдичeскиМи кoэффициентаMи свoдится в пpиблихeнии линeйныx
кoЛe6aний (sin,: d) ypавнениe (52' l5) Двиxения маятI]ика с oс'
цилЛиPуюцeй тoчкoй пoдвeса s('): oсosо.. B этoм слy,rае мы
пpихolим к цpавненuю Mаmье'-

ё + Фв( + hсosaоl :0, (53.l)
гДe h - oQ2 /.!d2o ]Vlы пoлагаeм л'<< |' и, таким o6pа3oм, неpа.
вeнствo (52'I7) не имeет места. 3адача сoстoит в oпpeдeлeнии
пoвeдPIJия фyнкl,1ии drl) лpи частoтax внешних мoлуляuий Q'
близких к удвoeннoй сoбствeнrl-oй чaстoтe 2&,0, Испoлiзуя мeтo!
yсpeднeния' мo}кнo пoстpoить пpибли)кeннoe perпениe нелинeй.
н0гo ypавнeния: 

Q + aBq: еQk,q,stt), (53.2)

(53.4)

(53.5)
испoЛь-
ypавнe-

+. .

и затeм пoЛyrlить peшeниe задачи как частный сЛучай'
Пpи пoмoщи замeны пepeмeннoй q, испoльзoванЕloи выцIe

в тeopии Линeйriых кoлeбаний:
q : цgьot !г ц. B iФot 

'

i le iuor +ij 'е iФat -o,
ypавнeниe (53.2) пpивoдится к видy

I
n:  n ' , , .  ^ ' ,Q|q .q .o i )=ЕЕ( . ] .u . . / .Q/ ) .  (53 ,3)

z luo
Пpoизвolная ti oказывается лpoпopциoнальнoй vаЛoМy паpамет.
pу € ,  l loэтoмy бyдем исхать peшeние ypавнения (53.31 в виаe
сyпеpпoзиции мeдлeнвo мeняющейся за пepl|oД 2т fФa фун|<ц||И nи Мальlх 0сциллиpyющих сЛагаемых:

ц : n + е11'|(n't) + €2 u2Q1, t 1 +... .
Фyнкция 4 oпpeдeляeтся ypавнеIlием

i = €X|(n,t) + €2х2(n't) + ... .
диффePенщ-rlyя выpажениe (53.4) пo вpeмeни и

зуя фop^,tyJу (53.5)' пoлyчаем pазлo)кeниe лeвoй части
'rия (53,3):

i = i+,# +,*n+ :, (х, +ff) * :ff,,
B прaвoй части yравнeния (53.3)' пoсЛе заi'""" n"o""""Jl,;:l

d. бyдем имeть пеpиoдичeскyю с лepиoдloм 2т f',.4 фyн*ц"ю, *o.o.
pyю мoжн0 пpeдставить в видe pяда ФypЬe

Пoдставим cюДa u' u* из (53'4), pа3лoxим пoЛyчeIjнoе вы-
pажeниe в pяд пo степeняNt малoгo паPaмeтрa 6 и пoдстaвим
в пPaвyю часть ypавнения (53'3). тoгда этo ypaвнeниe примeт
вид

/  du ,  \  . 0u '.  
l \ l  

+ at / + Е.ъ;\| +' ' '  =

.  
-  

. - . " . t r |сF ' ( l '  о , .a t1  +/u,a! |
':-- | ou u. n

*р"iЧF:| +.. l .  tьз,вldu ' l u '=4 '  J

B ypавнeнии (53.8) мoжнo пpиравнять мIloжитeЛи при oдина.
кoвых стeпенях 6. B пеpвoм пpибли)кeнии имeем

r l  +З=  г  e ,щ ! , F ' . l n . , . . Q f ) ." d t

Функцию 11, мeдлeннo меняющуюся в тeчeниe пеPиoда T:
:2т/Lh, N|o1|(|1o нaЙ.rи пyтeм yсpelнeния (53.9) пo этoмy пepиoдy
(11 мolкнo вынeсти из.пoд з!]акa иI'тeгpала пo пepиoдy' а сpедllее
oт бьIстpooсциЛЛиpуюЩеlo слагaеМoгo даeт вyлЬ)' B peзyЛьтате
пoлучим

_  ' ' } " з
\ l (4 ' i  )_F( ' .4 . . t .Q . )  _+ l  Г  " - , . .юt 'p .1ц  ц . .Qt '1d f ' 't t _

, i n:-ф
(5з,l0)

Этo выparкeниe для ю(n.t) следуeт I,]oдставить в ypавнение
(53.9) и peзyльтат пpoинтeгpиpoваTЬ пo вpeмeни. пoлyчим

', tn, о : 
!|i 

-,,,^,,,.с,,,-, nt \ _ F (n, тl-, t, a| )f dt .

OкoнчаTeЛьнo peшениe ypавнения (sз.z) 
" n"p"o* npnll3*ll

нии пo 6 даeтся фoPмyлами

q : n еiuot + ц' e-i'aot ' 8: iuo(nfL\t ц'e-iob|), (53'l2)

s 53 ' ]7аpaЛеmpuчec1<ut| pеlol,|анс' меmod acpеd|lе||uя 273

(53.7)

(53.9)
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I
i  = r\r(r . i  )  -  i6 l"  

^' ,Qktn.,) .  d(r . l ) .  o/)) .  (53.t3)

3дeсь интeгpиpoвaниe пpoизвoдится пpи фиксиpoваннoм 4'
'. испoЛЬзyeм эTи резyльтаты для pelleния ypавнения Матьe.
из сравIlения уpавнeний (53.l), (53'2) нахolим

сQ = _йь coз nt : _q,'вh(ц eЙt + q. e-i.ol) сosat.

Пoэтoму ypавнeниe для унKLЦa,n 4 имeeт вид

Iы^n
4 - 2:_ 

(e-!-! '( 'e lф. + ?'F 
l ,a,)сosoi 

) 
--

iuоh 1 |=fт 
l  v  _ n.  " - , i* l , )сos Qr,d/ , '  (53,14)
t

B oбЛасти чaстot o, близких к вастoтe
rкить Q = 2o,lo * 6, J 11 u,'6' Toгдa вычис.'lение
насти (53.14) значителЬнo yпpoщaeтся, и мы
нeнию

j ,  '^A. - ,'Ф-. 
^idi (53.15)

Пpи пoмoщи пoдстанo""" n = о"*v (}мt) ypaвнeниe (53' l5)
привoдится к видy

o+"!o-ff0.:0.

2alg' мoxнo пoлo-
сpeднeгo в пpавoЙ
пpихoдим к ypaв.

(53 16)

(53.r8)

uA2

(53.1e)

или дЛя вещeствeннoй dl и ilttlимoй d2 частeй фyнкции p пo
oтдeльнoсти:

'  l '  / .  hЫ"\D|  _ ;  l а+] :  l , 2 :0 '  (53 ,17)
z \  2  /

' ',*l(а P.) u' -о.
z \  z  J

Peшeние этoй системы yPавнений ищeМ в видe
= ,4 | 2 eхp (,\t), Heтpивиальным pешeниям для Аt
сooтвeтствуeт paвный нyлю oпpeделитeль систeМы:

х, - !|* _ /h"o ), l  _  ̂"-41.-\2/l-"

s 53, I|apaмempuчеc|<uй pе1oн(|нc. I|4еmod lcpеoненuя

oтсюда ttахoдиM два кopня ,\1'2:

(53.20)

Пoлагая в (53-17)' (5з.l8) dl,,:,41.2eхp(,\1J) (кopнIo )l сooт.
вeтствуeт 3нак 

"+o 
в (53.20))' нaхoдим

А\,)=",' дФ ="(у'') l
,(ля кoрня ,\2:

I h.o\'
\-т )

\-Гl
эти фopмyлы oгIpeдeляют perДeния систeмы

d1 = с1 g l r r  1 6, . l ' . ,

(53. r8):
(53.2r)

* _ (Ч _') 
l'l е) 

_'2 (с1е\'l _ c2е^,, 1. 153.22'1

Y'l*-i"l'

(s3.17) ,

Jдeсь сl и с2 _ пpoизвoЛьныe пoстoянI]ыe, кoтoPые oпpeдeЛяются
началЬtlыми yслoвиями.

oбo6щeнная кoopдинaта q связaна с фyнкцияMи d1, r92 фop.
мyлoй

q = цeЙt + ц* e idot = (о1+ io2) ei|th+t)t +

+ (dl '  id2)e-i(.0+3)t, (53.2з)

из кoтopoй виднo, Чтo для мнимых.\1 и )2 q бyдrт oграничeвrioй
фyнкциeй вpel),teни. Bещeствeннoй кooPдината q 6yдeт пpи вeщe-
ствeнных }1 и )2' Ho в этoм сЛyчae )1 > 0 и peшeниe (53'23)
сoдеpxит зксп0нeнциаЛьн0 наpастающиe слагaемыe' свидeтелЬ.
ствyющиe o тoм! чт0 в системе имeeт Meстo napамеmpuqeскuu
pе^oflaflс. услo'uе\!| вещeствeняoсти кoрнeй ,\l и )2 являeтся
неPавeнствo

^,',=!;\f(у), Ф.
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$ 54. Уpaвнeпия Гaмильтoнa
Уpaвнeния дви)l<ения систeмы часТиц' а тaк'<e ypавнeяия

дви)кeния систeмы макpoскoпичeскиx тeл с s стeпeнями свoбoдьlпpeдставЛены в виде системь| s oбыкнoвeнных диффeренциаль-ных yPавнений втopoгo пopядl{а
dAL AL
dta%- ac .  

=q! "  (o : I '  ' s ) '

X"  :  Xa (q , . . . ,  q " ,  c t , . . . ,  q s , t )

e сли  и звe с т I ] а  фyнкция  Ла гpанжа  L (q | . . . . ' h - q | , . . . ' 4 s ' t )  | 1  Ц |a c -

::::'l l::}: :i,1 qJ,Gt' '-'.q"'sl.... 'Q"'t J. Пpeлставиц 3 yo,".нении (D4'l) в виде сисгемы 2s диффepенциальных ypавнeний
::ljojo пoryдl::4ля этогo ввeдeм вместo oбoбшеннjх скopo.( l Еи  q ' '  ' ' , . q s  наoop  нoвыx  фyнкций  \  l '  ' ' ' .  \ з  пo  фopмулам

(54. r)

(54.2\
и бyдем pассматpивать далеe все ta в качествe неизвeстныx
PyJlкции вpeмeни наpядy с фyнхциями go{/)' пpoизвoЛЬный вы.
::P 6\o :Лeдуeт oгpаl]ичить тpeбoванием oбpaтимoсти pавенств
{o9z' oтнoситеЛьнo do. Тoгдs 9 уpавнeний (54.l) 

" ' iнo"я,."yPзвнeнияIl,tи пеpвoгo пopядка oтIloситeльнo q|,..., qз' x|,..., хs.t,-щe s yравнeний да ют, вeпoсpeдствel] нo ра"u'iiт"а 1Ь,iЭj, paзfrJ.rДeнньIe 0тнoсительнo do:
t i "=q .k t , . . . , q " ' х l , . . . , х " ' t ) '  ( 54 .3 )

-^-пoлyчeнная таким o6pазoм систeма 2з ypaвнений пepвoгo
::!::,1:,.:.1l*,."'na систel'е (54, l ) пpи nюоых лony"*uй*,ioopащение фyl]Kциях \o. oднакo наибoлee лpoдyктивным oказь|.
:::l": -.:6op " 

качeствe lo oбoбщeнных имлульioв po, Фopмyлы(D+'z) пpи этoм бyдyт иметь вид
ALpa  =  
Й:  

pa (c , |  '  ' . .  ' q s ,d | ' . . .  ' i s ' t )  =  pd(q 'q , t ) .  (54 .4 )

-- .Пpeoбpазoваниe такoгo рoда' в кoтoPых tloвыe пepeмeнны€ paявляются пPoизвoдными пo стapым пеpeмeнным t;" некoтopЪй

s 54, Уpaвнеtluя Га'|uльmaна 2?7

пpoизвoдящeй фyнкции (L(q'Q.t))' пpинaдJIФ|Gт к кЛассy пpeo6.
pазoвaний Леxандpа. Якo6иан пpeodpазoвaнЙя (54'4\ oтЛиЧel{ oт
нyЛя''  

/dp^\  |  A2L  \
de t {+=|__dе l ,  l^^ l l 0 '  ( 54 ' 5 )

\oqR ] \oqooqв ]
вследствиe п0л0житeЛьпoй oпpeдeлel{нoсти кинeтичесI(oй энep.
гии. Пoэтoмy oбpатнoe пPеoбpaзoвaние

сyществyeT' Фopмулы (54.6) oбpатt{oгo пpеoбpaзoваIlия таюкe
мoгyт быть пoлyчeны пyтeм диффepeнциpoвания пo po нeкoтopoй
фyнкции _ пpoизвoдящefi фyнкции o6pатнoгo пpeoбpазoваIrия
Лел<aндpа. ,цeйствитeЛьнo' так как пpeoбpaзoваниe (54.6) сушe.
ствyет' фyнкцию Лагpан)ка мo>кнo pассMaтpивать как фyнкцию
пepeмrнныx q' рl '.тoгдa oчeвиднo

AI- AI
d  L |o '  вk '  о ' t ) . t \  :  

#аq"  '  p "dq" (q 'p . t ) -  :  d t '  (54 ,7 )
U ч d

Bнчитая oт oбeих частeй этoгo pавeнства диффepeнциsЛ сyммы
po dqo(q, p, t), t|oJ|учЙм

d,lp"di.k. e, t) - L(s, qh, e, t). t)l =
AL ar.

: - 
6^do" 

+ 'iJo'v /) dP" 
-; 

dt (54'8)

oбoзначим яepeз -Еl(q1,... , q,,p1,... 'P,, t) фyнкцию oбoбщeн.
Ilыx кoopдинат' импyльсoв и вpeмeни! стoящyю пoд зндкoi{ диф-
феpeнциаЛа в левoй васти (54.8):

E (q ' . . .  
"q " ,p t , . . . , p , ' t )  

=  eафd(q '  p '  t )  _  L (q '  qG 'e ' t ) ' t ) .
(54.s)

пpoизвoдные пo пеpeменным q@, po, t зтoй фyнкции дoЛ)кны быть
pавны кoэффициeнтам пpи ф"' dpa, dt B opa9oй насти (54.8),
и мы нaхoдиM

.  aнh,r  l \s"k 'P,t)-A (s4 lo)

0H(q,p,t) AL___;_ _ 
" 

(5.+.lr)
oQo oq o )d_i\q.p.rl

(54.6)

aH(q,p, t )  ALI
at = 

Ы o=n,n',',i
(54.t2)
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Фopму.лы (54.|0) oпpедeляют oбpат}roe пpeoбpазoваниe Лe-
жаl]дpа (54.6)' пpoизвoдящей функi1ией этoio п.peoбpазoвания
яRляется ф!нкцu7 ГаЛulxьmoнa (eaмu!|ьmo'',4r.) систeмы. пpед.
став.лeнная фopмyлoй (54.9), Сooтнoшeния (54.l1), (54.l2) yста.
Ilавливают связь междy пpoизвoдными фyнкций Лагpаtl,(а и гa.
мильтoна.

пpи пoмoщи paвeнств (54,t1) и (54.4) мo)кнo исключить
пpoизвoдныe 0L/0q" и 0Ll0q" в ypавненияx Лaгpaнxа (54.1)'
Iаким oopазoм мЬl пpихoдиv к yPавнeнияNl двил(eния в виде
систeмы zs ypaвнениЙ пеpвoг0 пopядка B Kанo|!uце.кuх nеpеj|ец-
нb|х qa| pо |1лИ K apaвненuяJu. Гa!|I,uлbmoнa

o" = _u " Уf 
'', * oLф (q, 4k, p, t)' t), (54 .13)

' 1H(о.e't\q"  = =;-  ro  _  t . . . . . s ) .  (S4 . t4)
vPo

сoстoяние мeханическoй систei{ьI с s стeпеняniи свoбoды
в мoмеIlт вpeмeни ' задаeтся в канoничeских пepeмeнных flабo.
poм q|( i  ) '  . . .  '  q '(t).  p| t) '  . . .  .  д0) '  кoтopый гeoi 'eтpически мoжнo
интeрпPeтиpoвaть ка( тoчIry в 2s.мeplrом Ф@3oвo npocmpaнc|nвe
пeрeмeнных qt p. 3акoн движeния систeмы q. = q"('), p; = po(t)
в фазoвoм пpoстpанствe oдIloзначно oпpeдеЛяeтся ypавнeнияl\'и
Гамильтoна, если заданo начаЛьнoe сoстoяниe.

$55. Уpавнeния Гaмильтoнa и вapиaцr.oпяьrй пpинцип

- Уpавнeния гамильтo}]а' как и ypавнения Лагpанжа' мoгyт
oыть связаны с ваPиациoнным принципov.

Bы.rислиM ваpиацию фyнкциoнаЛа

Г -
S= l [ r "Q"(q  p  t ) -  H t ( r .p . ! t ]d t .  (55 .1)

. t _

считая все q(,) и p(t) нeзависимьrми фyнкциями. пoлyчим
,? ,
l t  . .  i )n  -  i J I l  _  105_ | |pooqa + coopo _ 

Б:0c" 
_ 

^- bIJ"| dl -

i r oQo op" -J

= !,[*""*"'- ('".#)**(а"_ff)',"],,=

s 56. Фg||кцuя Гa шbnoнa u э&еpeuя сuсmеяы

11  =  r ; ( q1 , . . . , q " ) , (56.1)

нe бyлут сoдeprкать явнyю зависимoсть oт вpeмeни. ФyнкЦия
Лaгpaн'<а в Tакиx с.лyчaях представима в виде

L: Eвl t]tq,... 'q",t) + a"(q|, ' '- 'q"'t)Q.' (56.2)

275

, З , ,  /  Aн \  |-  _  ' ' ' "  l l /  o r _ t  \  '  I_ tp"оq"lIli + J [(d" 
_ 
й ) ф" _ (," + 

й ) 
6q.l df . (55.2\

t l

пoтрeбyeм даЛеe, чт06ы cуммa pa6qo oбpащaлась в нyль нa
вeDхнev и ниЯ(нeм пpeдeлах интегриpoвания и чт06ы дeйствиe s
6ылo стаuиoнаpным (dS = 0)' Тoгlа из (55.2) }rепoсpeдствeннo
следyют ypaвнel]ия гамиЛьтoнa в виде

aH a! =0. (ss.з)qo 
фo 

= ! '  pa* .oqa

,циссипативньlе сильt дoл)кнЬl задаваться llезависимo-

$ 56. Фyпкuия гaмПЛьтoнa П oнepгия систeмьI

,[[ля мeханичeских сЙстeм с гoлoнoi,lными стациollаpными
связями, дЛя систeм взаимoдeйствyющиx частиц бeз связeй oбoб-
щeнные кoopдинаты qо всегдa мo)кнo выбPать так' чтo фopмyЛы.
yстанавЛивaющиe связь дeкаpтoвых кooрдинат N часTиц и oбoб.
щеIlных кoopдинат qo:

_ киtlетиЧeoкaя энepгЙя систeMы; [/' oo _

щeннo.пoTеl{циальItых сил, пoэтoмy

(56.3)

пoтенциалы oбoб.

l aL_ l
H(q 'p ' t ) : |o"* -ь1

I Uчd J q=,i|'l'P'ц

_ |о""|! _ t,o,*u | = [Е'l*, + Ulq_i(qp'l). (56,4)
L vчo J,i=ih'P'l)

и фvflкция гaмильToна сoвnадaет с пoЛнoй энepгиeЙ систeмъl

" 
*iнo"'''"скn' n"peмeнrrых q, p. Фopмyлy (56.4) мoжнo испoль-

зoвать дЛя сoставJlеtlия гамильтoниаt|а систeмы в таких пpак-

тически ва'(ных слyuaях. Так, фyнкuия Гaмильтoиа системн N
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частиц с паpliым пoтeнциалoм в3аимoдeйствия [4/. в дeкapтoвыx
кooPдинатах pавна сyMI{е

(56.5)
N o . , N

.  б D i  l -H(г1. ' ' ' rд 'p1.. ' 'p1) = ! f l  + i  !  и*.
t= l  '  i ,&_ l

N*h

Пoлная энepгия частицы в пoлe {/(г'') в цилиндрических
(oopдинатах Dавна

E:;( i} + e"ф, + '2) +u(p,9,", t7.

Фopмyлы пpеoбpазoвaния oт oбo6щепныx c(opoстeй i, ф, 2
к oбoбщенным импyльсaМ pp, pp' p. |1oлучaюIся пpи пoмoщи
диФфepенциpoвания пo oбoбuIенным скoPoстяМ фyн(ции Лагpан.
жa или пoЛнoй эIiеpгии и имeют вид

Pp: rпp' p'= 1p2ф' p" = m2.

B сooтвeтствии с фoрмулoй (56.5) имeeм

.  |  / .  l .  " \n  \p '  ' ? ,  z ' pp 'pe .pz , I  ]  -  
z -  \ l t ,  

+  
7 r i+Й)+U(p '9 ' z . t ) .

Фyнкuия Гaмильтoнa тoй )кe чaстицы 
" "6uo'u""*n, *ofouoil

натах pавна

E(r '0 ,Р 'p , ,pg 'p ' , t ) :
t / ,  t "  I  " \: 

zm \0i+ 7о6- 
-т--:-т.;p.9 

)+ 
Utт.0,9'l\. |56-7]

B pелятивистскoй мeханикe пoЛнaя энеpгия зарФкeннoй ча.
стицы oпpeделяeтся фoPмyлoй

-mёё _ --_ +eP(г'.)'
l .  u -

у,_ 7
а фyнкция Лагpав)ка имeeт вид
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для век1opa o6o6цeннoгo иMпyлЬсa пoлyqаeм фopмyлy

o=*=_Д*9дt" . ' ) '
l ' , 2 с

у'- 7
с пoмoщью кoтopofi ltoжнo исключить скoPoсть из выpФкeния
дЛя энeргии. B pЪзyльтате пoЛyчaем фyнкцию гамильтoнa peля.
тивистскoй Частицы:

;  ^ . , -
f i{т .p ' f )  = 

/(п_ i . l t " . t l ) -е+ 
mzё +еp|r , t \ '  (56.8)

6 57. иIrтегpaлы дви)кeния в фasoвых пpoстpaнствах.- 
Сeпaoaбельные гa!4иЛътoflиaвы

Bou".,n* no,"io пPoизвoцI|yю Ilo вPeмени oт фyнкции Га-
мильтoна. Пoлyvим

- . -  aE'  aн. aH
ri = i;ri" + ;;l" + ^*_ (o = l.... . э).

oчa Ul,a

на фазoвoй тpаeктoPии знaчeния qa' po oпPeделяloтся yрав-
I{eниями гaмильтoна

. 0H ^,at . alr
p .=_aq.+ч; ' .  q"= 

ap" .
пoэтoмy я=ff+o9ff=ff+o9)ь'(57 .1)

т.e. фyнкция Гамильтoна пpедстaвляет сoбoй сoхpaliяющyюся
кoмбинaцию кaнoничeскиx пepеменных, eсли тoЛькo oнa не за-
висит oт вpeiveни явнo и диссипaтивIIыe силы oтсутствyют. lа.
миЛьтot|иан в этoм сЛyчае сoвпадаeт с пoлt]oй энергией системы

в пepемeнных q, p' пpи aI! lat + o и QУ) = 0 из (57' l)., стpoгo
гoвop", нe 

",eдiет, 
чтo энepгия нe сoхPaняется, так как фyнкция

Гамильтoнa мort<ет сoдер)кать аддитивнo пpoизвoЛьнyю фyвкцию
вpeмeни, дo6авЛeниe кoтopoй к фyнкции Il(q'p'') нe измeняeт
vDавнeний гамиЛьтoнa.'' 

|<aкaя.л||6o из oбoбщенных кoopдиiiат qd (пPи их yдачlioм
вы6ope) мoжет oказаться цик,']ичесKoй' Фyнкция Гамильтoнa
в этoм случae нe 6yпeт зaвисеть oт qd и' сЛeдoватeльнo' pd: U'

еcли Qf,) : n' oб06щенный импyльс Po' каtloнически сoпpяжeн.
ный цикличeскofi кoopдиl{атe qd, в oтсутствиe диссипaтивliыx
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сил явЛяeтся интeгралoм движe!|ия' так, пoтeнциальная энеpгия
частицьI в центpалЬt]oм пoЛе являeтся фyнкциeй pасcтoяния r
дo цeнтpа пoЛя и еe гаMильTollиан (56.6) нe 6yдет зависeть oт
кoopдинатЬl 9. слeдoватeЛьнo, в систeMe кoopдинaт с нaчаЛoм
в цeнтpe пoля p9 = сonst.

Фyнкция Гамильтoна oднoмеpнoгo лармoническoгo oсциJl-
лятopа

. p2 mu2qt
t r \q ,p ) - - ! -' 2m2

нe зависит явнo oт вpeмeни, f loзтoмy 11(q,p) : ': сoпst, Уpав.
нeниeм фaзoвoй тpaeктopии oсциллятopа слyxит эЛЛипс

i o2:+  '  : : l
2пtE 

' (2E lrnj'2\

с пoЛyoсями уЕmE Й n,2Eт;I}. Закoн двиxения изoбpаx(аю-
щeй тoчки Bдoль фазoвoй траeктopии oпPeдeЛяeтся ypавнeниями
Гамильтoна

Q:p/n '  ф:_ fu |2q ,

q :q6сos t l t+&s rnшt '
rт!)

p : po cс)s |'t _ mсo qo sin ut'

гдe qo : q(0)' p0 : p(0) _ на'rальнoе сoстoяниe oсцилляTopа.
ПpeДпoлoжим тeпepь' чтo гамильтollиан систeмы с s сTeпеIlя.

ми свoбoды l\{oxeт быть пpедстaвлeн в видe

H  :  H  (p  t  ( q ,  p r ) , ,  ph (qk ,  pk ) ,  qh+r , . . . ,  q " ,  p t  + r , . . . ,  p " ,  t ) ,
(57.21

гдe A паp канoнических пepемeнньlх oтдeЛeны, t < s. гамиЛь-
тoнианы такo.o типа нoсят нaзвaнЙe cе|Lаpa6елb,tDl,. пoкаrкeм,
чтo всe & фyнкций Рp(Qp,Pр) являются интeгpалами дви'(eния.
действитeJIьнo, ypавнeния Гамильтoнa для каlloничeскиx пeрe.
мeннЫх qp p| в этoм сJIуЧаe иnieют вид

AH 0E 0eg1
oqpop(uJ0qp

AE ОE 0щ,1

(57.3)

(57.4)op(u)фu
(p :  l ' . . .  '  ь ) .

s57. Инmе?paль! dвuaсенuя в фсвo3ых npoсmpансnвaх 28з

Умнo)ким oбе чaсTи уpавнения (57.3'1 нa 0911l0p" и испoЛьзyем

ypавнениe (57'4). Пoлyчим

' тp,ul 09',,, DН 0p 
", - 

- aa'" '
e'ы й 

= _ 
ф" фь, aц 

: ч,,l aц

Cледoвательнo,
uff а", * u#ffl', Фu(ц' p,) o,

pp (qP , pp ) : ap=сюnв t .

(57.5)

(57.6)

Из Dавeнств (57.6). в частнoсти' слeдyeт' чтo есЛи -нeкoтopые
из функuий p"\q.'p.) нe сoдep)кaт зависимoсти oт ooooщeнных

*oopдn",' q,, тo имIlyльсы p,' кaнoвичeски сoпpя)кeнныe таким

цикличeским кoopди}taтaм, сoхpаняются.
Peзvльтаты (57,6) мoxнo yчeсть яв!{o в вьIрa)кении для га.

'"ль"oiиa"u (57,2). тoгдa пoлyчим

H : l c . r , с .2 , . . . , ak ,qk+ i , . . . , q r ,p&+1,  . . , p s , t )  (57 '7 )

Уpавнения Гaмильтoна с функцией Гaмильтoна (57.7)

oпp"дeл"ю' эвoлюцию oстаЛьных канol{ичeских пepeмeнныx
qk{ ' . . '  ' q s '  p k+| '  . . .  ' p в '

Мы видим' Чтo пPедпoч1игрльl|ым
канoничeских neреме}tныx, пpи к0т0p0м

явЛяeтся такoй выбop
гaI/tиЛьT0ниaн системьI

oказываeтся сепарабельным'
Пooде мo нсr pиpуе м изЛoженный мeтoд oтыскания nepвых ин.

тeгoа;oв Ypaвнания гамиЛьтoна на пPимеPe движеt|ия частиць|

с зipяloм-i в noле мoёнuпнo?o dunoltя cN|oмeнтoм р. t'eктoplъl'1l

пo.Ёнц"ал, 'o.o пoля мo)кнo пpeдставить в видe A _ (д > г)/г",

B сфepиЧeс(иx кooрди!|атаx с пoляpнoй oсью вдoЛь Магllитtloгo

Мoмeнта o6o6щeнньIе импyльсы равl]ы

p,:mi, po =mr2ё, p'  :  m,2 зir ,2 0ф + @1l lф вiт '2 0

и фyнкция гамильтottа частицы имeет вид

t .  I  I"  l  f , " .  !4" i " ro. l r l .I I  -  
2-p:+т;7Pa* s i ;т\Pр.  . . .  "/  l '

здeсь , _ ци(лическaя кoopдината. Пoэтovу p, 1ol = сonsI.

, вь,pаже""e в кpyглых скo6ках являeтся фyнкциеЙ тo,1ьк0 и. p0,

сЛедoватeльнo'

"  I  t  е|1 ,  ^\?
n3 + ;L,* ,(", 

1.tl 
"inz 

р) 
. 
: сl] _ сооst.
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Нaкoнeц'
I r  a l  -

2;p; 
' 

2;7 
_ t _ сons..

чтo сЛeдyет так'кe из закoнa сoхpанeния энepгии,

$ 58. Cкoбки пуассorrа.
Aлге6pa Ли дивaмических фyнкций

Kанoничeскиe пepeменныe ql i  . . .  '  qs '  ; , l ,  . . .  '  ?з, энергия систe.
мЬI' кoмпoнeнтьI импyльсa кинeтичeскoгo мoмeнTа систeМы ilo"
гyт сЛy)кить l]римeрaNIи Динамическиx фyнкций. ДинаМичeскиe
фyнкции в кoнфигypациoннoм пpoстpaнстве сoдepя<ат oбoбщeн.
ньIe кoopдинатЬ] как фyltttции вpeМени, B фaзoвьIx пpoстpаястваx
динамичeские фyнкции имеют вид

f  (и Q),  . . . '  я  "  Q),  o t  ( t ) ' . . . ,  e  "( t ) ,  t )  :  f  Q,  e ,  t )
и являются вeщесТвeнньIми фyнкцияiaи 2s кацoничeскиx пepe.
мeнньIх и врeМeни, Пpи дви){(eнии систeмы каI,IoIlичeскиe пepe.
I\4еI]ныe изменяюTся с тeчениeм вpеМeни в сooтвeтcтвии с ypав.
нeн-ияMи l амильтoнa' так чтo пoлI]ая пpoизвoдная пo врeмeни oт
любoй диt]амиЧeскoй фyнкции pавна

df af  . .a . f  .  af
A 

: 
aqdso + 

aeoeo + at 
:

ffff+oь"'ff+ff, rsвrr
где QУr . кoI!1пoIJенты oбoбщенIioй диссипaтивнoи сиЛьI.

, oпpeдeлим скoбкy пyассoна двyх динаiaи.]eских фyнкцийg(q'p,t) и h(q'p.t) фopМуJloй

Aa Ah
lg' n1 : 

aq" ap"
а/r  a\
aqdфo)g=|n | s .

_afaH
oq" op"

Оg 0h
Оp.0q"

lah a
\ap" as.

Пoслeднee рaвeнствo в (58.2) oзнаuaeт, u,o .*oб*y пyu!5"8o'"2i
п{0)кнo рассматpивать как линейнЬIй oпepaтop [h],,цeйсTвyющий
на д1,]I]ам.]чeскvю функцию 9rg.p' ']. C унетov 158,2l вЬ|pажечиe
(Dб,l, мo)кнo пpeдставитЬ в вилe

i:ff +v,нl+о9lff' (58.3) (58.12)

ПDonзвoдныe.,]o Kанoчичeсiим перемённым 1ак)he мoжн0 вы.
pаз"i" 

"ep". 
скo6Kи пуассoна, ПoЛo)t<ив в l58.2.) h рo и зa-eч

(58.4)

(58.5)

пoэToМy

.  А fj  _цa1 '  II.H| -IJ ' ,]"a,:,  - 
# | {tt i  l  a l",|с"]}l ,  tsв,оl

э.o pавPнс, lвo мo,кнo pассмaтривать в каUeстве фунДaMPPталЬ.
чoI o vpавнeния гамильioнoвoй д ' , rнамики, УpавPeния га\. lиЛЬloна

nonvu"ro'с" из нeгo пpи J : qo Й l : pб, B этoм слуuаe сoглас-
нo (58.3)

s58, скa6кu Лgacсoнa, Ал2е6pa JI|I аuнaмuцеcкuх функцud 285

: [g.p"1: b"\g,

= -ls'q.1: -[,1"1e.

(58.7)
(58.8)

Слeдoватeльнo,

|l' р] = -[р,l]'
tр]l: [/]р' tl'/] : о;

4. : lq., tt1 - ls., q"lQP ,
n" : Ip", tll_ |p., qАa?)

Cкoбки Пvассoна для ка,.loнических пepeмeнньIx Легкo вычис.

n"'гo 
", 

o.noй"rr"" фopмyл (58.4)' (58.5)' наxoдим

lq"' q"l : Ip"'P"): o'
|q.'p"1: Ip"' qА : 6"".

q" : Iq"' tl]. i" : w", Н1 + Q'.1)

(58 .11)

(58.9)

(58.10)

Taкoй вид имeют уpaвнения гаМильтoна в тepминаx скoбoк Пуас.
сoна. .[lля систeМ бeз дt{ссипaции эти ypaвнeния сиI\4меTриЧньI
oтнoситeльнo пepeменl,]ых q' p.

Kаxдoй паpe' динамических фylrкций f и Р ск06ка Пyaссoнa
стaвит в сooтвeтстBиe динаMичeскyю фуttкцию ф пo пpавиЛy

o9
oq'
0g

ф"

ф = tl ',p] = I,р\f ,
и пoJlo\lY явЛяртся с.ециaЛЬнoй aлгРбpаиЧескoй ol]еpац',]еи над
'"o' '".,,"o* динаMичeских фyнкuиЁ. Из oпpeаеления (58'2) вь.
текaют сЛeдvющиe свoйства этoй аЛгeбpaическoй oпepации:

l) aнтикoмMутaтивн0сть:
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2) равeнствo нyлю с пoстoяннoй:

L f 'C ]  =0 ,  C=сonsт ;
3) нeaссoциативнoсть, в видe тo)кдeства Якoби

|I 'b 'h\ l  | |g.th,I|]. [л. 'r 'sI,] --o

(58.13)

(58.14)
|1л|1

IJllhls + Isllflh + [h]lsl J : o.

.'"xЖi; Т"Т""'""1"#,","".'""#ff "l.f T 4"#:,ЁЁ.I.) :,#Ti::
l1lYlll "" 

сoдeр)<ащих втoрых пpoизвoдIlыx пo канoническим
lжжT"":"Бj:#'T;i::"1lihY1.J;#};.i1,TJ1..i";dff -flxвзаимнo сoкpацаются.

,.'. "ЧloPч:.lЧo"n."oo"ыe 
фyнхции / сqв|'J ,n _ |.hвlJ ' pавчых. сoгласнo .*ii|li}ji,i1"}-,]]i'"""-

. 
Dвeдeм нoвыe oбoзначeния дЛя канoничeскик пeрeмeнных

::"'1"'Шr,,,r;,f,{;:'.i,l;",l,oi#;-1,,.:;:;,:;';';',;:;..i;;;;
ь,= agЗ ag a -{.  ao' ai as. _ 

Й*= L,uo,.

ht-#* #*=t"*u,
пpи пoмoщи кoтopыx пoлучим

2 " r
Iл.ts] .- I, |*^ # - 

" *щ, *r}
2 " r,]I/']_-Е |n*#",-"#*}

iflЦ+ry**i"t*нj*::*н$*'fi fl *iъil*Ъ}"тJ
;"'жf:;"PЁ*ъx'"h3;*:::::" сoкpaщаются "сe сла.аe'ьre'

яd,;::"L1,:щi:, l;Ё]inl "i."'ij#lj;.iu,.*?-T,i",;*ъl:il:
l lyассoна явЛяeтся частнoй pеа' lизациeй скoбки Ли

s59, Теopелa Пцaсcoнa

и3 oпpeдеЛeния (58.2) слeдyют pавенства

Ih + !z,sl: lJt.sl + Ifz,sl'
lC. !,gl: CII,sl, C : const,
Ih' Jz's1 : lft' sllz + ftllz'sl'

(58 .15)

(58. r6)
(58.r7)

кoтopыe yстанaвЛивают связь скoбки Пyассoна с .{pyгими алгeб.
pаичeскими oпepациями: сЛo)кeниel',|' yмнo}кeнием tlа чисJlo' пP0.
извeдeниeм' пoсpедствoм oпepаций слo)кeния' уMнo'(eния и oб.
paзoввния ск06oк Пувссoна мo)кнo кoмбиниpoвать любыe элe.
мeнть| мtlo)@ства динамичeских фyнкций' нe выхoдя за пpеделы
эToгo Mнoxeства, Любoе мнoжeствo, на кoтopoм oпpeдeЛeны эти
тpи oпеPацииt назьIваeтся aл2е6poй "|Iu,

Aлгeбpа Ли мo)кет быть peaЛизoвана такжe кaк aлгeбрa эрми-
тoвых oпepатoPoв. Toгда скoбкe пyассoнa 6yдeт сooтвeтствoвaть
кoММyтaтoр двyх oпepатopoв J, f:

i  / ; r  - ; \
v ' s |  |  - ъ \ !  9_g !  ) .

гдe i, _ пoстoянная планка. Тoчкe фaзoвoгo пpoстpанства будeт
сooтветствoвaть элемeнт гильбepтoва пpoстpаяства _ вoлI]oвая
фyнкция. таким oбpазoмt lt1ы пpиxoдиМ к кваl{тoвo.мехaничeскoй
динaмиЧeскoй аЛгеб0e'

s 59. тeopемa Пyaссoнa

пусть (P' f' 9 - диltамическиe фyнкции, связанныe paвен-
ствoM P: [/,9]' HaйдeM сooтнoпIeниe ме)tцy пoлнЬIми l]рoизвoд.
ными пo вpемeни этиx фyнкций, B oтсyтствиe диссипативных
сил имeeм

A ^  А
i _Ч+|p '11.  - : '  I ' s  '  | t l ,g l . I1] ''  aJt ot' - '

гдe lJ _ фyнкция Гамильтoна'
Bслeдствие пepестаItoвoчнoсти частныx пPoизвoдных лo вpе'

мени и пpoизвoдных лo кaнoничeским пeрeмeнIrым }lахoдим

сoгласнo тoждeству якoби

287

flv a=1ff 'l.lt ffl
lt/' g]' н] = [|f , II]' g] + |l'Ig' H]1.
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ГIoэтoмy

d  г / А |  \  , ]

р: ;t/ 'g] :  |{ *+t/.я l  ) 's| +ц (  L \ u r  /  ]

-Гr '(9n o.щ\]_ jоl- r. i l l .L,  \" i  )
TеopeМа Гlyaссoна является следствиeм этoгo pавeнства, Co.

гЛaснo тeopемe пyассoна каx{дьIпl двyм интeгpалaп{ дви,(eния /
И g ( l  :0 '  g : 0) скoбка Пуассoна ставит B сoотвeтствие дина.
мичeскую фy.нкцию Р, кoToрая так)кe являeTся инTeгpаЛoм дви.
жeн,rЯ 1l _ 0), } iaйдePный лутev o6pа]oвaния сьo6oк Пyассoна
интe.paл дв,jхePиP plq.p'I1 _ сonч мoжеl не свoд,.]тЬ.я к )жeизвeстIJьIм интегpалaМ. B этoм сЛyЧае мы бyдeм имeть нoвый
иtlTеграл дви)кeния'

s 60' Фopцaльнoе perrreние центpaльпoй зaдavи
гaMиЛьтoltoвoй дипaмиKи

ЦeцтpаЛьная зaдаЧа гамилЬToнoвoй динамики сoстoит в oTьIс.
кании динамичeскoй функции /(q(l),p(t)) в МoМeнт вpeмe]]и t.
если извeстI]ьl eе зIjaчeниe "|(q(o) 'p(0)) = lk 'p ') B мoмeнт вpe.
мени' пpинятьlЙ B качeсTвe начaльнoгo' и ypавнeниe эвoЛюции

I  :  V, f l1 .
Уpавноьия Г^a.!1,, lльfaнa слPдvюг из |oo-|] no|1 I - q" '  !  .  p^

l o  _  l . ,  , ,D l '  L oo . вe | с твиe  мP> ' \Д r  I t q ( l \ ' p ( ! \ )  и  / ( g . p )  пpeд
пoЛагаe|ся Peпpеpь|вньм, Пor-oNly oбщeё oeценPe (60,|) voжe-
0ыГь наPдedo в виje pяда пo стeпеняv /

Преoбрaзyеi '  (60. l) в ивтегpальнoe уpавнeljиe. Пoлуним при
yсЛoвии сoхpaнeния пoЛнoЙ энepгии систeмьI Частиц

I  I  q | t  t  -  p |  !  |  |  -  1  t  q '  p , '  |  а {  | 1  t , ] t  t '  1 '  p |  (  ]  1 .  11 '  q I t '  1 .  p | ! ,  t  | ] '  $ o  - 2 |
0

Пpeдстaвим pешeниe ypавнeния (60,2) в видe итepaциoннoгo
pяДaI

f (q(t) 'p( t))  = fo+h+fэ+ .  '

(60 . l )

(60.3)
счиТая инTeгpальньIй чЛeн в (60.2) мальlм. B нyлeвoм пopядкe

lo :  lk ,p) . (60.4)

s 60- Фapмaлшoе pеu|енuе цен|npa,xbнoй Зadачu 289

Функцию l l  нaхoдиM, oстaBЛяя в иI lтегpалЬнoм чЛel]e лишь

яyЛeвoЙ пopядoк'

|  , .
i |  _  | , ] |  | ! o '  Н  | q '  p \  _  t | J t q . p l ,Н t o . o l |  i . н ] / l q . p ) .  ( 60 , 5 )

0

.цля f2 имeем

t t
г г

, 1 , -  | а '  1  . н 1ч ' p 1  | l ] , j | ' 1 | ! ч  p |  t 1 l q , p i ' 1 1 \ q , p l
,I J
0 l l

_,!| , ' | , | , ,o '  u '_ /^)tн,rrq 'p; ,  r60,6;
2  "  ' , '  "  2  ' , -  '

Мы видим, чтo рeшeние приниMaеT вид экспoненциалЬtloгo Pяда:

: l
! | ч | | \ ' p | l I I _L , ' ' 1 l . . | 1 i r , p \ . ' J v r -p ' ,  

( 60 .7 )

oпpедeлим on"pа'op 01r; сooтlloшеIlием

lk\),p(t)\ : ",|Ц l t\'d :joJ @'p)' (60'9)

oпepaтop 0(t), пepевoI,яЩИй lk'pi) B lh('),p(t)), нaзываeтся
гlpoпагатopoм, Фopмvлы (60,7)' (60,9) дают фopмал"нoe oешение
LeнтpальPoй ' ада '  и  г амилDIoнoвoй  л . инaмцки ,  Фун ' t ция  { t i u ' g }
yдoвлeтвopяеT. Уpaвнeнию (60.1) при прoизвoЛЬнЬtx начаЛьных
знаЧениях каt]oнических пepeменньlх, кoмбинацией кoтoрЬlx яв.
ляeтся /(q,p),

Пpеoбpaзoвaниe [,г(t), пo oтнoшeнию к l : qa I-1 l : pa' МФК'
нo так)кe рассМатpивать как лpeoбpазoваниe фазoв0г0 пpoсTран.
сTва, кoтopoe кaждoй Toчкe q, p ̂ с.ГaBЙ7 в сooTвeтствие дpyгyю
тouку q(t), p(t). Из oпpeдeления U(,) виднo, чтo

(60.8)

, ( t 1 ) , ( t , )  : , ( t t  +  ф) ,

o1o; : r,
0-11t1 :01-t1,

(60.10)

(60.1 1)

(60.12)

I
I
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т, е, пIнo'кествo пpeoбрaзoваний ./(') oбpaзyeт oднoпаpамeтpичe.
скyю нeпpepывI{yю rpуллУ (?pgnng 1,), BьIдeЛeнный элeМeцт
aлГe6pы E|q'p) явЛяeтся прoи3вoдящиl4 эЛeмeнтoм гpyппы или
гeнеpаTopoм,

Пpeodpазoвaниe t/(t) oбладaeт так)кe слeдующиMи свoйст-
вами.

l. Пpoизвeдeниe двух динамичeских фyнкций пpеo6pазУeтся
в пpoизве!eниe пpeoбраJoванн ых функUPй,

,цля ДoкaзатeЛьства дoстатoчIlo испoЛьзoвать 6eскoнeЧнo Мa.
ЛьIe иЛи инфиниTeзимаЛьньIе пpеoбpазoвaния' пoскoЛьку гpуппа
нenpepывна. .цля таких пpeoбразoBаний имeем вмeстo (60,7)

f(q(6t)'eФt\) : lG,e) + 6t|lk,e)' II(q'd1' (60.l3)

иЛи кратк0
l  а t ) -  !  |  6 t I ! .H . -  I  6 t .H  I .

C тoчнoстью дo бескoнeчнo мaЛьIх пeрвoгo пopядка пo 6,

f (6t) . g(6t) : (/ + dt['f' r1]) . (s + 6t|o' нl) :
: I . s + 6t(If, Ellt + lls, Hl) : f . s + 6tlf s, HJ :

:  ( l  .e) +dr ln l f f  .e),  (60.14)
где испoЛь3oвaнo pаспредеЛитeЛьнoе свoйствo сKo6oк Пуaссoва
oтtloситeлЬнo yiинo)ке!lия, Из (60,14) виДнo' чTo пpoизвeДениe
динамичeскиx фyнкций (l ' g) прeo6paзуeтся в пpoизBедeние прe.
oбpазoвaнньIх функций /(6,) . 9(6,),

2. Cкoбка Пуaссoнa двУх Динамичeскиx фyнкций прeo6рa.
зyeтся в ск06кy пyассoна пpeoбpa3oваtiньIx функций,,цeйсTви.

[l(64' 9(dф] : l(/ + d'[l' 11])' (9 + it|s, Ц)1 :
: |f 'g]+ 6t(If ' Ig' H]] + [[l' д]' s]).

.Цва пoследних слагаемых пpеo6pазуются при пoМoщи To)кдeсTвa
Якo6и, и мьr имeeм

|l(аi)' o(аl)] : V' 91 + 6t|Il' d' E1 : [l' 9] + d'{fl] [/, 9]. (60. 15)
3. Сyмма динамиueскиx фyнкций пpeoбpaзyeтся в сyмму пpe-

oбpазoванныx фyнкций, дoказaтeльствo o.IeвидIlo,
TaкиМ oбpазoм, пpeoбpaзoвания и(l) сoхpаняют всe тpи oпe.

pации алгe6ры Ли динaми,{eских фyнкций. oтoбpаxeниe [/(')
яRляеTcя авmo jna pф u 3 J,toJt.
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Из инвapиaнтнoсти ск06oк пУaссoна слeдуeтt чтo eсЛи в Kа.
чeсTвe каl lo l lическиx пepeмeнных в мoмeнт '  выбрaны q(l) '  p( ') ,
yдoвлeтвopяющиe yслoвиям

Iq"'qB] _ |p"' ppl _ 0' ,: l" 'pр1_6"p. (60.16)

тo прeoбpaзoвaннЬIe велиЧиньI oбpазyют сoвеprrleннo эквивалeнT.
ный набop.

Bсe динaмическиe фyнкции в мoМeнт t + 7 пoдЧиняются тeм
)Ke ypавнeнияп! дви)кeния' Чтo и в мoмeнт ' , .цeйсTвиTeЛьнo,
в мoмeнт J Уpавнение эвoЛюции систeМы имeeт BИД l : If'E],
Фyнкции J(f +т) и l(t) связаньl инфинитeзимаЛьньIпI прeoбpа.
30ваI]иeM

/(t + т) : /(t) + т[,i (t)' тr(t)], (60.17)

дифференцируя (60.l7), имeeм пpи ,?:0

dj ( t+т): j(t)+т;| l ,H]: j  +т|j 'H1=If 'E l+т|If  'H| 'H]:
: |ff  +.1s'  н11'н1 : U(t+,) 'rт] '  (60,18)

Чтo и дoкaзьIвaeт инваpиаIlтttoсть ypавнeний двия(eния oтн0си.
теЛьнo пpеoбpaзoвaний гpyппЬt.

Заметиi1 тeпepь, чтo пpи дoKазательствe aвToмopфизма^ал.
гeбpЬI динаlt1иЧеских фyнкций 6ыЛ испoЛь3oвaн тoлькo вил Lr(t)
и свoйства скoбoк Пyассoна, пoэToмy дo(aзaтeЛьствo oстанeт.
ся в сиЛel eсЛи гaмилЬтo!{иaн 'Еl(q,p) замeнить ЛюбьIм дpyгим
элeмeнтoм g(q,p) aЛгебpы' каx<дый элeмeнт g(q,p) aЛгe6pьI пo-
Poxдаeт oднoпаpамeтpичeскyю гpyппy автot"{opфизMoв

l -+ е"|o1s,
гдe o _ веществeнный пapамeтp. Сooтвeтствyющиe 6eсKoнечнo
малыe прeoбpавoвания имeют вид

6f  :60 lJ ,s l ;

если g _ вeктop, тo вмeстo (60,19) 6yдeм иметь

(60. r9)

6l :6o"rlf ,si.
пoлr]ый импyлЬс систeмы Рf явЛяeтся гeнepaTopol/t сдвига

прoстраIlства. Пaлaraя f : l", и: P1 и зa7eМ l = pр' лoJ|уч|-IМ

6t": 6o,rlx r, P^,1, 6p" = 6o.rlpu, P^,1.

Пoслe вычислeния скoбoк Пyассoна найдeм

6r u : 6o u, [p, :Q. (60.20)
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пoлный мoмeнт иМllyЛьса системы L1 яBляe7cя гeнepатopoм
пoвopoта системы нa вeктop бeскo!]eчнo маЛoгo пoвoрoта' дей.
ствитe"']ьнo, кoopдинатьI и импyЛЬсьl в этoti сЛyчае пpeoбpазyют.
ся п0 ф0Pмyлaм

6z r : 6o'r@ r, L.rl, 6pu = 6o,,l1tu, L-,].
Скoбки Пyассoнa равны

p,,L^,]: е,,хaх' bp, Li: _ €л^r;"',

гдe 6д,}^ _ симвoл лeви.чивиты' пoэтoltty

6x, = е^76o,',x1, 6pu : _е,.,s6o1Pх. (60.21)
Паpаметpьr do^/ в эТoМ сЛyчаe являются кoмпoнeнтами вeкTopа
бeскoнeчнo маЛoгo пoвopoтa фaзoвoгo пpoстpанства.

]vlьI видиM, чтo имeeтся бeскoнечнoе семeйствo пpeoбpазoва.
|1|1i| BцДa ea|sl, кoToрыe oставЛяют инваpиантвoй гaмиЛьTolloвy
динамикy, пpeodpазoвaния этoгo сeмeйствa назывaются,.@rior.и.
чеc !.ul|u noеo6oаЗoвaнuяt|u'

гЛasa 14

пPoизBoДящиЕ ФytlKции
кAIloIIичЕских пPвoБPA3oBAtlии

и мвтoдl гAмиЛьтoIIA-якoБи

s 61. канorrПч€скиe пpeoбpa3oвaния;
пpoП3вoдящиe фУrrкциrr

ПpeдставЛение канoничeскиx пpeoбpaзoваний в видe степен-
нЬlx pядoв неyдo6!,Iot кoгдa тpe6yется имeть явнyю фyнкциol{алЬ.
нyю зависимoсть пpеoбPазoванных кaнoничeскиx пеpемeнньIх Q'
P oт пре)кнeгo нa6opa q, p:

(61. r)
сниМeм такжe oгpаничениe au/dr:0 на вид гамиЛьтoниана'
испoльзoванt,!oе в пpeдыдyщeм паpагpафe.

пo oпределeнию канoничeскиe пpeoбpaзoвания oбpатимы. По-
этoму якoбиан пpеoбPазoвания (6l.l) oтличeн oт нyля:

Q" : Q"(q,p,t), P" : P"(q,p,t).

a(Qr , . " ,Q ' , \ , . . ,P")
+0. (6r.2)

Kpoмe тoгo, пpи таt<их пpeoбpазoваI{иях дoл)к!lа сoxPаtlяться
фopМa ypaвнeний гамильтoна. Если в пepeмeнных q, p

. AE AII
eo :  _Й '  sa :  aed '

P дoл)кнo 6ыть

aн

(61.3)

тo в пepeмeнньIx Q'

aQ"'
(61.4)

гдe ?l _ гамильтoниан в пеPeмeнI{ых o, P'
Уpaвнeния (6l.3) Мoгyт быть пoлучeны из ваpиациot]нoгo

пpинципа (55.l):

а l|n"аJo,n,D 
_ н(q,p,t)] dt: o.

aн
бP",

(61 .5)
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C. leдoвaтeльнo, пpеoбpазoванньIй к пepeМeнньII l  Q' P вapиaциoн
ный пPинцип дoЛ)кен иNteтЬ вид

s 6 l l{a!'Lo нuцескuе npеo6pаЗoвt1|luя | пpou!вodящuе ф !/ |1|щu u 29ь

ньIr\j  l) .  P, Эта фyнкция сyществ!,ст лpи yсЛoвии (6l.8) '  кoToрoe
на oснoваl]ии (6l,I l)  мoжет бьrть пpeдставЛeнo в виде

о|Q1 ' , , , 'QJ
i r (1 , r ,  . . .  ,  p , ) | I 2 Г | ( ч 'Q ' ! . )

+o. (6r .12)Г -
a I  PoQ^\Q '  P ' | )  н \Q '  Р  ' t ) ]  ' 1 t : 0 '

' _  ' (61 .6)

Пpи такolt пpeoбpазoваI]ии пoдьIнтeграЛьнoe вьIpажeниe в (6I '6)
]t loжет пo. l lуЧить дoпoЛнитe!]ьнoe с ' ' lагаeNIoе в видe пo',]нoй прoиз
вoднoй пo вpеNIeни oT нeкoтopoй фyнкuии Л(t 'g '2 'Q'Р), Уpав
Iiения (6l,4) бyдyт с ']eдoвать из (6l ,6) пpи лю6ьlх Л' пoскoлiку

Pазpешим уpавнения Q" = Q"| ' ( ! '  p ' t )  oтнoситeJ]Ьl lо иNtпуЛЬ.
сoв p '  пo ' . lyчим

]\, = pа|.q'Q ' |,) (61 .7 )

(61 .8 )

при vс.r]oвии

a lQt  . . . ,Q)

Пoдставляя (61.7) в фopNlyЛьI ДЛя сoпpя)кeннЬ|х имI]yr1Ь-
сoв i6l , l) '  мЬ| пJoжеп1 I,]pеoбpазoвaть ихi а сЛeдoватеJ.]Ьнo,
|А 1-|t 'q.Р'Q'P) к пepeNleннЬl]!1 q. Q. t,  oбoзвачиN Чe.
peз Л(.1'Q' l) лolученнyю такиrt oбpазoi l  фYнкЦию, Тoгаа из
(61,5) '  (6l  6) бyдeNl ЙNteть

Пpи вьtпoлнении тPебoBаI]ия (6l, l2) фyнкuия lr l((.Q.,) мo.
)кeт быть заданэ прoизвo!,]ьнo, Тoгдa каноI]ическиe пpeoбpа3oBа'
ния пoJу']аются ди(рфepeнЦиpованиel l  заданнoй функции в сooт.
ве т с твии  с  фopп l улап l и  ( 6 l , l 1 ) '

Пyсть, наприпrеp' I. ' t  :  с l"Q", TогДа фоpпly"1ьl (6l , l l )  пpини.
пjаюT ви,'1

Qо=| l о '  P o  =  ч , ' '  1 1 :H '

и канoничeскoe прeo6разoвание свoлится к 3аltеl]е стаpЬ|х кoop
j1инат нoвьI i ! ]и и 1ЛyЛьсаtt lи (сo з l lакol ' l  t  я)  и стаpьtх иvл1.; lь
сoв _ нoвьII ' , lи кoopдиl l2таNrи'

Далсе'  пPибaвим к oбеим часTяNl pавенства (6 l , l0)  диффе
рeнциаJ d(Q. 'P. ' ) ,  ПoЛy.]иM

d|F||.! 'Q't ') + n,Q,,l = p,\ dqo + Q^d11" + (н II)|l l- (61,1З\

ПvстЬ теперь

p"dq" 11 dt : P"rlQ" - 11сlt + d\'

и.пи

d \ \ ч .Q ' t ) :  p^dч , ,  _  PodQo+  (н  H )d t ,

oтсюда
-  A I ' t l , q ,Q , t )

о() 
"ankr,Q.t)- in '

a J \ p t , . . . , p " )  ,  ^
, (4 , . . . ,  R)  

- (61 .14 )

Tolда из фopмул Р' : Р"(,] 'p.t) l loжнo найти Р,, = p,,(.q'  P.t) '
эTo Лoзвo.,]яeт лpедстaBЙIь Q, ':  Q,,kI 'Р '!) B видe фyнкций Qo :
= Q,,|t '  Р 't).  и I{ьI l|ахoдипl

d \|Г1k!'Q, L) + P.Q,,1u,, ,,, '1n'n,,,} -

p'' dq,, + (),' l l I,., + (н lr) tt, (6|,|5)

ПoЛагзя

|г' (q' 8. t) + P.Q,,] Ф'-,l,,t ', ,, ', l : |'zh, Р 't ') '

,ахo , lи !1  
фoP^I\ , , lЬ|  ка| |nЬ]ч l  l ,h l . \  гF06ра,oвoчий в  вr lе

i t \ | ч '  I , ' t )  ' ,  ; | | 2 | l .  Р ' t )
l ' ' , :  i ; ч "  ч "  =  

l P -  
'

н|(t 'Р 't) = нр1,е,4 1!Ц\!| l  ,

(61 .9)

(61 .10)

(61 .16)
i )  F |Q ,  Q .  t  1P' ' :  aч '  -

н| .q 'Q . t )  =  I1 \q '  Q  ' t )
(61.  r  l )

ФyнкЦия F.|(q, Q',) oказЬIвaeтся пpoизвoляшей функuией
flpeoбрaзoвaния Лежандра oт пeрeNleннЬ|х q, Q к пepеDIен.

I

(ri 1 17)



296 hавa 1.t, Лpou1вadящuе фцнкцuu канoнuчеcкuх npеa1pаЗoвaнuй s 6 1, l еopе v а l,l |. ц в L,,1,1 я' ! po вч o| D o Лац ва!1 !1 a

Функция л'2(q, P, l) является прoизвoДящeй фyнкциeй канo.
ниЧeских Лpеoбpaзoвaний (6l. l7) пpи yсЛoвии

Лpи yслoвии

d*жiЁ!
с1,F2G'P't)

297I
i

(6r .24)

0q"0Pp
(ri l. r8)

Bыбеpeм фyнкцию ф(q.P,i) в ви,це

I ' 2 \q ,P , t ) :  f o \ t  . . .  , t l s , t )Pd .
ФoрмyлЬl (6l, l7) пpивoдят к кaнoничeским пpеo6pазoваниям

Q.: f "v.lt 
' ' '  'q"l '  p., : Щp,".

) q t ' " '

кoтopыe в эToм слyчаe с0впадают с тoчеЧньlми пpеoбpaзoвания
М|1, ПpЙ fa: a. i lq| l  и аnBаop :6o" этo oртoгoнаЛьньIе пpeoб.
разoвания, a лpЙ Jo: qо тo)кдeствeнныe пpeoбpазoвания.

ПpoизвoдЯщyю фyнкциФ oт нosых кoopдина'Г и старых им.
пyльсoв i'3@' Q. t) мo)кнo Bвeсти пo фoрМyлe

Г ' - р -Q - ! '  _  l l a .Q . l 1  p " . t q , | a "  
a . ' a ,

: -qad,pa PaII'Q," + (н II)dt. (61,19)

Эта фyнкuия сyщeствуеT пpи yсЛoвии

( ] ,щФ 'Q ' t )
(6r .20)

Оp"0Q l

Пoлньrй oпpeдeлитeлЬ (6l,2) кaнoниЧескoгo пpеoбpазoвaния
oтЛичeн oт нyЛя, ПoэToMу якoбианьr (61.l2), (6l ' l8)' (6l '20)'
(6l,24) нe paвны нyЛю oднoвpеMеннo' и всeгда сущeствyeт пpo.
извoдяulая фуHкция кaнoничeскoгo прeoбpазoBания,

С пoмoщью (анoниЧeских пpеo6pазoваний мo'(нo пoЛyчитЬ
бoЛee npoстoe вьIpа)кeние дЛя гамиЛьтoIJиана и бoЛee пpoстые
ypавнения дви'кения, Hайдeм в качeствe пpимeрa пpeoбразoван
ньIй гами,' lьтoниaн гармoниЧeскoгo oсциЛлятopа н(Q,P.t) и зa'
кol l дви)кeния oсциЛЛятoPа в пеpеМенныx Q, P, eсли исхoдный
гамиЛьтoниан и пpoизвoдящая фyнкЦия выбрaньI в виде

l l
Н\ч 'p ,  -  p ' t  ^n ,* ' " r 2 '2 m 2

l "
F  (q .  Q\  , , , , "d  "eQ .

Из фopмyл (6l.1l) пoЛyчаeм фopмулы пpeoбpазoвания канo.
ниЧeских пepeмeнньIх

aF,
P: + : mtlqct'gQ'

oq
^ i j l t  |  ,  I
' 

dQ 2 "'' 'in'! Q
I  -  I  - -  |

н \ О . Р l  | 1 \ о ' Р l _ . '  o '  ^ ' n : , o ,  ^  r n : !  q Z  t  I  l  " '  у ,  , ]  l  - Г ^ ,
2 m ' 2 2

УpавнeнЙя ГамилЬтolta в нoвЬIx пеpеNIеIlIlЬlx:

Q: aн/оP :  a '  P:_aн laQ:o '
Лeгкo интeгриpyюTся' и мьI I lахoдим

Р :  Е / , i '  Q :Q t+ " ' '

где.Е эLIepгия oсциллятopа, 1'  _ начaЛьная фаза'

$ 62. Tеopема Лиувилля; ypaвЕeпиe Лиyвилля

сoстoяrtиe систeМьI с s степeнями свoбoды гeoмeTpичeски
изoбpа)каeтся тo.rкoй в 2s.мepнoм пpoстрaнствe пеpeмен!{ЬIх q' p'
сoвoкyпнoсть бoльшoгo чисЛа N (N + cо) нeBзaимoдeйствyю.
щих физически To)кдeствeннЬlх систeM с o,цнoй и Toй xe фyнкци.

и oпредeляeт канoничeсKие пpеoбpазоваIrия в видe

^ AF . \ l p .e  t \  -  AF ip .e , t )
ч'  - -ap '

л г | Г , Q , l )
н , p . Q . ! \  _  Н ' p ' Q . ! ,  |  

- .  : - L .

Fa|p'P,t): q"dp"+ Q.dP" + (н - E). lt,

(61 .21)

Aналoгичным пyтeм мoжет бьIтЬ ввeдellа пpoизвoдящая фyнкция
oт нoвЬ|x и стаpыx ип,lпyЛЬсoB д'4(p, P' t):

с пoмoщью ?.1(p' P,t) канoниueские пpeoбpазoвания мoгyт 6ЬIть
зaданы пo фoрMyлaМ

n"= o,,*:, ' ' '  o":o,'У{' ') '

н(p' P' t) : H (r)' P, t) - 94#!)

{61.22)

(61.23)
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eй ГамиЛЬтoна H|ц,p'|) 6уДe.r ИЗo6pа)каться в мoмel iт t набoрoм
тoЧeк, oбРазyюrцих нeкoтopую oбласть в фазoвoм гlpoстpанствe.
Tакая сoвoкупI]oсть на3ыBаеTся а||с а 116ле I| Г u6б ca, Koн цe пц|aя
aнсаNlбЛeй пo3вoляет ввeсти статистичeскиe идeи в динаI{икy
мног0частичньIх  сисTеNJ ,

oбoзt*а. lим Чеpе3 Г0 oбъем' залoЛнeпL|ый изобраx(ающими
тoЧками ансам6Ля в I]ачаЛьIJьIй мoмel]т вpeMеIlи. Пpи oтoбpа.
),(eнии

a = q\qo'И't) ' p: I|цo'po't) '

сoвпадаюLцeм с заl{0lloм дви)кeния систeмы' этoт
зyется в oбъeм Г, так чтo

Г г
I dqdР = | J(q'plqa'qл) tLqg tцlo,
J J
Г Г o

гдe

якoбиан пpeoбpазoвания (62 1),
Bьlниcлиьl сl,Ifсl|. дЛя этoгo вeдем oбo3начeния

:  J :2 .  Q2:  1 ,3 '  p2  = l l .4  и  т .  д , '  а  так)кe

U t "

J [  
- '^  ' n  r  ' 1  2 " \

ToгДа
. l :  а " t  | { з | :  de t  a^,з l ,

('rOtl L

(62 .1 )

oбъем преoбpа-

(62.3)

(62.4)

(62.5)

(62.2)

(62.6)

PазЛo)кeниe oпpeдeЛитeЛя ./ пo Kакoltly-"1ибo стoлбцУ иЛи
стpoкe имеeт вид

гдe ./. 'o _ aлгебраиЧeскиe дoпoлнeния, AЛгeбpаичесKoе дoпo"1нe.
нИe 'Jрo элеМe||Ia ailo Llе ЗависиT oт il'l,d' Пoэ1o|rу dJ ldai" : Jв"'

диффeрeнциpyя pавeпсTвo (62,5) лo вpeмени' пpинипlая вo
внипlанЙe paзложeниe (62,6) и ypавнения Гамильтoна, нахoдим

2s

' i :  Г  l ,  а ' , , ,= Г; . ' ' ; " '
o = | . I п а 1  ' , | i '

-\-r .91
l - , '  ' ' '  J r o t

s 62' Tеopема .!luцвuлля; apaвнeнuе JIuцвuлля 299

: #''u'u#,:'Ё*:

, ai-

| оa' a,.\
\a,k 

- att )

,"3 ) :0.

0Qу)
i  / \ -

"  _ , ,  1 - 1:):',Г

\62.7)

сЛeдo.

(62.8)

. (62.9)

си!'lЬl тpен и'l

частиц :  F l  =

r\-

т, е. J : сorБt, Ho в Лeвoй части равeнства (62.2) J : |,
ватeльнo. гlpи всeх .

,1\ 1 il, и. Z-' \Оq.)t"

I unou'o'
гo

Этo Dавeнствo сoстaвЛяеT сoдep)каниe тeopемьr Лиувилля o сo.
хpанiнии фaзoвoгo oбъeмa ансам6ля Гиббса,

Для сисTеN с диссипацией эtзеpгии J f 0, действитeЛЬнo'
испoЛьзyя в (62'7) ypавнения гal lиЛьтoнa дЛя систeNlЬI с дисси-
пативI lыi lи сиЛaNI и:

.  J Н  ^ L ' t l  i | H
p' '  _ 

Uч. 
,  ч ' '  | | , \ :  

i Jр ' ,

пpихoдим к ypaвI leниЮ

lonoo:
г

( * .

Уpавнениe (62,9) Jreгкo инTегpиpуeTся' если
прoпopциo!]aЛьньl скoрoстям взаиl'loдействуюпlих
:  - t t . l v i  ( i  =  l ' . . .  '  Л ) '  Пoлyuи l t

r:I-
, /  1 ] - -  ' / l i 01cч г{  3 ' / -  / o I L l l ' ,  i л ' l  ( 62  l 0 )

t i-=r )
Фopмульl (62,9) '  (62, l0) oпpeдеЛяют измel]еl]ие сo вpeпIеf leNl

фазoвoгo o6ъeма ансaмбЛя гиббсa систeMЬI частиЦ за счeт дис.
сипaции энepгии,

Тeopeпrе Лиувилля t leтpyДнo Лpидaть фopму ypавнeния Ли.

УвиЛЛя _ фyндамeнтальIloгo ypавнения статисTичeскoЙ lttехаяи.
ки. Пyсть d,\r _ числo и3oбpа)кaющих тoчек аtlсамбля в элементe

фазoioгo o6ъeма dГ, Тoгла r (dГ - пЛoтнoсть изoбpaжаюulих
тoчeк, a d^7Ndг =/] пo oпpeдeЛeнию eсTь веpoятt]0сть тoгo' Чтo
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NjeханиЧeскaя систeМа иМeeт кoopдинатЬ| и иМлуЛьсьI в dГ' TаK
KaK Кa'lвДaя изoбpа'кaюЩая тoчкa дви)кeтся пo свoeй фaзoвoй
тpаeкт0рии. кoтopая не пepeсeкаeтся с oсталЬ!lь lми тpаeкTopия.
ми, чис'1o изoбражающих тoчeк. lN в мoмеIlт вpeмeни to тo же.
Чтo и в ]\joMeнт l0 + At. Учитьlвая Tак)ке, чтo фазoвый oбъeМ нe
изме|]яется с тeчeниeм вpeмени, имeeм

/dD \
DL - I t | ' , o  Dh |  r , d | , , o ' s l  =  

| o ' - '  , ' , ] |  ы  j а r ' "'  \  а I  | l '  J
^ ,tD
U, lсюдJ -;  .  U при любы\ /n,  слeдoватe.]ььo '  и в \ lо! lен, l  l

оD
^ +  D ,H  =0 .

Уpaвнeние (62.l1) ecTь цpавненuе Лugвuлля. Если функция
D('1, l] .  l\  t1,Bе..|P2., o ]\Iакpo.\oпиЧe((r]е на6люцаevыe 4 выvис.
Ляются каK сpeдниe значeния сooтветствyющиx пlикрoскoпиче-
ских фyнкuий .4(q,p):

наприМep. Лpи A(s,p): н вeлининa ,. l есть сpeдняя энeoгия
сис leмы,^Bеlининьt Т в свoю oнepeль oлредeЛяют а l .саNJ6ЛЬ
lиooса,  Uн сГpoi] , l (я Га<иI\ l  oбразoм, ЧтoбьI каждаq из с/с1eм
ансамбЛя имеЛа oдиI] и тoт жe набop набЛюдаeмЬIx сpeдних ] ,

$ 63. Мeтoд Гамильтoна-Якo6и

движeниe системьl с s стeпeнями свoбoдьI oirpедeляeтся в ка.
нoIlиЧeских пеpeменных 2s ypавI]rниямl

(62 .1 l )

А: 
|А(q'p)D(Ir'p't)dqd],. 

(62,|2\

q"(t)  :  q"(qо| '  . . .  '  qo" '  1 lx| ,  . . .  '1 l j " , t ) ,

2" ( , )  :  p " (qo r . . . . , . /0 " , , p0 r , . . . ,  po" ,  t ) .
Пpи услoвии' Чтo эти ypавнения явЛяются oбpатимымиj иx trtoж.
н0 pазpeшитЬ oтнoситeЛьнo l]ачальl.lьlх кoopдиl]ат и импyЛьсoв
и пpедставить в видe

qo "  :  qoo \q | .  . . .  , . ! , , p t ,  . . .  ,  p " ,  t ) ,

Poa  -  poa \q | ,  . . .  ,  q s , p  r ,  . . .  ,  p , , l ) .
(6З'2)

(63 .1)

ФopмуЛьI (63,2) мo)кнo pассматpивать в кaчeсTBe фopМУл
ка|Joническo..o пpPoбpа]oваPи" oт пeреMeннЬ|х i] .  l '  < лфeveн.
ньlМ (0' I, jo, t lo ToгДа для них' как и для всякoгo канoничeскoгo

s63 ^' lеnod Гaaujьnoнo якo6u 301

пpeoбpазoвания' дoлжна сущeствoваTь прoизвoдящаЯ фyнкция'
Ес. и буДет сфopмyЛиpоваr] ме]oд oтЬ|сaаPия ..(oй прoиJвoдяL]leй
функЦии и эта фyнкция бyдет найдeнa' Toгда заKoн дви)кения
(63, l) пoЛучится пyтем лpoстoгo диффеpeнциpoваt]ия пpoизвoдя
щей фvнкции,

МЪтoд Гамильтoна як06и вкЛФ.rаeт в се6я фopNly' lиpoвку
уpавнeния для прoизвoдящeй фyнкции, сooтветствyюlцeй движе.
I]ию систenlы' мeтoД peшeвия эToгo ypавнeния и лpавилa пoлy.
чения oбЩeгo peшeния Kанoничeскиx yравнeний ГамиЛьтoнa с
noNloщью IJайденнoй пpoизвoдящeй функции,

1. Уpавнеtlие гaмильтolrа_якoби. начальнь|е 3начeния qO'
pо xанoниqeских пepeмeнньlх МoгyT п0являться лpи peшeнии
ypaвнeний движeния в pазЛичньlх кoМбинацияx: пoЛнoй эI lеp'
- и J .  к oN ! ,  o l e ] .  чинетичeскoГo  мovF J | а  с / с - еVы  и  ' '  п  Удo6нeр '
I loэтoМy, вМeстo (63,2) pассматривать oбциe фopмyЛЬ| каI]oниче-
ских пDeoбDaзoваний:

Q"  = Q"k ! .  . , q " ,p t ,  ' p " ' t ) '
& ,=  P , , ( q , . . .  , , ! " , p r , . . .  , p " .  t ) .

(63.3)

и пoтPебoвать, чтoбьI rJ.'. P" быЛи пoстoянныrllи,
Этo тpeбoвавие бyдeт вьII]oлненo' eсли гаl lиЛЬтoниан ?l в вo.

вьIх пеpeмeнньIx Q' P буДе1 лpoизвoЛьнoй фyнкциeй вpеМeни,
дeйстBитeЛЬнo' в этoМ сЛyr]ae

Qр : 01110Рр :o' \ : _0Н/0Qр : 0

и' следoвaтeльнo'

Q " : i З , ' '  е , ,=ou  | t , ' ' | З p :  с с l n s t ,  p :  l ' , ' ' , s ) '  ( 63 , 4 )

Так как пpибавлeниe K гамиЛЬтoниаI]У фyнкции врeMени нe лpи.
вoдит к изменeнию yравнений дви)кeния' п'o)кнo счиTать вooб
щe7 l : 0 ,

ПуcIь E(q'p't) _ и3вестньIй гаl l tильтoниан систe]\ lьI и ] i l
|а : | '2 'З 'a) пpoизвoдящая фyнкция, Тoгда пpeoбPазoванный
гамиЛЬ|oниан }1 6удeт связан с F/ фopNlyЛoй

ч:  E + ' : ,

flpи ?l : 0 oтсюда слeдyет yравнение
А l l

I]+:#:О'

в кoтopoМ фyI]Kция гамиЛьтoна 1l дoлжна бьIть
жe пepeмeнньlм, чтo и -дъ,

(63.5)

oтнесена к Tем
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БyДelr искать I|рoизвoдящyю фyнкцию
Fz: Fzk, P'L), Taкие фyнкции oпрeделяют
oбразoвания пo фopМy']аrvl

аГ '  q . P , l \  . ,  o !  a  P - t
", ,  , , ,1. opn

обратимьIN1 при yс!'loвии

(63.6)

d2 F2k!, P,t)
(63 .7)

Q. Р,

s 63, I,Iеnod Гaмалbnoнo Яь0бu 30З

5 :  I  t d t :  , \ - ( o ( i ) , n , i ) ,
I

(63. r 2)

p "  :  p " ( q r ,  . . .  ,  q . ,  r r r ,  . . .  ,  t r , ,  i ) ,

3 "  -  3 " ( q r , . . . .  ( 1 . ,  a r .  - . . , . 1 " , t ) .
(6З, t3)

из втopoй грyппЬI yравнений (63.13) всЛедствиe (63,10) пjo)кнo
HaйтИ

yслoвие oбpатиNloсти (63.10) нe бyдeт вЬlIIoлненo, Пoлная пpоиз.
вoдная пo вpеI{e|Jи oт s : s(q(f). o' '  t) paвна

ds i)s ils
.  t  t ' . i .  L .

ат oт oQo

г]rе. - функция Лагpанжа' oтсюдa

0q"0Pp

(12 S(q'а 't)
A(1 ,0o.

в кЛассе фyнкций
ка| l0J.]ическиe лpe

(63.8)

(63 .6) ,

(63.9)

(63 .10)

и' сЛедoватeЛЬнo' пoлный инTeгpал s иМееT сl\1ЬiсЛ дeйствия' есЛи
егo PасспlатриваТь как фyнкцию кooPдинaт и вpeмeни нa вepхI]ем
пpeдeле интегpиpoвания,

всли пo"' lI]ый интeграл урaвнения ГаI '1и,, lЬToI]а Якoби найдeн,
тo eгo диффepeнциpoвание в сooTвеTствии с фoрrvуJIаNlи (63,9)
гlpиводит к pезyльTатy

Тaк кaк ypавпениe (63'5) спрaвeд, lивo при пoстоянньIx
(63,4) '  тo {lyлкuия -F) дoллtна содep)каl.Ься в неM в виде

Г2k1' , , ,  '  I1". P1' - - - '  P" '  t)|.=, '  =
=  S (q r ,  . . .  . 4 , ,  o r ,  . . .  ,  o " .  t )  =  S (q .  a ,  j ) .

Фopмyльl лpeoбpазoваI]ия канoI]ичeскиx IIереМеIlньIх
(6З'7) в этoм сЛyчаe свoдятсЯ к фopМyЛа]vI

p" : 05/0q", !" : A:i/Aa,,

oстаeтся сделать зап{el. ly пepемeнньIх в гаМиЛЬToнианe 1J пo
фopмyлапt (63,6) и пoлo)t(ить P,,: o,,  Тaкaя зa\lel lа свoдится
к пoдстаIloвкe импyльсoв (63,9) в извeстнyю фyнкцию Гамиль.'|aнa I|q'! .t) ТaкиNJ обрaзoпl, искoп!ая прoизвoдящая фyнкция
S(q, a, f) дoлжнa удoвЛеTвopятЬ ypавнeнию

AS
' , " ' Й ' # t:., (63 .11)

Мы лaлуэилu цpaвне1111е Га]tu,|ьnона-Якoбu.
ДиффeperrциPoвaние пo вpeМeли в (63.l1) oтнoсится лишЬ

к явнoй зависимoсти S oт вpeмeни, Фyнкция S' как и всякая
диr lаNlи.reская функция. сoдер)кит так)ке зaвиси]\4oсTЬ oт вpeN{eни
лoсредствoI oбобщеннЬIх кoopдинaт: s : s(q(i), o' t).

из вЬlвoда ypaвнeния (63,1l) сЛедуeт тaк)кe' чтo динаMи.
чeская фyнкция s = s(q(r),.r 't) являетcя nol|нbtм uнmеzpa!|o||
yравI]ения Гаr\1иЛЬтoна якoби, т.e, сoдеp)кит в качeстве аpгy.
NlеIJтoв s пoстoяннЬIх oд, Ilи одна из пoстoяI]ньIх .:|д в пoлIlo]ll
интегpалс нe ЛoЛxнa быть аддитивнoй'  пoскoлькy в этoN'I  сЛyчаe

q r  =  q t , ( t . d i , . . . . a " ,  | , . . . , i l " J .  ( 6 3 . 14 )

пoдстaнoвки (63 14) в пepвую гpyппy фopмyЛ (63 lЗ) пo.

oj * u (n,,

Фoрмулапrи (6З, l4) '  (6з'15) представлeн зaкoн дви)кениЯ си
стeпlы в пepeмeнньIх q' p '

2. тeopeMа якo6и. Пoка)кем непoсpeдствeннo' Чтo фopпlyЛa.
чи  ( 6 J , q ] ,  ( 6 , l , l 0 ) ,  в  { o I opы\  5  | o | |  ь , й  | |  . l I o а , l  y l ' а влeР ' ] я
ГамиЛьToна Якoби, и, слeдoватeльно' фopп{yЛaми (63, l4) '  (6з' l5)
пpедставЛеяo oбщee peшeние канoI]ических уравнeний Гамиль.

ПoсЛe
Лy.IиM

?p : pp('t '  o1, , . .  '  (|" '  |\,  ' , ,  ,  iз ') , (63 .15)

. Dlt AE
pa: -  

aI]4,  
ц.  = -

Этo yтвеp)кДeниe tloсит названио mеopемbl ЯKo6u.
Пусть s(4'a't) пoлный инTеграЛ ypавrreния (63,1l). Пoл

сTавЛЯя eгo в (63.l1)' пoЛyчаеМ To)кдествo

DS(q, o, i)
ы -

н (o'. '" 'Щ' .щ*qФ,) 
;,o;,,
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кoтoрoe мoxl]o пoчЛeннo дифференциpoвать, Диффepeнциpyя
пo aд' нахoДиМ

С lpyгoй стoрoны, выЧисЛяя пoлнyю пpoизвo'цI]ую пo BреМени oт
oбeиx частeй pавeнствa (63.9): 9": 0S/0a"' лoлучим

(63.18)

(63.19)

pешения:

a2s a2s
0t0au 0q"0o,""

из (63.l7)' (63,18) имeем
o2s  |oн  \

ao,'aч" \ilp. "",1

oпpeдeлитель этoй oднopoднoй системьl уравнений oтнoситeлЬнo
веЛичин' стoяциx в кpyгльlх скoбках, oтЛичeн oт нyЛя llo yсЛo-
вию (63,10), f loэтoмy систeма (63.19) имeет тoлькo тpивиальньlе

(6з, t7)

(63.20)

(63.s): p":

(63 .21)

(6з,22\

(63.2з)
Уpaвнения Гaмильтoнa (63.20)' (6з.23) yдoвЛeтвoряются тo)<.

дeствeнн0,
3. Уpaвнeниe Гамильтoнa-якoби для кollсервaтиBtlьIх си.

стeм. Для кoнсepвaTиBI1ых сиclе|n 0Hf at:0' диссипативныe си.
льI oTсутсTвyют и гамильT0ниaн явЛяeтся интeгpaЛoм Двиxel]ия:

ыS aE a2S
Dau0t 0р" 0au0q"

.aH

.цаЛee. диффepенцируя (63,l6) пo q", a paвенствo
: DS/0q.' лo t' нaйдeм

A2S AH AH A2S
oqool oqd opP oqоoq!

. a2s a2s
"" Оt0q" Оq,dq",".

Уuитывая (63,20), oтсюда зaключаeм' чTo

ф": aH /aq..

H(st ' . . .  '  s " 'p t '  . . .  ,p" )  :  E .
B этoм слунаe ypавнeние Гамильтoна-якoби в видe

aS ..  / аs\
а '  

_ ,(n 'an)_ 
"

(6З.24)

s 63, fu|еmad Га'|ujbmaна-якaбu 305

мo)кнo пpoинтeгриpовать пo пeрeмeннoй t и BьIбpатЬ энepгию -Е
в качeствe oднoй из пoсToяннь!х aд, тoгда

(63.25)

Фyнкция l4l(q1,.. . ,  q" '  a 1.. . . ,  а" 1'  E) нaЗЫBae7cя укopoче|!.
11ь111 dеtlcmвuем. Как ви'цнo |1З (63,24)' yкoрoчeннoe 'цeйствиe
являeтся пoЛнь]м иItтeгpалoм уpавIleния

(63.26)

oбщee реrшение канoниЧeских ypавнeltий ГаMиЛЬтoна пo-
пpex(нeмy oпpeдеЛяeтся фopMулаMи (63'9), кoтopьre дЛя кollсер-
вативнЬlх сисTеМ свoдятся к фoрMуЛаМ

-- / aw dw\
л  l q l '  ' q s .  ^  '  .  -  l  : l 1 '

\ oql oQs /

., as aw
' o@p oap

AS AW
oQo oQo

.aw' '  
AЕ '

( p :  l ' , , . ' з -  1 ) '

(63.27)

(63.28)

(63.29)

Фopмульr (63.28) дают yравнeниe траeктoрии сисTeМы в кoн-
фигypaциoннoм пpoстpаIiствe, а фopмyльr (63.29) уpaвнeние
траекTopии в фазoвoм прoстpанствe' Эти рeзyЛьTатьI пoЛyЧаются
в метoДе Га^4ильтoнa_Якoби непoсpeдственнot a не пyтeм исклю.
чeния вpeмeни в фopмyЛах ЗаKoна дви)Keния систeмы.

4. PазДeЛeiiиr rrepeпreнrrьIх в ypaвнellии гамильтoliа-якo-
би. Интeгpиpoвaние Kанoническиx уpавнeний ГаМиЛЬтoнa эк-
вивален,lг lo oтысканиЮ . loлнo-o ин-e раЛа ypавнения fамиi1Ь.
Toна-якoби и пoслeдyющeму диффepенциpoвaнию пoЛнoгo ин-
тeгpаЛa в сooтвeтствии с теopeмoй якoби. Если oбoбщeнньIe
(oopдинаты вьIбpаtlьI так' Чтo гамильтo1lиан бyдеT сепаpабeЛь'
ным, мeтoд ГамиЛьтoна'якo6и peцIения кaнoнических уpавнений
Гамильтoна oказываeтся бoлее пpoстьIм, Пpeдпoлo)киl,t, Чтo гa.
п{иЛьтoниаI,l систeмьI яBЛяется сeпаpaбeЛьным:

н  :  E  ( л k t ' r l t ) ' . . . ,  a h (qh , pk ) , q k+| , . . . '  q " , p*+ r , . ' ' , P , , t ) ,
(63.30)



AS

. ./ / ;JS\ / . i t\ os i , ,ч \ ^- t i  l .  t { q l . -  1 . . . . . , / . 1 , t { . - -  l . q r  t . . . . . i / .^  . . . . . . .  . / l - u .
\  \  oq l , /  \  , I l l L  /  oqь  nч,  /

(63 .31)

для сeпаpабелЬнЬ|х гамилЬToнианoв всe фyнкции pr (l <. L:)
явЛяются интeгpаЛаМи дви)<eния и зaвисят тоЛЬlto oт дByх пepс.
Меннь l х

гдe д' паp канoничeскиx пepeменнЬIх oтдeлeньr' /t < s. Тoгда
ypавнениe Гами"rЬтolla-якoби бyдет иNlеть виД
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l l '  ( q l . '  p l , )  = . L , , :  с . n s t ,

s = t  s"(q.)  +.q(q^+r,.  ,4"r) .

ПoдставЛяя (63.33) в (63.3l). имeer.r

аs

, , 1  |  , JS t \  /  , /S r \  , S  , /S  \  ^r  f l l  . r l i / l  - - 1 .  . . r l ' t t ' ,  ,  | . a k ,1 , . . . . q . . . .  - . .  . - . / l - u .
\ \ ,,,/r,/ \ oq|J oQ, oq. )

(63.з4)
KoopДинатнaя зависимoсTЬ в уpавнe!{ии (63,34) o'ГдеЛиЛасЬ

в видe кoмбинаций чэ,Q,'dS,(q")/с]q,) дЛя ка){<дoй лepемeн.
нoit,r, '  0I = l ' ' ' ' , ,{) в oтдeльнoсти и для oстаЛьнoй сoвoкyпнoсTи
пеpеп{енI]ь1х, Пpи этoм в сooтвeтствии с (63.32)

,, ( ' , ,!!#):. l/, (д : l , ,,,,A).

li 63, r\Iеmоd Гaмu]bmoнa- Я кo6u з07

из (63'34) видl]o. чтo пoлньIй интeгpа,'] s({'o't) явЛяется
лиtlейнoй фyнкцией цикJ.]ичесl{их кooраи нат, .[I'л я каждoй цикли
чeскoй коopдинaты q, vpaввениe (63.34) свoлится к yравllению

,ts.\q)
а1o

"oтсюда 
5'.(q") : a(d)q., гдe od . сoхpаняющийся oбoбщeн

ньIи иMлyЛЬс,

5..(вижeние в цeнтральIroм пoлe и пoдe дипoля (кarro-
ниqeские пepeмeнrrьIe). HайДeNl ypaвнeниe фазoвoй тpаекTopии
и закoн дви)кeния частицьI в сиЛoвoм п0лe' пpeдставляюще]! l  сo.
6oy  с '  Pрпo l иUию  е r j  г ра . r l Ьнo г l '  , o J l я  ' l . |  и  no . - "  o ,  o , "  

. , . ' . l 1 .

оPиel]тиpoваl lнoгo вДo"1Ь пoЛяpнoй oси сфеpинeскoй систelrьi  кo.
opдиl]ат'

ПoтeнЦиаЛьная энeргия Ll(r '0) частицьI в этoNl с i1yчае N1o,кет
бытЬ пpедстав,!eна сyпrNloй

n . o s v
l  I l  ' А !  -  u | 1 - |  +  

1 - |

иЛи ка)кдыl\t сЛагаel\lЬll\t tio oтдeЛьнoсти, ГаtrIильтoниан частицьl
в такo]\ l  пo.]]е яBляется селаpабeЛьвыN! в сфepичeских кoopди
натах:

(63 .32)

Пoэтoпtу в ypавнении (63,3l) интеграЛы дви)кeния lд могyт
-ависр ,Ь  ,o  |Ь  o  o .  кoopдича-  . /Р ,  э ]o  вoa\ Ioж, ]o ,  e (Ли  пoлнЬ| | .
интeгpаЛ ' '  лpeдставляeт сo6oй сyпlмy]

(63,з3)

н: }l'?.+ #V'- u*!,3] *
:}r i+"tо+}7 г '

у!, + 2п,t сos0 + *L1,1
L SrLr_ U l
eния м0xl]0 пoЛyчить lrpo

Pp : ?,p0
(кoopдинaта,,; _ uиклиvескaя);

. l
pa  |  2 nd сo ' 0  .  - . '  ^р | u_ , ,  - , - , ' " '

(канoI]ичeскиe пepeN1eннЬIe B. 26 сoaepжатся в гаN1иЛьтoнианe
в виде oTдeляюureйся фyнкции);

I r o
2mp; + u\r) + 2;р 

: в =..""t

(гаD!иЛьтoниаl] нe сoдeрxит явнoй зaвисимoсти oт вpeпleни и дис.
сипативныe силы oтсyтствyют).

, .  .?сosd

Пoэтoмy тpи г lеpвьIx интeгpаЛа дви)к
стo из вида гамилЬт0I.]ианa:

(63,з5)

d5-  ' ' |  J J  а i  \
^ |Ё/  ln l ' . . , ' . l l . 4 [ - r ' , , , ' s , '  ̂ ' , , , , ] " ' l l  0 .  (6J , J6)

oqI. t  ot1.  /
3адача oтыскания пoЛнoгo интeгра!!а ypавнения ГаNlиль.

тoва Якoби свеJ ' IасЬ к интeгpиpoванию /!  oбьtкнoвенньlх диф.
фeрeнциальньlх ypавнeний пepвoгo пopядка (63,34) и oтьlска.
lJию пoЛl]oгo интeгpа'lа '9 уpавнeния Гамильтoна_яKoби (63-35)
с мeньшим чисЛoМ пepe]!!eI]нь lх.
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найдeнныe импУльсы ppt p0' p. в сooтвeтствии с теopeмoй
як06и paвны так)(е пpoизвoдt|ым oт yl{oрoчel{нoгo действиЯ пo
канoниqeски сoпpяхeнным (oopдинaтам: 0W /0q" : pu. |1oэтoму

S = Еt + w(r'0'9'pф'a, E\ :

: _в'+ т',o,е + laelfi- z^a"*o _ o6Ч "i.Ч +
|  Г ,  o \

+ |dr1|2n (Е u(r] ^_-...Б l ' (tj3,37)
JY

Hoвыe peзyльтаты пoЛyчаются oтсюда сoгласнo теopeмe Якo.
би в видe втoрьIх иtlтегpалoв дви)кeния пo фopityлам

^аsгmdr
o r :  J  

' l z^ ( с_u t , l _  
o  

" \v  \  2mг . J

ut; z",a"-re-"t"t"ц
_!lц"1;1" "cl ;j,

deaS |г
Оа 2]

Пoстoянныe p0, дl, p2 oпpеделяются нaчаЛьными yслoвиями'
эти фoрмулы вмeсте с фopмyЛами для ка!]oничeски сoпря.

)кeнньIх иI!1пyЛьсoв p9' pa' pr '.aю.| в oбщeм видe рeшeниe пo.
стaвлeIlн0и зaдaчи'

s64. пrpеIt'€ЕrrьIe < действие -yгoл ')

Уpавнeниe Гaмильтoнa-якo6|'1 Й тeopема яKo6и oстaнyтся
в силe, eсли вмeстo noстoянных @l,... 'oз в s(q,o,') испoльзo.
вать нoвый lrабoр- вoспoльзyeмся этoй нeoднoзнaчнoстью и сфop-
мyлиpye!' эффeктивный i,|етoд вычислeния чaстoт систeмы, сo.
веpшающeй yсJloвнo.периoдичeскиe движения, Класс мeханиче-
ских систeм 0гpаничиI\,| кoнсеpвативвыми систeмами' и пpeдпo.
лo)ким' чтo для ка)кдoй и3 вих сyществyет xoтя 6ы один на6op
каIloническиx пepемеllных' в кoтopых гамильтoниaн являeтся
пoЛнoстью сeпарабельным, и' слeдoватeльнo, ypавнeниe Гамиль.
тoнa-якo6и дoпyскаeт IroЛнoe pаздeЛeни€ пepeмeнных. тoгда

S :  _E t  +  w(q '  ' . . , q , ,  o1 , . . .  '  a "  1 , -Е )

as r d.0
opф J вl,n2 0 1f o _ 2md ссts 0 ppo2/sin20

s 64, Пеpе eннbtе odеtlсmвuе-g?oлu 309

и yкoрoчeннoe дeйствиe Iy являeтся пoлным
нения 

' '  |  /  aW\ / ow 11r '  
\p|  \c | '  аq|  / ' . . . ' 9 " \ ' ' '  a "  ) )

Уpавнeниe (64.l) дonyскаeт Pеtllениe

w:D"k)'
д = l

Фyнкuии tо,(q,) пpи этoм нахoдятся из ypавнeний

- /- d,, (q,)\
pу | q"'--- i.- | = o!,

\ oq(д) /
(Злeсь p : l ' . . ., s, и на индeксьI в скoбкaх яe распpoстpаняeтся
правилo сyмMиpoва!lия пo два)кдьt пoвтopяющимся индексам.)

Пoстoянныe сrl,... , a", Д связанЬt сooтнoцIeниeм

II(ц'... 'с!в): E. (64.4)

Пoдставляя найдeнный таким oбpазoм пoлный интегpал
S(q'o't) в фopмулы (63.9):

p" = OS/Оq", 9" = as/aa.' (64.5)

интeгРaЛoм ypав.

: Е. (64' l)

(64.2)

(64.3)

пo.,Iyчим' в сooтвeтствии с тeopeмoй якoби, oбщee peшениe канo-
нических Уpавнений. этo pецreниe сoдеprкит ypавнения фазoвых
траeктopиЙ в виде

aS aW dш,'h,'\p] r_  A^ _ ^.  :  - ; - :  =p/ . (q\д/ 'o ' . , , , ' a " ) '  (64 ,6)
Uчll Uчу uч|цl

Kа)кдoe из сooтпoшeний (64.6) пpeдстaвляет сo60й пpoeкцию
на ф-азoвyIo плoскoсть (1д'qд) мнoгoмеpнoй фазoвoЙ rpаектopии,

Движeниe являeтся,с!1oвнo.nеpuoouческu,' ёсJIи ка)кдая из
пpoeKций (64.6) являeтся либo зaмкIryтoй кpивoй (,|uбpацuя),
Либo пepиoдичeскoй пo q/, фyнкцией (вpaщенuе)' Paдиyсы.вектo.
pы ri : r itql ' . .. 'qsJ частиц систeмы в этoм сЛy.,аe мoгyт бЬlть
пpeдстaвЛeны мlloгoмepным pядoм ФУpье:

г . :Re  L  
. ' '  

I  C i f t | ' . . . , n " )eхp ( - i ( n1а1  t ' ' '  t n "u , , ) t } .

rc4.7r
кoличeствo настoт в (64.7), oтнoсящихся как цеЛыe чисЛа,

oпpедeляет степeнь выpo)кдения. систeма нeвырo)кдeнa, eсли
тaких частoт нeт. нeсмoтpя }|а тo, чтo всe exp{ rinr.l,l} *



r з l l
|]|0 Гlавa 11, Ilpoulвoояll1uе фцнкцuu канo|luц|.|кuх npеo1pаЗaва|шn

I lcриoдические фyнкции'  r , (/)  б}Цут пepиoди.|ескIrNIи фyнкцияI lи
вpс l lони тo.nЬкo в сJyчаe пoЛl loстью вьlpo)кдel l l Ioи сис1el\IЬI.  кoгда
aсе частoть l  связаI lЬ| pациoна"1ьI iьI l lи сooтнoLl lе l lия\ lи,

д.r lя усЛoвнo.пeриt- lдиЧl]с|{их движений фу|rк lLии (64,6) Nto)t{JIo
пPoи|]тегpирoв2тЬ пo nсpиoдy иЛи цeЛo]\ lу цик.!у изпjснeI lия q/ l .
L(иItЛическиN1 кoоpjLи1|аTаN1 с I loстoяJ] l ]ьIN!и соI]ряженньIми и]vI-
l lу '1Ьса]\ и Мo)кнo пpиl lи(атЬ псpиoд'  рaвlrьrй 2г.  Тt lгда

5 61,  Пеpеченные .dttrcnвt lе-ч.о ' t '

здесь :1, _ пoсToянI]ыe, aIl./i,.,li
этoт pезуЛЬтат l 'to)<нo пoлvчитЬ и путс^!
,  о и p o в а r l и я  у D J Ь н .  н Ч й  Г а ! и Л " I o н а  / / l ,  -
qeния 

0
-, 

оL,,

yг.лoвьIе пеpеNle l] l lыe u/ l .
неI loсредстBeннoгo инте.
0Н,f aJ|,, Bвq\я oбo$a.

(ri4.8)

BеJrиЧиt]ь l  ' -4,  ипlеют PазNlеpнoстЬ rIo^teнта иNlпу ' ' IЬса иЛи дей-
ствия и назьIваются nе pе '|1 е ]1 ньLмu o е uспв u я,

ПPи всех д сooтt loIIIeIJия (64,8) нeзависиNlьI '  пoскo.пьку нeза.
висиN1ЬI лаpьI p/] .  (/ '  кaнoниЧсских пеPеl\  ен| lЬ|х.  I loэтol tу l lpи
пoNloщи сooтнoIIIений (64,8) ьroх<нo ввести вNlссTo н2бopа пo.
с т o я l l l { Ь I х  . r 1 ' , , ' ' . 1 r  I I а б o р  з д e й с т в и й '  . / 1 , ' ' ' ' ' l . ,  P а з p с ш и в  ( 6 4 ' 8 )
oT| loситеЛьIJo . r/ l .  пo.Цyt|ип,I

с t ' '  =  t t ,  ( J t ' , , ,  '  J " )  ( / l =  l . , , . ' " ) .  ( 6 1 , 9 )

П o д с т а r t o в к а  ( 6 4 , 9 )  в  с o o т н o ш e н и я  , Y ( o ) =  l , .  I l ' =  I i . ( q . a )  д а е т

t t :  H \ . 1 t . .  . . J . )  =  l i ,  l l  :  I i - ( q r . . . . . { . . . , I r . . . . , . / . ) .  ( 64 .10 )

Ф y н к ц и ю  l l '  :  i l . ( q l ' , , , . q . " , - / l ' , , , . . / " )  N ! о ж l l o  р а с с м а т р и в а . Г ь
каI i  пpoизвoдяЩyю фy}lк| lию канoническoгo ЛPеoбPазoвания из
кЛассa фyнкций Г2(./ ' l , ' l) '  зависящyю от (стapых' кooрдинат
и <нoвьlх' иNlлv"l]Ьсоt]' Тсrr:rа rфopм1иьt канoяичeскогo прeoбpазo-
вания  дo ! ' lжнь I  иNIс1 .Ь  вид

i /II
Р l  1 11  

-  t , r | l  . . . . ' ' t ' . - L , , , , , - I , '
, " l r

- , п
0 , .  - :  -  4 , , " ! - . . . . . , 1 .  - l -  .  . . 1  \  ( 6 4  I l '

Ц ,=  H ( J t . . . .  ,  J " ) .

Псрer{eнLiые 0/,  пo о l lpеде" l]е l ]ию явЛяIoтся ка) loI|иL lески сoпря
женньIпlи (дeйствия]vIo Jt '  ' ' , J" ,  ot]и нoсят нaзBa|Iиe цzлoвIJIх
nеpеJ|еннb|х, Peшеllия ypaвнeний гаN1и'1Ьтollа д-r]я них l!lo)кнo
пo'1yчить пo тeopе]uе гаNlиj lЬтoна якoби:

, \ '  J  ; tH  A l l' ' '  
i ,  

-  
' , ,  

I I I  l  ' , , , , , I , | l  I l  l , / , / J  -  
, l t  

- Ь l' '" 
tii'izt

(64 , l  з )

фоpltулy (64. l2) NIo)кнo пРедставить в t lиде Линейнoй фyнкции
вpеl ени]

a| : урt' + 3|. (64.14)

ПустЬ,геI l t . l ' ,  тr l  _ врentя и:rNlе l leния кoopдинатьl  q/ ,  на цeльIй
rtик ' r  (на вели. lиtty сoбственI]oгo aepиoда),  Пpиpащеt iие ,/ ,  за

ф t 'u\uL , ' ' , , ' .  -  -  - '  
"  " ) ,1u ' ,

(64 .15)

с дpyгoй ст(Jpol iьI. кoнoчнoe пpиpаIцeниe углoвoй пepемсннoй d,,
р  r , чР ,  е ]  и r  \ i ' h , ; ,  r бo  oДнoй  кoopЛи ' | а , ь |  q '  ч а  Ue ]ый  пeриo

мo)кнo вЬIЧисJ.]иTь пyTenr сумNlиpoваIiия бeскoIleчнo NtаЛь|х пpиpа.
l l l e l ]иЙ Tак .  ЧTo

Ь0,,: tl ',1',,1 0,,(.О) = u,т1u1'

s"a,, = Ie',tt|, ,1,,. $
|  ( | l1 \а1 l

С'rедoватr. 'льнo. A.01'1 из  (64  ]5 )  и  (64 , |3 )  сле i l ует ,

(64 .17)

a г  аII .

= - ;+: d" , , .  (64 t6)

a /arr '\
| ) , ц " , \Й )

A I
: ,Й у , , .

: 1, нo тoгдa

I  aН
ч : ; , , :  

Й
есть частoта lIePиoдическoгo движel lия. сooтвeтствyюlцегo из[te-
нению вo вPe]\!ени канoничeских пepе^!е']нЬlх pд' qд,

Т а к и ] v ' 1 6 г а  l o \ ! ,  1 ' . o  в o ч и с , 1 е l - и c  . а с | a |  \ . е х а н , . ] ч o с к o й  с и . т o .

мьl .  сoвеpшаюLцeй усJ,]oвнo.пeриoдиЧeскoс дви)*(ение. неT I]eoбхo-
диNloсти l lахoдить закoн дви){<eния систeNIЫ, дoстaтoЧно вЬ|Чис.

. iлитЬ интегр2льl J,: 
t  rц, ' l , l , l ,  и вьIра:]итЬ чеpез них функци|o

Гамильтorrа систeMы, Тoгда частoть| нахoдятся пpoстЬINl диффе-
peIlциpoваниeN1 функции гапlиЛЬтoна пo фoplrулапr (64, l7).

B каЧествe иЛЛюстpации пlетoла найдe l чaсIoть| а|Iuзompon
11oеo еllpt|oнuчaскoёo oсцun.Iяmopа, ГаilиЛьтoниан oсциЛЛятoPа
pаBeн

|  , 2
H  - l - . ' t : - ! ' - p , , ' ' , / ' , '  Г ( : , .  

. " : "  
)_  \ z t l t  z  /

L
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Соoтвотствeнно' yравнениe ГаNlиЛьтoна якoби длЯ yкopoЧeннoгo
дeЙствия oс|1и! ' lлятopа имeeT вид

$[l ,"rr l '-*"i ' lz_12,1, \ ; r . r - I  2  j - -
Bсe перемel lHЬ|е pаздeляются, Пoэтoмy

r r '  \ - , , ,  , . .  '

d - l

и д" ' Iя каждoй фyнкции l l ]d( . .")  иNIеeпt oбьIкнoвeннoе диффepeн-
циаJ. lьI loе уpавнcниe

\ |  , !u '"  \ ,  k . -т1.

2nt \dx "  )
а дJ.Iя гаNJиJ lЬтol lиана oсциJJлятopa вьIpа)кениe

Главa 15

кotlти[IyAЛьнЬIЕ мЕтoДЬI .циtlA]!lики
систЕм B3Aиll{oДЕистByющиx чAстиц

$ 65. ПoлевьIе 'цинaмические фупкuии

l. 06щая хаpaктepисTиxа п'етoда. дeтaльнyю ]\lикpоскoпи.
чeскyю инфopNtацию o дви)(eвии частиц в фазoвoпI пpoстPанстве
'1ают vDавнения двиxeния вида

р^:  *Г t i ' t г l  г l )+F . i , t ,

гA  =  рA/? l l ] i

( i . e=1, . . . ,N ,  i l a l .
11  : o r+a :  | o з -Л .

Пeрeпteнные лeйсTBия pавнЬ| лo oпpeдeJ,]eнию:

! , Л
Г  t  |  ,  l '  " 2 \r .  t t_ , t ,  2  |  \2 , , , \ " -  " " ._) , t , ,  _-2-4"

z /
\ / z a o | к o

Cлeдoваr.eльнo,

(65 r)

E
eс.:]и yка3ан спoсoб oпpeде"]eния и задаI lия I]aча. l ]ьнoгo сoстoяния
систeltЬl Ilа мu|.paцpoв|lе в виде rlабoра тoчек гl(/0)' в NoтoрЬlх
дo,1)кньI бы"']и нахoдитЬся все частицьl в oдин и тoт жe мollент
вpeNlени '0 и иNlеть в этот l loN1eнт скopoсти v l( lO) и ' ' iи  иNlпy ']Ь
сьI p l( t t)) ,  Такая а6стpак,rнaя лoстанoвка задаЧи стoЛь )ке уни.
вepса! ' Iьна,  скoЛЬ беспoлезна пPакTиЧески в пpи"1oжeнии к " ' ]юбo.
пty oбpазцу,  сoстoящeп{у из бo ' . ]ьL l loгo чис" l ]а частиц' ,Цля систeпl
частиц. кoтopЬlе oсTаются B связaнньIх сoстoяниях вo внeш]lих
сиЛoвьlх пo,.lях' |\lo)кнo ввести ]\!oде.l]ьньlе прe]'lстав'1сния B виде
твeрдых тeJ путеl t  фиксации расстoяI iий NleЛ{дУ N|атериа. i rЬнЬI\tи
тoчкаNи, систe]! lа с 3- i \ i  сTепeняnIи свoбoдЬl  Лpи этol t l  заNleня.
ется NloдeЛьнЬ|N1 твеpдьlп теЛoNl с шестью сTепеняNlи свoбoдьI,
на.{aлЬнЬIe кoopдинаТЬ| МатepиаЛЬнЬIх тoчeк сoхpaня|oтся в вЬIра-
)кeниях ДЛя кoopдинаT цеIJтpа ]\1асс '  |(oпjпoнент тeнзoр2 инepции,
Coхpаняются и Tp}цLloсTи вЬIЧисJ, lcния пoдoбньIх физиЧсских ха.
pактеристик на oснoве сyNl]t lиPoвания своиств oтдеЛЬньIх qастиц'

Тaким oбpазoм. yже г lри вЬ|чисЛении инеpциoнt lьIх характepи-
стик твеpдoгo тe"1а сyr l l lиpoвание кol lбинаций пpoстpаl lственl]ь lх
кooрдинат N Частиц твеpдoгo тe ' . lа  дo" l ]){<нo быть заN ененo пpи
бo'rьших i \  иI]теГриpoваниеl\1 пЛoтнoсти i \ laссЬI,  l IЛoт l toсти тен.
] o p а  и л е р L и , . ] ,  г  е  с . а .  я p Ч о  ' '  J  , l е Ь ] o p Ь o , o  \ ' а | l  р и J  ] o |  Ь , \  - o  ] е  |
в физичeсKoN (нe в кoнфигуpациoннoм) прoстрaнстве,  ГлаДкиe
динамичесKиe функции дo, . lxнь| стрoиться пyTеМ oToбPа)кeния

1 /
I1  :  n - l. , , \

Пpoизвoдныe га iuи
ЧастoтЬl oсциЛЛяTopа'
фopNlyJlаM

J r t 'Д'n * ' '  Ц,.) ,
\  t l t  

-  
\ " , ' )

l l0  пepеп{енныNl деиствия eсTЬ
крyгoвЬIe чaсToтЬ| нахoдиNt пo

^ ^ lH
" "  

:  z т t , "  =  zт  
31 . :

Pалиус.вектop Ntатеpиа"']ьнoй тoЧки jlеsЬlpo)l(деннoгo oсци,.l.
" , ]ятoра oлисьIвает нeзаl tкнyтy lo кpивyю, пЛoтнo пoкpьIваюцyю
ooЛастЬ движeния. oпpедeляeNlую а l t lплитудапIи Ko']eбaний- этo
фигyра Лисса)ку.

'|т

ЛьToниaна
так Чт0

t.
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дина] l lических фyнкциЙ часTиц I |а  гJ Iar lкиe пoЛевЬJе динаNJиЧе.
ские функции без лределЬнoго лсpeхoдa к бескoнeчно маJ lЬIм
N1ассаM в бескoнcч|Jo малых oб,ЬeNlах '  игнopиpyющeгo аTot l l | ]o-
l  o. l |eкyЛярнyIo с 'ГI)yктyрy вещeстRа,

B oбttLешt с;Iv. lае МаЛая oкрeстнoсть каж) ' loй тoчки физическо
гo пpo(трансTва и l1Iеет oЛpeде. ' ]енI{y|o l |Лoтнoсть Чис". lа частиц.
NIассьI '  э"1ектриЧeскoгo заpяда. и l t1п} ' '1Ьса.  киtteти ' reскoй энеpгии'
явЛяeтся истoчl iикoNt э. lектрol t lагнитI loгo и гpавитациoI iнoгo пo
Jей, все эти и -]pугие аддитивньlе динаNlиЧ0ские хаpактеpистики
Pаз.1иt lнь l  в oкрeстнoстях pаз l]ЬIх тoЧeк и Яв'пяются фуnnцияrrи
вpеrvени в ка)кдoi i  фиксиpoваl lнoй 

,гo ' lкe,  Сoстoяttие систеNlЬ] .v
часTиц I lpи такoм пpедсTавлении дoлжIlo oпрeдеЛятЬся набoрoN1
скаЛяpt lьIх,  веI(тoрньIх '  тeнзopнЬ]х пoЛсвЬlх фуI lкций и их Лpoиз-
вoднЬIх.  а yравнeния]\ lи дви)кения сJ. lyжи1.Ь ypавнeния в Ч2стньlх
пpoизl loднЬlх,  ФopN{yЛирoвкa коJ iтинyаль| lЬ lх ]\4стOдoв д.ЦЯ систеNl
взаишtодействукl tцих частиц вк! ' lюЧаeт в се6я метoд l loстрoения
лoЛевь1х дина]\1ических харак 'Гери(тик систе1! lьI  и вЬlвoд ypавI lе
I lий ]1Jrя них t lа oснoвe vравI]eний вида (65. l )

2. физичeски бeскoнeчвo n,rаЛый o6ъeм и floлевыe дина-
мичeскиe функции. Пyсть г  пpoизвoЛьl iая тoчка З.[ tеpl]oгo
евк ' rиnoва лpoстPанства.  а д(r)  -  l leкoтoрая oкPестнoсть этoй
Toчки. oбoзначи]\!  Чepез -\  oбъеN! oбласти A(r)  и бyде]t j  счи
татЬ егo и фoPNlу oкрeстнoсти oдt lи]\1и и тс]\ lи )ке д. l ]я Bсeх т,
oбoзначипl  да.лее Чeрез Л(г ' /)  нислo Частиц в ^(г) в l loMeJ]т 1,
loгда г]о ' lнaЯ Nlасс2 N(г ' l )  частиl l  21, , , )(I , t ) ,  импулЬс l l , , . l (т ' f ) '
киliетиЧeскaЯ- энeргия .c)(т',) '  :,,]екTpи'Iсский заpяд p.",1г, t; '
э i1eктричсскиЙ тoк ./( . )(г . t) '  прихoдя|циеся на единицy o6ъеNlа
oбЛасти A(г) '  6yдут pавн Ьi

Ip t " . l l г ' . ]  =  
l

p , , , ( . , , )  =  
*

rt./) N(../)

!  пr . '  j1 , , .1( r ' t )= 1 '  - ' " . ( r ) '
, = l - , 1
.\(r./ l  .\ '(r .r)

f ",, ;,.,1.,r1=+ t.,",(/). (6s2)
, : I

i  ] \ ( r  t )

j ' r t г , / l  
,  

\ _  
, , , " ; ] , ,

'  ^ z -  )

вooбщe дЛя Любoй аддитивrloй Диl laNlи.|ескoй фyнкuии 1;( l)
мo)кет быть указаI]a сooтветствylal]Jaя no'|lеnая duнамuцеcкiя

s 65, Пo,1ев|&,luнu quче,:кuе,|,цнкцuI 315

oпpелe'rеrrия (65,2) '  (65'3) иNlеloт ясI ioе физиЧeскoe сoдеp)ка.
ние,  o j1 l l акo  в  l (а t leстве веРхнегo пpедеЛа су l l l l \ tирoвания в  эти

oпpеделe l lиЯ 11хoдит пеpе l \ !е , lнoе чис .no части l l  . \ . ( г .1) ,  этo  пpe-

пятствует  их  испo. ] ]ьзoванию сoв l t Iестнo с  Уpав l leния] l lи  дви)ке-
ния (65.l), lJpеoбразуем фop[Jу'. lьI (65.2). (65'3) тaк. Чтoбы в них
BхoдиJlo пoЛlloе ЧисЛo чaсTиц сисTе]\jы .V, у)lrе сoдеp)кaщeеся
в yравIJеI lиях движeния (t is , l ) .  а так)ке закol|ь|  ] ' lви)кeния частиц
r,( l ) ,  !ля этoгo за]v lеTиМ' I lтo в сooтве.Гс.Гвии с oпpеДелениеМ
тot lечt lой I lастиць] (Nlатeриальнoй тoчки) как l iaсTи|LЬI с рaспpe-
, , е ' F ,  J F 1 l  ! а \ , , , Ь |  , / ,  ' ' \ г  I , ( / ) )  и \ l е e v  l q  ' | а .  l . l I L ]  .  р Д t r l t , | Ь o n

фцнкцuя лo qop|,lУle

l г
\ i г ' r ) :  \  L  \ ' 1 r ) '

r  l  l .  г  l / )  - \ rг) ,
Id ( г+1  г ' ( i  ) ) l / , ' € :  ]  "  - , . , ,  '
]  ( . ,  . , 1 ' ,  у  . / г ) ,

|  
\ ' ( г  l l

Г  Ф \ \ f ' т l :  ^  2 -  | | l i
r - l

l  , \  r , l

11 . ; l r  i ) :  
^  f  i , , ,=

r - l

r '\  (r ' r)
j , , '  ( г . t )  = i  )_  , , , , ' ' 111

i = l

;r",t.',1 = 1Ё',,",t,r-  
, = l

(65 .3)

(65.4)

-  r i ( / ) ) , i  ' q ,  (65 .5 )

r , ( r ) )13{ .  (65 .6 )

=i | !" ' .";(t)а(г+ €  r ,( t))rЁ € '

(65.7)

где €  Pаr: lиус.вeктoр с нача". io i !J  в пPoстPавствсннoЙ тo,{.
ке г  и и l lтегpирoвaI lие pаспPoстpаl{яется I lа всIo тpехl l lеpную
oбЛастЬ A(r) ,  По:Jтoмy спpаведЛивЬJ сЛедy|olциe пpедставления
t}opмул (65'2)' (65,3):

=i I r'"'аt*с

- | !с,а(т+€

l г - \

т  |  L . ' " , t t t l i .  l  €  г , l l ) ) l ' € ,

,ri"1;-t
(65.8)
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B частнoсти. пr1oтнoсть числа uастиu (кoвueнтpаuия)
?l(г',) : N(г.l)/A пoлучаeтся пyтем интeгpирoваI]ия пo A(г)

и дeЛeниЯ на oбъeNl A pаспpeдeЛения частиц '6(r гi( ')):

Kа)<дая из пoлевЬIх функций (65,5)-(65' l0) пpeдставляeт
сoбoй пpoинтегpирoваннyю пo oбЛaсти Ь(r\ мuкpocкanuw-
(^yю плoIнoс]Ь aАДv'|иBнoЙ фиJи.ескoй хаpактрpис|ики (истe.
]\jЬ|' oпpeдеЛeI]нyю вo всем пр0странствe B видe

I
I

$ 65, IIarcвые duнaмu'|есfiue фgнкцuu 3t7

УбeдитЬся в спpаведЛивoсTи Лeвoгo pавeнствa мo)кнo! пpeдставив
я(т,t) в видe интeграла Фуpьe:

l  Г  ' L "
, , . ,  o;I ' rr ' .  

k./ 'dJ,(

Тoгда

tt",,) : #Ф
I f "_ :  I d  r .  r ,  ( k ) " , k " . ( k . / r .  165 . t 4 )(2т1з,1 .  ' .

где
^ 1и1 -  . j  |  " ,к ( ,1 .1  (65 ,15 ''  AJ

a l r l

Фурьe.oбpаз пoЛeвoй диtlаМичeскoй фyнкции 1(k. l) равен'
как этo виднo из (65.14). фypьe.oбpазy сooтвeтствyющeгo I lик.

рoскoличeсKoгo pасгIpeдeЛeния 9'(k ' ,) '  yМнo)кеннoNiy на ̂ (k) i

r(k. t) : я(k. t) д (k). (65,16)

пpoинтeгpируeм oбе чaсти (65.14) пo всeмy прoстpанству.
Пoлуuим

t r
|  \ t r . / ] dи  | d l k I  l k ' l | k . / , ' J , ( ' _  0 \ p r o ' l ]
J J

^  г  - '  ' ' '
H o  ' 1 0 ]  _  l ,  J ( 0 , , ]  ,  

] 1 . l r - ! ) , ! у ,  
J т o  и  дo ка lывае l  p а вен

ства (65, l3). ГлoбаЛЬныe физичeскиe хаpактepистики систeмьI'
вьlчисЛeнньIe пpи пoмoци гloЛевых ди!]аntичeских функций пo

фoрМyлам (65.5)_(65, l0) '  (65, l2) '  сoвпадают с peзультатапlи вы-
, n слeний  лpи  . l o voщи  миKpoскoпиЧеских  ра с l l p еаеле r r ий ,

Значeния функций (65.5)-(65, l0) '  (65.12) зaвисят oт вь160-
pа A, B !аЛ.чe;LreNl мы будev пoЛа.ать, чтo дJlя !аЬнoЙ систеNlЬ
t{астиц и задаI]ньIх интepваЛoв изI{енения физичeских yсЛoвии
oкpeстнoсть A(г) мo>кeт быть выбрана такoй, чтo в нeй с0

дeD)кится дoсTaтoчнo мнoгo частиц. Пpи t loрмаЛьнЬIx yсЛoвиях

в Ьбъeмe A - 10 9 см3 бYдeт нахoдиться - l0 l0 мoлeкyл газа,
Тoгlа пpиpашeния !n(г + с. t) _ n(r't)| пpи !с| > 0 будyт.MалыМи
пo сpавнеt]ию с тr(г, i) ,  и пЛoтнoсть чисЛа частиц n(г,t) мoжн0
считатЬ гладкoй функциeй' Этo yсЛoвиe ввoдит oгpaничение на A

снизy. 1vlы бyдeM считатЬ тaк)кe. чтo "lинeйньIe pазмepы oбЛа.
. '" i\(";.  

"anp"'up 
диaмeтp сфеpиЧeскoй oкpестнoсти' выбраньl

N ( r . r )  ,  .  N  
( 659 )

D r '( t)  =i  |  !  х;о(.  + с _ r i ( t))d3 € ,  (65' l0)
'=l - 

^iо '=,

r " N
, ( . '  / )  : i  |  !а1"+6_";р;1а3 € :N(т 'O/A,  (65, l2)

A ( г )  
t = 1

I  oз.  [ ,7зд- .1ц, .1" .кL.* € r  :
J  

' J

Плoтнoсть кинeтичeскoй энepгии (65.9) eсть pезyльтат интeгpи.
poвания пo A(r) и дeЛeния на ̂  Микpoскoпическoй плoтнoсти

'(", l ..,:(t)/2)d(. r '(.)) и T,л, Фyнкции (65,5)_(65.I0) oблада.
t= l
юT вa)кныI!1 физичeским свойствoМ; интeграЛь1 oт них пo всe.
Му пpoстраtlству дают глoбаЛьвьle физичесKие xарактеpистики
систeмы _ чисЛo частиц, массy' зapяд, ипlпyЛьс, пoлнЬIй эЛeк.
тpичeский Toк' кинеTиЧескyю энергию сисTеМЬl и т. п' ,  котopьIe
oпpeдeЛяют кoJ'Iичeствeннo системy Частиц в кЛассическoй дина.
микe, дeйствитеJ,]Ьнo, имeeт п|eстo фopмyла

где ,(г.t) oпpeделeна в (65,l l). Пpавoe paвeнствo в (65,I3)
непoсpeдственl]o сЛeдyeт из (65' l l) и oпpeдeлeния ri.фyнкции.

(65 .П)

(65. l3)
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меньшиMи хapактepньIх Mасштабoв кoЛЛeктивнЬlх физичeских
явЛel lий.  таких как длиl lа звукoвoй вoЛньl-

o6ърN A oб.1асти Alг) ,  'дoвЛe,]вopяr 'ции укаl .нньlv двум
yсЛoвияпj' назЬIвается фuЗuцес]|,u 6еc1<oнечнo .|||а!lblt|' B o.ГJ|Йч|1е
oт бескoнeчнo NlалЬIх oбъeмoв'  дЛя KoтopЬlх нe сyщeсTвyет oгpа-
ничениЙ сI]изу и на кoтopьlх пpeдпoЛагаeтся спpаведЛиBoй Nlеха-
никa l lатepиаЛЬньlх тoчек,  ФизичeсKи бeскoнeчнo маль]й oбъем
сЛy)кит yI{ивepсаЛьнЬI l l l  инстрyп1eнтoм введeния п 'акpoмасшTа.
60в в фLJическov 1рoс-рaчс 'ве,  Hа ]! .dкooчасt lга6ах грoЯвЛяюг.
ся кoЛлeктивныe физиЧeские xаpактeристики часTиц, l1pичиннo.
сЛeдствeнныe связи ]! lеждy I]и|! lи и их вpeмeнI]ая эвoЛюция,

г lачальныe знаЧeния пoлeвых динамиqесl lих функций oднo.
знaчнo oпpедeляются яачальньlм сoсToяниe]\1 системЬ| Частиц'
т '  e '  набoрoNl т1(0) '  v;(0),  Tак чтo начальньIе значeIJия ллoтнoсти
l t lассы. иNlпуJ ' lьса,  кинeTичeскoЙ энepгии pавньl

318

\ - a  l o l А l r ! l  .  / n l l , l J .  i A R  I. - -  . 7 )

Числo aддитивньtх' иМeюrцих физичeскoe сoдepжаниe фyнк
ций для систe]\jьI из N частиц знaЧитeЛьнo мeнЬше 6N- Пo
этoмy Микp0скoпичeск0е lJачаЛЬнoе сoстoя}]иe нe п{oжет 6ытЬ
вoссTанoвЛeн0 пo начаЛЬl. lЬIпI значеl]ия!t пoлевЬIх диI]амиЧeскиx
фyнкций. oпpeдеЛeннol ly набopy значeний таких фунKций в мo.
мeнт . сooтвeтствyeт бескoнечIlo lttнoгo ItIикpoскoпиЧeских сoстo.
яний г '(t) '  v i(f) '  ансап{бЛь Гиббса.

Пpи фиксирoваннoп{ т и A+0 в oбЛасти интeгDиDoва.
ния A(r) мo>кет oкaзаTься тoлькo oдl lа тoчeчная Частица иЛи

часTиц не бyдeт вoвсe- Этoпty слyvаю сooтвеTствyет микpoскoпи.
чeская плoтн0сть ltlассьl

ПpедставЛеtlия тoчечных Частиц как частиц с pаспрeдeлe-
ния]!1и пlассЬ|, pавньrми r lr;d(r _ r;(t)) '  вмeстe с прe'цставлeниeM
Yравнel lий движeния в ви'це oбЬIкнoвeннЬ|х диффереIrциaлЬнЬlх
yравнeний (65'1) пpивoдят, как Лeгкo видeтьt к фopNlyлиpoвкe
кnассиЧeскoи динамики в частньIх пр0извoднь|x,

(65 .18)

(66.r)l f
P ( . ,1( r ' t l :  A  I

s(г)

p(- ) ( r '0 )  :т  l  ' " l ' . ' ( г+с г ' (0) )d3{ ,
a f . ) ' : '

r г \
j 1 - 1 ( г , 0 )  : n  

|  '  - l " l ( 0 ) 6 ( .  +  €  _  г i ( 0 ) )  d31 '

a ( r ) ' - '

$ 66. Уpaвнепиe вепpepьtвнoсти

диффеpенциPyя пo вpeМeни пЛoтнoстЬ l l lассы (65,5):

i(.,0):* J
a(")

I loЛУчим

t ) | Р (m) \ r ' т ) :

так как

,1

i o ("  
_  с  -  г , l / ) )  .  .v , ( ' ]vd(r  .  с_г; l / ) )  _

: _v(vi(t)6(r + €  r l(t))). (66,3)

тo

л \ |
: p l - l ( г . i )+v  ^  |o |  А J

a(r l

Ho в сooтветствии с (65'7)

j . ? l , u , ' , ' а l . n  с .  r , { / ) )d{{  . 0 ,  {66 ,4 l

i  j  I , " ;^. .  с  t\ l | td € ,  {66,2 l

I г -]--_ l  L  mlv ' ( / )а( r  + € _ г,Q)) a3{ = j1, ' '1(т,l)
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eсTь пЛoтнoстЬ гloтoка и]vпyлЬса (иt. lтеграл oт j(,L)(г, ') пo всемy
np0сTраIrсTBy pавeIl I]oЛнo]!1y иMЛyЛьсy сис1eмь'. и мьl пpихoдим
к ypавнeнию I]епpepывн0сти

0Ро'l
l Г  

- d i v j ' . "  / г , / )=0  (66 ,5 )

Из фopмyл (65.7)' (65.5) и oпpeделeния скopoсти цeвтpa масс
v(r,t) частиц oб'1асти A(r) иМeeм сooтнoшeниe

.  N{r. t)
j r . r ( , ' i  ) :  "  )  п , v , ( 1 )  :

.  N(r.r)
l r
\ v ( r ' i  )  ) .  l л "  - p t , , ' , ( r . i ) v ( г ' l ) '  ( 666 )

кoтoPoe ЛoзвoЛяeт пpeдставиTь ypавнeниe (66.5) в виде

} +l; . '1д, , , , ,"1.  t11 = o'
Уравнeния нeпpepьIвнoсти дЛя пЛoтнoсти uисЛа настиЦ rt(г, t)

и oлoTнoсTи эr1ектpичeскoгo заpяда p{.)(г ' . )  пor1yчаются аI]аЛo.
гиuнo (66,5) диффeрeнЦиpoваниеМ oпрiдeлений (65,l2)' (65.6)'
Эти ypавнения иMеют вид

0n
а t  

+d iv j ( . )  :0 '

оo|"\
- ;+d i v i ( . ) : 0 .

3дeсЬ j(.,) плoтнoсть элeктpиЧeскoгo тoкa (65,8);

I г .]j-
j . , ' l г . i )  - .  

I  L " . t i l а ( .  | ( -  г ' l l ) ) d J4
-  

r i ' 1  '= t
_ I lЛoтнoсTЬ п0т0кa чис? ' ]а  чaстиц '

Интeгpирyя ypавнeния нeпpеpывнoсTи (66.7) pади oпpедe.
Лeннoсти пo лp0извoльн0мy нeлoдви)кн0My макpoскoпиЧeскoмy
oб.ему y. oгpа|'иЧedЬovу пoвPp^нoс, lью 5. и ис.oЛьзуя фooМvлv
Uстрoгpадскoгo-l  аyсса' п0Лyчим

aГ  |  r

" :  Ip ' , , ' ' аv .  | . ] i v j l , ' , | . i y  -_фj . , , ' ds .
U I J  J  Jvv

$ 66. Уpавненuе неn pеpb|внoc nu

oпpeдeляeтся разt]oсTью масс Частиц, г lpихoдяцих в этoт oбъeM'
j1.1dS < о' и лoкидающих oбъeм И, j1,, .1dS > 0. Эта фopмyла
oбычнo испoльзуeтся в кaчeстве исхoднoй пpи фeнoмеtloЛoгичe-
ск0п! п0стpoеIJии ypавнeI]ия нeпpеpывн0сти'

Пoтoки часTиц вьlзьlваюTся сиЛoвьIми пoляМи' гpаДиeнтами
давЛения. гpадиeвтaми кoнцeнтpаций' B тeх сЛучаях, кoгда пЛoт.
нoсть пoтoкa частиц 0прeдeлeнi]0гo сopта пpoпopциoналЬна гpа-
диeнтy Koнцентpации (закoн A, Фикa)'

j1"1(r,t) : D(r. r)Vn(r, t), (66.12)

гдe D(г' ') - кoэффициент диффy3ии, ypавнeниe нeпpepьIвнoсти
пpинимаeт вид

} а ' '1o1.. '1v,1" ' .11 :o
и являeтся ypавнeниeм диффyзии, этo ypавнeние пoлнoсTью
oпpедеЛяeт эвoлюцию плoтнoстЙ числа частиц, если извeстнЬl
t ]ачальнЬIe и гpаI lичные yслoвия.

Уравнениe (66'7) пIo)кIlo пpeДставитЬ в видe

(! (66 .14)

oпepaтop в Лeвoй .{асTи (66.14) пpедставЛяет сoбoй сyммy
Лoкальнoй прoизвoднoй Q / at) p\".) и кoнвeктиввoй, v(г,.)vp( ' , .) .
и нoсит Ilазвание сgбcЙaнцuoнaльнoЙ uлu аmеpuа.|bнoй npo-
u1вadнod, Э,|a пoлнaя apoизвoднaя пo вpемeни вдoль ЛиIlии тoка.
J luнuя noкo oлpeделяегся KaK ли|1ия. для кoIopoP векlopнoе
пoЛe v(r ' i  )  являeтся кaсатeльныi l  в каждoй тoчкe, и, сЛeдoва
тeЛьнo' yдoвЛетвopяющaя ypавненияМ

dl dу dz
о,(r '  t) ,"(. ' .)  t ' ;(г, .)

(66.1s)

B oпрeдeленньlх физичeских yслoвияx двиx(ение частиц не
сoпpoвo)кдаeтся заМeтныNlи измeнeниями плoтн0сти массьl иЛи
кoнцeнтpации частиц. B таких yсJoвияx систeмy Частиц мo)l(нo
cчцTaTь несэ!сu]чaемoli эlсudкoсmbю' дЛя кoтopoй

(66.7)

(66 .13)

(66.16)

(66. l4)

(66. r7)

(66.8)

(66.9)

+ "1r. r)v) l1-1 : _p(m) сtiv v(г',),

($ * "t"' о") ,.., : o'

(66.10)

(66.1 l )

где dS : ndS, n _ eдиничный вeктoD внeшвeй K 's нoDмаЛи.
/Vlы видим. чтo изМенениe массьl в oбъeмe y с тeueнием вpeмeни

'(ля нeсrкимaeмoй )кидкoсти ypaвнeние нeпpepьIвнoсти
св0дится K ypавнeнию

d ivv ( г ' . )  : 0 .
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Если при эToM движение яBляeTcя беЗвuхpевьl-l|' .|o

и rotv(т' i) : 0' Ho ro1 Vр : 0 всeгда. Пoэтoпtу сyutествy-
ет пoтeнциаЛ ф(г, t) вeктoрвoгo пoля v(r'.) '  тaхoй. чтo
v(r,1) = vu(r' l) дЛя такoгo noпенцuальнozo dвuэteнuя
ypэвireние (66,l7) пpиl]имaет Bид

dir ' gтаrl t '(г. t) : At'(r 't) :0' (66,|8)

т, е, l'ij(I' 1) _ zаpn|oнullес].aя фgнкцuя. ЗaДaниe {i'(г' l) Irа Мак-

рoскoпическoй гpаl lичнoй пoвepхнoсти' ' '  oгpaничивающeй oб'Ь
eNl  l . / .  пoЛt loстью oпPедeЛяeт гаpl t toническyю фyнкцию внут.
pи s' а 3адaниe нopмальнoй прoи3вoднoй al ' '/aD на.s oпpeдеЛя-
eт !j(r '1) внутри s с тoчlIoсTЬю дo пoстoяннoй' Пoэ].oпly пoлe
( kopo .  | РЁ  t r г , / )  6n . в . I рeвo  o  дви /чечия  не с / t ( и I \ 1ае I \ 1o ;  ) чи0кo .
сти пoлнoсTью oпpeдeЛяeтся уpавнeниel l  нeпpepывнoсти (66, l8)
t] гpаниIlныN1и усЛoвияN1и. в oбщеNl сЛyчаe этo нe так' oднoгo
уpавнения непpepьIвнoсти недoсTат0чнo дЛя наxoждeния четьIpeх
нeизвестньlx функций p(т'  i) '  j(I.  t) '  и неoбxoдиl ' lo пoЛyЧитЬ вeк.
тoPнoe уpавнeниe эвoлюции I lЛoтв0сти пoтoка за счeт взаимoдeи-
ствии Междy частицами! а так)<e пlежДy Чaстицами и сиЛoвьl l lи
пoляl!1и.

$ 67. Уpавнeвия бaлaнсa импульса
систеМ взaимoДеиствyющих чaстиц

Пoлный имлy" lьс частиц'  наxoдящихся в ]\ jo i{eнт t
в A(r)  oкрeстнoсTи пpoизвoJ, lьнoй тoЧки г тpeхмeрнoгo пpoстраLI
ства и oтнесeнныЙ к eдиницe oбъеN{а, Pавeн (65,7):

' . !
pI t , l ' l ' | r , ! \  _  '  

I f  
, , ,  ' " r r l o l г  '  1

aG) ' - '

..(l))d.сi*{^.1"

- r;(r)),tJ(. (67.l)

(Здeсь и далee индекс у г lЛoтнoсти массьl p( i , i)  oЛУскается;
ни)кние индeKсьI испoлЬзy|отся дЛя нуп'еpации чaстиц; веpхl]ие
тeнзopljь|e индексь| не имeют пpеиMyщeств пeрeд ни)книп{и тeн-
зopньINlи индeксами' пoскoльку здeсь кoнтpаваpиантныe и кoва.
pиантныe сoстaвЛяющиe сoвпадaют.)

,циффeрeнциpуя (67'1) по врeмeни и унитьrвая фopмyлy (66,3)
дЛя пpoизвoднoй .).фyнкции, найдeI'1

Itr''t * ',,l 'vi(t).',r(,).j(. + с
i l

Г $ 67, Уpавнeнuя 6.lланса uмnц]ьсa 32З

сиMмeтpиЧнь|N4 пo o' о тeнзopoпr в (67'2):

r l \
t 1 ' ' " , r ' / '  -  ]  | | " , " ' ' . , ' ' ; ' , o г | €  г  ( , ] ' . l ' t  | 6 7 з l

A t г ) ,= ,

пpeдставЛeнo тензopljoe пorle плoтнoсти I]oтoка имnульса, Пpи
интeгриpoвании (67'2) пo пpoизвoльнoпtу N1акpoскoпичeскoмy
oбъeмy y. oгpаl lиqeнноNly пoвеpхнoстью ,5, пеpвoe сЛагаeMoe
даст изIIенeние в едиIlицy вpel leни пoлвoгo ипlпy' l lьса частиц'
нахoдяrцихся внyтри S:

Bтoрoе с'rагаeмoе пPи кa)кдoNl фиксиpoваннoNl .r N1oжнo пpеoбра
зoвать лo фopмyлe oстpoгpадскoгo Гаyсса. тaк ятo

I :1n," t
| 

- ' 
- ,, i  l  _ фl l"../5;

'l J:t." l
\l

и f[." есть лpихoдяцийся на единицу o6ъеNlа пoтoк
.r.кollгloнeнтЬI иltlпy''rЬсa. кoтoрый пepенoсится частицами в eди.
н и  | !  в р е I { е н , . ]  Ч е D e .  ' , l р v l r н ]  - o в P D \ н o с | и '  п р p  | е . д Р h v . п Я p н ы ,
oси ,o дeкаpтoвoй систeNlЬ l  кoopдинат- динамикa систеMьI
тoЧeчных частиц oпрeдenястся ypавнeнияNlи дви)кeния (65 'I) ,
Пoэтoму в пpавoй нaсти \67,2\

|  |  ) _ l , , , ; ;  1 l l o i г+  с  r  ! ) ) , l J Е .  | 6 7  2 |

l*,^',0' : ]!*" ,u

г , . |
|  / ( r , )6( r  + с  _  r ' ) l J{  = |  / ( .  + € )6G + €
. J J

N'. ,)

1 1 ] , 1 ' - | l | -  r '  | r l ' v t . 1 l  )  '  ' ' {  l , i г r  r , | ) '
-' (l 'I;

(67.4)

где -4"(тi.v' 't) _ сила, действyющая на частицy вo внeшних
пoлях. Пoдставляя в (67,2) уравнeяия движения (67.4) и oпpелe
Лeвиe (67.3)' а такжe исЛoЛьзyя равeнствo

.i). lз1' (67,5)

вьIтекающee нeпoсpедственl.]o из oпpeдeЛeI]ия 0 ФyIrкции. пoЛy
чаeNl ypавнeние баЛанса иNlпyльса систеМЬI часTиц в видe

}о,'l *o!!: Фi},'.1 + с,..' (67.6)
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где

r, (r )) r/r( (67.7)

пpихoдяrцаяся на eдиницy oбъeма внeшняя сиЛa;
. " , ' , N

ф'_ :  I  J l )_r . .  11г-4_ru/ ,5t r - € _ r , ! / J , i / J{  {67,8J
r(") l==\

_ плoTI]oстЬ сиЛы взaимoдeйсTвия N(r, l)  частиц oбЛасTи A(г)
сo всeми частицами систeмы.

3амeтиN1 далeе, ' lтo для всeх г пoлe скopoстeй v(r ' .) опрeдe.
ленo фopмyлoй (66.6):

;  |  ) _  l l , , v i ( t ) r i ( r  + €  -  т l ( i ) ) ' / J 1  :

' . N
ФЁ*l = т | ! л1'1.'."',t;а1. + 6

a ( r )  '

из кoтopoЙ

I
A

гдe

l f:,r '(",1)A 
. l

^(..)

следyeT Paвенствo

|  ' , , , , u ' ( i ) d ( г+
I '-- {  г i ( t ) )  r l з ( :0 ,

ui(r ' t) : vi(t) v(г' t)

(67 .10)

(67 .11 )
сKopoсть частицЬl за вьlчеTol l  скopoсти цeнтpа масс Д(f)-

oкрeстнoсти' |1л|1 скopocmb mеnloвo'o do!э!се||uя .rаст и цьI, B сo.
oтвeтствии с (67,9) сyмма всех имI]ульсoв TепЛовoгo дви)кения
ЧастиЦ ̂ (r).oкрeстнoсTи paвнa нyЛю. Нo л'1oтнoсть пoтoка им.
пулЬса тепr1oвoгo дви)кения oTJична oт нyля, Этoт вкr1ад мoжнo
выдeлить в выраxeнии (67.3) для l l ."(г.t) пpи гIoмoци фopму.
льr (67, l0). CлагаeмьIe вида

;  {  ) _ , ' l . v ' ' 1 r ; п , i г , / ) а t r -  €  . г  1 17 ; , / r 1  _

l г .]_
_ . . ' ( r ' t , i  |  ) _ r r ] , , ; 1 г ' l ; а 1 r .  ( _ г , ( l ) ] , / ] {

д ( " ) ,= ,
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равньI нyЛю вслeдствиe (67'9), и пlьI пoлyvим

П""(г' t) : p(т' t)/,(r' t)rr' (г' t) + P""(г, t),

Здeсь
\67.t2)

>  m : I I  l ' a | r  l с  -  г  i l l l 4 . t  | o l , | 3 )

сЙмМe.|P|1чBoе mенlapнoе na!|e кuнеmuчес].aеa daв,xе||uя'.f eн'
зop Pд"(г '  t) oбpaщаeTся в нyЛь! eсЛи тeпЛoвoe двиxeниe частиц
oтсyтствуeт (ui : 0).

ПpиниMая вo вI]иМaниe (67.11) и ypaвнel]ие lreпрeрывнoсти
(66'7) '  лeвyю Часть yравнения бaЛанса иI ' lпyЛьса Ntoжнo пpeд.
ставить в виде суммьI пpoизвeдeния плoтнoсти массы на суб
с|аьJиoнаЛЬнyю пpoизвoдную oт пoЛя скopo.теЙ и дивepгеьur]и
тeнзopнoг0 п0Ля кинeтичeск0гo давЛeния:

A  d  / а  \  аP ' ' "
* - h ' n ) -  * ( p / l r o - p " " J  -  p l  ^ .  v v l  , '  

-^  
-  .  ( 0 7  14 )

or ot- \or J o!"

Пpавая насть уpавнeния баЛаIJса импyльса (67,6) сoдepжит
взаиMoдeйствиe чaстиц с в|. lешниlt lи лoляьlи (67,7) и дpyгиMи
частица11и систeмы (67,8). Bo внeшних г loляxj гpавитацЙo!l
нoм G(r '  t) '  эЛектрическoм E(r,.) и магнитнoм в(г '  t) вa ЧасTицy
с эЛeктpичeским заpядoм ei дeЙсTвyет сиЛа

ri(г;,v;,t) : m,ic,,(t, 't) + е,Е"(г..t) + 1.o3^vi(t)Br (гt' 0.
(67 .15)

B ^.oкpeстнoсти тoчки г pадиyс.вeктop частицьl llto)кIlo пpедста-
вить в видe г '  :  r + с'- Пoэтoму пJ'roтиoсть силЬI (67'7) '  дeйствy.
ющей на N(г. ')  чaсTиц 06Ласти A(r) '  pавна

t " N

ФЁ*l : i | ' F.'"(г,, vl, t)6(r + ( _ 
"'(l)) 

d3 € :

l ( r )  ' - '

r " N_ i  I  Iс" . . .  € , . i  )m,d(г  | €  r , l l ) )d i{+
a ( r ) "

r "N

"  
|  Е " Е o { г l € . i ) , i { г ' €  

г , { l ' ) d l € _
_  

а{" ;  '= l

Р-(".0: * J
:](г]
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l  l Г
r  _ . , , , r1A 

I
\ - , в ' .  г  / l \  l / | а l r I F  ' f , | l 1 1 ' ] | F
/ -  , , .  \ , '

(67 .16)

ПЛoтнoсть вoзIto)кнь|х внeш|lих сиЛ'  пpедстaвЛeн] lая yр2в| lе-
ниeм (67' l5) .  явЛяется пoлевoй динаМичeскoй фyнкциeй. oбUlей
дJ lя шиpoкoгo к '1асса сиJoвьtх пoлей'  Ho в такol l1 видe oI]а не
вырa)кс}]a l ]eпoсрeдственнo Чepез yжс ввeденнЬle NIакp0скoпиI]с.
скиe диLIапlическиe фyнкции. пpeдсTавЛяюlциe систeмy частиц
в кoЛлeктивнЬ|х пpoцeссах в3аиl loдействия и дви)кeния, Этo за-
тPудняст фopмуЛирoвкy за l l lкнyтогo ]\ lате]t jатичeскoгo апI lаpата '
кoтoрьIй дoлжeн базиpoBаться I la кoнeчнoм l |исЛe аддитивнЬ|х
динаl t lичeских фyнкций, Hoвьlc вoзNroжнoсти oткpьlваtoтся для
зaдачi  в кoтоPьlх вI lеI]]ниe сиЛoвьIe пoЛя NlаЛo меняются l tа

расстoя| lиях l lopядка Jv lасштабoв oбЛасти A(r)  иJtи пpoстpaI|-
ствel lнЬ|е N асштабы' ввoдипlЬ|е пoсpeдствoм физиЧески бeскoнеч
| lo l tаЛьIх oбъе]t loв '  N{oгут бЬIть вьIбPаны б6ЛЬшиruи масштабoв
|{сoднopoднoсTи сиЛoвЬ]х пoлей'  в такЙх зад2чах напpя)кeIJнoсти
пoЛeй в точках r+с '  МoЛ(нo заNleI]итЬ их pазЛo)кеt]ия!tи пo
стeпeня[ l  {:1,  B "1инейнoм пpибЛи)кel lии будeм иNlстЬ

Г ' l г  ( ' ' /  l ' . , , , 1 JД^ l l l  ,  67 |7 |'' ;r-.r
Aна',]ol.ичI]ьIе пpeдставJlения и'r{еют ]t{естo дJ']я гpавитациoнI]oгo
и l l lагнитt loгo пo.Лeй. ПоэтоМу

Фil.l : r,l. l(.. i)с;"(..1) + p(.)(r' t)-Е.'(г' t) +
l  ' ) . , / r  / '  . J /  . ( г . / )

;  , . , r - t l l J " r - t t  
"  

t J t _ ' - '  
. ' t r . t -  ' l ' , r . t 1 "  - i r ' -  -

I  i ) I l - 1 "  , '

|  
'  

| J ' ' I . ,  
, / . , / l г  / | .  { 67 , l 8 )

. ,( . , t) = + | !щq;i l(г+g_r;1t1)a34' з i " l  ' _1
(67.19)

_ oтнcсeI lнoе к eдиницe массы вrктopl l0с лoJе с]! !сщeнии центpoB
масс частиц oт|]oситеЛьнo тoчeк г;

1  |  \ _ .  r ,^ l " ! Е  -
^  |  Z - _ r s '  \ '  \ г ' ( t ) ) 1 l € (67.20)
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дипoЛьньIй NloменT (лo,tяpизация) частиц oбласти A(г) .  oтне'
сеннЬIй K oбъеN!у этoй oб"1асти;

г;(t)) d"{i I D"'сi.l,а(.*с (67 .21)

_ плoтнoстЬ пoтoка диl]oJlьнoгo мoпlеI lта,
Tакипr oбpазoм' дЛя любoй систеl '1ь] BзаиМoдействyющих Ча.

стиц уpaвнение баЛансa импульса имеeт вид

, )  , l
( о  - ' l  . '  I , ' l , n , о  \  P n -  l  ' | |  4 i '  1 6 7  o o |

i ] l , ,  г | , | '  '

где сиJloвыe вектoрнь|е пo! 'Iя. l , . ' .  Фi i ' ' ' ;  oпpcлeлeны фopмуЛа-
rv!и (67'7) '  (67.8) '  для систeм I lастиц Bo внеш|, lих по!tях, l{едЛel l-
нo меняющихся на масштабах oбЛасти '\(т). oбщее выpa)кеl]иe
для лЛoтl loсти сильr (67'7) пpеoбPа3yeтся к вЬ|pа)кelrию (67. l7),
Из (67, l7) виДнo. чтo сиЛoвьIe пoЛя принимаюT yЧaсTиe в кoЛ.
l е к , и Ь Ь ь ] х  в l а и м o Д P Й ( т в и я х  н а п p я ж P н | l o ( т я \ l и  п o ' г р й  и  и х  n р , , и з .
вoдI lыl l lи .  а система частиц pаспpeдeлeниeп! Частиц'  I lpeдстав.
лcнl loм на макpoпlас l]Jтабах l ]aбopoм мaтeриальных пoЛей или
nоЛeвых динамичeских фyнкций pазЛичнoй Tензoрнoй pа3меpнo
сти. Уpaвнеt lия д,1я этих фyнкций l ioгyт 6ыть пojyчel]Ь| в pа! lках
излагаeмoгo здесь метoдa,

B oднopoднЬIx (внешних) пoЛях тpи пoслeдних слагаeмьIх
в вьIpажeнии для Фil '-I) oбpаulаются в нyль. дЛя pазpeх(eнIrых
газoв инoгдa Мo)кнo пpeнебpеЧЬ взаиl"!oдействиеп' частиц, Toгда
ypавРe l | ие  бdла | l . а  L v г ] y , l Ь с .  с , , l с . '  ЧЬ |  , | . в  ' а l . v o ! nйс  в уюши\  ' | а .
стиц бyдст пoЛIloстЬю oпрeдеЛятЬся фoрruУ,roй (67.2l).  в кoтopoй
сЛeдyет пo'.lo)кить Ф. = 0,

$ 68. Уpaвнепия бaлaнсa пмпульсa систeМ чaстиц
с кoнечньIlt l pа,циусoM в3aиMoДействия.

Тeнзop напpяlкений

oснoвньrм физинеским Мeхани3]\ joпl  l IрoсTрaL]ствef l  нo.BpeI{eн.
нь lх из]!1енениЙ плoтнoсти иN1пуЛьса.  пoля скoрoстеи в oтсyт.
с . в и e  в н е ш ч l . ч  с и Л o в Ь | \  п o ' . e й  q в ' ' я е t с я  в r з ' , t м o l o й . г в и е  r t e ж д }
частица]t lи систeNlЬ|,  Beктopнoe пoле пЛoтl . joсти сиЛЬ| 83аиI\4o.
действия Ф"(I '1)  часTиц oбЛасти ^(r)  с  частица]Mи систепlЬ l
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oлрeделяeтся фopмyлoй (67,8):

б " :  ]  Г
A '

. ' t ))dз(,  (6s '  l  )

ОUiд/0t,,, : _DUц lQaft'

0L';д ( г, тд|)
|d( r+ €  т ' ( i ) )  _

_  d( r+ €_  r l ' ( l ) ) ]  dJ( ,  (68 .2)

At'i

\-

lцьI пoлагаeп! '  такиlt oбpазolt,  Чтo си"1ы взaимoдействия мeждy
частицаNlи  яв! ' Iяются пoтeнЦиалЬ| . ]ЬIN lи .  зaвися lцими oT врепjeI ]и
тoЛьKo Чеpeз кoopдинатЬI частиЦ' .цлЯ дaЛЬнейшиx пpeoбpазo.
ваний зтoгo вьlpа)кeния неoбхoдимo yказать явный вид фунK.
ций Lik i ,  харакTеpньIе свoйства взаиМoдeйствий сoвoкупнoстeй
чaстиц. пpeдставЛeнIlьlх в (68.1),

силЬl взаиМoдeйствия lмe)кдy нейтpальными МолeкyЛаNlи яв.
'1яюTся кopoткoдeйствуюЩиllи. Типияныl 't  пoтeнциалo[l этoгo
кЛасса в3аимoдeйствий являeтся пoтeнциал Лeннаpд.д)кoнсa

l  (г, r()_4,{r' L) ( '_ s ').}
L\ ' r l _ г /  /  \ l r '  г } |  /  J

( ,]а pас.тoя|] , , iях 
' r i  -  r ] . )  '  2о в loиi\ loДействие ' lрак-иUрс,{.]  o. .

сyтствyeт)' Бyлеll свитать даЛee' Чтo в фopпryлe (68,l) пoтeнши.
аJ']ы г;i иNleют ilалЬlй pадиyс действия, тoгдa oснoвнoй вклад
вo взaиМoдeйствиe I\r(т, ') частиц окpeстнoсти A(т) сo всeми
частицаNtи систeN1ьI дадут лишЬ бЛизкo pаспoЛo)кeнныe Частицы'
т.  е.  мaЛыe г i  _ r i ,  ,

замeвим индексЬl  супlмиpoвания в (68 ' l )  пo пpавилу ;  ё }
и peзyльтат слoжиNl с исхoднoй фoрМyлoй (68 '1) '  Пoскoлькy

бyдeм имeтЬ

2^
.\

| г
J -(") i=i

yасст0яния ме)кду частицами Ntoжн0 ввeсти явнo'  пoл0жив

., = &u + i",*, .u = &o - i",.,
гдe гil : г _ гr' R,l : (т' + rl)/2, тoгДа

(68.3)
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[o(. * с ь^*}..^)'t\-

A(г) i=1

а(.+с в,u _ i.'-)]o.

* .* ) /2 )d , ( ) .

dL I ;д ( r ; _ rд | )
0,?

(68.4)

Пo yс,roвию г;д - a q дl/3, Cлeдoватeльнo.

'  "  
\ ' ,

о.=:д ] I( п)..:-.;,
- \L" r i= i

г  , э 1

|_ , , .1o . .  
€  l г  r l )2 )d l t_

= ,.n{ ,! Ji,'.,' 
,'ч;rrr.

. a(r) i=i

""r(. ,0
r l" + r.,. (,: - .?)r",'- r;) ,

2^ J  z - ' , -  г .  г t ,
^(") i=i

xd( r+{  ( г ;

( ' " .

здeсЬ штpихoN1 oбoзначeна пpoизвoдная пo lloлнol,y аpгyп1eнтy oт
пoтeнциальнoй энepгии U,/.,  силoвoе пoЛе Ф.(r. l)  лля систeмьt
ча с  , r ц  с  pадиyсаvи  в  l . и vo ! еЙствия  лopядкa  их  Линe ; F "  ч  ра зVе .
p0в 0кaзываeтся пoтеIlциаЛьньIМ. I lpичeп{ зп0тeнциал0м' с '1y)кит
тeнзoDнoе пoлe

_J
I

(68.6)

Teнзop o"!(г, t) пoлнoстью oпpeде! ']яеTся взаимoдействияN1и ча.
стиц и ltloх(eт бьlтЬ tlазван mен1opoм нanpя'сен',. тeнзop на.
пpя)кений симмeтpичeн. Этoт фaкт следyeт из (68,6) непoсpeд.
ствeнIlo,

TаKим oбразoм, ypавнeниe баЛанса импy,. iьса систeмы частиц,
взаимoдействие мeждy кoтoрыMи иi{eeт эффeктивный pадиyс
лopядкa ЛинeйньIх pазмepoв частиц! мoжeт бЬlть пpeдстaвлeнo
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в видe
aА
*hu"\ 

' 
o-"r\ou" u"

иЛи' приIlимая вo вI]имaние ypавI]eниe нeпpepывнoсти,

/ n  \  A l P oB  J  d | , в 1
e (й l "v) ,'" ',.:L ::----! _ о(Р.

Мьl считаeм, чTo систeма частиц наxодится
витaциoннoм пoлe. Бoлee пoЛl{ьlе пPедставлeния

вo внeшнeМ гpа.
плoтн0сти вl]еш.

них сил сoдep,(аTся в выpа)кeнии (67.l7); их сЛeдуeт вoспpoизвe.
сти в пpавых частях (68,7)' (68.8) в сooтвeтствии с физичeскими
усJ0виями зaДачи,

B ypавнeниях (68'7)' (68.8) тензopЬI Pal' oo! сoдеpxатся
в вnдe суvvы, Bмeсге с тeм oни имeют pазнvю qизи"eск1ю
гIpирoдy. llpи oднoм и т0м жe мoлeкyЛяpнoМ сoс'Гаве в yрaвIje.
н|1Й бaлaнca импyЛьсa Мoжeт oказaться пpеoбЛадаIoщим киI]e.
тическoе да&пellиe Pop (raз\ ил|1 {напpя)кeвиe' ooP. вызваннoe
взаимoдействием частиц ()кидкая фаза).

$ 69. Уpавпениe бaлaнсa импyльса систeм чaстиц
с кулolloвским a3aимoдeйстBиеll

l. УpaвIrelrrrя 6алаtсa иnnпУльсa элeктpoняoй и Пollllых
кoмпolleнт сllсtсмьI. Pадиус lействия кyлoвoвскиx сиЛ, как этo
сЛeдyeт и3 фopмyЛы Pезеpфopда для сeчeния paссeяния' явЛяется
бeскoнeчнo бoльшим, Этo oбсToятeЛЬствo деЛaет нeвoзмo)кньlм
свeдeниe пЛoTнoсти силы в3аимoдeйствия частиц к дивepгeн.
ции тeнзopа 8апpя)кeния. Ho oбщая фopМyЛа (6Z8) для этoгo
сиЛoв0г0 пoЛя oстанeтся спpавeдливoй, eсли пpeнебpеЧь запаз.
дьIваниeм взaимoдействий и считатЬ Uii pавнoй пoтeнциaль"
н-oй энepгии кyлol loвых сиЛi U&: еieЬCih (G* : 1/ ']г; _ rt|).
Kpoмe тoгo, фopмула (67,8) имeет мeстo дЛя гpавитациollныx
cЙл.. Uik : 1m'imhGik. таким oбPазoм, фopмулoй (6z8) прeд.
стaвлeны плoтнoсти сиЛ взаиМoдействия lllиpoкoгo класса фи3и.
чeскиx систeм,

B кoллeктивных взaимoдействиях с BнешrI'иllltи эЛeKтpolnаг.
нитt lыми пoлями (67. l7) система заpяженных частиц былj лpeд.
ставJeна набopov динамичeскими фyнкций. oлpецeЛяющим pас.
пpeделeниe частиц: плoтн0стью электpичeскoгo 3аpядa, элeктpи.
чeскoгo тoка, дипoЛьнoгo мoмeнта и т. п' Тeпepь эти фyнкции са.
Mи дoЛ)i<ны слyжить истoчниками силoвЬIx пoЛeй' сyп4мирyeмь!х
с вI]eшниl l tи пoлями; ypавнel]ие баЛанса импyльса в тepп|иIlаx

(68.7)

(68.8)

s69, сuсneмы ча.muц c кgлoнoвсI<ujx фauмoоеt|сnвuе'| 33l

макpoскoпическиx paспpеделений д0Лx(Ilo сoдepxать ypавнeние
кoJлeктивнoгo пoЛя.

пeрeйДeм к кoJичeственнoй фopмyЛиpoвкe кo']лeктивнoй ди-
намики частиц и лoЛeй. с этoй цeЛью пpеoбрaзyeм выраxeниe
(67'8). иMeeм

.": 1 Г-  a l
oU;д(|г; гд|).

0,1i" (г+(_г;( t ) )dз{:\-

: * j t
i = l

(r + € г'(t)) dз € =

Jou
6("

*t
r

I ,].аG(|г

)

J

,J
a(j

dv'

I
A

ац} ( г+ €  г , . ) !
a*"

d3с>jаU.}(| r+ € - r , )

. r ( t ) ) :
+€_г, l )
Aro

. L [ Р i 0 ( r+q_ r , l l , , PA . o ( г  г l - l l  J j | .  ( o v , I  '

где G(|r+ €  r , | )  = l / | r  + € ' ' , | ,
даЛьнeйшиe пpeoбpазoвания связaны с испoльзoвaниеМ фop.

мулы (65,13)' сoгЛaснo кoтopoй и!]тeграл пo всeмy пpoстpанствy
oт динамиЧeскoй фyнкции Pавен таKoмy x(е интeлpалy oт oпpe.
дe,']eннoй на o6лaсти A(г) пoЛeвoй ди!lаMиЧeскoй фyнкции. ис.
пoЛьзуя эTу фopмyлy п0 oтlloшению к пepeмeнным с0 штрихoМ'
мы мo)кeм прeдставить (69,l) в виle

г )

-*l*, Ia"е la"сac(lг+ €  1 с,|)
Ax"

a(")

. ' [ e , 6 ( г+ € _ г . { t } )P}d ( г ,  l  € , _ гA . ( / } ) ] .  ( 69 ,2 )

Фopмулa (69.2) sьlpа)кaeт сиЛy' действующую нa частицы
их сoбствеtlнoп4 пoлe' пpeдлoлaгая, чтo кoЛЛeктивllЬIe пoля,
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так )ке как и внeшниe сиJ.IoвЬIe пoЛя в (67, l7) ,  мeняюTся tMед.
ЛeнI]o на Mасштaбaх физичeски бeскoнeчнo п!a!'Ioгo oбъеN1а, i\'IьI
\ 1 o ж e \ 4  ] O e ' с | а в и т ь , o G ,  r  (  г  _ ( '  o r ' в в ц ! е  p а . | o ч e л и я
г ] o  с , e . р  я  \ ' l  l €  €  ] -  ;  o - p . Ч . ч l  , Ь с 9  с .  a l а e \ , Ь . v и  (  , р o и з в o . .
нЬlNlи фvнl(ции G нe слишкoпj вЬIсокoгo пoрядка, Принимая вo
вниllаниe т0Лькo тpeтии пopядoк пlалoсти' пoJ'Iучи]\1

' з . ,  |  , ' . rdC| I  r ,  )aa  I o t<  ++
J I i]xo

*uЗ##е tо*|ffffic, _1,,1t'q,,-с,,)+, , ,} ,
x  !  |е ; r i ( т+(  г , ( l ) )e id(г ,+с/  4( , ) ) ]  :

: _,1.',1 Jar,99$ID ре,' 0 + |,('' t) I,у 
a+#,

x dl' (t,, t) ..]' \t. t) l dv, ffff a',' a !,',- r'' о ! u', "
,,"фffi ы,',l * !o' t'tl ! on, ff$;fl o, rt. ц *

* !n, t.tl |,u, ff;fl a, F,, D - f,a,l) ! аv,,

3ДeсЬ p(т,J) _ пЛoтнoстЬ

а ]G{  r _ I , )
0,. f f iq""t '  t)  +"" (69'J)

эЛектpическoIo заpядa:

L  t , € i ( i ' l ( г  + с  г . ( i ) )d ,{

о": .lJav, J
^(г,]

I г
qr" ( r , l )  : ;  I

j 1 . l

_ теL lзoрнoe п0.nе ЛoкаЛьньlх квадpyпo.qЬнЬIx NlоN{eнToв'  oпрeде-
Ляющee (нapяду с пЛoтнoстью заpяда и пoiе]\ l  дипOлЬнЬIx мoпlеL l .
тoв) распредeлeние ЧaсTиц систeМЬI.

Cгpyппируeм в (69,3) сЛагаeмьIе! сoДeрxащ11е p '  d|1 '  qpv ,  TaГna
пoJ.Iyчипl

a,G(.r  -  т,  1

I

o" : l{_ jаr,аG(E; ", ) /,G,'t) + ldv, AroAxP
dp(r, 'О _

$ 6 9  С u ,  ц " л ь '  ц а . n u u  '  ^ ! , о d o в < u q в ' о u l о d p э ' n в u ' л

!J*'auу';,;' t l }
" 

!.{ I ru ,t". 
1. . .  n1. . , ,  ,

о,rр | | dl^

'  f" ' 'd'Y ' ' ' l .r '  . ' . , '  l
. 1  i+ ' : t J - "  )

'^n * 
l  Inу; ' . : ' ,  ,  - 'o, , , ' ,  ,  },  tьs, , l r

2 ,  . ) . / i l ,  I  J  О J '  )
как Лeгкo видeть, вырa)кeния вo всeх трeх фигурнЬ|х скoбкаx

сoвпадaют и ]\4нo)киTеЛяI{и при них слу)каT сoсTавляющиe oпe.
pа,roрa

. l l  o )
!, - r r. t\ - Jl '  r t\ r - 

t, l ' ' ' r 
t\---:Ax"A" '

33З

(6e.5)

Пеpвoе с,]агaeпjoe в фигуpl]Ьlх скoбках лpeдставЛяe.Г сoбoй
эЛeктpическoе пoЛe. сoздaIJнoе РаспpeдеЛeниеM заpяда p(г ' l) ,
ПpоoбpaзyeM втopoe сJIагаeпIoe:

,  | ' t | '  
О  | i J С  , - ' ,  

, , , " , ,  , | , , ' , ' с '  г  г  ' , /  l r . / j-1""u' l  
o.  ""1 J" r .r .

Интeгpал пo oбЪеNly oт дивергенции тeнзoрнoгo пoJ ' Iя пpe.
oбра 'уP,  .  q в иPтр| pа, l  -о бn,  rо.р"Ро } 

-а ]р r lo ,  пoврP\ |-о,  I  r
и oбращается в l ]yЛьl  так как частиц на бeскoнeчнoсти нeт,
oстаeтся слагаeпjoe '  прeдставляющеe сoбoй эЛектpическoе пoЛe.
истoчникoNj кoтopoгo сЛy)киT дивергенция плoтнoсти дипоЛЬ11oг0

Tpeтъе сЛaгаеNlor в фигypнЬIх скoбкаx Лpeобразуeтся аналo
гичI]o и представЛяеT сoбoй сoстaвляющую элeкTpиЧeскoгo пoJIя,
истoнникoм кoтopoй сЛyжит дивepгенция ве|<'|apa aq|I" fal l ,  Э.Гa.|
вeктop пPи пoN1oщи oпepации дивepгeнции (пo oднoMy из тeн
зoрньIх индексoв) связан с пЛoтнoстью Teнзoра квадpyпoльI]oгo
NloNlентa q/,",

!nu'
, 2 G |  т  I , | )а' t..,' tl : l av,a|!$'p а, r.,,t:l :

|lov,ffffi',-t','о:L  Г . , . , / JG ( ] I  r ,  1 i t l ц l " 1 ' ,  ' 1 ,
' l U  

|  
О f  l JщU '

TаKиМ oбpазorм, пЛoтностЬ сильI взаиМoдействия Ф"(r ' l )  Час.
тиЦ с сoбствeннЬlм кyлoнoвскиM пoЛеM ,4.,(I ' l )  ипleeт вид
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ф"(r.l) = p("] (I' t)л.. \,' 0 r а31,'цd 
ji!|) 

*

'f,n*в'оt!*!

,"q..,r: . lJri.,ct, r,t,

, |r,r"',l',' L'l ц#! - :,#;i t

,  (69 .6)

Так как
i)'Gt, I r'l)

(69 .7)

(rjg.8)
О.t'"D.t"

: 4т,Jь I,) '

фopмyлy (69,7) Nlo)кнo пpeдставитЬ в дифферrIlциаlrЬнoй фopl"lе,вьIчисЛяя дивeргенцию пoля (69.7)' испо,lьзул фopпrулy 
,(69,8)

и интегриpуя peзynЬтаT пo леpеNlе|lI1Ь|NI сo l]jтрихoN'I] прихoдиNl
к  ypав| lению элекTриЧескогo l lоJя:

d ] vЕ : 4 т |_,)#:,! -:Ч#!* .'], tuэ'ol
Bьlpаxeние д"rя силoвoгo пoЛя Ф. ' (т '  t )  мOжнO l lPeдсTавитЬ Tакжe
в виде

Ф, . l г  i  ]  = ,  ' ] 1 т .  t ) д  , ( г , / ) ' (69 .10)
где.i...(г ' l) yдо-вЛеTвop'lет ypавнению (69.9),

JPавI]ениe 0а. l lа| lса и[ lпvЛЬса систеNlьt  часTиц с кyJ ' IoнoвскиNl
взаипlодеиствиe]\{ пo.l]vчаeтся тeперь Ityте]\l пoдстанoвки вьIрах{e

""й 
(99]6]' (69 7). (67'17) в ypавнеrrие балаltса импyльса о6щеro

вида (67'21), Пo'rvuаeшl

},{l,i.уl''1 + fi1".,,,,,,r"r '. е-1 : рi,,)(},,G't) +
t ,| t ' 'о iЦ# * ,("r  (I '  l )|Е ' . . (т. l )  +Еi l , t r(г ' l )]  +

+ (IjG'О+L\j.е't) + Еi:"t)(r,l)] +
t ) 2

, ' ,  
' , ' , ; , | , , ,  с ' , '  l - - r - l

|  
,  , , , t  R  '  

' . ,  I  J B ; , , :  
, , '  а  ' , ,

(69 .11 )

[ ,  
, .

л A  /  .  r - t ' -  B  r - l  -  в P . ш |  | р  V .  | и  | - o l

пoля'  -D"(г . l )  сoбствеI]I loе пoJ ' lе  систеМьI . rастиu (69,7),
тaк кaк эJ ieк 'гричeскoe ItoJ le I . ' (г '  l )  oпpeделЯeтсЯ так)ке , '1иф

феpeнциаJIЬнЬIМ ypaвнсI]испl  (69,9) '  N lo)кно утвep)r ,(даTЬ. что yрав.
яeниe бa,]aнса ипlпyЛьсa систеI!1ЬI tIастиЦ с куЛoнoвскиМ взаи.
N1oдeиствие]\1 pаспадае.Гся I|а саNloсoгЛасoваI lJ iy lo систeMy yPавне
t lии.  сoдeр)кащую ypавнer]иe дви)кeния частиц в пoJнo\1 эЛектpи
0 с h O 1 ,  | | о | р , ]  \ J а Ь н Р ч и ' , o 6 " г в , Р  | o Г o | , o , l o  B  v а ' ' p o ,  < o r r и  " с , o v

) l а в Р l U и y  6 а , а , , а  и ! ' l y ,  L с а  ] \ , а  F p l а , l ь н L | F  п o r "  . , ( г , / ) ,  ' i . ( г , . ) ,
' .  ( . , , ,  )  '  | \  г l o  o { r  с , l \ , a ( а ,  и .  I O ' | |  . h а \ ] ' ]  . , л o в D , I  , o л р й
и  о ]  o , P F . , Р л Ь о  о  P е ,  е  | '  ^ |  q ,  о | |  l  6  , , а  а (  и  o |
в  сoбствсннЬIх  силовЬII  пoЛях,  B  системe частиц с  куJ . Io t ]oвскип l
взаиМoдействиеNl  эTи сиЛьI  непредставиМЬI  в  виде ДивepгeнЦии
тeнзоpа IrапрЯЛ{eний, Bлияниe градиeнтoв давneния нa :Jвo.цюцию
п , l o  н o . - L  | \ , п \ , l Ь .  п p д Д с . в , р н o  | F , . в |  . l \ ' O  в  { . , { , l o ' i  , о ч к "

теI]зoРoNt киI lе.Гическoгo даRЛеI lия '  кoтoрЬ'й oбpаlI lается в нyJ, lь
вN1есте сo скoрoсTяNlи Тсплoвогo дви)кения ЧастиЦ,

Уравнeниe баЛанса и]\ lпyЛьса ЯвЛяется oдниМ из гЛавньIх
инстpуMе| lтoЕ иссJ]eдoBаниЯ физичeских пpoЦeссoв и 9ффектoв
в сисTeIмaх с кyЛoнoвскиNl BзаиNloдействиеI '1 частиц, oднакo этo
ypавнение сoдeр)кит пJ loтнoстЬ MассЬI p(Й) и пЛoтнoстЬ 3аpя
Да p(.) '  кoтopЬIс п loгyт сиJ.]Ьнo paзличаться '  Чтo зaтру] lняeт рe.
шения задач с yчастиeNj зтих фyнкций. Пpoстьrе сooтнoLuerrия
N1Фкдy p(m) и p(.)  сущсствую1. ToлЬкo ДJ lя Частиц одI]oго сop-
та иЛи дЛя часTиц с oдинаI(oBЬIМ oTнoшеI]иеNl  заpяда к п 'ассе,
ПioтнoсTЬ массЬI m"n"|r ' .  и пЛoтностЬ заpяl lа c . r , ]a(т '  f )  частиц
сopTa зo '  прoпopциoнаЛЬньI пJ ' IoTнoсTи чисЛa чaстиц n"(т, t) ,
П o .  r l  ' r .  п  r o , r , o с  |  | 1  v  | 1 , ,  ! ' ] .  р . l Ь |  о , r ' | а ю , . с  '  . l I ' \ I l  p o в а
ниeпl  пo всем сoртaм Частиц, LЛсдoвaтелЬнo'  вNlестo уравнeния
баЛанса иDtпJ.Льса дЛя сисTемьI часTиц МьI дo!'l)кньI иNlеть такие

уpавHения для кa)кдoгo сoрта частиц пo o.ГдeЛЬl loсти: эЛектpoнoв.
иoнoв, Bсе динаNlиЧeские функции в таких ypавнeниях бУдyт
oпредеЛяTься пpиведеннЬl]VIи вьIшe фopмyЛаNlи' в кoтopЬIе вN'Iе-
стo пoЛI1oгo чисЛа частиI l  . \ .  сисTепlь l  сJедyет пo] lсTавитЬ I lисЛo

чaстиц Aъ сopта <a' ,  BЬIЧис, , rения'  вЬl t loЛнeнныe при вЬIвoдс

, p а в н е ,  l r  t 6 a , I I ) ,  l 6 a q )  о .  
" ю  

с .  , p L  т а к o ,  , а v р н р  р  в р l .
| и в D ] I , ' ]  ' а  I ,  ( , , ю , Р ]  J P I ]  в O ,  l J . .  р l l  я  . )  v \ l I l  . r  | ,  Л . |  , | ] . , o U , \

на частицЬI сopтz <a' в oбrrасти A(г); тепeрЬ сyМN1иpованиc
дo"l])кнo вестисЬ пo всеNl частицаl l  oднoГo сopTа <6' и пo всe\4
сopтап! <b', вклюЧая <a', B pезy"1ьтaтe впlесTo ypавнений (69'9) '
(69, l  1) бyдем ипеть уPавнеIlия баланса иМпyЛьса в видe систeMЬJ
уpавI|ении двиxеl lия дЛя каждoгo сopта чaстиIl:
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r
I

I

^*"(fl*"""),:*ff:
: ̂ """c" + Qffi +e.n"[л" + лf,o;] +

+ фf,1с" + сi.-",1 * f,nr u$vFr * ar"-"i *
+ !,,,p., J! в7".,, + lu *,9fu oE", \un',,\

и ypавнения сoбствeннoгo электpичeсKoгo пoЛя E:

divЕ:4т! V*"_#-I##- 1

vp"(r) : _e.n.(г)v9'

Ьр: _4"D""""(') _ 47rpG*t)(r).

в oтсутствиe стoPoнних заpядoв пJIазМa oд!]opoдна и эЛeктpи.
чески нeйтpaЛьна, так нтo ! eonoo : Q' Из oпpeдeлeния тeнзopa

кинeтическoгo дaвлe!]ия слefrуeт' нтo
^ .  з

4':z""iт"'

(69.13)

BкЛюЧeниe пoЛtlЬtх эЛeKтpoмагнитных взaиN'oдeйствий мeх.
дy частицаi!и в pамках и3Л0)l(еI{IloЙ сxeмьI пoстрoeния пoлeвЬIх
динамичeских фунKций и ypавнeний дЛя I]их нe пpeдставЛяет
затpyднeниЙ и дoЛ)кнo oпираться llа запаздывающиe взаимo-
дeйствия. BМeстe с тем бoЛee пpoстые систeп{ы с кyЛoнoвским
взаип'oдействиeм, a такxе системы чaстиц с кoнeчным pадиyсoм
взаим0дeЙствия являются вa)кными пpактичeски и yдoбныt''tи дЛя
дeмoнстpaции мeтoда пepeхoдa K кoнтинуалЬныltl пpедставлениям
динамики,

2. Экpалиpoвaниe пoля электpичrскoгo 3аpяда в
плaзмe. Hайдeм эЛектpическoе пoЛe стациoнаpнoгo pаспpe.
дeЛeния p(ф,(г) стoрoнIlих заpядoв в нeпoдви)кtloй, vo = 0,
лoкальнo.oднopoднoй и изoтpoпнoй плазмe с тeнзoPами пар.
циаJlьнoгo дав'пeния' paвными pЕ" = 6a"po, л пpeнeбpexимo
малыми мyЛьтипoльl|ЬIми сoставЛяющими в распрeделeнии
заpяда' B этиx усЛoвияx и npи Е _ _vp ypавнPния баланса
импyльса (69.12), (69.l3) свoдятся к систеМe ypавнeний

t

Е

(69. r4)
(69.15)

гдe ?ъ _ тeмпepaтypа частиц сoрта <a}, UЛeд изoтpoпн0гo тeнз0.
pa 6p"po paBe|IЗpo' Отсюда пoлyqаeм ypавнеtlия сoстoяt]ия в видe

p.(г) : n.(г)4(г), (69.16)

для тepмoдинамичeски pавнoвeснoЙ пла3мы тeмпеpатypы
элeктpoннoй и иoннь|x кoМпoнeнт ?Ъ(r) olинакoвы и пoстoян-
ны: 4(г) = т- B эToм случаe с пoмoll lью ypавнeния сoстoяt]ия
мo)кнo выPазить гpaдиeнт давЛения qеpeз гpадиeнт кoнцeнтpации
в ypавнeнии (69.l4), и мьt буleм имeть

vn.G) : _Ч!1v.,(г)'

Интeгpиpуя (69. l7), нахoдим

"" : ,*"*o(-Ч)
(69 .18)

Пoдставляя этo pешeниe в yPaвнеIJие дЛя пoтенциала 9' noлуЧа.
eм ypaвнение пoЛя

где pG*)(1) _ задaнвая фyнкция. Этo ypaвнeниe неЛинейнoе,
и пoэтoмy пpинцип супepп03иции в плазмe rtеспpавeдЛив,

найдeM пoлe oдинoчнoгo зaрядa el нахoдящeгocя в нaчалe
кoopдинат' ПoЛaгая (е"plT) << l, мoxeм разлoхить экспoнeнTу
в уpавнении (69 l9) в ряд и oставить в pазЛoжeнии тoЛЬкo ЛинеЙ.
ньIe слагaемыe. B этor'{ пpиблиxении Уpавнeниe пoЛя является
линeйньIм и в сфepичeских кoopдинатаx имeет вид

t - ^ 2 ^
Г ' , , . . . . d o :  4 т e6 l r ) ,z J T

Уpавнeние
шeниe:

гдe

(69 .17)

(69. !9)

(69.20)

(69.21)

(69.22)

> rD кyлoнoвскoe
экpaниpyeтся,

| 0 | c1.p\
120 r \ ' 0 r J

(69.20) имeeт у6ывающee нa бескoнeчнoсти pе.

G)

- дебаeвский pадиус экpаниpoваIrия, пpи r
пoлe oдинoчнoгo заряда в плазме эффeктивнo
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3. ПрoдoльньIe пла3мerlные вoлньr. B электpинeски ней.
тpалЬнoй (на itасш|абах oбЛасти A(г)) сpe,Dр. сoсloяшей из лo.
, loжитрЛьнo и oтриUатеЛьPo ]JpяжрPнЬlх Чoстиц, voгy. вolбуI '
даTься вoЛнЬI с элeктpическим поЛeм| паpаЛЛельньIм в0лнoвoпIy
вeк]opy, г,д, г]рoдoльнь|е воЛны, ПoкажPм {-o и найдеv ]аkoь
r1испеpсии сoбствeнньlх прoЛoЛьнЬ|x вoЛн в лoкаЛЬнo.oднopoднo;
и из01poпнoй дву^кoмпoчен|нoй пЛаз\lе '  сoстoяшeй из ,,]рк.
трol.]oв и иolloв. дЛя прoстoтЬl бyдeм считать' чтo масса иoна
3нaЧитei1ьнo пpeвoсхoдит пlассy эЛeктp0нa' таlt чтo лpи вьIсoких
ttастoтах кoЛeбаний дви)кeние иoнoв ]\jo)кнo нe уЧитЬlватЬ.

ПoЛe скopoстeй эЛeктpoнoв oпpeдeляeтся уравнe!]ием баЛаIJса
иIмпvЛьсa (69' l2]:

(69.23)

(69.24)

no _ пЛoтнoстЬ],j0нoв, рaвная равнoвeснoй пЛoTнoсти эЛeктpo-
нoв, Уpавнениe нeпpepывнoсти дJя эЛeктpoннoй кoмnoненты име
eт вид

* vr" 'r  =o (6e'25)
tJt'

B  paвнoвeсном  сoсToянии  I , : r , o ,  p :po ,  E=0 ,  v :0 ,
при налиЧиЙ вo3Мущeний n : no * i i '  p : p(n):p(no + Й), Д'ля
мальlх, oднoгo пoрядка мaлoсти soзNlyщеl]ий й, v' E ypавнения
баЛанса импyльса и нeпpеpывнoсти мo)|(нo лиl]eаpизoвать, oпyс
Kая в них пpoизвeдeния мaЛых вoзмyщeний, Пpи малых i i

УчитьIвая этo в уpавнениях (69,26)' (69,27). (69,28) или лepexoая
в этих ypaвнeI]иях к фуpье.пpeдставJ.]eнию' пoлучиМ

(69.29)

(69.з0)

(69.31)

Ушrнoжипt ypавнeниe (69'29) скаляpнo на k и заTеM искЛю.
чипt kv и й пpи пoпloщи ypaвнений (69,30)' (69,31), B peзyльтате
п0ЛyLlи]t1

., 1 ,lp -_ 1 9 J у + L K - - 1 1  =  L '

jkЕ: 4тie.

u i - r r 6kv :0 .

( ; ' lfr'*.'i) ru"r: o

I  d u . t
. m, ono

- '  (,g *.v) " * v, : " 'в, (69.32)

_ пJ' lазпleнная (лeнгмюpoвская) эЛектpoнl]ая настoта' Из (69.32)
nри kЕ l0 нахoдиl\t диспepсиoнIjoe уpавнeние вo'. lн в видe

гдe E _ сoбствeнвoe пoле систeмЬl частиц (69' l3): Здeсь

VE:  4тc ( t r  _  nо) .

' ]p (nо\ ,
д rл6 ' i , ) .Лл0 ] | - ; , "n ,

и Линeаpизoваннaя систeN1а ypавяeнии иМeет вид

0v dp _-l , / l , o ; :  _  -  v  / ?  = , l l o Е ,
t j r  dnO

v r2  :  -ч1t11| .

,;

t .  v(, ,ov) _0

Если вoзмyщeния имеют вoЛнoвoй хаpaктеp, тo в линейнoй
тeopии oнP дoJAhы 6Ь|.Ь ' lpoпopuиoнаЛьны oхo | .  ; l . . , , i  _ kг l
с  амплитyдaми'  зависяЩими 0т чaстотЬ| . '  и вoлнoвoгo вeктopa k,

(69.26)

(69.27)

(69.28)

(69,з3)

дЛя вьlчис".reния пpoизвoднoй oт дaв!tеI{ия пo кoнцентрации
пpeдпoloжP\I. ч1o невol l lyшрннoe сoс,]oяниe pа-pe.nеr]н0Й пJа*
|\tьI oписываeтся ypавнeниeм адиабаты пyассoна Рn--1 = соnst.
Тoгда в ypaввeнии (69,33)

ф\п|J) ld'n j : Tln6 = 1T,

Cравнивая пo,,rуueннoе такиNJ oбpазoNl уpавнение с экспe-
pиlleнтаJ'lьньI]tIи резyльтaтаМи иnи с pезyЛьтатапlи кинeтиЧeскoй
тeoрии t]J lазlttь l '  нахoди]tt ^' :3, Таким oбpазo[i '  3акoI] диспepсии
прoдoЛЬньIх пЛазМeннЬIх вoЛl] ипjeeт вЙд

,,=",('.!,;.*,)
T f4те2lt9

_ дeбаевский pадиУс экpаниpoвания'

(69.34)
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Пoдстaвляя в oпpедеЛениe плoтl{oсти пoтoкa (70'з) скopoсти
частиц (70'4). пpедстaви]\j П' в видe

$ 70. Уpaвнениe бaЛaЕсa энepгии

KинeтиЧeскaя эвepгия систе]\jЬl чaстиц' l{ак и ипlлyJ,]ьс систе.
мЬl, яв'1яeтся аддитивнoй фyнкциeй, Пoэтolt lу в A(г)-oкpестнoсти
ка)кдoй пpoстpанстве!]нoй тoчки п{oжeт бьtть oпpедeлeва кине.
тическая энepгия' пpихoдяLцаяся на единицy oбъеNlа' интeгpал
o, кoтopoи пo вlрN'y пpoсгpaнствy pавен |. 'иче- ичeскои 'неp|ии
си .  t емь t ,  C каляpнoе  | oЛe  г  | o . нo с |и  hиFeтиЧескo i i  r н eр rиP  o ' l Dе .
дeлeнo фopMyлoй (65,9):

\70.7)

Этo сooтнoшениe пpиoбpетаeт хаpактep ЛoкаЛЬнoгo физичe
скoгo закoна пoсЛе вкJ'Iючeния в (70.11) oснoвIroгo закoI]а диtlа

з1.ёсь P"o -  теr]  {oр. loе пo, , lе  кинPтичр.кo.o 1ав1еrич l67,|2),

пЛoTнoсть кивeтиЧeскoгo noтoка тепЛа.
Пoсле пoдстанoвки выражeний (70.5). (70,7) в ypавнe-

ниe (70'2) это уpавнение пpиниNlаeт вид

/  t l ' - '  . ; l , J l  \  / ; J  ; l "  \  o , o . . , ' ' _ Ц _puo{ - ; -  +  i r  _  l+p{  -+ '  _ l'  
\  d ,  r 1 r . )  \ , J t  0 , "  )  . i t .

r " N
-+ |  ' , , , v . , / r i . l l l d (т  ,  (  г  / , J , ' J (  (70qJ

s(') '='

C:tpyгoй стopoны, при вьIвoде уpавнения ба' ' lа l]сa иN1пyль
са NlЬ| испoльзoваi1и кинeNlaтиЧeскoе сooтнoшение (67,2) '  лeвая
Часть кoтopoгo бьIЛа пpедсTав". lена в виде (67. l3) l

/  a  \  i l P nop{;+vV l r r+ * :
\ or J сJт"

4 l ,  i ; ' ( i  ) o ( г  +  €  г ' ( i ) ] ' / J с ,  ( ; 0 , L0 )

Умнo)<им oбе часTи этoгo сooт|]oшeния нa lq и пpoсyl"I!tиpyем
пo o' BьIчиTая peзyлЬтат из (70'9). пoлуuипr

-  , , "  J .  \  -  . ,o.  dt ' .  -  J ,1"

оr" ) cf i)t" 
_

r " r
=i | ! ",.":.lltt)6(r + € _ ri(/)) .l3{' (70'll.}

a ( . ) '

, " N

.,..., '_ l lI, ' 'T,^. (.г,.i ' ' .1'1
l ( r )  '

(70 .1 )

/ " r  \л" =p,"|i*,)

'  
"  

N '

q"( . ' t )  =+ ]  !  j ln , ' !1t) , i1 t ;а(r  + €  I i ( l ) ) ( l31 (70,s)
l ( . ) ' - '

_ '  i \ -
^ t1 -

для вЬIвoда ypавнeния в ЧастньIх пpoизвoдньIх' пpи пol loщи
кoтopoгo мo)кеT бьITЬ найдeна фyнкuия а1i.1(г ' l) '  пpoдиффeрeн.
циpyeм (70' l) пo вpeмeни, ПoЛyЧиNl

| | . 1 г . l 1  :  |  ' , , " ^ ' .  v , ' 1 l 7 6 ' г  € _ г  ( l / ] . / 1 (  { 7 0 , J )

д ( " ) ' = ,

ве(IoPнoе l lo ,1е , '  о|нoстР .1o, lohа ки |рт l]чр.I]oЙ энPргии,
BьlдeЛи! ' l  вкЛады TеЛJoвoГo дви)кeния в вьtpажeниях (70. l ) '

( 7 0 3 )  Д , ' я  ' I o | o  ] p e д с т а в и i l  с к o p o с т ь  к а ж д o й  Ч а с т и U Ь |  в  в и ! e
двух сЛагаeмых: сKopoсти центpа l lасс часTиц oбЛасти A(г)  (пoЛя
скoрoстeй v(r , l ) )  и скоpoсти тenЛoвoгo дви)кeния u l(I .  i ) :

vi(t) = v(г'.) + ui(r ' t) '

Toгда фoрмула (70.l) примeт вид

+
2 - 1 l l r v  1  \ t  l l 1 l  l 7  l 0  (  г  +  с  _  г l  l т  l )  . ,  t .

(70.2)

(70.4)

a 0П.:i J

. ( A ) ( г . t ) : p ( г . l )

l . \ . . , 2

1 ' , т - I | : , r , l  ̂  | L#t ' l r - (  г ' r '  ' / . {  (70 ,6)

A ( г ) '

пЛoтI loстЬ кинeтиЧeскoй энeргии тe i]лoвoгo движения Частиц,

,(+(rl, 'r.,,1*.r..,t), (7os)

t



( г '

D.r

r " N '
l i ' ( т ' ' )  = i | ' t l :

з t " ) i .  j

З42

(70 .13)
скa.qяPt lая динаlJиqeская фvнкция. пpедставj lяIoщая сoбoй

NlotцнoстЬ. pазвиваelIую на скopoстях тeпnoвoгo дви)кeния сиl . ]а.
Nlи взаипloдеЙствия Nre)кдy частицаrv lи;

r " N
l l  ' . ' r г , i '  

i  |  ! r ' r . , , ' ' , , ' , i , '^I r . с -  r , ' l I ] ' t ' t
^( г )  '= |

( 70 . 14 )
_, ' loка" l lЬL lая l !1oщнoсть вoз l\1o)кнЬIх внeшIlих сиjI  на скoPoстях
тeпJoвoгo движеl|ия,

Левукl  vасть ypaвнeния ба"1аI lса э l lеpГии пlo) l{нo вьIpазить так '
жr Чeрсз нePавнoвес|1ую movnеpаmlpg :l.(г 't) ' pаIrнyю пo orrре
дeJeнию пЛo,гнoсти киI leтичсскoи эIJеPгии те l lЛoвoГo движения]
пpихoдящсйся с кoэффициеl|тoN! 2/3 на oдну uастицy:

Гllава | 5' KaнnuнlalLb|Lblе меnadьl dl1|1а^|u|tu.'

NtиKи (67,4) '  таки]t]  oбразoпl '  ] t lь]  пpиxoди]!]к oбщeмy yPав||еl]ию
ба"1анса энePгии

/;t. - ./r \
D t  + r ' -  I

\ ;//  , ) .{  j
+е".fi +ff =','*,,'.*',. |7o'|,2)

.u  )а
"

( г+ €  г . ( l ) ) а J {

p(г.1).(г' l) : jrr,(r' r).l.(г. r) (70 .15)

Toгда вlteстo ypавнel lия (70. l2) будеlt и]t lеть

: \  / i t  - J \ -  _^ . ; r r  ; t . t
r , l  ' - 1 1  P  -  ' . - l l  t l l  1 70 . 10 )
z  \ L / l  d , " . /  , t . t '  i t l

УPавнсние Tакoгo виЛа, I lo с равнoй нулю лpавoй частью' пto
)1(ет бЬITь пo"1yчer|o так)кe на оснoвaнии кинeтическoгo yPавI|ения
Бoльцмаttа,

д"qЯ кoнкpeтных физических систеN! в фoPМу"1ЬI (70'I3).
(70, l4) слeдyет пoдставить пoтeIiциаль| sзаиlttoдеиствия частиц
и внeшI]ис сиЛьI в явt ioм виде, oдIrаKо ужe из фоpпryльl (70.!3)
нeпoсpeдствeнIJo сЛедyeт' чтo внeшнee гpавитaциoI]I loe пoЛe нe
o(азьlваеT вr1ияния на эвoлюцию п"loтнoсти кинeтическoй 9нep.
гии .(г '1) тeплoвoгo двиxсния' Дeйствительl lo '  в сooтвeтствии
с (67' l4) '  l , l '  :  лt i .; . ' (r i ' ,) ,  Пoэтoпly

(70.t7)

где Ga сpсднee знaчение напpяжeянoсти пoЛя в oбЛасти A(г)'
мы видим. чтo в этol l слyчаe l!.k' 't) :0. лoскoлЬкy pавeн нyЛю
интегpал (67,9), сoдep)каrцийся в (70' l7) в каЧeстве Мнo)китeля,

.цля систeмьl  заpя)кeнI]ьIх частиц вo внeшнeм эЛeктpo]t lагнит.

, " N

, , , i ' ' г l  !  |  \ _ ,  , , ' , I г .  ' " - r  ' ''  
A  l  Z 2  

, | -  
1 l 1 l е ^ | ) | L  \ I - |  

-

l ( r ) '
t -- ,  . " '  l J . ' , ' '  / г .  ( , ' / ) v ;  

} а ( r - {  
r , , r ] ' . (  i 7 0 ' l 8 ,

Если внешние пoля ма'1o NteI]яются на масштабаx oбЛа.
с ти  A ( I ) '  т o

' r N
, ' . ' . ' r  г : ;" , ' . . ' l l i  I  f  " , , : ' ;1. l  с  r ' | ! id , t -

a(.) '

, ' i 1 l ! ,  / r  r \  ,  .  , \. ; : - ,  
l  f ,  t ; , , iл i .+4 . . r r l1 . i '1 .

^G) '

, ' l 2 г ,  l .  + \  '  "  ^
+ -  " { " , i ) , . ,  /  |  |  \ _ - . , . , . . . " r ,

, ) " l t ' l " v  \  |  z -  , t , t '  ' , , ,  ' .  |  (  г , r / ] )  ' J (  '

s ( г )  .

- . ] . " . ' B . r /  
^  |  Е , , , . , t , . ,  l ' г , l l j  .

д(r)  .  .

х  z i ( г+{  r1( t ) )  dз (+. . . '  (70 ,19)
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Здесь

' .] 'u'J(т + €  _ тl( l)) d3{ : j(т, t)

nlomнoсmb элек|npuчеcкоеo ||Loкa' вblэвс||lнoеo rnеnllaвbL|,l
dвuэxенuем нaспuц, Свepткa аI ,|тисипIrv leтричногo тeнзoра с сиM.
пlстpиЧным pавна нyJ ' Iю:

' . N

. iItLr,o'r(.,",/{o
AG ] '= ,

интегpаЛаМи

(70.21)

(70.23)

Глава 15, Kaнmuнgа'1bнblе меmadы duна,мuкu--- $71, Сucnе'мьl |асmuц с |.оне||ньIм padu!сaм фauмodейсmвuя 34ь

(70.20)

$ 71' Уpaвнeния бaлarrса энеpгии систепr чaстиц
с ioнeчньIM pa'циyсolц в3aиNroдeйствия

o 6  U а q  ф o p \ I \ Л "  Д .  a  v o . Ь o с |  , ,  D d , в ,  в . e \ l o ,  г а  ( o J o . - ч \

| ' п , l o в O  о . ( в l v e ]  / .  . . т L U  с /  | а ! и  в ] а n r l o  Р ; . , в и q  \ ' Р l к л ' ,  а

стЙцaNlи' иN]eeт вид (70.13):

lГ(т' t) :
0.,..l.(lг;- . 0 ) ,

(т+с т '{ t ) ] . / r ( ,

(71 .1 )
взaиN1oдействия N lе)кду частицаN{и,  пpедсTавлeнньIe  пoтeнциaJ ' IЬ-

l lыМи энергияN1и L i iA .  сoдeр)каTся в  oбщеп уpавнении ба ' '1анса

энeргии (70' l2) тoЛькo в видe фopпrу,lьl (71' l), '{ля пейтрaль-
нЬIх атol !1oв и МoлекуЛ пoтeнциаJ ' lЬI  взаиl4oдeйствия обPaщaются

в нyЛь IJа paссToяt]иях пopядка paзNjерoв частиц'  для взaимо

дей.твий тaкoгo poда llorriнoстЬ ltr,(r' i) N1о)кнo вЬ|pазить Чeрeз

Макpoскoпическиe пoЛевь,e функции'
Пpeдставип, вьlрa)кениe для Мoщнoсти (7l.1) в виде In. :

: lli + п.' гдe
|  г : \

"  |  )  '  t " L , , . o ( .  (  г ' / ' ) J ' t  ' r  r , /  | 7022 |

пpeдставленЬI лoкаЛЬI]ьIe плoтнoсTи тепЛoвoгo потoка дипoЛЬнo
го Moмеl]Tа (лoляризации) dPз,( t ' t )  и квадpупоЛЬнoгo Nloмeнта
qp" ' . | ' t . t ) '  B прoцeссe Лeрeдачи энeргии внe!]нeгo элeктрoNlаг-
нит l]oго пoля систeМс заpядoв сaма система пpедсTавлена вeк.
тoрнЬIм и тензopньIMи пoляпrи (70,20), (70,2l) '  (70.22) (в oбueпt
сJryчае pядoN1), Bсe тaкие пoля oбpащaloтсЯ в LryЛЬ при pавнЬlх
нyЛю скoрoстях тeпЛoвoгo движeния чaстиц' Pабoта в eдиницу
вpeN1eни (70, l9) '  сoвepшaeМая внешнипlи элекTpoN{агниTнЬlNjи пo.
лями на скopoстях тeпЛoвoгo дви)кеIjия' в теpпlинах Mакрoскoпи.
ческих пoЛеЙ иNlеeт вид

iJ

* Г Ё..с l . iа(.* €  г ,t))dз € :dдр(г,0,
ri.l i L

|  Г , :

.r(0 ;=l

r " N '
1r ' : -  l \ -' 2^ | z2

a(") l=i (7 | .2)

l l 'r t ' ' :  2A . l
\- i]Llll ( г, rд )

о",i |1i х

x |d(r + €  - гt(l)) d(г + €  тlt))] d]r{- (71,3)

B вь]Pа)кeнии (zt,:) ( l i  -  l f) : ( l l i  _t, i)  и'  с" l]едoватeЛЬноl

,  rUr , ( l r ;:фrl r  -  L , ;  ) J ( г  +  €  _  r .  t l )  . l J { ,
Dr"

0фд(]т ;  гд  ) ,
а,i' '

OTсюда виднo. в часTнoстиl  Чтo эвoЛюция плoTнoсти зI , jеpгии
тeпЛoвoгo дви)ке! iия систеNIьI частиц с 0диI lакoBЬlм 0тн0Lшeниепj
заРяда к NIассe .(т' f) oпредeJ'Iяeтся не напpя)кеI]нoстяNlи силoвЬlх
пo"1ей'  а их пpостраI]ствеt lнь l i \ lи пpoизвoдt]ЬIMи. Элeктpинeский
тoк с пJ ' ioтнoстЬю (70,20) лля.Гаких систeпI oбращаeтся в нyль,

Пoэтoпlу

_!J'& 
l2^

I i, ' .^ ','... u .., '.r,1r- t'\("]Г=i )
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BвeдеN1 noэтoмy в фoрп{уЛe (7l,3) яBIiую зависип1oсть oT рaсстo-
яниЙ N!e)кдy частицаIllи rJi = гl гi.. I1o,по)кив

l l
г, R,, '  r 

'r,^.' 
r l , R,r 

' , u

где R1д : (т; + гд)/2' Тoгаа

"i:[а (. * с *^ i.,.)I
l l  r :  2A

( , , ,

*l."....,* [i.',^t ", r^.])d(г+€ ..(,)).*l.
I ri.ri.=l )

*{* l i . , ,,u..._.*'1,, i .n1"+с .,t l)а,с}. tzt 'ql
( r("),l::i )

Be, 'Iичиrrа

l " r - , | t  , r  l -  , !  [  ; r . , "  r .  г .  . l г  (  т  ' / , ' . / ' t
^(.) i i

" (г с п,. - l..)],,t. . '. n'
дЛя пoтeнциа,. loв' быстpo с| lадаюrциx на расстoянияx пopядка

разN1epoв частиIt, oснoвнoй вклaд в эTот интeграл дaюT Nlа"tЬlо

Pасстoяния т'k меxдy частицаN!и, B нyлевoпl пoря'цке пo радиyсУ
взаимoдействия t)-фувкuии в квадратньlx скoбках сoкращаются
и I1]2 нe даeT вкЛада в l lo l l l t]oстЬ ] l .(I ' t) ,  B пеpвoNl пopядкe

\ ;J 
,]

", z-r- I I ( {;i"l)r, "^rl ,..]" (- R,, '/rq -
\(.) i:l
.(, " l

. : , { " . '  I  L , ' , ,  : , t i t ,  - J l ) ? i , г  |  (_п ' ' . l ' r }_- t'^^].;l "' I

,:"1.: Ii'1+,,,'-.,r,'. .-o,,-| -; / , ' I  2A  J  . -  r t r ' ,  ' ,  
I\ ^(.) i_]

(71 .5 )
пpсдставляет собoй пr1oтнoсть энepгии взаимoдействия; иlJтегpа"1
по все]tjу прoстранствy oт этoЙ фyнкции pавен пoЛнoй энepгии
взаип loдейсTвия системь|  частиц]

\ - , . , 1

2 2 I  
| l L \ | т |  r | | l -  (  /  | , o ,

ПoсЛeднипl сJагае!Iьl]t l  в (7l ,4) пpeдстав'.rена дивepгенция
вeктoра пoтoка энepгии взаиNIoдeиствия частиц пpи их тeплoвoм
дви)кeнии.  т ,  е ,  веЛиЧина а . l i ' (  l l 1 ) /? , , l l . ' ,  где

.J г(., r)r.{r' ilаг : j

r " N '
1r . ' ' ' ' , l " , / '  ,n  i  I ,  l , , т ,_г ' , l 1  , ! t г  F{  г ' / ' )

r(.) i_i

Тaкиru oбpазoIl .

; J  ; )
I l l  

) ! | t ' | г , l \ l . ' t ' l t \  . = ' ' | , ' ' t r , t ' р l r . t l l  l r  t l l  -

йsi('"')(. '1) 
(7l,8)

пpи Любьlх L;д(|г; гд|),
oбратиlt lся телeрЬ к сoставЛяюLцeй мoщнoсти 11ъ' пpeдстав'

Леннoй фopNlyЛoi i  (7l .3) ЧтoбЫ пoЛучить непPoтиBopeчивую си-
стемy уравнений баЛанса энepгии и имлyлЬса' NtЬI дoл)кньl ис-
по! ' iьзoватЬ при вьIвoдe yрав|lеl|иЙ бaЛанса энepгии Tе ) l<е лри
б'rи)кения, Чтo и пPи BьIвoдe уpавнeIlий дЛя пЛoтнoсти и]\4пyЛьса.

ПoдынтeгpаЛьrloe выражeниe в
свepTкy пoдьlнтегpаЛЬн0Гo тeнзoра

.l.с.

(7 t .7 )

Здeсь

, l t
tд , , r ) ( r , t )  :  -2^ 

I
f ,1 r )

j.';"iЦ.

, .  ' 0 " '  i / q ; ( " ' t ) 1 r '  t )
., 0,т] 0-тr

(71 .10 )

ЁЦ+фа1.
1.,.^.1

( г ;  + г r ) /2)d" € ,  (7 I , l  l )

(7I. t l) предстaвЛяет сoбoй
в (68.6) с BeктopoN1 скopoсти

L
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тепЛoвoго дви]{(eния, Beктop qf l ' , ' . ,(г. l)  пpeдстaвJ'IяеT! такиМ oб.
разoМi пoтoк энepгии вЗаимодeйствий' oпрeдeЛяющих тензoр l{а-
пpя)кений,

П o r t  o я  r r n u  , l o \  | Ь ,  p а - в и в а e \ l а Я  в , . и \ , o D ё и с , в и я v  l  Ч a с | и . l '
pавна

d  a  a i '
l l  ( г . / )  l l 1  t  1 1 ,  "  

1 ' t  ,  -  - | 1 - ' '  Г l  ]  .  " - L o o '
Ot t)x' r.l.r

d  ^ .
d t  o  - u -

Этo скаляpнoe пo. l lе oпpeДеляeт пpавyю частЬ уpавI]ения 6a.
Ланса энеpгии (70, l2), кoтopое здесь удoбнo пpедстaвитЬ в видe

! , ' ,  
' '  

uuu' ,"n Г 9-Оf 
:: ." - ,  It  ' . '  ,  |7|,|J)

Пoдстaвляя W из (71.12) в ypавнeI{ие (7t.13), пpихoдиlr
к ypaвнeнию баЛанса энepгии систeМы часTиц с кoнeчI{ьIм pа.
диyсoМ взаиN!oдeиствия:

J .  p . - , ' ,  -d . f , ,^ ,  t  L ,p . ,  . '  , !  ,' Ar'
4 , "

a i "q '  t , , , . ,  - , r . ' . ,  I  l t  " '  {71  L4r

3десь p(Е + t-r) пЛoTнoстЬ ЛoЛнoй энepгииi кинеTичeскoй и пo.
тeнЦиаЛЬнoЙ энeргии взаимoдeйствия часTиц; p0, '(Е +.,r) _ пЛoT
IJoстЬ пoт0ка пoJ' lнoй энepгии сo скopoстью Uo(г. l) .  тензop ки.
нeтическoгo давЛeния, oбyслoвЛенньIй тeпЛoвьINl движeниeм чa.
сTиц' и тензop нагlpяжения' oпpeдeЛяющий их взаимoдeйствие,
вхoдят в уравнениe баланса энeргии аддитивнo, Пoлный тeп.
лoвoй пo].oк предсTавляe,Г сoбoй сyммy кинeтиqeскoгo пoтoка
тeлЛа (67,12), вЬIзваннoгo лepенoсoм кинeтическoй энeргии Tеп.
лoвoгo дви)кeния с0 скoрoстяпlи тепЛoвoгo движения, и пoтoка
энepгии взаимодеЙствия сo скopoстяп{и тeпЛoвoгo дви)кeния чa-
стиц, Пpaвая чaсть ypавнeния бaлаI]сa знергии сoдeр)кит мoщ.
нос.Гь Bнеl] lних сиЛ (70,23)'  pазвивaeмyю при тeплoвoм дви.
)кeнии часTиц, внеrt lнее гpавитациoннoe пoле пpакTиЧeски нe
oкaзьIваeт вЛияния на эвoЛюцию пЛoтнoсти энepгии, B гeнe'
pации Мoщнoсти BнeшниМ электр0магIJитньIм пoЛем пpинимают
yчасTие плoтн0сть элeктрическoгo т0ка с тепЛoвЬI]\1и скopoстяМи
заpядoвi Tенз0рньIe пoля пЛ0тнoстей дипoЛьнoгo, квадpyпoЛьнoгo
мoN{eнтoв, oбpащающиеся в нyЛь Bмeстe сo скoрoстяMи тeпЛoвoгo
дви)кeния частиЦ' !ля систeмы одинакoвЬIх частиц пЛoTнoсть

s 72, сuсmе,мь| чaсmuц с кgлoнosсКuм в?а,uмaаеIiсmвuем

эЛeктpиЧeскoгo т0ка на скopoсTЯх'Гeплoвoгo Дви)кения рав|lа
вyлю и пoэтoпIy мoщнoсть oIlpeдeЛяeTся значеIlиями пpoстpаI].
. , BeР  , o ,^  | pо r -BoД|  o х  r l апpяAрчнo . , l Рй  си . . o вЬ | \  o .  r ' ]

$ 72. Уpaвпeпия бaлaнсa эвеpгии систeM чaстиц
.  кyлot loвскиM взаимoДеЙствиeM

Для сисTеМЬ| электpичесI lи заря)кeI]нь lх частиц с пoтенциа
ЛаMи в3аипl0дeЙствиЯ

Uiь:  е,е lG* (G;д :  l /  r1 -  тд|)

o6щий вид уравнeния баЛанса энеpгии (70.12) сoхрaняется:
/,lс . dr \ -.-. dь' 0,1"

о l  , j  _ l  P  . . -  l l  рш / ' ' ' ,  \ 7 2 , | )
" \ i)t  

'  
d," / dj" о,т.

oстаeтся так)кe справeдЛивьIN1 вьlPах(eниe (70,23) lля пroшнoсти
внeшних электpиЧeсKoгo и Магнитнoгo пoЛеи на скоpoстях теп
ЛoBoгo дви)кeния зарядoв:

o Р о  l  А ' l '

' , 1 ' - | r  _  '  г ^  '  a " . " " : : 1 '  '  
| , , u '  o ' ,  % o  

'| ] ,  -  l  - с  '  l ,  
d .  

'  
2ч  d . , , 'dx '  

-

l ^.  
o J  J  т ,  / ]  

- ( г ,  
/ / B  ( r ,  / )  ,  ,  ,  ( 7 2  2 \

o л . r o " o  p а . t o x е . и .  { 7 l , l 0 . )  Д л я  \ l n ш l o . т l .  . и .  в l а r \ l о л l i . ] в J ч
ме)кдy частицaми

.  ^ N '

l l  ' r  /  -  '  
I  \ _ , , ' g , , .  .  

" . ' o . _ €  т ' l '  , ] ' L  | 72 ,3 !
^ |  Z- , ,  i l т .

Д(r) i- j

нeспpaBедЛивo дЛя систеМ зapя)кeннЬIх частиц из-за бескoнeч
нo бoЛьu]oгo pаДиyса действия сиЛ, BМестe с Teм пpи вЬIвoдe
п акрoс(oпиqeскoгo уpавнeния баланса энeргии MЬI д0Л)кньl ис.
пoJ. lЬзoвaТь ToT жe Meтoд' чTo и Лpи вывoде yравнeния баЛаяса
импyльса (69,11), пoскoЛЬку 06а ypаBнения oбразуют eдину]o
сисiему, Hа oснoвании свoйств d.функций и pавенства (65'13)
вЬlpа)кeние (72'3) мoxнo пpедсTавить в виДе

l , , ' i , с ( r+ €  г , _ € t | )

l ' ' '  au
\- ,," ,| а,t'

, l
r4/(. t) : *J,iv'

€  _ т'(0)e[6(г,+ {, rh(t))1. (72,4)
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для физичeских систе[ i  с  мeдЛeннo ^lеt lяющимися t lа taс.
шTабэx ̂  рaспpедeЛeнияilи Частиц и пoлeй фyнKцию аG(lг+
+ e _ r' r,Dlaxd ]!1oжI]o зa]!]eнить pазлo)кeниell пo стeпe.
няпr (( - (,)", так нтo

п, : flаи, J.rзс J,.{qq#ф-*Р(6,,_€,l1)+
a{r,) a(r)

-i#-Ц;#rc, с,,ttс" с,"l+ }Ё"i'
x |t,;z!(г + €  _ гl(r))cl.6(г,+ {, гд(t))] :

:'1' 1,' ц l аv,Щs!! м,о +
t t, t,. о l а,, i\ff} a" в',l
_ u,. t.' о l аv, оЗ!;!! og. q -

!o* - t'', l l u,, f$;ff ,t.,, о t
* а, - r'' о l аv, ffi;ff а" t,, о
_ irt'о l,,,ffiflq*G|'{) +',,' (72'5\

oтсюда' пpивoдя пoдoб!ЬIе сЛагаeМые' нахoдим

, :r\ *!,",с1"_.,11(,1",'4,#:-
.f ii,,,,fti" . ))-*'-*{ fi!ou'"t' - "' 1'

- (Ф,,r) _,,'';!: - )\ - ;',"-# "
' {- #Jo'"".'. r11(д.,,,;. u%!,;'') * )}. .,,'

B фигypных схoбках (72'6) стoит эЛeктpичесKoe пoЛe, пpeд.
стaвлeянoe ранee фopмулoй (69,7):

r , "  r г , l  l  -  *  |av 'c ,1"_" ' l l | , ' ' ' ' , , , - , , -d1!у" ' ' t '
L ;t-r,r

I L)z,[t tr '  t  1 1-t , f f i  '  
) .  

17271
B кaчествe мнo)(итeЛей при пеpвьIх и втоpьIх пpoизвoдI]ьIх пo.
Ля зI lачaтся пЛoTl loсти тeпЛoвoгo пoтoкa дипoЛЬнoго d/a.(г ' ,)
и квaдpупoЛЬнoгo qд,,a(г ' t) мoмeнтoв, oпpeдеЛeннЬIе фopМyЛами
(70,21)'  (70,22), ПoэтoMy МoщL]oсть кyЛoнoвскиx сиЛ в3аимoдeй
сTвия Мex(дy частицами Мо)кeт бьlть прeдстaвлeна в видe

!1r: | : i  F
| l - , r ' t l  -  t L^  d "  d " . " -  | о ' ' .  "  " -  t ' ,  { 7 2 . 8 J

iJrt, 2 iJ.rt,iJ.r"
Пoдстaвляя (72,2) '  (72,8) в прaвyю Часть ypавнeния (72, l),

пoлyчаeм уpaвнeниe ба'.Iанса энеpгии систeмьI эJeKтpичeски за.
pяженlJЬIх частиц в видe

/ О. '  0. \ -.  0t ' . '  Jо"
D , - , 1 -+ t - "  I  l  P " '' ' ' 

\ at i)ro ./ J.r" d.t."

л 'Е"  -  Е : ' ' , t
,d/F + I_i'\r'\ + ,tlt " "__:_:__________ _

l.r"

'  t  . , , " о2 | с "  +  с | ; . u \  l  l .|  
2 . f  

"  
i l r pA r ,  

- . , , t . . i  r ' 8 . , .  |  .  t 72 . 91

3десь элeктpивескoe лoлe .Еd oпpeдeЛeнo ypавнение]!1 пoЛя
в инTегPалЬнoй фopМe (69,7) или ypавнениeМ (69, l3) в диффе.
peнциаЛЬнoй фopмe:

|  , r r t t r  t  j  L l 2 о , ,  t r . t r
, ] i r Е _ 4 т | l .  ' г , / ,  _ : j : - - : j j - _  _  _  _ - -  _ , . .

L '  J r ,  2  h"Dr '  l
B  уpaв "еьи "  l 7 2 ' 9 )  .  Е ( г ' l )  _  п1oтчoс r "  nинр  иЧeскoy

эI]epгии тeпЛoвoгo дви)кeния часTиц1 пpихoдящаяся на eдиницу
Массы, Пoэтoмy Левая часть этoгo ypaвнeния ]t lo)кеT бытЬ npeд.
ставлeва в тepl{инаx темпеpатурьI и будет имeтЬ тoт )ке вид, чтo
и в ypаввeнии (70.16),

Уpавнeния балавса иlt1llульса и энepгии д,'rя систeпjьI эЛек-

тpически заpя)i<енньlx частиц (69, l l) ,  (72,9) спpавeлливьr при
нeperlятивистских скopoстях частиц' l(oгда ]tloжвo лpенeбpечь
зала3дьlва!]иeм эЛeктpoмагнитнЬtх взаимoдeйствий, oднакo изЛo
жeнный здeсь мeтoд Лeгкo oбoбщаeтся и на сЛyчай запаздЬlваю.
щих взаимoдeйствий,t



$ 73. Пpoблeмьr фopмyлиpoвки 3al{кЕyтoгo aппapата

,цинашtика системы N тoчeчньIx взаиNloдействyющих Частиц
пpедстaвлена 3- iV oбЬIкf l  oвенньIMи диффepенциальнЬlМи ypаBIre.
ниями втopoгo гlopядка или 6Л ypавнениями Ireрвoгo пopяДка'
кoтopыe oбpазyют за]t|кнутый аппаpат исслeдoваний. если на
этol! ypoвнe opганизации N!атepии извeстньl сиЛьl взаи]\joдeйствия
I! lе)кдУ частицаn и и I lачаЛьнoе с0ст0яниe систeмьI взаимoдеи'
стByющиx чaстиц,  ̂ 4атeMатический аппаpаT' 6азиpyющийся на
i1oкалЬньlх фyндамeнтальньlх закoIJах сoхранeния ЧисЛа частиц'
имп )лЬса  и  энeP |ии .  I  e  я вЛяe ,  с я  з амкнутЬ |м ,  э вo " rЮция  , 1ohаЛo .
ных значении п{ассьl '  3аpяда' тoка' энеpгии, имЛyЛьсa' дpyгих
пoлeвьIх динаlt lичeсхих фyнкциeй oпpeдeляeтся в ypaвнeниях ба-
ЛаI]са нoвЬ|Nlи пoЛевЬl]чи функциями бoлee высoкoй тeнзopнoй
pa r \ 4еpчoс , l и ,  Пoэ тovy  сфopv} '  r poва |Ь  l а v кну Iый  аппаpаГ
значи,г yсTанoвиTь ДoпoЛнитeлЬвыe фyнкциoнальньIe связи мe)к.
ду I]oлeвьI]!tи Динаl!1ичeскиМи фyнкциями, oтpа7кaющие физиче
ские 3акoнoNIеpнoсTи в oпpeдeЛeннoЙ систeме частиц и в oлpeдe.
J ' lеннЬ|х пpoцeссах, B такиХ задачаx теopeтические пpeдставnения
дoпoЛняются экспepиl leнтальl lыl{и свeдениями,

представЛeнный здесь ]!1етoд имеет oчeвидные npeиМyщества
еpел феьoveнo.] loги"Pскиvи | о.IPoениями уpавнeРий. пoсho. Ь'{}

дЛя всeх пoЛевЬlх динамичeских фуIrкций сущeствyют фopN]yЛьI.
oтoбPажающие их физичeскoe содеp)каниe на микpo. и п{акPo
ypoвнe oднoвpeIl1енIlo, 9т0 пo3Boляeт пoлyЧатЬ уpавнeния. кo.
тopьlltl дoЛжны пoдЧиIlятьсЯ дoгloлнитeЛЬнo плoтнoсти пoтoкoв,
yпpавЛяющиe эвoлюциeй энepгии и имлyльса, Tак, oбщee ypав-
нение 6аланса импульсa (67,2l) сoДep)кит дивepгeнцию тeнзopнo.
гo пoЛя кинeтичeскoгo давлеIlия P' l(r ,  /),  Нeпoсрeдствeннo тeн.
зoр Pdf вхoдит в ypавнeниe 6а'. lанса энeргии (70, l2), Сpавнивая
oпpе'цеЛel lия р"l  ($7.|2| и скаляpнoгo лoЛя плoтнoсTи киI]eти.
Чeскoй энepгии (70,6) '  oбoзна.{eннoй пo тpадиции пoсpeдствoм
p(г. f) € ( r '  t):
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r г N
P.'"(т, i) :1 

| '  m',1i11i.j(т + €  _ т;t)) . lЗ{,

A ( г )  ' - l

. " N

/ l { r , / l . l r . / l  i  | ' - j , . а t " .4  . . r , ' )а . с '
A(г) "  ,

видим' чтo }Дaoеннoе знаЧениe пЛolнoс,l i  кинетичeскoй )нep.
гии _ этo сЛeд тeнзopа KинeтиЧeскoгo давлeния:

I
р| r ,  t 1 . f  '  t )  _ ;P ' . ' ( г . i  | ,

2

Если найдeнo ypавнeниe эвoЛюции тeнзopа кинeтиЧeскoгo
!авления. ro уpавнeнир ДЛя пЛoгнoс1и кине1ичeскoй 'нрpГии
мoжeт быть пoлученo из негo пyтеM вьlчислeнЙя следа тeнзo-
pа Р.t, '(r '  t),  oпрeleление тeнзopа давЛeния базиpуeтся на зна.
t{eниях динамиЧeских функций r '(t) '  v i(t) в oкpестнoсти ка)кдoй
пpoстpанствeнI]oй ToчKи r, сЛедoватeЛьIlo, ypаввeниe дЛя P. l , '
как и дЛя любoй пoЛeвoй динамичeсKoй фyнкции, мo)кеT бьITь
пoЛуЧенo пyтeМ диффepeнциpoвания P.o' пpoстьlх пpеoбpaзoва
ний пoЛyчeнных выpа)кeний и ислoJьзoвания yравнений динами.
ки систeмы взаимoдействyющиx частиц, Уpавнeниe дЛя тензopа
киIleтичeсKoгo ДавЛeния в сooтветствии с этим мeтoдoN1 бyдeт
имeть вид

(a  - , , ' u \ "^-o  ! ! -  -  o  \ \  D  a t . ,  ' J  D
\ , l t ' ,  л ' "  1 . " '  

"  . ' .  t1е '  
. , .  

i l r  "  гo laJ ;  +

$ 73, I7pa6лемьl фop'$!лupaвкu 1aмкнlmozo annapamа 353

; . . ; ,1  _  4 . " . , ' . "  -  4  г , l i J ) . / J{

/  ^ l , t т  '  , r r , '  \
l , . i : |  t , :  ^j  l6 rг .  (_r , ' i ' ) . i . t '  t7J  I l

ox, /

l г
A J

l t \ -
a(o;=1

B этolr ypавнeнии пoявЛяeтся тензop тpетЬегo paнra P,,po'
oпрeдеЛенвый фopмулoй

""r"(.,0: i J
.\{г)

]цы видиN1' чтo peшeниe пpактичeских задач дина]!1ики мнoгo.
ЧaстичнDlх сис]eм дoЛ,кr]o сoдер,haтЬ и фoрм\' rpoвI(y ypавнениЙ,
пятЬ фyндамeIrтальньIx ypавнeний 6аланса являются базoвыпtи
пpи pазpа6oтxP нPoбхoдиlt lь lх гropeтичeских мoдeЛeй'

Bмeсгo динамически} фyнкuий' oпpе!еЛяющих свoйства си.
стeмь! чaстиц в тpeхмеpвoм физичeскoм прoстpанстве, l\'oxнo
испoльзoвать для тoй )кe систeмы частиц аtlалoгичllыe нзбo.

ры функций в-[Ieстимеpнoм пpoстpанствe вoзмo)кнЬlх кoopдинаT
и импуЛЬсoв, l lри Tакoм пoДхoдe числ0 частиц с кoopдинаTами
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в oбласти A(r) и иNlлyr1ьсаМи в инTepвалe A(p) пpoпopциo.
на"qьнo^фyнкции PаспpeдeЛeния, ШeстиltеpньIй э,]eN1eнт oбъеNlа
\(r) A(p) так)ке дoЛжeн 6ытЬ физиЧeсkи бeскoнeчнo маЛьlпl,
Интeгpaл пo иlllпyЛьсам oт фyнкции pаспpе'дeЛeния бyдeт прo.
пopциotlален чисr ']y частиu в A(г), Дpyгиe пo,.]eвьIe динаltиЧeскиe
фyнкции lt loгут бьIть oпpедe"leны как иl lтегpаЛы oт функции pас.
прeдe"!eния с oпрeдеЛеннЬ|]\jи вeсами, нo пoскoльку в oкPeстнo.
сTи A(г) тoЧки r частиl l  зr]ачитeЛЬнo бoЛЬше, чeм B шeстимepнoй
об.rасти ̂ (r)^(p)'  сoxpа|]ить пoJleвьIe динамичeскиe фyнкции
гJIадки]tlи t!1oжllo ToЛЬкo пуTеI1 их перeoпpедеJeния на бoЛЬшиx
Mакpoмасu]тaбах,

KpоМe тoгo' oбщие ypавнeния дЛя фyнкций рaспpeдeЛeния
так)r(е не явЛяюТся заМкнуTЬlми. Уpaвнeния баЛанса, пoЛучeнIlыe
.|а ба'е .аM{ |yтых l{инeт,,{Чrски1( VрзЬFer.rй'  сo!еp)^аt сдeЛанньIe
в физи.reскoй кинетике дoпyщения, Kа)кдoe кинeтичeскoe ypав.
нeниe лoрoждает свoю систeNly ГидpoдинаMичeских уравнениЙ'
Излorкенный здeсь мeтoд пoзвoЛяeт пoлyчить фyндаMeнта,.Iьныe
гидpoдинаМиЧeсKие yPавнения нeл0средствeнIJo нa oснoвe yрав.
в е н и Й  д и н а l l и к и  ч а с т и ц ,

эффективный практиЧeский Nleтoд фoрr\ lyЛиpoвки замкнутoгo
аппаpатa исслeдoваний в систeмах l l l t loгих частиц базирyeтся на
пoстpoeнии и иссЛедoвании N!oдeЛеЙ кoнкpeтньIх сpeд и физичe'
ских пPoцeссoв.

$ 74. Идеaльная )кидкoсть и идеaЛьньIй гa3

[. Уpавlreirия баланса имлyльса и eнеpгии идeальнoй
)к'rдкoсTи; aдиaбатичeскиe прoцeссьI. из oпрeдeЛeния тензopа
кинетиveскoгo давлeния (67' l2):

г ' ' ' r г . i ' _  ]  |  Г , , , , , ; ' , : " t .  | (  г , ( l J ] . / J { ,

a(r l  ' i= l

I lспoсрeдствeннo виднo. чтo и3oтpoпнoмy распpeдeЛeпию скopo-
стeи тепЛoвoгo дви)кения' лpи кoт0p0м дЛя xa)кдoи сoвoкyпнoсти
Частиц в A(r) с сyмlt lаpньlм импy'1ьсoп{ ?r(г,t) сущeствyет сoвo.
кулtloсть с пpoTивoпoлo)кным импyлЬсoм т(г.,).  сooтвeтствyeт
сoстoяниe с тeн3opoМ P.'" (т' l) : 6.l"p(r' t'), Teнзopнoe lloЛe давЛe-
ния в тaкoм сoсToянии свoдится к ска'1яpнoмУ, пpичем Poo:3p

t

Умнo)киNl oбе.IасTи ypавнeния (73. l) на тeнзoр а.r3 и пpoсyNl
миpye l  пo.!,  J,  найдеNl

^10 -a\  .0 , "  0 . .' \u'  " i .), ,ьr i i , i  t  n","r, ' '  2(t l ' ."" 'r(г./| l l  |г '/]],
( 74 . 1 )

гдe лoкaЛьньIe мoщt]oсти внeшних сиJr l l ' (ехt) и сил Bзаимo.
дeйствия мe)кдy частицаN!и I l .  oпpeдeлeны фopмyлaми (70. l3).
(70, l4), свеpтка PJ,d сoвnадаeт с yдвоенным значениеМ l lЛoтlJo.
сти кинeTическoгo пoтoKа тепЛа l ./"(r. .),  oпpедeленнoгo фoPМy-
лoй (70,8), диBеPгeнцию пoля с(opoстeй в (74,1) Nlo)кнo исKЛю.
чиTь пpи пoмoщи ypавнеl]ия нeпpeрЬIвl]oсти' так что

9 74 Иdеаjbнач {"dко.Фb d "d.а,Lьчu'ь 
.а ,

з,'"rc(fl+ x fi)tw 'l"l +zD! : z1tl,t.*l1" ' ц + rl'(г, r)),
t74.2)

дЛя рaзpeхreннoгo газа взаиNIoдeйсTвияМи в пpаBoй части
lгoгo vpавнeния I ' loжнo прeне6pе"ь, Если. кDo\I{. -oГo, oтсyт.
ствyют истoчниl(и тепЛа, т0 равна IlуЛю дивeргeнция телЛoвoгo
пoтoка' Уpавнениe \74.2) ь э-|oм слуЧаe имeeт peшeниe

},(r,t)p 
5,,3(г. t) = соrlst (вдoЛЬ,lиt lии тoка), (74,3)

Mы noлу.rили уpавненuе аduaбamuцескaеa npoцессa B ИДeaлЬ
ноNj газe- B pазpeжeннЬ|х гaзах пpи yка3аняьlх пPедI]oлoжe|Jи'
ях могут прoисхoдить тoлькo адиабaтические пpoцессьl,  далее.
с p а в н и в а с  n г р е д е .  е l l и ч  Л а в 1 р н и я  1 , / г ,  / \ ,

и Tемператypы ?(г. l) i

з
p ( г .  / ]  ( г  i  )  =  : l ( г ' , ' Т ( r , , ) ,  ( 74 , 5 )

2

виДи\! ,  Чтo в oкpрстнoсти ка)к!oЙ пpoс Ipанс, l  веннoЙ |oчhи вЬ|.
п0Лняeтся уравнeниe сoстoяl]ия идeаЛьI]oгo газа

p(г' l)Е(т' /) : f, n,' ' ' . . ' ,1 = f;n'r ',, '

р(г '  i )  :  l l ( r .  /)Т(г '  t )

(7 4.4)

\7  4 .6 )

Испoльзyя уpавнeлие сoстoяния (74,6), мo)кнo пoЛyчить и3
уравнения (74,3) аДиабатичeскиe сooTнoшeвия мФкду даBлеllием
и теvпep.-уpoй. п,]o-нoстЬю и теvгepат}po;'
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a(Р"r + o"r)
0tf

(7  4 .7 )

Э.Гa gpавне|tuе Эliлеpс| duнФ|tuKu цdеaLbнoli эюudKoсmц-
B тoм xe пpи6лижeнии из o6щeГo ypавнeния баЛанса эI]еpгии
(70 .12) :

!, o'. '  '1 u0,.,1r,",. i  ) {P"' -.. 'u;" '

+ #(q' + ч|\'''.| +,lJ'r'*,) : п'l.*'l'

сЛедуeт ypавнeниe баЛанса энергии идeаЛьнoй )кидкoсTи в видe

пoлe скoрoстeй идeаr1ьнoгo газa oпpедеЛяеTся ypавнeниеM
ба,,rанса имлyльса (68.8):

в кoтopoм мo)кнo пpeнeбpeчь теl]зopoм напряжeния Лo сpавнeнию
с тeнзopoм кинeтичeскoгo давЛения' а также скаЛяpныNt дав'
. , lениеnt пo сравнению сo скаi lяpныv Jавлeниeм' oбусЛoв,1енньlv
взаи!loдPй.гвиent между а1olиаvи и мoЛeкyЛами, д,1я )ки,0кoсIей
и плoтнЬIх газoв этo пpибли)кeниe нeспpаведливo- Teнзop вапpя.
) '(eЬ,]й oпреде, lяе| взdичoдe;сГвия uа.тиц o6lасти Alг) r часIи.
цаМи сoседниx oбЛастей, pасЛo' ']o)кeнньlx на pасстoяниях пopядка
pаДиyса  в ] аичoдейс | в ; я ,  Э t l  в r аи r l oдрис . вия  t а в r . я Г  o т  - pаДи .

eнтoв кoп{пoнeнT пoЛя скopoс'ГeЙ Й нe являl0тся изoтpoпнЬIми,
BмесTе с тeм пpи нe сЛишкoпl бoльulих скopoстях измeнeния
пoЛeвьIх динаNtичeскиx фyнкций в MaльIх пpoстpанствeнньlх oб.
r. lасTях oбьIчнo УстaнавЛивается сoстoяниe тepмoдиl]амичeскoгo
pавнoвeсия, Bлияниe внyтpенtlегo трeния и тeпЛoпPoвoднoсти на
такие дви)кeния мo)кIJo нe Учитывать и пoл0жЙтЬ в уpавнении

(rs * "o) '" *

,  (* * "o')  "*o,

,(fi*"v)с*ла*"=o (74.8)

Здeсь '(r '  t) = . + l/ _ пЛoтнoсть пo"']нoй энepгии,

2. Интrгpaльl Бepнyлли и Лагран'Q-кoшIи дBиtкеltия
идеальнoй I(идкoсти. Бyлeм сvитать, чтo внeшнее лoЛe, в кo.
тopoм нахoдится жидкoсть. явЛяeтся пoтeнциаЛьньIlt{ '  так чтo

З57

в ypaвнeнии Эй,repa G = _vя. исклюЧиM' t(Рolle тoгo' вьIpа)кe-
ние (v V)v из этoгo ypавнel]ия пpи пoltoщи тoх(дeства

s 74, Иdеальнaя Nudкoсmь u udеаnbнbLii ёа3

I ^

; V r l  _  1 v ,  V 7 r  _  \ v  Г o |  v J ,
2

Тo-да ypав/ePие балаPс" иv-y"гЬсo иДеальнoй жP!кo 'тy
имeтЬ вид

L t v  - t t 2  \  V P- _ l v V г U r v | _  ' \ , . ' , /  _  
, ,

(74.10)

Урaвнeниe 6а, ' lанса энepгии идeальнoй xидкoсти (74,8) N!ox.
нo пpеoбpазoвать пpи пoпloщи ypавнeяия нeпрepьIвнoсти:

(74.9)

будeт

(74 .11)

наидeм

(7 4.12)

(74 .13)

(d/dt _ сyбсTанциoнаЛьнaя прoизвoдная)' B рeзyльтатe

d ^

d t -

,цoбавиN к o6eиNl чaстяsl этoгo уpавнения .nu.u"'o" 
*g

Toгда лoлуним

А,r v,1.vu  -  ^-VP -  *
or  I

и пoслeДI]ee слагаeмoe в ypавнении (74, l0) Nloжнo
на vi1.. Уpавнениe Эйлepа прини,\lаeT вид

(*." "),=i'
P  d  ^d  / l \
p2  d r "  

' d t \p J

* ( ' . : ) : : * ,

ff {,,,.,ot") : v(!."

( ; )

oтсюда виднo. чтa mеnloвая фgнкцuя |1лИ энma]bnuя u =
: € '  + Plp является функциeй тoЛькo P, пpичeNj пpoизвoднaя
этoй фyнкции pавна l/p, Слeлoвaтельнo.

.'0

(74.t4)

(7  4 . \5\

из уpавнeния (74, l5) непoсpeдствeнIlo видl]o. ЧTo сyщeствy.
ют пo кpайней ] ltepe два ,,]Ьге|pаЛа движения идeаЛDЬoй А/д.
кoсти, Пepвый из них и 4eе] мeс]o дЛя стациoнаpнь|х течений.
KorДa av lDt : o и v = у(t.у. z). тoгдa пoсЛе уrvнoл<eния (74' 15)
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нa eдиниЧньlи вeктop v/1r скаЛяpнo Jleвая ЧaстЬ эTогo ypавнeния
oбрати1.ся  в  нуЛЬ '  и  мЬ l  будeп!  иMeтЬ

.4:

358

гдe yЧTенo' чTo пpoекция гpaдиeнтa нa налpавJleниe ск0рoсти
есTь прoизвoднaя пo напpаBлeI]ию линиЙ.ГaKa df dI, из ypaвI]eния
(74, l i j)  с,reдyeт' чTo

,1 ( i*.* '):o i7416)
: "  ( { . '

мЬI пoЛуЧиЛи уpaвне||uе Беpнц',lлul связьIвающее вдoлЬ Ли.
ний тoка скоPoстЬ'  l loтеr l l lиаЛ вI]ешнегo пoЛя и тeпЛoByю функ.
I j F '  l ф \ |  / J r | ' '  1 а в  | P  и ч l  . ' а  и o  а р , | o | o  п o l o h а  и Л e а  l - |  o ' |  , l ' и Д .

кoсти,  .Ц ' lя  нес)кимаeMой )киl1кoс.Ги этo yРавнение сoдер)киT дав.

т
+ р + t l '  :  сol lsL (вдoль линии тока). (74.17)

i  *,* !:  сons| (вдoЛь Линии Toка) ' (74. i8)

ff + j{vtl), +я+.,: ltr)' (74 .19)

!ругoй иlrтегpал движения сЛeдyеT непoсpeдсTвеннo из уpав.
р r  ; р  l 7 4 , | 5 ]  л '  "  бР , в ,  r ревo  o  лв^nPАия  иЛeаЛLнo t  / к tД \o . , и ,

B , о v с ' }  " '  r " t  v  0  ' , 1 РДoва | е  | ЬРo ,  п o | Р  ( { opо с  F  I o l p д .
дсЛяeтся oднoй фyнкциeй пoтeнЦиzЛo]\{ скорoсTей v : vx],
УPaвненис (74, l5) пpиI]имаel. вид

/ i t '  \  -v{-- . ; /v , . ) ' ,p  , I  0
\ J /  z  /

и Легкo ипTегPиpуеTсяl  так чтo

ПрoизвоЛЬная фyнкция /(f) дoл)l ,(на oпредeЛяTься из гра-
ничнь]х услoвий, УpaвIreниe (74, l9) на3ЬIвaется uнmееpалa\|

"|lаеpaнэюa-Kol1,1u, Bмос,].e с ypавнениeN непрерЬlвнoсTи и yслo.
виP \ I  6 аOoтDо г . o с . и  ( 7 1 l з )  , I o  }Uав | , L ' | , е  о бра ' ) Р , l  . а v {  | ) , l y o
сисTеNly yравнeний дЛЯ двyх фyнкЦий ф и. '  oпpедеЛяющих
бсзвихpeвoe дви)кeниe идeальнoй )кидкосTи' всли вьlпoлнснЬI
yсЛовия нeсжиI аeмoсти, Тo иriтегPаЛ Лaгран)кa-Koши пpинима-
eт вил

a , t^P
j  ; ' v  

.  '  / ( , ) .  t 74  201
I'

s 74 Иdеt1лbнaя 1{udl.осmb u udеahньu| 2!:13

A1lф. t) : 0, 1.74 2t)

,o,} *o,:  o (vp = vЛ, \7 4.22)

Уравнeниe непpepьrвнoсти пpи этoм свoдиTся к yравне|lи|o

0p
Ё+ф dn.v:O '  (74 ,2З)

дивергelrция oт oбoих сЛагaсмЬIх yравнeния (74.22) дает

359

а пoтeнциаЛ скopoстсЙ являeтся гаPNIol]ическoй фyнкциeй, yдo
в']етвopяюЩeй ypавнeнию (66. l8):

3. Звукoвьre вoлньr. г lайдeM ypавнение pаспpoсTpанeниЯ Nrа

"1ьIх вoзNlyщeниЙ в п0кoящeN4ся pазpе)кeннoп! газе' кoгда скo
Oo . г L t , о |  , ' l  | н  и с  л ав ' P | , ' ] Я  р  р -  р , и  ' ] ,  о т  | o ' т y  /  Л  r o
oт пoсTоЯн|lЬIх pавнoвесI|Ьlx зна. lений po' po N1алЬI пo сравIleнию
с ?0' pl] и иМеIoт пеpвЬJй пoРядoк пlаЛoсти, B уpaвнeнии Эйле
pа и в yравнeнии r iепpеpьlвнoсTи пpи эToпj Мo)к|lo l lpeнeбpeчь
]VIаЛьl l !и втoрoгo и бoЛee высоких пopядкoв, тaк чтo ypавнeниe
эйлера (74,7) лриl lипjаeT вид

дифферel lI lиpyя пo вpепjeни уpaвнeниe нeЛpeрыв]IoсIt1 \7 4-2З),
бyдeм иrviетЬ

а .. D,р
pn  ' i r \  v  - ,  -  0 .

И  | / 4  ) 1 \  и  l 7 4 , 25 )  г o r )  . e ч  1  ч2161 ,  66 ' r 11ца ;1  ' 1

(? 4 2ь)

орф o,: o (74.26)

Здесь симвoлoм <3' oбoзнaЧeна прoи3вoдная вдoлЬ aдиа6атьl,
Пoдстaвляя эTo вьIpа)кение в ypавнeниe (74,26), нахoдим, ЧTo

/ , o  .  d i \ '  -  +  д l ' : 0

Ap . | |vgг . ' |Р  
" '  [ ( : : ) ' -  

;  (o | ; " )  o ,  ' ,^u '

B pазpеlкеннoм газe пloгyT I lpoисхoдитЬ тoлькo адиабатиve-
ские пPoцeссьI, Пoтoпry давЛeниe и пЛoтIloстЬ вдoЛь J.]инии тoкa
связанЬl yравнetiиеМ aДиa6a.|Ь1 (74,З): pp 5/3: сon"t '  .Цля мальrх
в0змущeниЙ из этoгo ypавнения иN1eeM
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pаспpoстpанение IмаЛьIх вoз]\ lyщeниЙ плoтLloсти
Це ЗвцKoвьIх 60,1и, удовЛeтвopяющ|1х вo/1].|oвoмg

прoисхoдит в ви.

ГЦе сs _ ск,opaсnb pавеI l ствoNj

Kак нeтрудвo лoказатЬ. воJнoвoNjy урав}Jeнию удoB.nетвopяют
также давJениe p и скopoстЬ v'  скoрoсть звука зaвисит oт теttпе.
pатуpЬI'  дейсTвитeЛЬнot из уpавнeния ал,uбu,o' , '""", }: !! '

. lp  Jр

Испoльзуя vpавнение сoстoяния идеа.l]ьнoгo Гaзa B BИ;,e t! = щ.

гдe / l  -  N1oЛекуЛяpный вeс' л..u.ou," no",o"""," '  nu{o^"nl,

П a,^..: V \.й/. : \7 4 .29)

u} _,з^o:o' (74  28)

Tакипl oбpазol{ '  скopoсTЬ звyка в pазpe)кeннoNl газe пloжнo
сЧитаTЬ пpoп0pциoнаJ,]ьнoi кopt]ю квaдpат!]oI{y из TемпеpаTуpЬI'

$ 75. Уpaвнение Haвье_Cтoкса

Сильl  вt lyтрeнвeгo трeI lия вoзникaют в сpeде'  eс"ти oтJ. lичва oт
нy',]я pазнoстЬ скopoстей в сoсeдниx тoЧках |"(г + dг) r i '(r) :
_ ' ' "  u ,  е  е с l и  нe  DавнЬ |  P . ' , о  прoи l вoДPЬ . e  

,  
Пр " , , .

ставиNj су]\ lп{v Teнзopoв кинeтичeскoгo даBЛeния и наЛряжeвиЙ
в видe

Р.t3 - o.\r : Pd,',з _ a"3' (75 . l  )

lii 
а.i _ вяlкui meн1ap нanpяJrенuЙ' paвнЬIй нyЛю пpи

; 
:0 u . ']инeйнoпt пpибЛи)кении тeпзoр do,1 яв'rяeтся Ли!ей

"  J t .  ^
нo; функUиPй пDoизвor]ЬD.х 

;J  , , '  
тaK кaK d ,  .  иI\ ' l leтpиuчЬ|n

тeнзop'  oн^\lo)<eт зависeть To"1ькo oт симNleTpичньIх кoMбинаций

'"""opou 
' , , ,o,  

Ho ' , ]ю60и -eнloD в1oD. 
; l t

J , | ,  
) г o  p а н г а .  и  l е н . o p  _

в ToNl  числe'  м0)кнo пpедсTавить в виде сyМI{ьI трeх тeнз0.

0с.
0:13

s75 уpавненuе llавье-сmoкса 36r

рoв: сиIмметpичI l0гo с pавнЬIпl  нулю следoI{ i  антиси]\ lМетpичl]oгo
и диаГoналЬнoгo:

|  /  i J | .  J г .  2 .  J l ' '  \
2  \ . , l л з  D l "  З - " ' J t 1 )

-i(** *)*},",ff' rъ,zl
C . l е л o в а l c л ь н o ,  с ) д e с г в ! ю  . o 1 Ь h o  д в J  т е н - o p . ,  ] и н e ; i н o й  к o \ I .
бинациeй кoтoрЬIх явЛяeтся ; . rJ '  т ,  е,

.  ( D , "  | ) ' ' .  2 .  а i ' 1  \  .  J ' .
o а .  _  0 |  ^ -  - -  ; ^ . ' , -  J  .  ( 0  ' - , .

\oJ o lo ' J  o-т.  /

Koэффициeнтьl 0' ( называются |.oэффuцuенmaмu вязкoсmu:
сдвигoвoй и oбъeмнoй сooтвeтственнo,

ПoдстaвиNl тепеpЬ (75'1)' (75'з) в yравнениe баЛанса импy,.rЬ.
са (68,8), Пoлy.rим

/ a , i] l ." \ оP
/ ,1  ; : , '*+,  * l+,  :p( ;"+

\or or" /
О  |o ,o  , J , ' '  2 "  а , . \ l  ; ]  /  "U | . \* r,\а^ - 

"-- 'i ' ',b'. /J - ','." 1.,, 7 ',"-,
кoэффициeнТЬl  вязкoсти зависят oT дав"qeния и тeI{пеpатypьI l

нo дЛя Mt]oгЙх задаЧ иx мoxнo считать пoстoянньtпtи,  B этoпt
пpиб'.iиx(eнии уравнение ба'1анса Й]tIпyr1ьса прини[Jаeт вид

ta" . , r . "\  , lP  . , ,  ^ o! ,  r ' !  ,  u ' ' ' -
, , \ а , ,  , , '  

о '  )  
-  

n ,^  n "  \  a , : ' l l '  '  \ з  ' ] a r " ' J x -

= _v P + pG +ll" + ({ +с)в"u1с:tjv, (75'5)

иЛи

p{  ;+vv  l v

Уpавнeниe (75'5) нoсит tlазваниe lpaвненuя LIaвье Сnoк-
.d' Koэффициeнтьl вязкoсти! сoДeр)кaщиeся в этoМ yравнении'
дoЛЬьь. 6Ь.тЬ ].д2чы Ua oсPoвaчии пpедвapи|е |"PьI} и-\ lPрeний
в oпpeдe"leннoй жидкoсти иЛи вьIчисjeнЬI пpибЛиженнo на oс
нoвании киI]eтичeскoгo yравI]eния БoЛЬцl 'Iанa дJя paзpexеннoгo
IaЗa,
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$ 76. 3амкнyтая системa ypaвнений гиДpoДиIIaMики
f , в ^ '  v t  . l "  в o  в O . v р  l .  t o . l o q |  l L  l | ' . , P n l | р с \ и  r A ; | / а  r D |  l \

i |а п!асштaбаx A(г) сPед oпpeдеЛяется в кЛассическoй гидpoди
. 1 I |  { F  , . \ l к | - \  ^ '  ' , |  . , e м o j  \ J : l в  ' Р l , J l  ,  . o л o о . а |  Р ' ]  y p а в ч '  I l . е

l ]е I lрeрЬIвнoсти:

dr\,,,t ,
, | !  

| , 1 i \ l P '  v  г , / ] l  0  r / 6 , l l

ypавнeJ lие l{авьс-СToкса:

l , t  \  , ,
, l , ,  'oJ '  VP '  гC , lAr  ( ]  . ) : ' , ' ' J : '  ' ,  r zoz l

vpавнение баJIzнса энеPгии в виде

1., ГоЙсnеnн Г' кnассическая Mсханикa изд'2 е / Пер. с анlt tц'
наyка' l975'

2 ,Ланс]ац jI,'n,' jlu4)u1u11 Е,l'4, мeханикa Изд 2 е l\.: Hаука,
1965.

3' o]Lь\aвскun и'и куpс теopеTическoй NleIаI iики ,1!я физикlrв,
изn 2 е, rц, из,'r.вo мoск, yн та. 1974

4' nеp хaаp Д, oснoвLr гамl lЛЬтонoвой мсханики / Пеp с анl l  ,ц,:
Наyка. l975

5 '  сuп l  /1Lю-  'n -  к iассическаЯ динаMик,  /  Пер,  с  анг l  м ' :  ФизN{ат
гиз' l963.

6 Бо?0,1ю6ов IJ'|1 . л4 |npanoл1'I:liuЙ Iо,А, AсиMптoтиЧес]!ие N1еTо

дЬ| в теopии нсЛинейxых l (oлсбаний'  изд 4 е '  Д1.:  Hаука.  l974,

7 '  Ба,1ескц P,  Равнoвес| lая и неравнoв
ка /  Пер'  с  анln '  rц ]  миp, l978'

E- x|еdве.)е|J Б. в Hача.]а теopстиЧeской физики l'\ : Hаyка' l977'

9 Ланааg ' ]I ' J l ' . . j luфшl1ц Е,]t  Тeoрия пoЛя Из,1.7.е 1t ' :  I]аука '
1988.

|о JtанdаU 'Л-J l ' .  Лuфluuц Е, lИ ГидродиI lаNlика изд 3 е,  м ]  Hау-
ка '  l986

1|, 'цaнdс|g Л'Д ' Jll1фu1uц Е.,44 эr|ектродинаNIик! сl|noшIlых срсд
изд,2.с.  м :  Науxа'  1982.

12 l,lлbl.,|!1uн А '4 ,цеxаllика сЛ.пoI!нoй сpеды' изд.2.е, м'] изд.вo
мoск.  yн Tа '  l978,

|з, АpноJbd B' И'' KoЗ,1oв B, B,' неn1unаd|l1 ,4. и матеMатически€
аспектЬJ к.1aссиЧескoй и нeбссной j l tеханики //СoврeменньIе пpо.
бJеNlЬr NlатсNl , Iики'  Фундамснта:rьные напpав,]eния, T,З (итoги
наyки и тexн'  BиHиTи AH сссР),  м. '  ]9B5, С 5 304'

14,  Вu,1ь1се B 'Г '  Тeоретическая Nlеханика'  Изд, 3 'е '  сПб,:  Лаt!Ь '
2003

|5' o|bхoвс||uii I,I' И'' Павj|енкo Io, Г,' Кц]ь'Iенкaв 1' с, задачи rlo
теоpетичсс,<oй ьIеxанике для физикoв, изд.  2.e СПб,:  Лань. 2008,

| b ,  ̂ , , ] , . P  Г Л  l " p i '  B /  . o o р , | , , (
нике,  Изд,2 е,  r\4 :  Hаyка.  ]977,

|7' Дj{ефIlpuI: Г ' свupлс Б' мстoдЬI NlагемаTическ0й физики,
BьIп,  l  /  Пер с англ,  М.:  r '4ир, 1969,

ЛиTЕPAтУРA

'C; , .,',:'"1 * у, i;. 0,
где

(A .  , a .  2 . , t , \  
"  

A ., l \  
' . , , - - ,  . , , ,  ' 0 , , ъ ,  ]  

( ] '  
a '

. оT
"  

- -D t ! '

,7 _ кoэффициент тerrлoпрoвoднoсr.и. z> 0,
Bшteстo ypавнerrия (76,3) мo)кет быTЬ испo'1ьзoванo

ypaвнeние лeренoса тel lЛа:

- . l o '  "  
i , *  \  r t  t i ' r^  r , )  2  . t , , tt "  \ , t ,  I  u '  l - z \ t , . .  , , . - i " , , , . )  

'

' . l J , ' \  i J  I  J l  \  , - г г '' \ : "  
) ' o . . \ ' u , - )  

t ' oo '

Пpсl i l loлагаeтся так)кe,  чтo зaдal]Ь l  yравнeния сoстoяl]ия:

P:  P |p 'T ) '  Е  :  € \ p 'T ' ) ' (.76.7)

(76,З)

(76.4)

(76.5)

oбщее

BNleстo пЛoтнoсти энePгии как фyпкции пЛотности n4aссьI
и TеМпepаTyрЬI Мo)кет бЬlгЬ задана энTpoпия как фyнкция тeх )ке
аргyMентoв: s : s| 'p.T),

Пpи pавньIх нулю кoэффициeнтах вязкoсTи 4' ( и TепЛol lpo
BoД'Аoс'||4 и эти ypавнeния свoДятся к yPaвнeниям идеaльнoй
)кидкoсти,


