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К читателям серии пособий  

«УНИВЕРСИТЕТСКИЙ КУРС ОБЩЕЙ ФИЗИКИ»  
 

На кафедре общей физики физического факультета МГУ им. М.В. Ло-
моносова создан и готовится к изданию «Университетский курс общей 
физики», предназначенный для студентов физических специальностей 
вузов. 

Курс охватывает четыре раздела: «Механика», «Молекулярная фи-
зика», «Электромагнетизм» и «Оптика». Отличительной особенностью 
данного курса является то, что в нем в методическом отношении осущест-
влено единство основных форм обучения физике: лекции,  лабораторные 
работы и семинары. В системе университетского образования теоретиче-
ский материал излагается в основном в лекционных курсах, а умение ре-
шать задачи отрабатывается на семинарских занятиях. Развитие навыков 
эксперимента и анализа его результатов происходит в процессе занятий в 
общем физическом практикуме. В связи с этим, каждый раздел курса со-
стоит из четырех пособий: «Лекции», «Лекционный эксперимент», «Ла-
бораторный практикум» и «Методика решения задач».  

Каждая глава пособия «Лекции» содержит материал базового уров-
ня, соответствующего программе курса, и отражает современные тенден-
ции и технологии физического образования. Лекции по каждой теме со-
провождаются демонстрацией основных физических экспериментов, опи-
сание которых  представлено в пособии «Лекционный эксперимент». 

Пособием, позволяющим развивать умение решать физические за-
дачи, является «Методика решения задач», которое составлено с таким 
расчетом, чтобы им можно было пользоваться для самостоятельной рабо-
ты. Весь материал разбит на главы. Разбор задач всех глав проводится по 
единой схеме, причем каждую главу можно прорабатывать независимо от 
других.  

Неотъемлемой частью курса общей физики служит лабораторный 
практикум. Материалы пособия «Лабораторный практикум» достаточны 
для самостоятельной подготовки к выполнению работ. В связи с этим в 
пособии имеется как общее теоретическое введение, так и более подроб-
ное изложение теории к каждой лабораторной работе. Кроме того, в каж-
дой работе сформулированы цель и идея эксперимента, дано описание 
установки и подробное изложение последовательности проведения экспе-
римента и обработки результатов. 

Все пожелания и замечания по пособиям курса будут с благодарно-
стью приняты и рассмотрены на кафедре общей физики физического фа-
культета МГУ им. М.В. Ломоносова.  
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Раздел «Электромагнетизм» курса «Общая физика», который в 
классических университетах изучается студентами на втором курсе, 
является одним из основных, так как материал этого раздела созда-
ет базу, на основе которой строятся практически все последующие 
курсы. Большая часть программного материала, связанная с умени-
ем количественного решения конкретных электродинамических 
задач, приходится на семинарские занятия. Выработка умений, на-
выков и методов решений огромного числа типовых задач, конечно, 
не может быть реализована только за счет часов, отведенных на се-
минарские занятия, и подразумевает большую самостоятельную 
работу студента.  

В связи с этим становится чрезвычайно актуальной проблема 
разработки общей методики решения задач по разделу электромаг-
нетизм, которая с одной стороны упорядочила бы и унифицировала 
планы проведения самих семинарских занятий, а с другой стороны 
стала бы руководством для самостоятельной работы студентов.  

Впервые важность этой проблемы была осознана более двадца-
ти пяти лет тому назад бывшим заведующим кафедрой общей фи-
зики профессором А.Н.Матвеевым, который под своей редакцией 
организовал выпуск серии книг по методике решения задач по всем 
разделам курса «Общая физика» и в частности книгу Л.И. Антонов, 
Л.Г. Деденко, А.Н. Матвеев – «Методика решения задач по элек-
тричеству» (1982 г.). За прошедшие годы программы, учебные пла-
ны, степень подготовки абитуриентов претерпели существенные 
изменения, в результате чего возникла острая необходимость соз-
дания обновленного, приспособленного к новым условиям, учебно-
го пособия по решению задач в разделе электромагнетизм, которым 
и является предлагаемая книга.  

Весь материал книги разбит на двенадцать глав, в соответствии 
с числом основных тем раздела. 

Каждая глава состоит из четырех параграфов. 
§1 – Теоретический материал. Этот параграф носит справоч-

ный характер и содержит определения основных понятий и вели-
чин, используемых в главе, формулировки фундаментальных зако-
нов, часто употребляемые формулы. 

§2 — Основные типы задач (классификация). В этом параграфе 
предпринята попытка классифицировать все разнообразие задач, 
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относящихся к теме данной главы, распределить их по основным 
типам, каждый из которых имеет собственную методику решения.  

§3 — Методы решения и примеры решения задач. На конкрет-
ных примерах рассмотрены методы решения (в том числе и альтер-
нативные) всех типов задач. При этом наиболее типичные задачи, 
решения которых используются в дальнейшем при решении более 
сложных задач, обозначены как «базовые задачи» и их решения 
приводятся наиболее подробно. При подборе задач часто использо-
вались задачи, заимствованные из классических учебников и задач-
ников, рекомендованных в программе курса. Их список приводится 
в конце книги.  

§4 — Задачи для самостоятельного решения. В этом параграфе 
подобраны задачи всех типов с ответами, решение которых позво-
ляет студентам провести самоконтроль глубины и правильности 
усвоения всего предыдущего материала. 

Во всей книге векторы обозначаются жирным шрифтом (Е, Н), 
а их модули или величины наклонным шрифтом (Е, Н). Скалярное 
произведение произвольных векторов а и b записывается как (ab), а 
их векторное произведение, как [ab]. Все решения проведены в ме-
ждународной системе единиц СИ. Всего в книге приведены реше-
ния 238 задач и 205 задач вынесены для самостоятельного решения. 

Представленная книга прошла апробацию в течение двух лет 
на семинарах во всех учебных группах второго курса физического 
факультета МГУ и широко обсуждалась на кафедре общей физики. 
Авторы выражают благодарность П.А. Полякову, Ю.А. Кокшарову, 
А.В. Быкову, О.Н. Васильевой, Г.А. Мироновой, В.А. Погожеву, 
П.В. Полевому, И.Б. Поляковой, М.В. Семенову, Ю.В. Старокурову, 
Н.И. Чистяковой, А.А. Якуте и всем преподавателям кафедры, чьи 
полезные советы и критические замечания во многом способство-
вали улучшению книги. 

Особую признательность авторский коллектив также выражает 
заведующему кафедрой профессору А.М. Салецкому, по чьей ини-
циативе и было предпринято издание настоящей книги, за постоян-
ное внимание и помощь в работе. 
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Глава 1 
ПОСТОЯННОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ. 

ЗАКОН КУЛОНА. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА 

ГАУССА 

§1.1. Теоретический материал 

Электрический заряд – источник и объект действия электро-
магнитного поля. 

Электромагнитное поле – материальный носитель электро-
магнитных взаимодействий зарядов. Понятие электромагнитного 
поля соответствует концепции близкодействия. 

Электрический заряд частицы – присущая частице характе-
ристика, определяющая ее электромагнитные взаимодействия.  

Элементарный заряд – наименьшая неделимая часть заряда, 
величина которого в системе СИ равна е ≈ 1,60⋅10–19 Кл. 

Электрон – стабильный (устойчивый к распаду) материальный 
носитель отрицательного элементарного электрического заряда. 

Протон – материальный носитель положительного элементар-
ного электрического заряда. 

Закон сохранения электрического заряда: алгебраическая 
сумма зарядов всех тел, составляющих изолированную систему, не 
может изменяться со временем. 

Релятивистская инвариантность заряда: величина электри-
ческого заряда не зависит от скорости движения частицы – носите-
ля заряда и скорости движения системы отсчета. 

Точечный заряд – модель заряженного тела, размерами кото-
рого можно пренебречь в условиях конкретной задачи ввиду мало-
сти размеров тела по сравнению с расстоянием от него до точки 
определения поля или по сравнению с областью неоднородности 
поля. 

Неподвижный заряд – модель находящейся в физически бес-
конечно малом объеме системы тел, средняя скорость которых 
близка к нулю, а заряд постоянен. В строгом смысле неподвижных 
зарядов в природе не существует. 

Электростатическое поле – электрическое поле, созданное 
системой неподвижных зарядов. Предполагается, что заряды удер-
живаются неподвижными за счет сторонних, то есть не-
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электростатических сил. За счет только электростатических сил 
равновесие невозможно (теорема Ирншоу). 

Пробный заряд – точечный заряд, который вносится в данное 
электростатическое поле для измерения его характеристик. Этот 
заряд должен быть достаточно мал, чтобы своим воздействием не 
нарушить положение зарядов – источников измеряемого поля и тем 
самым не изменить создаваемое ими поле. 

Закон Кулона: сила взаимодействия двух точечных неподвиж-
ных зарядов q1 и q2, расположенных в вакууме на расстоянии r друг 
от друга, в системе единиц СИ равна  

2
21

04
1

r

qq
F

πε
=  (1.1) 

и направлена по прямой, соединяющей заряды (одноимённые заря-
ды отталкиваются, разноимённые – притягиваются). Величина 

ε0 ≈ 8,85⋅10–12 







⋅
⋅

= 3

4

мкг
сА

м
Ф

 

называется электрической постоянной (точное значение этой кон-

станты 2

7

0 4
10

cπ
=ε , где с – скорость света в вакууме).  

В системе единиц СИ размерный коэффициент 1/(4πε0) входит 
во многие формулы электростатики и поэтому для краткости часто 
обозначается одной буквой:  

k = 
04

1
πε

 ≈ 9·109 Ф
м

. 

Напряженность электростатического поля Е – векторная ха-
рактеристика поля, определяемая силой, действующей на внесен-
ный в поле неподвижный точечный пробный заряд q 

q

F
E = . (1.2) 

Напряженность поля точечного заряда q на расстоянии r от 
него равна по величине 

2
04

1
r

q
E

πε
=  (1.3) 

(полевая трактовка закона Кулона). 
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Силовая линия – линия, касательная к которой в каждой точке 
имеет направление, совпадающее с направлением напряженности 
поля в этой точке. Силовые линии напряженности электростатиче-
ского поля всегда начинаются на положительных и заканчиваются 
на отрицательных зарядах (могут начинаться или заканчиваться на 
бесконечности, где неявно предполагается наличие зарядов проти-
воположного знака). 

Принцип суперпозиции: напряженность поля Е, создаваемая 
совокупностью зарядов, равна векторной сумме напряженностей 
полей Е1, Е2…, создаваемых каждым из зарядов в отдельности:  

Е = Е1 + Е2 + Е3 +... 
Напряженность электрического поля Е в точке с радиус-

вектором r, созданная совокупностью точечных зарядов qi, распо-
ложенных в точках с радиус-вектором ri, равна  

∑
−

−
πε

=
i

i

i

i q3
04

1
)(

rr

rr
rE . 

Объемная плотность непрерывного распределения заряда ρ 
– отношение величины заряда dq, находящегося в физически бес-
конечно малом объеме dV, к величине объема dV:  

ρ = 
dV

dq
. 

Поверхностная плотность заряда σ – отношение величины 
заряда dq, находящегося на физически бесконечно малой поверхно-
сти площади dS, к величине площади dS:  

σ = 
dS

dq
. 

Линейная плотность заряда τ – отношение величины заряда 
dq, находящегося на физически бесконечно малом отрезке линии 
длины dl, к величине длины dl:  

τ = 
dl

dq
. 

Напряженность электростатического поля Е в точке с ради-
ус-вектором r, созданная совокупностью объемных зарядов с 

плотностью ρ(r), поверхностных зарядов с плотностью σ(r) и 
линейных зарядов с плотностью τ(r), определяется соотношени-
ем  
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)(
4

1
)( 3

0

r
rr

rr
rE ′

′−

′−
πε

= ∫ dq , 

где dq(r′) = ρ(r′)dV′, σ(r′)dS′ или τ(r′)dl′ соответственно для каждого 
из указанных случаев. 

Электрический диполь – система двух разноименных по зна-
ку и одинаковых по величине точечных зарядов, находящихся на 
небольшом расстоянии один от другого. Вектор l, проведенный от 
отрицательного заряда к положительному, называется плечом ди-
поля. Вектор  

p = ql 
называется электрическим моментом диполя.  

Напряженность поля, создаваемого диполем в точке, задан-
ной радиус-вектором r, проведенным от центра диполя, (при усло-
вии l << r) приблизительно равна 

( )





 −
πε

= 35
0

3
4

1
)(

rr

prpr
rE .   (1.4) 

В пределе 0→
r

l
 приведенная формула становится асимптоти-

чески точной, а диполь называется точечным. 
Электрическим дипольным моментом системы N зарядов 

называется вектор   

p =∑
=

N

i

iiq
1

r ,    (1.5) 

где ri – радиус-вектор i-ого заряда.  
Если полный заряд системы равен нулю (электрически ней-

тральная система), то величина дипольного момента не зависит от 
выбора начала системы отсчета, поэтому радиус-векторы ri можно 
отсчитывать от любой точки. В таком случае на больших расстоя-
ниях от системы (намного больших ее собственных размеров), ее 
электрическое поле совпадает с полем точечного диполя (1.4).  

Для непрерывного распределения заряда дипольный мо-
мент системы определяется интегралом 

p = )(rr∫ dq ,    (1.6) 
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где интегрирование происходит по всему распределению заряда, а 
дифференциал заряда для объемных, поверхностных и линейных 
зарядов имеет вид dq(r) = ρ(r)dV, σ(r)dS и τ(r)dl соответственно. 

Поток произвольного вектора А через поверхность S –
поверхностный интеграл  

∫=
S

dФ SА ,    (1.7) 

где dS определяется как вектор, по модулю равный площади эле-
ментарной площадки dS на поверхности S и направленный по нор-
мали к её плоскости. Если поверхность замкнутая, то интеграл обо-
значается символом ∫ ,  а направление dS совпадает с направлением 

внешней нормали к поверхности в данной точке. 
Дивергенция вектора А – предел отношения потока вектора А 

через бесконечно малую замкнутую поверхность, ограничивающую 
бесконечно малый объем ∆V, к величине этого объема:  

V

d

V ∆
= ∫

→

SA
A

0∆
limdiv . 

Если проекции вектора А в декартовой системе координат равны 
Ах, Ау и Аz, то 

z

A

y

A

x

A zyx

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇= )(div AA ,  (1.8) 

где часто используемый символический оператор ∇ (набла) – век-
тор, проекции которого на оси декартовой системы координат рав-
ны частным производным по соответствующим координатам: 

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ kji , 

где i, j, k – орты декартовых осей. 
Формула Гаусса – Остроградского связывает интеграл по 

объему от дивергенции вектора с потоком этого вектора через 
замкнутую поверхность S, ограничивающую объем V: 

 ∫∫ =
SV

ddV SAAdiv .   (1.9) 

Электростатическая теорема Гаусса в интегральной форме 
(интегральная формулировка закона Кулона): поток вектора напря-
женности электростатического поля через любую замкнутую по-
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верхность пропорционален суммарному заряду, находящемуся 
внутри объема, ограниченного этой поверхностью 

0ε
=∫

q
d

S

SE .   (1.10) 

Поверхность S часто называют поверхностью Гаусса.  
Электростатическая теорема Гаусса в дифференциальной 

форме (дифференциальная формулировка закона Кулона) 

0

div
ε
ρ

=E .    (1.11) 

Градиент скалярной функции φ – вектор, проекции которого 
на оси декартовой системы координат равны частным производным 
функции φ по соответствующим координатам: 

zyx ∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=ϕ∇=ϕ kjigrad .  (1.12) 

Сила, действующая на точечный диполь в электростатиче-

ском поле  

( ) ( )
z

p
y

p
x

p zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇==
EEE

EpEpF grad . (1.13) 

Момент сил, действующих на точечный диполь в электри-

ческом поле 
M = [pE].      (1.14) 

§1.2. Основные типы задач (классификация) 

1.1. Определение напряженности электрического поля заданно-
го распределения точечных зарядов.  

1.2. Определение напряженности электростатического поля, 
созданного зарядами, распределенными равномерно в произволь-
ных конечных областях пространства с постоянными значениями 
линейной плотности заряда (τ), поверхностной плотности заряда 
(σ) или объёмной плотности заряда (ρ).  

Обычно в задачах этого типа заряд равномерно распределен по 
конечным отрезкам нитей, кольцам, участкам цилиндрических и 
сферических поверхностей. 

1.3. Определение напряженности электростатического поля от 
зарядов, распределение которых имеет плоскую, осевую (цилинд-
рическую) или центральную (сферическую) симметрию. 
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Задачи этого типа легко решаются с помощью теоремы Гаусса. 
К ним относятся случаи, когда заряды распределены по бесконеч-
ным нитям с постоянной линейной плотностью τi, бесконечным 
плоскостям с постоянной поверхностной плотностью σi или же 
симметрично распределены по слоям, бесконечным цилиндрам или 
цилиндрическим слоям, а также по сферам, шарам и шаровым сло-
ям.  

1.4. Определение напряженности поля непрерывного неравно-

мерного распределения заряда, когда плотность распределения за-
ряда выражается какой либо функцией координат.  

1.5. Определение напряженности поля, в создании которого 
участвуют электрические диполи. 

1.6. Решение обратной задачи электростатики: по заданному 
значению напряженности электрического поля определить распре-
деление зарядов, породившее это поле. 

§1.3. Методы решения и примеры решения задач 

Сначала сформулируем некоторые рекомендации, общие для всех 
задач рассматриваемого раздела.  

Первый шаг в решении задачи: из анализа условий, определить 
к какому типу относится данная задача. Далее в зависимости от ре-
зультатов анализа использовать методы решения, применяемые для 
данного типа задач. Чтобы яснее представить себе изучаемую сис-
тему, следует выбрать наиболее удобную систему координат и изо-
бразить эту систему схематически на рисунке, где отметить все ха-
рактерные особенности системы. Необходимо проанализировать 
свойства симметрии, которыми обладает изучаемая система. 

Если постановка задачи ясна, то следует составить план подхо-
да к решению. Поиск решения должен быть не хаотическим, а це-
ленаправленным. Начинать надо с обдумывания вопроса, постав-
ленного в задаче. Возвращаясь к теоретическому материалу, следу-
ет определить, какие теоретические положения и формулы могут 
помочь начать решение или сразу ответить на вопрос задачи. Не 
надо бояться вводить в процессе решения величины, не заданные в 
условии задачи. Если с помощью этих дополнительно введенных 
величин усматривается план доведения решения до ответа, то далее 
следует поступить с введенными величинами так же, как с исход-
ным вопросом; в конце решения все использованные промежуточ-
ные величины должны быть выражены через заданные в условии 
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задачи параметры. Только после этого следует последовательно за-
писать все этапы решения, получить ответ и найти, если требуется, 
численное значение искомой величины. Перед выполнением чис-
ленного расчета полезно проверить размерность полученной вели-
чины и правильность результатов, соответствующих различным 
предельным случаям. 

Еще один совет общего плана. Часто для решения задачи ис-
пользуется результат, полученный ранее при решении другой зада-
чи. Поэтому сразу следует подумать: нет ли среди ранее решенных 
и изученных задач полезных сведений и выводов для данной новой 
задачи, нельзя ли использовать результат или метод решения какой-
либо ранее рассмотренной задачи. Те задачи, решения которых в 
виде конечного результата наиболее часто используются при реше-
нии данного типа задач, будем называть базовыми задачами. Часто 
использование таких задач существенно облегчает поиск путей ре-
шения новой задачи. 

Отметим, что практически во всех случаях при решении ис-
пользуется принцип суперпозиции. 

Задачи типа 1.1 

Определение напряженности электрического поля заданного 

распределения точечных зарядов 

Метод решения: использовать формулы (1.1) – (1.3) теорети-
ческого материала и принцип суперпозиции. С целью упрощения 
вычислений необходимо выбрать такую систему координат, которая 
соответствует элементам симметрии, присутствующим в условии 
задачи. 

Задача 1.3.1. Положительный 
точечный заряд 50 мкКл находится 
на плоскости ху в точке А с радиус-
вектором r0 = 2i + 3j, где i и j – орты 
осей х и у. Найти модуль и направ-
ление вектора напряженности элек-
трического поля Е в точке В с ради-
ус-вектором r = 8i – 5j. Значения ко-
ординат r0 и r даны в метрах.  

Решение 
Используя численные данные, 

 

A 

B 

x 

y 

0 

q 

E 
 

Рис. 1.1. К определению напря-
женности поля Е точечного заря-
да (задача 1.3.1). 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 16

приведенные в условии задачи, рисуем схематическое изображение 
изучаемой системы (рис. 1.1). Заряд находится в точке А с коорди-
натами х0 = 2 м, у0 = 3 м, а напряженность поля определяется в точ-
ке В с координатами х = 8 м, у = –5 м. Для применения формулы 
(1.3) находим расстояние d между точками А и В: 

( ) ( ) 64362
0

2
0 +=−+−= yyxxd = 10 (м). 

Тогда модуль напряженности поля будет равен 

кВ/м)(5,4
100

105109
4

1 59

2
0

=
⋅⋅⋅

==
−

d

q
E

πε
. 

Так как направление вектора Е совпадает с направлением от точки 
А к точке В, то вектор Е можно представить в виде 

E = i E cosα + j E sinα, 

где 6,0cos 0 =
−

=α
d

xx
, 8,0sin 0 −=

−
=α

d

yy
; Окончательно полу-

чаем   
( ) ( )

2/32
0

2
0

00

0 ])()[(4 yyxx

yyxxq

−+−
−+−

πε
=

ji
E  = (2,7 i – 3,6 j) (кВ/м). 

Ответ: Е = 4,5 кВ/м,   Е = (2,7 i – 3,6 j) кВ/м. 

Задача 1.3.2. В вершинах квадрата с диагональю 2h находятся 
точечные заряды +q и –q, как показано на рис. 1.2. Найти модуль 
вектора напряженности электрического поля в точке, расположен-
ной на расстоянии х от плоскости квадрата и равноудалённой от его 
вершин. 

Решение 
Поместим начало координат в центре 
квадрата. Ось X проведем перпендикуляр-
но плоскости квадрата, а ось Y – парал-
лельно сторонам, соединяющим заряды +q 
и –q (рис. 1.3).  

В точке А, отстоящей от плоскости 
квадрата на расстоянии х, вектор напря-
женности поля Е будет равен векторной 
сумме четырех напряженностей, создавае-
мых точечными зарядами (на рисунке по-

 –q +q 

–q +q 

2h 

 
Рис.1.2. Расположение 
точечных зарядов +q и   
–q в координатной плос-
кости YZ (задача 1.3.2) 
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казано два из них). Модули этих 
четырех напряженностей одинако-
вы и согласно формуле (1.3) равны 

24
1

r

q
Eq

0πε
= ,    r2 = x2 + h2. 

Из симметрии системы следует, 
что сумма проекций всех четырех 
напряженностей на оси X и Z рав-
ны нулю, а проекции всех четырех 
напряженностей Eq

  на ось Y оди-
наковы. Проекция Eq на плоскость 
YZ равна  

qh E
r

h
E = , 

а проекция Eq на ось Y равна 

q
h

y E
r

hE
E

22
== . 

Суммируя все четыре вклада, находим 

2/322
0

3
0 )(2

1
2
1

2
4

hx

q

r

q
E

r

h
EE qy +πε

=
πε

=== . 

Ответ:  2/322
0 )(2

1
hx

q
E

+πε
= . 

Задачи типа 1.2 

Определение напряженности электростатического поля, 

созданного электрическими зарядами, распределенными 

равномерно в конечных областях пространства с постоянными 

значениями линейной плотности заряда (τ), поверхностной 

плотности заряда (σ) или объёмной плотности заряда (ρ).  

Метод решения: в непрерывно распределенных зарядах выде-
ляем физически бесконечно малые заряды – т.е. заряды, находя-
щиеся на отрезке бесконечно малой длины dl (в случае линейного 
распределения), на бесконечно малой площади dS (в случае по-
верхностного распределения)  и в бесконечно малом объеме dV (в 
случае объемного распределения). Эти выделенные заряды далее 
рассматриваются как точечные. Создаваемая ими напряженность 
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Рис.1.3. Векторы напряженности 
электрического поля в произволь-
ной точке А на оси симметрии сис-
темы зарядов (задача 1.3.2) 
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поля в интересующей нас точке вычисляется по формуле напря-
женности поля точечного заряда (1.3), после чего по принципу су-
перпозиции суммируются все вклады от таких зарядов. Фактически 
задача сводится к вычислению линейных, поверхностных или объ-
емных интегралов. В курсе общей физики объекты выбираются 
обычно такими, чтобы вычисление интегралов не представляло 
значительных математических затруднений.  

Задача 1.3.3 (базовая задача). Прямая нить длиной L заряжена 
равномерно с линейной плотностью τ. Найти напряженность поля в 
произвольной точке, расположенной на расстоянии h от нити.  

Решение 
Поместим начало системы координат О в основание перпенди-

куляра, опущенного из точки наблюдения А на направление нити, 
ось Y направим вдоль нити, а ось X перпендикулярно к ней 
(рис. 1.4, для наглядности нить представлена в виде тонкого цилин-
дра). Выделим на нити на произвольном расстоянии y от начала 
координат участок бесконечно малой длины dy, заряд которого рас-
сматриваем как точечный. Этот заряд создает в точке А поле на-
пряженностью  

2
04

1
r

dy
Ed

τ
πε

= , 

где r = 
α

=+
cos

22 h
yh  (угол α отсчи-

тываем от направления AО). Вектор dE 
лежит в плоскости XY и его проекции 
на координатные оси равны  

dEx = dE cos α,   dEy = dE sin α,   
dEz = 0. 

Полное значение проекций напряжен-
ности поля получим, суммируя все та-
кие бесконечно малые вклады, т.е. вы-
числяя интеграл вдоль всей нити. Ин-
тегрирование выполняется совсем 
просто, если в качестве переменной вместо y использовать угол α. 
Из соотношения y = h tg α находим 
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dE 
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Рис.1.4. К нахождению напря-
жённости поля Е, создаваемого 
отрезком заряженной нити (за-
дача 1.3.3) 
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α
α

= d
h

dy 2cos
 и 

 αα
τ
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=αα

τ
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h

Edd
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Ed yx sin
4

1
,cos

4
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00
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Пределы интегрирования определяются углами α1 и α2, под кото-
рыми из точки наблюдения A видны концы нити (оба угла считаем 
положительными). Итак, 

( )21
0

sinsin
4

1
α+α

τ
πε

=
h

Ex , ( )21
0

coscos
4

1
α−α

τ
πε

=
h

Ey . 








 α+ατ
πε

=+=
2

sin
2

1 21

0

22

h
EEE yx . 

Эти формулы очень удобны для анализа частных случаев. На-
пример, если нить бесконечная, то α1 = α2 = 2π  и мы получаем 

h
Ex

τ
πε

=
02

1
,  Ey= 0.  

Если нужно вычислить напряженность в точке напротив центра 

нити, то полагаем α1 = α2 = α и получаем α
τ

πε
= sin

2
1

0 h
E

x
. И так 

далее. Конечно, эти результаты можно выразить и через координату 

y верхнего конца нити, заменяя α1 на 
h

y
arctg и α2 – на 

h

Ly −
arctg . 

Ответ: 






 α+ατ
πε

=
2

sin
2

1 21

0 h
E  

Задача 1.3.4. На одной половине тонкого кольца радиуса R 
равномерно распределен положительный заряд с линейной плотно-
стью τ1, а на другой половине – заряд того же знака с плотностью 
τ2. Найти напряженность поля в центре кольца. 

Решение  
Согласно принципу суперпозиции напряженность поля в цен-

тре кольца будет равна сумме напряженностей, создаваемых каж-
дым зарядом. Выделим на первом полукольце бесконечно малый 
участок dl = Rdα, несущий заряд dq = τ1 dl (рис. 1.5). Заряд dq счи-
таем точечным, и создаваемое им в центре кольца – точке О – поле 
dE находим по формуле (1.3): 
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R

d

R

dq
dE

ατ
πε

=
πε

= 1

0
2

0 4
1

4
1

. 

Из соображений симметрии ясно, что 
в суммарное поле войдет только про-
екция напряженности на ось X, про-
веденную через центр кольца пер-
пендикулярно диаметру полукольца: 
dEx = dE cosα. В итоге получаем  

.
2

cos
4

2

0

1
2/

0

1

0
1

RR

d
E

πε
τ

=
αατ

πε
= ∫

π

 

От второго полукольца поле будет направлено в противоположную 
сторону, так как оба заряда одного знака. Поэтому окончательно,  

R
E

0

21

2πε
τ−τ

= . 

Если τ1 = τ2, то E = 0. Напряженность в центре равномерно заря-
женного кольца равна нулю. 

Ответ: iE
R0

21

2πε
τ−τ

= .  

Задача 1.3.5 (базовая задача). Вычислить напряженность поля 
в произвольной точке на оси тонкого кольца радиуса R, на котором 
равномерно распределен заряд q. 

Решение 
Расположим начало координат в 

центре кольца и направим ось Z вдоль 
оси кольца (рис. 1.6). Выберем любую 
точку А на оси кольца c координатой z 
и найдем напряженность поля в этой 
точке.  

На кольце выделяем участок бес-
конечно малой длины dl = Rdϕ, на ко-
тором находится заряд dq = τ dl, где 

τ = 
R

q

π2
 – линейная плотность заряда 

на кольце. Заряд dq рассматриваем как 
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Рис.1.5. Определение напряжен-
ности поля в центре заряженного 
полукольца (задача 1.3.4) 
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Рис. 1.6. Определение напря-
женности поля Е на оси заря-
женного кольца (задача 1.3.5) 
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точечный. Он создает в точке А поле 2
04 r

dq
dE

πε
= , где 22 zRr +=  

– расстояние от заряда до точки А. Из соображений симметрии яс-
но, что в полной напряженности поля будет отлична от нуля только 
ее проекция на ось Z.  

Поскольку dEz = ϑcosdE  и 
r

z
=ϑcos , имеем  

2/322
0 )(4

1
zR

qz
Ez +πε
= . 

Напряженность при z = 0 и при z → ∞ равна нулю и не меняет зна-
ка на всей положительной полуоси. Это означает, что в некоторой 
точке она достигает максимума. Чтобы найти (Ez)max, используем 

условие экстремума 
z

Ez

∂
∂

 = 0, из которого находим zmax =
2

R
. Мак-

симальное значение напряженности равно  

2
0

maxmax 36
)(

R

q
zEE z πε

== . 

При z >> R поле мало отличается от поля точечного заряда q, 
расположенного в центре кольца.  

Ответ: 2/322
0 )(4

1
zR

qz
EE z +πε

== .  

 
Задача 1.3.6 (базовая задача). Оп-

ределить напряженность поля на оси 
тонкого диска радиуса R0, заряженного 
равномерно с поверхностной плотно-
стью σ.  

Решение 
Выберем ось Z совпадающей с осью 

диска (рис. 1.7). Малый элемент поверх-
ности диска, находящийся на расстоянии 
R от центра, имеет площадь 
dS = R dφ dR, где φ – полярный угол. 
Элементарный заряд на нем можно счи-
тать точечным; он равен 

 

dϕ 
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r ϑ 

A 
dE 
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Рис. 1.7. Определение напря-
женности поля Е на оси за-
ряженного диска (задача 
1.3.6) 
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dq = σdS = σ R dR dφ. Соответственно напряженность поля от этого 
точечного заряда в точке c координатой z0 будет равна 

rr

ddRR
d

r
E 2

04
1 ϕσ
πε

= ,   2
0

2 zRr += . 

Разложим dE на две составляющие – по оси Z и перпендику-
лярную оси Z. Последняя при суммировании по площади диска в 
силу симметрии задачи даст нуль, а первая будет равна 

dEz = dEcosϑ, где cosϑ =
r

z0 . Тогда 

2/32
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0 )(4
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ddRRz
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При R0 → ∞ (или z0 → 0) Ez → 
02ε

σ
, т.е. стремится к величине  

поля равномерно заряженной бесконечной плоскости.  

Ответ: 














+
−

ε
σ
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2
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2
0

0

0

1
2 zR

z
EE z . 

Замечание. Тот же результат можно получить гораздо легче, 
используя решение базовой задачи 1.3.5. Для этой цели выделим в 
плоскости диска малое кольцо радиуса r, которое будет нести заряд 
dq = σ dS = σ 2π r dr и которое, согласно решению задачи 1.3.5, соз-
даст на оси диска напряженность поля, равную по величине  

2/3222/322
0 )(2)(4

1
zr

drrz

zr

dqz
dE

z +ε
σ

=
+πε

=
0

. 

Интегрируя это выражение по r от нуля до R0, получаем иско-
мый ответ. 

Задача 1.3.7.  Заряд равномерно распределен по поверхности 
полусферы радиуса R с поверхностной плотностью заряда σ. Опре-
делить напряженность электрического поля в центре полусферы. 
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Решение 

В сферической системе коор-
динат площадь элемента поверхно-
сти равна dS = R

2 sinϑ dϑ dφ. Эле-
ментарный заряд на этой площади, 
который мы будем рассматривать 
как точечный (рис. 1.8), будет 
dq = σ R

2sinϑ dϑ dφ и поле, созда-
ваемое им в центре полусферы, рав-
но 

ϕϑϑ
πε
σ

= dddE sin
4 0

. 

Разложим это поле на составляющую, направленную по пер-
пендикуляру к плоскости сечения сферы (по оси Z) 

ϕϑϑϑ
πε

σ
=ϑ= dddEdEz cossin

4
cos

0

, 

и на составляющую, лежащую в плоскости сечения сферы. По-
следняя в силу симметрии задачи при суммировании даст нуль, а 
нормальная составляющая и есть искомая напряженность поля 

0

2/

0

2

00 4
cossin

4 ε
σ

=ϕϑϑϑ
πε
σ

= ∫ ∫
π π

ddEz . 

Ответ: 
04ε
σ

== zEE . 

Задачи типа 1.3 

Определение напряженности электростатического поля от 

зарядов, распределение которых имеет плоскостную, осевую 

(цилиндрическую) или центральную (сферическую) симметрию. 

Метод решения: применение электростатической теоремы Га-
усса (1.10). В соответствии с условиями задачи выбирают 
поверхность Гаусса таким образом, чтобы вектор Е на ней был 
постоянен и, по возможности, перпендикулярен или параллелен 
поверхности. Именно в этих условиях вычисление поверхностных 
интегралов не вызывает трудностей и сводится к простому 
суммированию. 

 

dq 

Z 

ϑ dE dEz 

R 

 
Рис. 1.8. Определение напряженно-
сти поля Е в центре заряженной 
полусферы (задача 1.3.7) 
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Задачи этого раздела в большинстве своем являются базовыми. 
В дальнейшем результаты решения этих задач неоднократно будут 
использованы при решении задач других разделов. 

Задача 1.3.8 (базовая задача). Найти в произвольной точке на-
пряженность поля, создаваемого положительным зарядом, равно-
мерно распределенным с поверхностной плотностью σ на беско-
нечной плоскости.  

Решение 

Поскольку плоскость бесконечная, распределение зарядов и 
поля обладает плоской симметрией. Следовательно, линии напря-
женности поля везде направлены по нормали к плоскости и, следо-
вательно, параллельны друг другу, а модуль напряженности одина-
ков во всех точках, отстоящих от плоскости на одно и то же рас-

стояние. 
Ввиду симметрии задачи целесооб-

разно применить теорему Гаусса (1.10). 
Для этого рассмотрим прямой цилиндр, 
перпендикулярный плоскости и сим-
метрично расположенный относительно 
нее (рис.1.9). Поток вектора E через бо-
ковую поверхность такого цилиндра ра-
вен нулю, так как линии напряженности 
везде параллельны образующим цилин-
дра. Потоки вектора E через основания 
цилиндра одинаковы и равны ES, где S – 
площадь основания цилиндра. Заряд, 

находящийся внутри замкнутой поверхности этого цилиндра, равен 

σS. По теореме Гаусса имеем 2ES = 
0ε

σS
, откуда находим ответ: 

02ε
σ

=E .  

Напряженность поля не зависит от расстояния от 
плоскости. Это однородное поле, силовые линии которого 
начинаются на заряженной плоскости и уходят на бесконечность, 
оставаясь перпендикулярными к заряженной плоскости. 

 

σ 

E 

 
Рис. 1.9. Поверхность Гаусса 
для равномерно заряженной 
плоскости (задача 1.3.8) 
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Тот же результат получится и для отрицательного заряда. В 
этом случае силовые линии поля начинаются в бесконечности и 
заканчиваются на заряженной плоскости. 

Конечно, бесконечных заряженных плоскостей в природе не 
существует. Однако полученный результат можно использовать для 
определения напряженности поля вблизи равномерно заряженной 
пластины, когда расстояние от точки наблюдения до пластины мно-
го меньше размеров пластины и, кроме того, точка наблюдения на-
ходится достаточно далеко от края пластины. Чем лучше выполне-
ны эти условия, тем точнее полученная формула определяет напря-
женность поля в точке наблюдения. Это типичный пример прида-
ния физического смысла результатам расчета напряженности поля 
от объекта бесконечной протяженности.  

Отметим, что на заряженной поверхности напряженность поля 
Е не определена (испытывает скачок). Это связано с выбором моде-
ли поверхности как не имеющей толщины. В реальных материалах 
электрическое поле вблизи заряженной поверхности меняется 
очень быстро на расстояниях порядка нескольких атомных слоев. В 
этой области модель не имеющей толщины поверхности оказыва-
ется слишком грубой и требует уточнения с учетом свойств состав-
ляющих ее атомов и молекул. В дальнейшем, говоря о скачке на-
пряженности, мы будем иметь в виду именно такую картину. 

Ответ: 
02ε

σ
=E . 

Задача 1.3.9. Две бесконечные параллельные друг другу плос-
кости равномерно заряжены с поверхностными плотностями заряда 
σ1 и σ2. Найти распределение напряженности поля: а) когда заряды 
одного знака, б) когда заряды разных знаков. 

Решение 
Напряженности полей, создаваемых каждой плоскостью, най-

дены в базовой задаче 1.3.8. Используем полученные там решения 
и принцип суперпозиции. На рис.1.10 схематически показаны поля 
от каждой плоскости для случаев а) и б); при этом положительным 
направлением напряженности считается направление слева направо 
(именно это направление будем считать положительным направле-
нием оси Х). 

а) В области 1 поля E1 и E2 сонаправлены, поэтому  
E(1) = –E1 – E2= –(E1 + E2). 
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В области 2 направления полей противоположны, поэтому  

E(2) = –E2 + E1. 
Аналогично в области 3 имеем  

E(3) = E1 + E2. 

Если плотности зарядов одинаковы и равны σ, то проекции 
векторов напряженностей на ось Х будут равны: 

E(1) = –
0ε
σ

,  E(2) = 0,  E(3) = 
0ε
σ

. 

б) Рассмотрение аналогично пункту а). Находим:  

E(1) = E2 – E1; E(2) = E1 + E2 ; E(3) = E1 – E2. 
В случае одинаковых по модулю зарядов имеем  

E(1) = E(3) = 0, E(2) = 
0ε
σ

. 

Как и в задаче 1.3.8, полученные результаты можно использо-
вать для пластин конечных размеров в точках пространства, нахо-
дящихся достаточно близко к плоскостям пластин и отстоящих 
достаточно далеко от краев пластин. Фактически расстояния между 
пластинами должны быть малыми по сравнению с размерами пла-
стин, а точка наблюдения находиться далеко от краев пластин. В 
противном случае отклонения от полученных результатов стано-
вятся существенными (поле искажается за счет краевых эффектов). 

Ответ: В областях (1), (2) и (3) поля однородные и их напряжен-
ности соответственно равны: 

 +σ1 +σ2 

E1 

E2 E2 E2 

E1 E1 

+σ1 –σ2 

E1 

E2 E2 E2 

E1 E1 

1 2 3 1 2 3 

а) б) 

x 

 
Рис.1.10. Напряженности электрических полей, создаваемых двумя равномерно 
заряженными плоскостями (задача 1.3.9): а) заряды плоскостей одного знака;  
б) заряды плоскостей противоположных знаков 
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а) Е(1) = –
0ε
σ

,  E(2) = 0, E(3) = 
0ε
σ

;         б) E(1) = E(3) = 0, E(2) = 
0ε
σ

. 

 

Задача 1.3.10. В бесконечной тонкой плоскости, заряженной 
равномерно с поверхностной плотностью заряда σ, вырезано круг-
лое отверстие радиусом R. Найти напряженность электрического 
поля на оси этого отверстия (рис. 1.11, для наглядности плоскость 
показана в виде тонкой пластины). 

Решение 
Отверстие, где плотность заря-

дов равна нулю, можно представить 
как наложение диска с поверхност-
ным зарядом –σ на сплошную плос-
кость с поверхностным зарядом +σ. 
Используя принцип суперпозиции, 
напряженность электрического поля 
в произвольной точке А на оси от-
верстия  можно представить как 
сумму напряженностей поля Е1, соз-
даваемого целой бесконечной плос-
костью, и поля Е2 от данного проти-
воположного заряженного диска радиуса R. 

Напряженность поля, создаваемого бесконечной плоскостью, 

равна E1 = 
02ε
σ

. Напряженность поля на оси диска известна из ре-

шения базовой задачи 1.3.6.  и в данном случае равна 
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−

ε
σ−
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2
0
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0
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z
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где z0 – расстояние от точки наблюдения до плоскости. Окончатель-
ный ответ получаем, складывая эти две напряженности.  

Ответ: 
2
0

2
0

2 zR

z
EE z

+ε
σ

==
0

.  

Задача 1.3.11. Определить напряженность поля Е внутри и вне 
безграничного плоского слоя толщиной 2h, в котором равномерно 
распределен положительный заряд с объемной плотностью ρ. 

 Z 

R 
σ 

E1 

E2 

A 

 

Рис. 1.11. К нахождению поля Е 
на оси отверстия, вырезанного в 
заряженной плоскости (задача 
1.3.10) 
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Решение 

В силу симметрии задачи вектор напряженности может быть 
направлен только перпендикулярно плоскости (ось Х). Для приме-
нения теоремы Гаусса (1.10) выбираем расположенный симметрич-
но относительно центральной плоскости слоя цилиндр с осью, па-
раллельной оси Х, площадью основания S и длиной образующей 2x 
(рис. 1.12).  

Если x < h, то теорема Гаусса определяет напряженность поля 
внутри заряженного слоя, если x > h – снаружи. Рассуждения про-
водятся в точности аналогично базовой задаче 1.3.8. При x < h 
(рис. 1.12а) получаем 

2ES =
0

2
ε
ρSx

 и Eвнутри = 
0ε
ρx

. 

При x > h (рис. 1.12б) имеем  

2ES = 
0

2
ε
ρSh

 и Eвне = 
0ε
ρh

. 

Внутри слоя величина напряженности поля нарастает от цен-
тра слоя по линейному закону, а вне слоя поле становится однород-
ным, как в случае бесконечной заряженной плоскости. Как и в пре-
дыдущих двух задачах, решение для конечного по площади слоя 
справедливо в области, где можно пренебречь краевыми эффекта-
ми.  

 

X 

S 

ρρρρ 

2x 

X 

S 

ρρρρ 

2x 
2h 2h 

 
а)                                         б) 

Рис. 1.12. Поверхность Гаусса для равномерно заряженного плоского слоя 
(задача 1.3.11): а) вычисление напряженности внутри слоя; б) вычисление 
напряженности вне слоя 
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Ответ: при x < h:  Eвнутри = x
0ε
ρ

;  при x > h:  Eвне = 
0ε
ρh

. 

Задача 1.3.12 (базовая задача). Поверхность бесконечно 
длинного круглого цилиндра радиуса R заряжена равномерно с по-
верхностной плотностью σ. Найти напряженность электрического 
поля в произвольной точке. 

Решение  
Для применения теоремы Гаусса (1.10) выбираем в качестве 

поверхности Гаусса коаксиальный цилиндр произвольного радиуса 
r и конечной высотой h (рис. 1.13). Если r < R, то внутри такого ци-
линдра зарядов нет. Следовательно, в любой точке внутри равно-
мерно заряженной цилиндрической поверхности Eвнутри = 0. 

Если r > R, то заряд внутри цилиндра равен 2πRhσ, а поток век-
тора E через поверхность цилиндра радиуса r легко подсчитать, 
если учесть, что ввиду цилиндрической симметрии системы вектор 
E везде зависит только от координаты r и везде направлен по нор-
мали к боковой поверхности цилиндра. По теореме Гаусса (1.10)  

2πrhE 
0

2
ε

σπ
=

Rh
, 

откуда напряженность поля вне 
цилиндра  

Eвне 
r

R 1

0ε
σ

= , 

где r – расстояние до оси цилинд-
ра. На заряженной поверхности 
цилиндра напряженность поля не 
определена (испытывает скачок от 
E = 0 вблизи поверхности внутри 

до E = 
0ε
σ

 вблизи поверхности 

снаружи).  
Аналогично задаче 1.3.8, полученные результаты применимы и 

для цилиндров конечных размеров, если можно пренебречь крае-
выми эффектами. 

Если, сохраняя заряд, устремить радиус R к нулю, то в пределе 
получим тонкую нить с линейной плотностью заряда τ = 2πRσ; для 

 R 

r 

 h
 

 
Рис. 1.13. Поверхности Гаусса для 
круглого цилиндра (задача 1.3.12) 
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нее из выражения напряженности поля вне цилиндра находим поле 
для бесконечной нити: 

E 
r

1
2 0πε
τ

= . 

Конечно, этот результат можно получить и сразу из теоремы Гаусса, 
так как заряд внутри вспомогательного цилиндра равен в этом слу-
чае τh, а поток вектора E через боковую поверхность цилиндра 

2πrhE; поэтому E 
r

1
2 0πε
τ

= . Этот результат уже был получен в за-

даче 1.3.3, как предельный случай напряженности поля от нити ко-
нечной длины.  

Ответ: для   r < R:     Eвнутри = 0; 

 для   r > R:    Eвне 
r

R 1

0ε
σ

= . 

Задача 1.3.13.  В круглом бесконечном цилиндре радиуса R 
равномерно распределен положительный заряд с объемной плотно-
стью ρ. Найти напряженность электрического поля в произвольной 
точке. 

Решение 
Для применения теоремы Гаусса (1.10) выбираем поверхность 

Гаусса в виде цилиндра, как в задаче 1.3.12 (рис. 1.13).  
Для области внутри цилиндра r < R заряд внутри поверхности 

Гаусса равен ρπr
2
h, а поток вектора E через поверхность равен 

2πrhE. По теореме Гаусса получаем Eвнутри = r
02ε
ρ

. Внутри заря-

женного по объему цилиндра напряженность поля нарастает от ну-
ля на оси цилиндра по линейному закону, достигая на его поверх-

ности значения 
02ε

ρR
. Напряженность поля является здесь непре-

рывной функцией от r, так как нет заряженных поверхностей с 
плотностью σ ≠ 0.  

Для области вне цилиндра r > R заряд внутри поверхности Га-
усса равен ρπR

2
h, поток вектора E равен 2πrhE, и по теореме Гаусса 

Eвне
r

R 1
2 0

2

ε
ρ

= . Устремляя здесь r → R, убеждаемся в непрерывности 

функции E(r). 
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Ответ: Для  r < R:  Eвнутри r
02ε
ρ

= ;  для   r > R:   Eвне  
r

R 1
2 0

2

ε
ρ

= .  

Задача 1.3.14. Внутри бесконечного круглого цилиндра радиу-
са R0, заряженного равномерно с объёмной плотностью ρ, имеется 
круглая цилиндрическая полость радиуса R1 (R1 < R0), ось которой 
параллельна оси цилиндра и находится от неё на расстоянии а (рис. 

1.14). Найти напряженность электрического поля в полости. 

Решение 
Для решения данной задачи целесообразно использовать реше-

ние базовой задачи 1.3.13 и 
принцип суперпозиции. Иско-
мое поле в полости можно 
представить как сумму полей 
сплошного цилиндра, заря-
женного с плотностью +ρ, и 
сплошного цилиндра, совпа-
дающего с полостью, заряжен-
ного с плотностью (–ρ).  

Сначала найдем поле ци-
линдра, заряженного с плотно-
стью +ρ. Воспользуемся ре-
зультатом задачи 1.3.13, со-
гласно которому напряжен-

ность поля внутри такого цилиндра будет равна rE
0

1 2ε
ρ

= , где r – 

радиус-вектор точки, проведенный в перпендикулярном сечении от 
оси цилиндра. Аналогично, поле внутри цилиндра, совпадающего с 

полостью, будет rE ′
ε
ρ−

=
0

2 2
)(

, где r´ – радиус-вектор точки А, про-

веденный от оси полости. Напряженность поля в произвольной 
точке А полости будет равна сумме полученных полей 

00 2
)(

2 ε
ρ

=′−
ε
ρ

=
a

rrEa , 

где вектор а = r – r′ определяет смещение оси полости относитель-
но оси цилиндра. Следует отметить, что поле внутри полости одно-

 

a 
r′ r 

O 

A 

0 

 

Рис. 1.14. К вычислению напряженности 
поля Е в цилиндрической полости внутри 
заряженного цилиндра (задача 1.3.14) 
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родно, то есть не зависит от r′.  

Ответ:  aE
02ε
ρ

=
a

. 

Задача 1.3.15 (базовая задача). На поверхности сферы радиуса 
R равномерно распределен положительный заряд с поверхностной 
плотностью σ. Найти напряженность электрического поля в произ-
вольной точке. 

Решение  
Система имеет сферическую симметрию. Для применения тео-

ремы Гаусса выберем в качестве поверхности Гаусса концентриче-
скую сферу радиуса r.  

При r < R заряда внутри этой поверхности нет. Значит, в любой 
точке внутри равномерно заряженной сферы E = 0.  

При r > R весь заряд q = 4πR
2σ находится внутри поверхности 

Гаусса, а поток вектора E через неё равен 4πr
2E. По теореме Гаусса 

находим 

   E 
2

0

2

2
04 r

R

r

q

ε
σ

=
πε

= . 

Поле вне равномерно заряженной сферы совпадает с полем то-
чечного заряда q, расположенного в центре сферы. 

 На заряженной поверхности напряженность поля не определе-

на (испытывает скачок от E = 0 внутри, до E 
0

2
04 ε

σ
=

πε
=

R

q
 – сна-

ружи). Физический смысл такого поведения функции E(r) объяснен 
в решении задачи 1.3.8. 

Ответ: для   r < R:   Eвнутри = 0;  для  r > R:   Eвне 2
0

2

r

R

ε
σ

= . 

Задача 1.3.16 (базовая задача). Шар радиуса R равномерно за-
ряжен с объемной плотностью ρ. Найти напряженность поля в про-
извольной точке. 

Решение 
Система имеет сферическую симметрию. Для применения тео-

ремы Гаусса выберем в качестве поверхности Гаусса концентриче-
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скую сферу радиуса r.  
При r < R заряд внутри этой сферы равен (4/3)πr

3ρ, а поток E 

через её поверхность равен 4πr
2
E. По теореме Гаусса Eвнутри r

03ε
ρ

= . 

Таким образом, внутри равномерно заряженного шара поле растет 
от центра шара по линейному закону, достигая на поверхности ша-

ра значения E = 2
00 43 R

qR

πε
=

ε
ρ

, где q – полный заряд, размещенный 

на шаре.  
При r > R рассуждения ничем не отличаются от проведенных в 

задаче 1.3.15. Поле снаружи равномерно заряженного шара совпа-
дает с полем точечного заряда, расположенного в центре шара и 
равного по величине полному заряду шара. Функция E(r) непре-
рывна, так как нет поверхностей, несущих поверхностный заряд. 

Ответ: для   r < R:   Eвнутри r
03ε
ρ

= ;  

                   для  r ≥ R:    Eвне 2
04 r

q

πε
= , где q 

3
4

= πR
3ρ. 

 

Задача 1.3.17. Внутри шара, равномерно заряженного с объем-
ной плотностью +ρ, сделана сферическая полость, центр которой 
смещен относительно центра шара на вектор a. Найти напряжен-
ность поля внутри полости. 

Решение 
Если представить себе полость 

как шар, равномерно заполненный 
зарядом с плотностью (–ρ), вставлен-
ный в сплошной шар с объемной 
плотностью +ρ, то поле в полости 
можно определить как суперпозицию 
полей этих двух равномерно заря-
женных шаров. Эти поля найдены в 
базовой задаче 1.3.16. 
Выберем начало координат в центре 
О большого шара (рис.1.15) и прове-
дем в произвольную точку А полости 
радиус-вектор r. Центр полости О′ 

 

O 
O  ́

 A 

a 

r 
r´ 

ρ 

 
Рис. 1.15. К вычислению напря-
женности поля Е в сферической 
полости внутри заряженного 
шара (задача 1.3.17) 
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определим радиус-вектором а. Соединим О' с точкой А вектором r′′′′. 
Из построения ясно, что r = а + r′′′′.  
Согласно результатам задачи 1.3.16 имеем в точке А: 

E = arr
00 3

)(
3 ε

ρ
=′−

ε
ρ

. 

Таким образом, поле внутри полости однородно.  

Ответ:  E = a
03ε
ρ

. 

 

Задача 1.3.18.  Две длинные параллельные нити равномерно 
заряжены с одинаковой линейной плотностью заряда τ. Найти мак-
симальное значение модуля напряженности поля в плоскости сим-
метрии этой системы. Расстояние между нитями d. 

Решение 
Плоскость симметрии системы параллельна нитям и отстоит от 

каждой из них на расстояние 2d . Напряженность поля, создавае-
мая каждой нитью, вычислена в базовой задаче 1.3.12: она направ-
лена радиально от нити, а модуль ее равен  

E 
r

1
2 0πε
τ

= . 

где r – расстояние от нити до произ-
вольной точки А, расположенной в 
плоскости симметрии. Пусть точка А 
находится на расстоянии x от линии, 
проведенной через две нити перпенди-
кулярно плоскости симметрии (на 
рис. 1.16 показана плоскость, перпен-
дикулярная к нитям).  

Используя принцип суперпозиции, 
определим напряженность поля E в 

точке А. Из рисунка видно, что  

E = 2E1 cosφ 22
0

2
0 )2/(dx

x

r

x

+πε
τ

=
πε
τ

= , 

где cos φ
r

x
= . Максимальное значение E находим из условия 

 

E1 E2 

E 

d 

2 
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2 

ϕ 

+ + 
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A 

 
Рис. 1.16. К вычислению напря-
женности поля от двух заряжен-
ных нитей (задача 1.3.18) 
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0=
dx

dE
, откуда x

2
d

=  и   Emax 
d0πε

τ
= . 

Ответ:   Emax  
d0πε

τ
= . 

Задача 1.3.19. В сфере, заряженной равномерно с поверхност-
ной плотностью заряда σ, вырезано круглое отверстие, малое по 
сравнению с радиусом сферы. Найти напряженность поля в центре 
этого отверстия. 

Решение 
Ввиду малых размеров отверстия 

можно считать, что вырезанная часть 
сферы эквивалентна диску малого ра-
диуса. Согласно принципу суперпозиции 
поле в центре отверстия можно предста-
вить как сумму поля сплошной сферы и 
поля, созданного диском, равным отвер-
стию и заряженным с поверхностной 
плотностью (–σ).  

Напряженность поля вблизи поверхности сплошной сферы 

равна Е1 = 
0ε
σ

 (см. базовую задачу 1.3.15).  

Напряженность поля вблизи центра диска определена в базовой 
задаче 1.3.6. Она направлена противоположно полю сплошной сфе-

ры и по величине равна E2 
02ε
σ

= . В итоге радиальная напряжен-

ность поля в центре отверстия Еr = Е1 – E2 
000 22 ε
σ

=
ε
σ

−
ε
σ

= . 

Ответ:  Еr 
02ε
σ

= . 

Задачи типа 1.4 

Определение напряженности поля непрерывного неравномер-

ного распределения заряда, когда плотность распределения заряда 

выражается какой либо функцией координат 

 

R 

O 

 

Рис.1.17. Заряженная сфера с 
вырезанным малым отверсти-
ем (задача 1.3.19) 
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Метод решения. В общем виде методика решения задач этого 
типа та же, что и при решении задач типа 1.2 и, если распределение 
заряда обладает элементами симметрии, задач типа 1.3. Отличие 
заключатся в том, что выражения для плотностей зарядов ρ, σ и τ не 
константы, а заданы определенными функциями координат, что 
приводит к некоторому усложнению интегралов, определяющих 
проекции напряженности поля в заданной точке. 

Задача 1.3.20. Сфера радиуса r заряжена с поверхностной 
плотностью заряда σ = ar, где а – постоянный вектор, r – радиус-
вектор точки сферы относительно её центра (рис. 1.18). Найти на-
пряженность электрического поля в центре сферы. 

Решение 
Выберем за ось Z вертикаль, проведенную через центр сферы 

параллельно вектору а, а начало координат поместим в центр сфе-
ры. В этом случае поверхностная плотность заряда будет распреде-
лена по закону  

σ(ϑ) = ar cosϑ, 
где ϑ – полярный угол точки на-
блюдения.  
Заряд элементарной площадки 
сферы с площадью 

dS = r2sinϑ dϑ dφ 
будет равен 

dq = σdS = ar
3sinϑ cosϑ dϑ dφ, 

где φ – азимутальный угол. На-
пряженность поля от этого заря-
да в центре сферы равна  

rr

dq
d

r
E 2

04
1
πε

−= , 

a ее модуль 

dE ϕϑϑϑ
πε

= ddar sincos
4

1

0

. 

Проекции dE на ось Z и на перпендикулярное направление y соот-
ветственно равны 

ϑϑϑ
ε

=ϕϑ−= ∫
π

d
ar

ddEdE z
2

0

2

0

cossin
2

cos  и 

 
+ + 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

– – 
– 

– 

– 
– 

– 

ϑ a 

O 

r 

+σ′ 

–σ′ 

z 

dE y 

 

Рис. 1.18. К определению напряжен-
ности поля в центре сферы с неравно-
мерно распределённым поверхност-
ным зарядом (задача 1.3.20) 
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ϑϑϑ
ε

−=ϕϑ−= ∫
π

d
ar

ddEdEy cossin
2

sin 2

0

2

0

. 

Интегрирование по углу ϑ соответственно дает 

00

2

0 3
cossin

2 ε
−=ϑϑϑ

ε
−= ∫

π
ar

d
ar

Ez  и 0cossin
2 0

2

0

=ϑϑϑ
ε

−= ∫
π

d
ar

Ey . 

Вспоминая, что ось Z направлена вдоль вектора а, можно ответ на-

писать в векторном виде aE
03ε

−=
r

. 

Ответ:   aE
03ε

−=
r

. 

Замечание. Другой способ решения этой задачи предлагается 
ниже в задаче 1.4.11. 

Задача 1.3.21. Тонкое кольцо радиуса R заряжено с линейной 
плотностью τ = τ0 cosφ (начало полярной системы координат в цен-
тре кольца). Найти напряженность поля в центре и в произвольной 
точке на оси кольца. 

Решение 
С учетом симметрии системы 

рассмотрим четыре участка кольца 
длиной dl = Rdφ каждый, располо-
женных на концах двух взаимно 
перпендикулярных диаметров 
(рис. 1.19, на котором стрелками по-
казаны напряженности 

2
0

1 4
1

R

dq
dE

πε
= , 

создаваемые точечными зарядами dq 
= τdl, находящимися на каждом уча-
стке dl).  

Видно, что при их сложении будет отлична от нуля только про-
екция на ось X: 

dEx = –4dE1 cosφ ϕϕ
τ

πε
−= d

R

20

0

cos
1

 = dE. 

 
+dq 

+dq 

-dq 

-dq 

X 

ϕ E 

 
 

Рис. 1.19. К вычислению напря-
женности поля Е в плоскости не-
равномерно заряженного кольца 
(задача 1.3.21) 
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Интегрируя это выражение в пределах от 0 до 2π , получим значе-
ние напряженности в центре кольца:  

iE
R0

0

4ε
τ

−= , 

(здесь учтено и направление 
вектора E, а i – орт оси Х). 

В точке на оси кольца, 
отстоящей от плоскости 
кольца на расстояние z, усло-
вия симметрии те же, поэто-
му опять будет отлична от 
нуля только проекция E на 
ось X. Но теперь (см. 
рис. 1.20)  

dE1 22
04

1
Rz

dq

+πε
= ,  =αϕ−= coscos4 1dEdE

x
 

2 2
0

1
4 cos cos

4
dq

z R
= − ϕ α =

πε + ( )
2

20
3/ 22 20

1
cos

R
d

z R

τ
− ϕ ϕ
πε +

. 

Вычисляя интеграл по φ в пределах от 0 до 
2
π

 и учитывая направ-

ление вектора E, находим  

Ответ:  
( )

iE 2/322
0

2
0

4 Rz

R

+ε

τ
−= .  

 

Задача 1.3.22. Система состоит из шара радиуса R, заряженно-
го равномерно, и окружающей среды, заполненной зарядом с объ-

ёмной плотностью ρ = 
r

α
, где α – постоянная, r – расстояние до 

центра шара. Найти заряд шара, при котором модуль вектора на-
пряженности электрического поля вне шара не будет зависеть от r.  

Решение 
Задача обладает сферической симметрией, что позволяет вос-

пользоваться теоремой Гаусса. Выберем в качестве поверхности 

 dE1 

R 

α 

z 

+dq –dq R 

r r 

 
Рис. 1.20. К вычислению напряженности 
поля Е на оси неравномерно заряженного 
кольца (задача 1.3.21) 
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Гаусса сферу с радиусом r > R. Тогда величина заряда внутри этой 
поверхности будет Q + ∆q, где Q искомый заряд шара, а ∆q – заряд 
шарового слоя, равный 

)(24 222
Rrdrrq

r

R

−πα=πρ=∆ ∫ . 

Согласно теореме Гаусса, напряженность поля на выбранной 
поверхности будет  








 πα
−πα+

πε
=

πε
∆+

= 2

2

2
0

2
0

2
2

4
1

4 r

R

r

Q

r

qQ
E  

Величина Е не будет зависеть от r, если Q = 2παR
2. Напряжен-

ность поля при этом будет равна 
02ε

α
=внеЕ .  

Ответ: Q = 2παR
2. 

Задачи типа 1.5 

Определение напряженности поля, в создании которого участ-

вуют электрические диполи 

Метод решения: использовать определения диполя или ди-
польного момента системы зарядов (1.5), (1.6) и выражения для на-
пряженности поля диполя (1.4). 

Задача 1.3.23. Используя сфе-
рическую  систему координат с 
ортами er и eφ, начало которой сов-
падает с точечным электрическим 
диполем с моментом p, найти в 
произвольной точке А с координа-
тами (r, φ) компоненты и модуль 
вектора напряженности. 

 

Решение 

Поместим начало координат в точку нахождения диполя и на-
правим полярную ось φ = 0 вдоль вектора p (рис. 1.21). Используем 
для расчета формулу (1.4) теоретического введения, отсчитывая 
угол φ от направления вектора p: 

 

Er 

Eϕ er 
eϕ 

E 

p 

α 

A(r,ϕ) 

ϕ 

r 

 
Рис.1.21. Компоненты напряженно-
сти поля диполя в сферических ко-
ординатах (задача 1.3.23) 
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( )





 −
πε

=
35

0

3
4

1
)(

rr

prpr
rE . 

Поскольку в выбранной системе координат 
pr = pr cosφ, per = pcosφ, peφ = – psinφ, reφ = 0, 

находим из (1.4):  

Er = 3
02

cos
r

p

πε
ϕ

,   Eφ = 
3

04
sin

r

p

πε
ϕ

, 

E 2 2 2
3

0
3cos 1

4r

p
E E

r
ϕ= + = ϕ +

πε
. 

Отсюда E = Er er + Eφeφ. Вектор E составляет с направлением r угол 

α, такой, что tgα = 
2
1

tgφ. 

Ответ: Er = 
3

02
cos

r

p

πε
ϕ

,  Eφ = 
3

04
sin

r

p

πε
ϕ

,  E = 1cos3
4

2
3

0

+ϕ
πε r

p
. 

Задача 1.3.24. Два точечных диполя с одинаковыми по вели-
чине дипольными моментами p находятся на расстоянии R друг от 
друга и ориентированы взаимно перпендикулярно. Найти величи-
ну напряженности поля в точке О, расположенной посередине ме-
жду диполями. Вектор момента р1 одного из диполей направлен 
под углом ϑ относительно прямой, соединяющей диполи 
(рис.1.22а). 

Решение 

Используем решение и 
обозначения задачи 1.3.23. 
Для первого диполя угол φ1 
между векторами р1 и r1 ра-
вен φ1 = 2π – ϑ (см. 
рис. 1.22б), поэтому для про-
екций напряженности на оси 
сферической системы коор-
динат получаем  

3
1

1

0
1

cos2
4

1
r

p
Er

ϑ
πε

= , 
3

1

1

0
1

sin
4

1
r

p
E

ϑ
πε

−=ϕ
. 

Знак «–» в 1ϕE  показывает, что эта компонента направлена проти-

 

ϑ 
ϑ +

2
π

 p1 p2 
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O 

 
Рис. 1.22а. Система двух взаимно перпен-
дикулярных диполей (задача 1.3.24) 
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воположно орту 1ϕe (см. 

рис. 1.22б).  
Аналогично для второго 

диполя имеем (φ2 = ϑ−
π
2

): 

3
2

2

0
2

sin2
4

1
r

p
Er

ϑ
πε

= , 

3
2

2

0
2

cos
4

1
r

p
E

ϑ
πε

=ϕ . 

 
Так как направления векторов Е1 и Е2 не зависят от выбранной 
системы координат, то используя принцип суперпозиции в точке О 
(r1 = r2 = r = R/2) и учитывая, что р1 = р2 = р, имеем: 

( )ϑ−ϑ
πε

=






 ϑ
−

ϑ
πε

= sincos
16

4
1sin2cos2

4
1

3
0

33
0 R
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p
Er , 

( )ϑ+ϑ
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8
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4

1
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0
33

0 R
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p

r

p
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E ϑϑ−
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=+= ϕ sincos65
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3
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22

R

p
EEr . 

Ответ: ϑϑ−
πε

= sincos65
2

3
0R

p
E . 

Замечание. При фиксированном R максимальное значение мо-
дуля напряженности Emax соответствует углу ϑ 3 4= π  или 7 4π . 
Минимальное значение Emin соответствует ϑ = 4π  или 5 4π . При 

этом Emin = 
3

0

22
R

p

πε
, а Emax вдвое больше. 

Задача 1.3.25. В каких точках на расстоянии R от точечного 
диполя с моментом р величина напряженности электростатическо-
го поля будет иметь максимальное и минимальное значение?  

 
 

Рис.1.22б. Напряженности полей Е1 и Е2, 

создаваемые диполями p1 и p2 в точке О 

(задача 1.3.24) 
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Решение 

Выберем систему координат так, чтобы диполь находился в на-
чале координат, а вектор р был парал-
лелен оси Y (рис. 1.23).  

Из формулы (1.4)  






 −
πε

= 35
0

)(3
4

1
)(

rr

prpr
rE , 

определяющей поле диполя, следует, 
что при постоянном значении R вели-
чина напряженности Е будет опреде-
ляться значением полярного угла ϑ, и 
во всех точках круга, полученного в 
результате сечения сферы с радиусом R 
плоскостью у = const, будет иметь постоянное значение. При этом 
величина Е определяется разностью двух векторов, один из кото-
рых направлен по радиусу, а второй параллельно р.  

Найдем проекции этой разности на координатные оси: 

ϑϑ
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= sincos
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В результате 1cos3
4

1 2
3

0

22 +ϑ
πε

=+=
R

p
EEE yx .  

Разумеется, эту формулу можно было сразу взять из решения 
задачи 1.3.23, где она была получена в полярных координатах. 

Анализ функции f (ϑ) = 3cos2ϑ + 1 на экстремум показывает, 

что Еmax = 3
04

2
R

p

πε
 при ϑ = 0, π;    Emin = 

3
04 R

p

πε
 при ϑ = 

2
π

, 
2

3π
.  

Ответ: Еmax = 3
04

2
R

p

πε
 при ϑ = 0, π;  

             Emin = 
3

04 R

p

πε
 при ϑ = 

2
π

, 
2

3π
. 
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Рис.1.23. Декартова система 
координат для изучения поля 
диполя (задача 1.3.25) 
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Задача 1.3.26. Точечный электрический диполь с моментом 
1210−=p  Кл⋅м равномерно вращается с угловой скоростью ω отно-

сительно оси, перпендикулярной вектору момента диполя и прохо-
дящей через его центр. Найти мгновенное значение напряженности 
электрического поля в точке М, лежащей в плоскости вращения ди-
поля на расстоянии х0 = 2 см от него в момент t = T/6, где Т – пери-
од вращения. Угол поворота φ отсчитывается от направления от 
диполя на точку М. В начальный момент (t = 0) положить φ = 0. 

Решение 
В задаче 1.3.23 получена общая формула для вычисления моду-

ля напряженности при заданном полярном угле φ. Здесь надо при-
менить эту формулу в точке r = 2 см в момент времени t = T/6, когда 
φ = ωT = π/3. Остается только подставить все известные численные 

значения и получить численный ответ: 310
16

139
=E В/м.  

Ответ: 310
16

139
=E В/м. 

Замечание. Приведенное решение, использующее формулы 
электростатики для нахождения переменного электрического поля 
от вращающегося диполя, асимптотически справедливо только на 
малых расстояниях r от диполя, удовлетворяющих условию 
r << c/ω, где с – скорость света (электромагнитной волны). В общем 
случае надо учитывать излучение электромагнитных волн вра-
щающимся диполем [1, §61; 2, §99]. 

Задача 1.3.27.  Пластины плоского конденсатора, имеющие вид 
тонких дисков, заряжены зарядами +q и (–q) соответственно. Рас-
стояние между пластинами l много меньше размеров самих пла-
стин. В дипольном приближении найти величину напряженности 
электрического поля на расстоянии r от конденсатора, много боль-
шем его размеров. Распределение заряда на пластинах считать рав-
номерным. 

Решение 
Поскольку полный заряд системы равен нулю, дипольный мо-

мент можно считать относительно любой точки, в качестве которой 
удобно взять центр нижней пластины. Ввиду симметрии системы 
относительно оси Z (см. рис.1.24) вектор дипольного момента p 
будет иметь только z-компоненту pz. Найдем ее.  
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Учитывая, что при постоянной 
плотности заряда σ заряд малого уча-
стка пластины пропорционален его 
площади dSdq σ= , из (1.6) находим 

∫∫∫ σ=σ===
SS

z dSldSzdqzpp )(r =

lqSl =σ . 
Интегрирование проводится толь-

ко по верхней пластине, поскольку на нижней z = 0. 
Таким образом, плоский аксиально-симметричный заряженный 

конденсатор на больших расстояниях от него эквивалентен диполю 
с моментом p = ql. Напряженность поля диполя в произвольной 
точке с полярными координатами (r, ϕ) была найдена в задаче 
1.3.23, откуда получаем 

E(r, ϕ) = 1cos3
4

1cos3
4

2
3

0

2
3

0

+ϕ
πε

=+ϕ
πε r

ql

r

p
, 

где угол ϕ отсчитывается от оси Z. На больших расстояниях от кон-
денсатора создаваемое им электрическое поле близко к полю то-

чечного диполя и убывает по закону E(r) ∼ 3

1
r

. 

Ответ: E(r, ϕ) 1cos3
4

2
3

0

+ϕ
πε

=
r

ql
. 

 

Задачи типа 1.6 

Решение обратной задачи электростатики: по заданному зна-

чению напряженности электрического поля определить распреде-

ление зарядов, породившее это поле 

Если напряженность поля E(r) известна во всем пространстве, 
то распределение заряда, создающего это поле, находится по фор-
муле (1.11). Вычисление дивергенции выполняется по формуле 
(1.8). Для систем, обладающих сферической симметрией, использу-
ется выражение дивергенции в сферических координатах, в кото-
ром остается лишь одно слагаемое 

divA )(
1 2

2 rAr
rr ∂
∂

= ,    (1.15) 

 

+ + + + + + + 

z 

x –  –  –  –  –  –  
– – 

0 dq 

 
Рис.1.24. Заряженный плоский 
конденсатор (задача 1.3.27) 
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где Ar – проекция вектора A на радиальное направление. В более 
сложных случаях следует взять из справочника по математике пол-
ное выражение дивергенции в сферических или цилиндрических 
координатах. 

 

Задача 1.3.28. Заряженный шар радиуса R создает в простран-

стве поле, равное E = 






 −
ε

ρ

R

r
r

4
3

1
3 0

0  внутри шара (r < R) и 

E = 
2

0

3
0

12 r

R

ε

ρ
 снаружи (при r > R). По какому закону распределен 

заряд внутри шара?  
Решение 

Поле обладает сферической симметрией, поэтому используем 
формулу (1.15). Выполняя дифференцирование, находим 

divE 






 −
ε

ρ
=

R

r
1

0

0  внутри шара и div E = 0 во внешней области. Зна-

чит, объемная плотность заряда внутри шара равна ρ 






 −ρ=
R

r
10 , а 

снаружи ρ = 0. 

Ответ:  ρвнутри 






 −ρ=
R

r
10 ,    ρвне = 0. 

Задача 1.3.29. С какой объемной плотностью ρ следует распре-
делить электрический заряд в шаре, чтобы поле внутри него было 
везде направлено вдоль радиуса и имело одинаковую величину Е?  

Решение 
Система сферически симметрична, поэтому используем фор-

мулу (1.15). Напряженность в произвольной точке внутри шара за-
пишем в векторном виде: Е = Ее, где е – единичный вектор, на-
правленный вдоль радиуса. Из (1.15) находим: 

divE 
r

E
r

r
E

r

21 2
2 =

∂
∂

= .  

Отсюда получаем ответ: ρ = 02 E rε . Из физических соображе-
ний ясно, что создать такое поле невозможно (в центре шара объ-
емная плотность заряда должна быть бесконечно большой). Отме-
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тим, что при этом полный заряд внутри любой малой сферы радиу-
са r, выделенной вокруг центра шара, будет конечным и равным 
q(r) = 4πε0Er

2, т.е. будет стремиться к нулю с уменьшением радиуса 
выбранной сферы. 

Ответ:   ρ = 
r

E02ε
. 

§1.4. Задачи для самостоятельного решения 

1.4.1. Два положительных заряда q1 и q2 находятся в точках с 
радиус-векторами r1 и r2. Найти величину отрицательного заряда q3 
и радиус-вектор r3 точки, в которую его необходимо поместить, 
чтобы сила, действующая на каждый из этих трех зарядов, была 
равна нулю.  

Ответ: ( )2
21

21
3

qq

qq
q

+
−= ,     

21

1221
3

qq

qq

+

+
=

rr
r . 

1.4.2. Три одинаковых одноименных заряда q расположены в вер-
шинах равностороннего треугольника. Какой заряд Q противопо-
ложного знака нужно поместить в центр этого треугольника, чтобы 
результирующая сила, действующая на каждый заряд, была равна 
нулю?  

Ответ: 
3
q

Q = . 

1.4.3. Тонкая непроводящая палочка длиной L = 0,08 м равно-
мерно заряжена так, что её полный заряд равен q = 3,5·10–7 Кл. Ка-
кой точечный заряд Q нужно поместить на расстоянии d = 0,06 м от 
середины палочки на её продолжении, чтобы на него действовала 
сила F = 0,12 H?  

Ответ: 







−

πε
=

4
4 2

20 L
d

q
FQ  ≈ 7,6⋅10–8 Кл. 

1.4.4. Тонкое полукольцо радиуса R = 20 см заряжено равно-
мерно зарядом q = 0,7 нКл. Найти модуль вектора напряженности 
электрического поля в центре кривизны этого полукольца. 

Ответ: 
2

0
22 R

q
E

επ
=  = 100 В/м. 
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1.4.5. Точечный заряд q находится в центре тонкого кольца ра-
диуса R, по которому равномерно распределен заряд (–q). Найти 
модуль вектора напряженности электрического поля на оси кольца 
в точке, отстоящей от центра кольца на расстоянии x >> R.  

Ответ: 4
0

2

8
3

x

qR
E

πε
= . 

1.4.6. Система состоит из тонкого заряженного проводящего 
кольца радиуса R и очень длинной нити, равномерно заряженной с 
линейной плотностью τ, расположенной на оси кольца так, что 
один из её концов совпадает с центром кольца. Кольцо имеет заряд 
q. Найти силу взаимодействия кольца и нити.  

Ответ: .
4 0 R

q
F

πε
τ

=  

1.4.7. Из равномерно заряженной плоскости вырезали круг ра-
диуса R и сдвинули его перпендикулярно плоскости на расстояние 
L. Найти напряженность электрического поля в точке, находящейся 
на оси выреза посередине между кругом и плоскостью. Поверхно-
стная плотность заряда на круге и плоскости одинаковая и равна σ.  

Ответ: .1
4

2
22 22

0








−

+ε
σ

=








RL

LL
E  

1.4.8. Два длинных тонких провода расположенных параллель-
но на расстоянии d друг от друга, равномерно заряжены с линейной 
плотностью +τ и (–τ) соответственно. Определить напряженность 
электрического поля в точке, лежащей в плоскости симметрии на 
расстоянии h от плоскости, в которой лежат провода. 

Ответ: 
)4(

2
22

0 dh

d
E

+πε
τ

= . 

1.4.9. Шар радиуса R сферически симметрично заряжен по 
объему зарядом Q так, что ρ(r) ~ r

2. Определить напряженность 
электрического поля в точках А и В, если rA = 0,5R, a rB = 2R.  

Ответ: ;
84

1
2

0 R

Q
E

A πε
=  

2
0 44

1
R

Q
E

B πε
= . 

1.4.10. Имеются два сферических распределения зарядов с объ-
ёмными плотностями заряда +ρ и –ρ с центрами в точках О1 и О2, 
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сдвинутых относительно друг друга на вектор а, такой, что 
a < │О1О2│< R), где R – радиус сфер. Найти напряженность элек-
трического поля в пространстве перекрытия зарядов.  

Ответ: aE
03ε
ρ

= . 

1.4.11. Поверхностная плотность заряда на сфере радиуса R за-
висит от полярного угла ϑ как σ = σ0 cos ϑ, где σ0 – положительная 
постоянная. Показать, что такое распределение заряда можно пред-
ставить как результат малого сдвига друг относительно друга двух 
равномерно заряженных шаров радиуса R, заряды которых равны 
по модулю и противоположны по знаку. Воспользовавшись этим 
представлением, найти вектор напряженности электрического поля 
внутри данной сферы.  

Ответ: kE
0

0

3ε
σ

−= , где k – орт оси Z, от которой отсчитывает-

ся угол ϑ. Поле внутри данной сферы однородно.  

 

1.4.12. Найти вектор напряженности электрического поля в 
центре шара радиуса R, объёмная плотность заряда которого ρ = ar, 

где а – постоянный вектор, а r – радиус-вектор, проведенный из 
центра шара.  

Ответ: aE
0

2

6ε
−=

R
. 

 
1.4.13. Шар радиуса R имеет положительный заряд, объёмная 

плотность которого зависит от расстояния r до его центра по закону 

ρ  






 −ρ=
R

r
10 , где ρ0 – постоянная. Найти:  

а) модуль вектора напряженности электрического поля внутри 
и вне шара как функцию расстояния r;  

б) максимальное значение напряженности электрического поля 
Emax и соответствующее ему расстояние rm.  

Ответ:  а) 







−

ε

ρ
=

R

rr
E

4
3

1
3 0

0  при r < R,    2
0

3
0

12 r

R
E

ε

ρ
=  при r > R;  
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б) 
0

0
max 9ε

ρ
=

R
Е  при .

3
2

Rrr
m
== . 

1.4.14. Пространство заполнено электрическим зарядом с объ-
ёмной плотностью 

3

0
re α−ρ=ρ , где ρ0 и α – положительные констан-

ты, а r – расстояние от центра данной системы. Найти модуль на-
пряженности электрического поля как функцию r.  

Ответ: ( )3

1
3 2

0

0 re
r

E α−−
αε
ρ

= . 

 
1.4.15. Поле создано двумя равномерно заряженными концен-

трическими сферами с радиусами R1 = 5 см и R2 = 8 см. Заряды 
сфер соответственно равны q1 = 2 нКл и q2 = –1 нКл. Определить 
напряженность электрического поля в точках, лежащих от центра 
сфер на расстоянии: 1) r1 = 3 см; 2) r2 = 6 см; 3) r3 =10 см. 

Ответ: ;01 =E
2

2

1

0
2 4

1
r

q
E

πε
=  = 5 кВ/м; 

2
3

21

0
3 4

1
r

qq
E

+
πε

= = 0,9 кВ/м. 

 
1.4.16. Пространство между двумя концентрическими сферами 

с R1 и R2 (R1 < R2) заряжено с объёмной плотностью заряда ρ = 2
r

α
. 

Найти напряженность электрического поля во всём пространстве. 

Ответ: Е = 0    при r < R1; 

rE 







−

ε
α

=
r

R

r

1
2

0

1  при R1 < r < R2; 

rE 3
12

0 r

RR −

ε
α

=  при r > R2. 

 
1.4.17. Бесконечно длинная цилиндрическая поверхность круг-

лого сечения заряжена неравномерно с поверхностной плотностью 
σ = σ0 cosφ, где φ – угол цилиндрической системы координат, отсчи-
тываемый от заданного радиуса (оси X) в плоскости перпендику-
лярного сечения цилиндра (рис.1.25). Найти модуль и направление 
вектора напряженности электрического поля на оси цилиндра Z.  
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Указание 
Способ 1. Выделить на по-

верхности цилиндра узкие поло-
сы, параллельные оси Z, на кото-
рых плотность заряда будет по-
стоянна (см. рис.1.25). Для нахо-
ждения электрического поля, 
создаваемого такой полосой на 
оси цилиндра, воспользоваться 
результатом базовой задачи 1.3.3, 
где была найдена напряженность 
поля от бесконечного линейного 
заряда. 

Способ 2. Показать, что заданное распределение заряда можно 
представить как результат малого сдвига по оси Х относительно 
друг друга двух равномерно заряженных цилиндров одного радиу-
са, плотности зарядов которых равны по модулю и противополож-
ны по знаку. Воспользовавшись этим представлением, найти вектор 
напряженности электрического поля внутри области пересечения 
цилиндров, воспользовавшись результатами задач 1.3.13 и 1.3.14.  

Ответ: 
0

0

2ε
σ

−=
x

E . 

 
1.4.18. Точечный диполь с электрическим моментом р, ориен-

тированный в положительном направлении оси Z, находится в на-
чале координат.  

Для точки S, отстоящей от диполя на расстояние r, найти про-
екцию вектора напряженности электрического поля Еz и проекцию 
Е⊥ на плоскость, перпендикулярную оси Z. В каких точках Е ⊥ р ? 

 

Ответ: 3

2

0

1cos3
4 r

p
E

z

−ϑ
πε

= , ;
cossin3

4 3
0 r

p
E

ϑϑ
πε

=⊥   

Е ⊥ р в точках, лежащих на поверхности конуса с осью вдоль Z 
и углом полураствора ϑ, для которого cos 1 3ϑ =  (ϑ1 = 54,7°), в 

этих точках .
2

4
1

3
0 r

p
EE

πε
== ⊥  
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Рис.1.25. Цилиндрическая поверхность 
с неравномерно распределенным заря-
дом (задача 1.4.17) 
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1.4.19.  В центре полукольца ра-
диуса R находится точечный заряд –q. 
Полукольцо имеет полный заряд +q, 
распределенный по закону τ(ϑ) ∼ сosϑ, 
где τ – линейная плотность заряда, ϑ – 
угол между радиусом-вектором рас-
сматриваемой точки и осью симметрии 
системы Z (рис. 1.26). В дипольном 
приближении найти напряженность 
электрического поля на оси Z на рас-
стоянии z от системы (z >> R). 

Ответ: 
3

08
1

z

qR
zE

ε
=)( . 
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Рис.1.26. Система из точечного 
заряда и неравномерно заря-
женного полукольца (задача 
1.4.19) 
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Глава 2 

РАБОТА СИЛ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ. 

ПОТЕНЦИАЛ 

§2.1 Теоретический материал 

Работа сил электростатического поля при перемещении то-

чечного заряда q из точки 1 в точку 2 определяется линейным инте-

гралом 

A12 = ∫
)( 12

)(

L

dq lE , (2.1) 

где L12 – траектория движения заряда, dl – бесконечно малое пере-

мещение вдоль траектории. Если контур замкнутый, то для инте-

грала используется символ ∫ ;  в этом случае предполагается, что 

выбрано направление обхода контура.  

Электростатическое поле потенциально: при перемещении 

точечного заряда по любому замкнутому контуру работа равна ну-

лю. При произвольном перемещении заряда из точки 1 в точку 2 

работа не зависит от траектории, а определяется только положени-

ем начальной и конечной точек 1 и 2. Благодаря этому работу поля 

можно представить в виде 

A12 = q [φ(r1) – φ(r2 )],  (2.2) 

где скалярная функция φ(r) называется электростатическим 

потенциалом. Эта функция непрерывна во всем пространстве и 

имеет конечные первые производные.  

Потенциал является энергетической характеристикой 

электростатического поля, его можно определить через потенци-

альную энергию W(r) пробного заряда q в электростатическом поле  

φ(r) 
q

W )(r
= . 

Потенциал в точке r численно равен потенциальной энергии 

единичного положительного точечного заряда, находящегося в 

этой точке.  

Физический смысл имеет только разность потенциалов 

двух точек, поэтому потенциал, как и потенциальная энергия, оп-



Гл. 2. Работа сил электростатического поля. Потенциал 53 

ределен с точностью до произвольной постоянной, связанной с вы-

бором начала его отсчета. 

Нормировка потенциала – придание однозначности потен-

циалу путем приписывания ему определенного значения в какой-

либо точке. Обычно используют один из двух наиболее удобных 

способов нормировки:  

1) если заряды занимают ограниченную область пространства, 

то принимают равным нулю значение потенциала в бесконечно уда-

ленной точке;  

2) если проводящее тело каким-то образом соединено с Землей 

(заземление), то его потенциал равен потенциалу Земли (потенциал 

Земли можно положить равным нулю).  

В модельных задачах, где заряды занимают бесконечные облас-

ти (например, бесконечная заряженная плоскость, нить, цилиндр и 

т.д.), выбор нулевой точки потенциала произволен и определяется 

соображениями симметрии и удобством записи результата. 

Потенциал поля точечного заряда q равен 

φ(r) = 
r

q

0
4

1

πε
, (2.3) 

где r – расстояние от заряда q до точки наблюдения (потенциал в 

точке, бесконечно удалённой от заряда принимается равным нулю).  

Потенциал поля системы точечных зарядов равен алгебраи-

ческой сумме потенциалов, создаваемых в рассматриваемой точке 

каждым из зарядов (принцип суперпозиции для потенциалов).  

∑∑ πε
=ϕ=ϕ

i i

i

i

i
r

q

0
4

1
, (2.4) 

где ri – расстояние от точки, в которой вычисляется потенциал, до i-

ого заряда. 

Потенциал поля точечного диполя равен  

φ(r) = 
3

04

1

r

pr

πε
 (2.5) 

(начало координат взято в точке нахождения диполя). 

Потенциал поля непрерывного распределения зарядов: ес-

ли все заряды расположены в конечной области пространства и по-

тенциал нормирован на нуль в бесконечности, то 
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φ = ∫ ′−

′

πε rr

r )(

4

1

0

dq
, (2.6) 

где  r′′′′ – радиус-вектор заряда dq, r – вектор, проведенный из точки, 

в которой вычисляется потенциал, до заряда dq(r′′′′) в бесконечно 

малой окрестности точки r′′′′. Интегрирование производится по всем 

объемам, содержащим распределенные с плотностью ρ заряды 

(dq(r′′′′) = ρ(r′′′′)dV), по всем поверхностям, несущим поверхностные 

заряды σ (dq(r′′′′) = σ(r′′′′)dS), и по всем линиям, на которых находятся 

распределенные с линейной плотностью τ заряды (dq(r′′′′) = τ(r′′′′))dl. 

Циркуляцией произвольного вектора A по замкнутому 

контуру L называется линейный интеграл  

∫
L

dlA .                                         (2.7) 

Ротором вектора A называется вектор, проекция которого 

на положительное направление нормали n равна пределу отноше-

ния циркуляции вектора А по физически бесконечно малому кон-

туру L к площади ∆S, ограниченной этим контуром 

∫∆
=

→∆
L

S
n d

S
lAA

1
limrot

0
 (2.8)  

Положительное направление нормали n согласуется с на-

правлением обхода контура L правилом правого винта.  

В декартовой системе координат с ортами i, j, k ротор можно 

представить в виде векторного произведения: 

rot A = [∇ A ]= 

zyx
AAA
zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂

kji

, (2.9) 

где символический дифференциальный векторный оператор ∇ (на-

бла) определен в §1.1. главы 1. В декартовых координатах он имеет 

вид: 

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ kji . 

Формула Стокса: циркуляция вектора A по произвольному 

контуру L равна потоку ротора вектора A через любую поверх-

ность, опирающуюся на контур L: 
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∫
L

dlA = ∫
S

dSArot . (2.10) 

Теорема о циркуляции вектора E (интегральная формулировка 

потенциальности электростатического поля): в любом электроста-

тическом поле циркуляция вектора E по любому замкнутому кон-

туру L равна нулю 

∫
L

dlE =0.    (2.11) 

Дифференциальная формулировка потенциальности электро-

статического поля: в любом электростатическом поле в любой точ-

ке 

rot E = 0.   (2.12) 

Градиентом скалярной функции φ назывaeтся вектор  

grad φ = ∇ϕ = 
zyx ∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

kji . (2.13) 

Этот вектор направлен перпендикулярно к поверхности φ = const в 

сторону возрастания φ, а его модуль равен производной от функции 

φ по этому направлению. 

Два полезных математических тождества: 

div rot A ≡ 0   для любой векторной функции A(r);         (2.14) 

rot grad φ ≡ 0 для любой скалярной функции φ(r).        (2.15) 

Эквипотенциальная поверхность – поверхность, на которой по-

тенциал остается постоянным. Линии напряженности поля перпен-

дикулярны к эквипотенциальным поверхностям и направлены в 

сторону убывания потенциала. 

Связь потенциала с напряженностью поля 

E = – grad φ.    (2.16) 

Обратная операция – нахождение разности потенциалов ∆ϕ21 

из заданной напряженности поля  

ϕ2 – ϕ1 ∫−=
)2(

)1(

ldE , (2.17) 

где интегрирование идет по любой траектории, соединяющей точки 

1 и 2. 
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Дифференциальное уравнение для потенциала (уравнение 

Пуассона)  

∆φ = – 
0

ε
ρ

, (2.18) 

где ∆ – оператор Лапласа. В декартовой системе координат опера-

тор Лапласа является суммой вторых производных по всем коорди-

натам: 

∆ ≡ ∇2
 =

2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

. (2.19) 

В сферической системе координат (r, ϑ, ϕ) оператор Лапласа имеет 

вид  

 








ϑ∂
∂

θ+
ϑ∂
∂

+
ϕ∂
∂

ϑ
+

∂
∂

+
∂
∂

=∆ ctg
sin

112
2

2

2

2

222

2

rrrr
.  (2.20) 

В областях, где заряды отсутствуют, уравнение Пуассона переходит 

в уравнение Лапласа: 

∆φ = 0.                                       (2.21) 

§2.2. Основные типы задач (классификация) 

2.1. Определение потенциала или разности потенциалов поля 

заданного распределения зарядов. Вычисление работы по переме-

щению заряда в поле заданной системы зарядов.  

2.2. Обратная задача: найти распределение зарядов, создающих 

заданные значения потенциала или разности потенциалов.  

2.3. Определение потенциала или разности потенциалов, если 

задана или легко вычисляется напряженность поля, и обратная за-

дача: найти напряженность поля, если известно распределение по-

тенциала или задана разность потенциалов. 

2.4. Построение картины силовых линий и эквипотенциальных 

поверхностей для заданной системы неподвижных зарядов. 

§2.3. Методы решения и примеры решения задач  

Так же, как в главе 1, из анализа условий задачи следует оп-

ределить, к какому типу относится данная задача. Следует уяснить, 

какими свойствами симметрии обладает изучаемая система зарядов 
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и полей. В соответствии с этими сведениями надо выбрать наибо-

лее удобную для расчетов систему координат. После того как реше-

ние получено, следует обязательно проверить его размерность, со-

ответствие результата различных предельных случаев ожидаемым 

или ранее полученным результатам, а также рассмотреть физиче-

скую картину при различных значениях параметров системы. 

Задачи типа 2.1 

Определение потенциала или разности потенциалов поля за-

данного распределения зарядов 

Метод решения – прямое суммирование потенциалов в задан-

ной точке от точечных зарядов (2.3), диполей (2.5) и непрерывно 

распределенных зарядов (2.6). Этот метод универсален, т.е. приме-

ним к любому распределению зарядов. Однако, в случае симмет-

ричной системы зарядов (как в задачах типа 1.2.3 главы 1), когда с 

помощью теоремы Гаусса легко выполняется вычисление напря-

женности поля E, можно свести задачу к типу 2.2.3 и найти потен-

циал из известной напряженности поля (2.17). Такой подход часто 

позволяет существенно упростить расчеты.  

Если заряды распределены в конечной области простран-

ства, то в дальнейшем (если не оговорено другое условие) будем 

полагать равным нулю значение потенциала в бесконечно уда-

ленной точке. 

Потенциал φ(r) – скалярная функция, поэтому суммирование 

выполняется алгебраически, что значительно упрощает расчет по 

сравнению с вычислением напряженности поля E(r), когда вклады 

от разных зарядов складываются векторно.  

Наиболее общий подход состоит в использовании уравнения 

Пуассона (или уравнения Лапласа). При этом учитываются условия 

непрерывности потенциала, граничные условия и условия норми-

ровки. Однако решение дифференциального уравнения второго по-

рядка в частных производных является достаточно сложной задачей 

и в курсе общей физики практически не используется. Отдельные 

примеры применения этого метода можно найти в некоторых учеб-

никах (см., например, [1], § 15). Другое дело – использование урав-

нения Пуассона для решения обратной задачи. Если задано распре-

деление потенциала, то, вычисляя его вторые производные по коор-

динатам, можно с помощью уравнения Пуассона найти распреде-

ление заряда во всем пространстве.  
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Задача 2.3.1 (базовая задача). Найти потенциал поля, созда-

ваемого равномерно заряженной с линейной плотностью τ нитью 

длины 2L.  

Решение 

Поместим начало координат в цен-

тре нити и направим ось Z вдоль ни-

ти. Система зарядов аксиально сим-

метрична, поэтому для расчетов вы-

берем цилиндрическую систему ко-

ординат r, φ, z, в которой потенциал 

в произвольной точке М зависит 

только от переменных r и z (рис.2.1, 

для наглядности нить показана в ви-

де тонкого цилиндра). Выделяем на 

нити на расстоянии l от центра бес-

конечно малую область с зарядом 

dq = τ dl, который можно считать 

точечным. Его расстояние до точки М(r, z) равно ( )22 zlr −+ , а 

создаваемый им потенциал определяется формулой (2.3):  

dφ 
( )22

0
4

1

zlr

dl

−+

τ
πε

= . 

Потенциал, создаваемый всей нитью, равен 

( )
=

−+πε
τ

=ϕ ∫
−

L

L zlr

dl
22

0
4

( )
( )22

22

0

ln
4 LzrLz

LzrLz

−++−

++++

πε
τ

. (2.22) 

Анализ результата и дополнительные выводы.  

1. При удалении на очень большое расстояние (z → ∞ или 

r → ∞) система выглядит как точечный заряд. Если в полученном 

результате сделать предельный переход z → ∞ или r → ∞, то дол-

жен получиться потенциал точечного заряда. Выполним такой пре-

дельный переход.  

Если ввести переменную 22 rzR += , то любой из упомяну-

тых двух предельных переходов выполняется, если R → ∞. Тогда 

при очень больших значениях R (R >> L) имеем: 

R

zL
RLzr ±≈±+ 22 )( , 

 

dl 

r 

z 

M(r,z) 

z 

r 

2
L

 

l 

0 

 
Рис. 2.1. К нахождению потенциа-

ла поля, создаваемого заряженной 

нитью (задача 2.3.1) 
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Отсюда получаем, что на больших расстояниях от нити потенциал 

приближенно равен потенциалу поля точечного заряда 

φ 
R

q

R

L

00
44

2

πε
=

πε
τ

≈ , 

где q = 2Lτ  – полный заряд нити. 

2. Если L → ∞, то потенциал стремится к бесконечности. По-

тенциал остается ограниченной функцией, если только все заряды 

сосредоточены в области конечных размеров, а здесь заряды име-

ются в бесконечно удаленной области. В этом случае непосредст-

венный физический смысл имеет только разность потенциалов в 

любых двух точках. В случае бесконечной нити разность потен-

циалов находим из (2.22) для точек 1 и 2, удаленных от оси нити на 

расстояния r и R (r < R)  

∆φ12 = φ(r) – φ(R) =
R

r
ln

2
0

πε
τ

− .               (2.23) 

Поясним сказанное расчетом. При L → ∞ потенциал не зависит 

от z и в (2.22) можно положить z = 0. Кроме того, r << L и 

22 rL + ≈ 







+

2

2

2
1

L

r
L ,  

222

22
4

1
r

L

rLL

rLL
+≈

++−

++
. 

Из (2.22) находим:  

φ(r) – φ(R) ≈














 +−






 +
πε
τ

≈
22

0

4
1ln
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R
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2
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4
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2
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≈ . 
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В случае бесконечной нити задачу можно отнести к типу 2.2.3. 

В главе 1 получено выражение для напряженности поля бесконеч-

ной равномерно заряженной нити: 
r

EE
r

0
2πε

τ
== . Согласно (2.17)  

φ(r) – φ(R) =
R

r
Edr

r

R

ln
2 0πε
τ

−=− ∫ , 

что совпадает с (2.23). 

3. Компоненты напряженности поля можно найти из (2.22), вы-

числяя градиент потенциала, т.е. используя (2.16). Ввиду аксиаль-

ной симметрии системы, целесообразно расчет выполнить в ци-

линдрических координатах, где Ez = 
z∂
ϕ∂

− , Er = 
r∂
ϕ∂

− . Проекция Еφ 

в нашем случае равна нулю. Этот расчет мы предоставляем сделать 

читателю. Результат будет полезно сравнить с полученным выше в 

задаче 1.3.3. 

Ответ: 
( )
( )22

22

0

ln
4

),(
LzrLz

LzrLz
zr

−++−

++++

πε
τ

=ϕ . 

 

Задача 2.3.2 (базовая задача). На тонком кольце радиуса R 

распределен по произвольному закону заряд q. Определить потен-

циал поля в точке А, расположенной на оси кольца на расстоянии h 

от его плоскости.  

Решение 
Потенциал бесконечно удаленной точки будем считать равным 

нулю. На кольце выделим дугу бесконечно малой длины dl. Заряд 

dq этого участка рассматриваем как точечный. В точке наблюдения 

А он создает потенциал 
r

dq
d

0
4

1

πε
=ϕ , где 22 hRr += . Суммиро-

вание всех таких вкладов при любом распределении заряда на 

кольце дает ответ: 
22

0
4

1

hR

q

+πε
=ϕ . В частности, в центре кольца 

R

q

0
4

1

πε
=ϕ . Эти результаты можно было сразу записать без всяких 

вычислений, так как все части распределенного заряда находятся на 

одном и том же расстоянии от центра кольца. 
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Ответ: 
22

0
4

1

hR

q

+πε
=ϕ . 

Задача 2.3.3 (базовая задача). Тонкий диск радиуса R заряжен 

равномерно с поверхностной плотностью σ. Определить потенциал 

поля в точке А, расположенной на оси диска на расстоянии h от его 

плоскости.  

Решение 

Учитывая условия цилиндрической симметрии распределения 

заряда, выделим на диске кольцевую область между окружностями 

радиусов r и r + dr. Находящийся на ней заряд dq = σ2πr dr создает 

в точке наблюдения А потенциал 
l

dq
d

0
4

1

πε
=ϕ , где 22 hrl += . 

Искомый потенциал есть сумма всех таких вкладов:  

)(
2

2

4

1 22

00
22

0

hhR
hr

rdr
R

−+
ε
σ

=
+

πσ
πε

=ϕ ∫ . 

Ответ: )(
2

22

0

hhR −+
ε
σ

=ϕ . 

Анализ результата и дополнительные выводы.  

1. В центре диска h = 0 и потенциал равен 
0

2ε
σR

. 

2. На большом расстоянии от плоскости диска (при R << h) 

имеем при разложении по малой величине 
h

R
 в первом порядке: 

h

q

h

R

0

2

0
4

1

4

1

πε
=

σπ
πε

=ϕ . 

Это означает, что с ростом h потенциал становится все ближе к 

потенциалу точечного заряда, равного заряду диска и расположен-

ному в центре диска.  

3. Вблизи плоскости диска (при h << R) при разложении по ма-

лой величине 
R

h
 в первом порядке имеем 







 −
ε

σ
=ϕ

R

hR
1

2
0

.  

4. При R h  → ∞ мы ожидаем получить потенциал бесконечной 

заряженной плоскости (т.е. линейно зависящий от расстояния h до 
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плоскости). Однако такому предельному переходу препятствует 

наша нормировка потенциала, приемлемая только для заряда, рас-

пределенного в конечной области пространства. В этом случае за 

нуль потенциала следует принять его значение в какой-либо произ-

вольной точке, не лежащей в бесконечности. Если положить φ = 0 

при h = 0, то получим закон изменения потенциала в однородном 

поле, соответствующем полю бесконечной заряженной плоскости. 

Вопрос о нормировке не возникает, если требуется вычислить раз-

ность потенциалов в двух точках, отстоящих от плоскости на рас-

стояния h1 и h2. В этом случае независимо от нормировки имеем 

∆ )(
2

21

0

hh −
ε
σ

=ϕ , что и соответствует однородному полю от беско-

нечной заряженной плоскости (см. задачу 1.3.8, главы 1). 

 

Задача 2.3.4. Найти потенциал φ на краю тонкого диска радиу-

са R, по которому равномерно распределен заряд с поверхностной 

плотностью σ.  

Решение 
Поиск подхода к решению приводит к выводу, что наиболее це-

лесообразно использовать полярную 

систему координат (r, α), начало которой 

расположено в точке А, а угол α отсчи-

тывать от диаметра, проходящего через 

точку А (рис. 2.2). Элемент площади в 

этой системе равен dS = r dr dα. На нем 

находится заряд dq = σdS, который соз-

дает в точке А потенциал 

α
πε
σ

=
πε

=ϕ ddr
r

dq
d

00 44

1
. Интегрируя 

это выражение по r в пределах от нуля до r = 2R cosα, найдем вклад 

в потенциал от всех точек диска, находящихся внутри угла dα. Ин-

тегрируя затем по углу α в пределах от 2−π  до 2π , найдем по-

тенциал точки А:  
0

πε
σ

=ϕ
R

. 

Потенциал в точке на краю диска в 2π  раз, т.е. приблизитель-

но в полтора раза, меньше потенциала в центре диска. Это и понят-

но: потенциал в центре диска равен работе внешних сил по пере-

 

A 
O 

dS 
α 

dα 

 
Рис. 2.2. К нахождению по-

тенциала поля на краю заря-

женного диска (задача 2.3.4) 
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мещению единичного заряда из бесконечности в центр диска. При 

смещении заряда из центра диска к его краю работу совершает са-

мо поле, и потенциальная энергия заряда уменьшается. 

Ответ: 
0

πε
σ

=ϕ
R

. 

Задача 2.3.5. Два коаксиальных кольца одинакового радиуса R 

заряжены равномерно зарядами q1 и q2. Плоскости колец находятся 

на расстоянии h друг от друга. Найти потенциал в произвольной 

точке А на оси колец.  

Решение 
Из симметрии задачи следует, что на-

чало координат О следует поместить в 

средней точке между кольцами, а ось x на-

править вдоль оси колец (рис. 2.3).  

Точка А с координатой x отстоит от 

плоскости верхнего кольца на расстояние 

x1 = 2x h− , а от нижнего кольца – на 

x2 = 2x h+ . Каждое кольцо создает в точке 

А потенциал, вычисленный в базовой зада-

че 2.3.2: 

22
04

1

i

i
i

xR

q

+πε
=ϕ , где i = 1, 2. 

Согласно принципу суперпозиции φ = φ1 + φ2. Отсюда получа-

ется ответ. 

Ответ: 














++
+

−+πε
=ϕ

22

2

22

1

0 )2/()2/(4

1

hxR

q

hxR

q
. 

 

Анализ результата и дополнительные выводы 

1. Если q1 = q2, то функция φ(x) четная и распределение потен-

циала симметрично. В точке О потенциал равен удвоенному потен-

циалу от одного кольца.  

Если q1 = –q2, то функция φ(x) нечетная, график ее имеет вид 

антисимметричной функции, а в точке О имеем φ = 0. 

 x 

q1 

q2 

h O 

A 

 
Рис. 2.3. К нахождению 

потенциала электростати-

ческого поля на оси двух 

заряженных коаксиаль-

ных колец (задача 2.3.5) 
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2. При большом удалении от колец, когда x >> h, R (x > 0), име-

ем при разложении в первом порядке по малым значениям h x  и 

R x : 








 −≈
++ x

h

xhxR 2
1

1

)2/(

1
22

    и   1 2 1 2
2

0

1 ( )

4 2

q q q q h

x x

+ − ϕ = + πε  
. 

 

Первое слагаемое является потенциалом точечного заряда, равного 

полному заряду системы q1 + q2, расположенного в центре между 

кольцами, второе – потенциал точечного диполя, расположенного в 

той же точке, с вектором дипольного момента, направленным вдоль 

оси x и равным по величине )(
2

21
qq

h
p −= . Радиус колец слабо 

влияет на поле, давая поправку только второго порядка малости. В 

случае q1 = q2 поле системы двух колец видится с большого рас-

стояния как поле точечного заряда 2q, а дипольное слагаемое (т.е. 

слагаемое второго порядка малости) отсутствует. В случае 

21
qq −= система электронейтральна и с большого расстояния вы-

глядит как диполь с моментом p = qh, ориентированным вдоль оси 

x.  

3. Если кольца расположены очень близко друг к другу 

(h << R), то в области между кольцами x << R. В этой области при 

q1 = q2 = q потенциал поля на оси 
R

q

0
2

1

πε
=ϕ  сохраняется постоян-

ным в линейном приближении по малым параметрам x/R и h/R. По-

правки к постоянному потенциалу существуют только за счет сла-

гаемых второго порядка малости. Поле в этой области будет очень 

слабым, напряженность его будет близка к нулю. При q1 = –q2 = q 

имеем в низшем порядке по малым параметрам x/R и h/R: 

3

0
4

1

R

qxh

πε
=ϕ . Линейная зависимость потенциала от координаты 

говорит о том, что поле в этом случае однородное. Величина на-

пряженности поля невелика, так как определяется малым парамет-

ром h/R.  
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Задачи типа 2.2 

Обратная задача: найти распределение зарядов, создающих 

заданные значения потенциала или разности потенциалов. 

Метод решения – прямое применение уравнения Пуассона 

(2.18). Следует использовать запись оператора Лапласа в системе 

координат, наиболее подходящей из условий симметрии. Если в 

условии задачи задана разность потенциалов, то можно использо-

вать формулу (2.16) и условия симметрии, чтобы определить рас-

пределение напряженности поля и потенциала во всем пространст-

ве. 

Задача 2.3.6. Потенциал поля внутри заряженного шара зави-

сит только от расстояния до его центра как φ = ar
2
 + b, где a и b – 

постоянные. Найти распределение объемного заряда ρ(r) внутри 

шара.  

Решение 
Это пример обратной задачи. Из сферической симметрии сис-

темы следует, что оператор Лапласа надо записать в сферических 

координатах – тогда остается зависимость только от одной пере-

менной r: 
rrr ∂
ϕ∂

+
∂

ϕ∂
=ϕ∆

2
2

2

. Выполняя дифференцирование, нахо-

дим ∆φ = 6a. Из уравнения Пуассона следует ответ: ρ = – 6aε0. 

Ответ: ρ = – 6aε0. 

Замечание 1. Задачу можно также легко решить в декартовых 

координатах, если в заданное выражение для ϕ(r) подставить 

r
2
 = x

2
 + y

2
 + z

2
 и воспользоваться выражением (2.19) для оператора 

Лапласа в декартовых координатах. 

Замечание 2. Каков смысл постоянных a и b? Величина а опре-

деляет объёмную плотность заряда ρ и отличается от неё только 

численным множителем. Объемная плотность ρ заряда внутри шара 

постоянна. При положительном заряде коэффициент а отрицателен, 

что соответствует убыванию потенциала в направлении от центра 

шара к его поверхности. Параметр b равен значению потенциала в 

центре шара. Его величину можно найти из условия непрерывности 

потенциала при r = R:  

baR
R

q
+=

πε
=ϕ 2

0
4

1
, 
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откуда b 
0

2

2ε
ρ

=
R

. Величина b зависит от плотности распределения 

заряда и от радиуса шара. 

Задача 2.3.7. В бесконечном слое толщиной d находится рав-

номерно распределенный объемный заряд. Разность потенциалов 

между границами слоя постоянна и равна ∆φ ≠ 0. При каком значе-

нии объемной плотности ρ заряда напряженность поля вблизи од-

ной из границ будет равна нулю? Какова будет при этом напряжен-

ность поля у другой границы?  

Решение 

Поскольку распределение заряда симметрично относительно 

центральной плоскости слоя, то создаваемый полем этого заряда 

потенциал одинаков на обеих поверхностях слоя. Таким образом, 

сам распределенный в плоском слое заряд не может создать раз-

ность потенциалов на своих границах (см. базовую задачу 2.3.8). 

Следовательно, должно присутствовать внешнее однородное поле в 

направлении нормали к слою, напряженность которого можно 

представить в виде 0E d= ∆ϕ . Напряженность поля вблизи одной 

из границ будет равна нулю, если это внешнее поле равно по вели-

чине полю, создаваемому на этой пластине распределенным заря-

дом, и противоположно ему направлено. На границе слоя напря-

женность поля от распределенного заряда равна 
0

2ε
ρ

=
d

E  (см. зада-

чу 1.3.11, глава 1). Из равенства E = E0 находим 2
02 dρ = ε ∆ϕ . На 

второй границе внешнее поле направлено одинаково с полем рас-

пределенного заряда. Поэтому напряженность поля вблизи второй 

границы равна 2 d∆ϕ .  

Ответ:  
2

02

d

ϕ∆ε
=ρ . 

Задачи типа 2.3 

Определение потенциала или разности потенциалов, если за-

дана или легко вычисляется напряженность поля, и решение об-

ратной задачи 
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Метод решения. Если напряженность поля известна (или лег-

ко вычисляется) и при этом зависит лишь от одной координаты, це-

лесообразно для вычисления потенциала (и разности потенциалов) 

использовать связь потенциала с напряженностью поля (2.16). На-

пример, для поля, зависящего от одной декартовой координаты х из 

(2.16) находим: Е(х) 
dx

dϕ
−= . Интегрируя это уравнение, получаем 

φ(x). Те же соображения работают и в случае сферических или ци-

линдрических координат. При интегрировании появятся произ-

вольные постоянные, которые надо доопределить с помощью нор-

мировки потенциала и условия его непрерывности. 

Представленные в данном разделе задачи в основном являются 

базовыми. Их решения будут неоднократно использоваться в даль-

нейшем. 

 

Задача 2.3.8 (базовая задача). Бесконечный плоский слой тол-

щиной 2h равномерно заряжен по объему с плотностью ρ > 0. Най-

ти потенциал поля в произвольной точке. 

Решение 
В задаче 1.3.11 (гл. 1) было получено значение напряженности 

поля от такого слоя: если начало координат поместить в централь-

ной плоскости слоя и отсчитывать координату х вдоль нормали к 

плоскости слоя, то внутри слоя (x ≤ h) поле растет по линейному 

закону xE
0

ε
ρ

= , а вне слоя (x ≥ h) поле однородно и равно 
0ε

ρ
=

h
E . 

Из условий симметрии ясно, что достаточно рассмотреть только 

область x > 0, а решение для области x < 0 легко записать из полу-

ченного результата. 

Используя (2.16), находим dφ = – Edx, откуда для области x ≤ h 

получаем 

φ(x) 1
0

2

2
C

x
+

ε

ρ
−= ; 

аналогично для x ≥ h имеем  

φ(x) 
2

0

C
hx

+
ε
ρ

−= , 

где C1 и C2 – произвольные постоянные, появляющиеся при интег-

рировании.  
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Поскольку слой имеет бесконечные размеры, нельзя поло-

жить равным нулю потенциал в бесконечно удаленной точке. 

Наиболее естественный способ нормировки потенциала в данной 

системе – положить φ = 0 в любой точке средней плоскости слоя, 

где х = 0. Сразу находим, что при такой нормировке C1 = 0. Посто-

янную C2 определим теперь из условия непрерывности потенциала 

на границе слоя. Имеем при x = h:  

0

2

2

0

2

2ε
ρ

−=+
ε
ρ

−
h

C
h

 

откуда 
0

2

2
2ε
ρ

=
h

C . Итак, внутри слоя потенциал убывает по квадра-

тичному закону φ(x) 2

0
2

x
ε
ρ

−= , а снаружи – по линейному 

φ(x) )2(
2

0

hx
h

−
ε
ρ

−= . Убывание потенциала связано с тем, что при 

удалении пробного положительного заряда от центральной плоско-

сти слоя поле совершает положительную работу и потенциальная 

энергия заряда уменьшается.  

Ввиду плоской симметрии системы распределение потенциала 

при x < 0 найдем, заменяя в полученных формулах x на |x|. Если 

уменьшать толщину слоя до нуля, сохраняя его заряд, то в резуль-

тате получим плоскость, заряженную равномерно с поверхностной 

плотностью σ = 2ρh, создающую в пространстве потенциал 

x
h

xx
00

2
)(

ε
ρ

−=
ε
σ

−=ϕ , соответствующий однородному полю 

0
2ε
σ

=E . 

Ответ: 1) |x| < h:  φ(x) 2

0
2

x
ε
ρ

−= , 

  2) |x| ≥ h:  φ(x) )2(
2

0

hx
h

−
ε
ρ

−= . 

 

Задача 2.3.9. Шар радиуса R равномерно заряжен с объемной 

плотностью ρ. Найти значение потенциала в произвольной точке. 
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Решение 
Из симметрии системы следует, что для решения целесообразно 

выбрать сферическую систему координат. Напряженность поля 

равномерно заряженного шара вычислена в задаче 1.3.16 (глава 1):  

внутри шара Eвнутри r
0

3ε
ρ

= , вне шара Eвне 2

0
4

1

r

q

πε
= , где q – пол-

ный заряд шара, равный (4/3)πR
3
ρ. Напряженность поля зависит 

только от одной координаты r. В этом случае из (2.16) находим 

E(r) 
dr

dϕ
−=   и, интегрируя это уравнение, получаем 

φвнутри(r)
1

2

0
6

Cr +
ε
ρ

−= ,  φвне(r)
2

0
4

1
C

r

q
+

πε
= .

 

В нашем случае заряды сосредоточены в ограниченной области 

пространства, поэтому можно положить равным нулю потенциал 

бесконечно удаленной точки. Тогда С2 = 0, а постоянная С1 опреде-

ляется из условия непрерывности потенциала при r = R:  

R

q
CR

0

1

2

0
4

1

6 πε
=+

ε
ρ

− , 

откуда С1 
0

2

2ε
ρ

=
R

. Физический смысл константы С1 – это потенциал 

в центре шара при нашей нормировке. Итак, внутри шара потенци-

ал убывает по квадратичному закону φвнутри(r) )3(
6

22

0

rR −
ε
ρ

= , а 

снаружи – как потенциал точечного заряда q, расположенного в 

центре шара.  

Если, сохраняя заряд q и его симметричное распределение, перене-

сти его весь на поверхность шара, то напряженность поля и потен-

циал во внешней области не изменятся. Потенциал любой точки на 

поверхности останется равным 
R

q

0
4

1

πε
. Но во внутренней области 

теперь поле отсутствует, работа по перемещению пробного заряда с 

поверхности шара в его центр не совершается и потенциал в любой 

точке внутри получившейся заряженной сферы будет одним и тем 

же – потенциалом поверхности сферы.  
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Ответ: 1) r < R:  φвнутри(r) )3(
6

22

0

rR −
ε
ρ

= ; 

         2) r > R:  φвне(r)
r

q

0
4

1

πε
= . 

Задача 2.3.10. Шаровой слой между сферами радиусов R1 и R2 

(R1 < R2) заряжен с плотностью ρ = a/r
2
. Найти потенциал поля в 

произвольной точке. 

Решение 
Распределение заряда сферически симметрично (рис.2.4), по-

этому поле во внешней области совпадает с полем точечного заря-

да, равного полному заряду слоя q и расположенного в центре сфер.  

Полный заряд слоя R1 < r < R2 найдем, суммируя заряды беско-

нечно тонких слоев с внутренним радиусом r и внешним r + dr. 

Учитывая, что заряд такого слоя dq = ρdV = ρ 4πr
2
dr = 4πa dr и вы-

числяя интеграл по r в пределах от R1 

до R2, получаем:  

q = ∫π
2

1

4

R

R

dra  = 4πa(R2 – R1). 

Нормируя потенциал на нуль в 

бесконечности, находим потенциал в 

области r ≥ R2: 

φ3(r) 
r

RRa

r

q 12

004

1 −
ε

=
πε

= . 

Отсюда потенциал сферы радиуса 

R2 будет равен φ(R2) = 







−

ε
2

1

0

1
R

Ra
. 

Электрическое поле внутри слоя E2(r) определяется суммар-

ным зарядом, находящимся внутри сферы радиуса r. Этот заряд 

равен 

q(r) = ∫π
r

R

dra

1

4  = 4πa(r – R1). 

По теореме Гаусса создаваемая им напряженность поля  

 
dr 

r 

R1 

R2 

 
Рис. 2.4. Шаровой слой со сфе-

рически симметричным распре-

делением заряда (задача 2.3.10) 
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E2(r) = 






 −
ε

=
επ r

R

r

a

r

rq
1

00

2
1

4

)(
. 

Потенциал внутри слоя φ2(r) находим по (2.17): 

.ln11
1

1

)()()(

2

1

0

1

02

1

0

222

2

2









−−

ε
=







 −
ε

−







−

ε
=

=−ϕ=ϕ

∫

∫

R

r

r

Ra
dr

r

R

r

a

R

Ra

drrERr

r

R

r

R
 

Внутри сферы радиуса R1 зарядов нет, поэтому напряженность 

поля внутри нее равна нулю, а потенциал постоянен и равен его 

значению на сфере R1: 

φ(r < R1) = φ2(R1) = 
1

2

0

ln
R

Ra

ε
. 

Ответ: 1) φ1 = 
1

2

0

ln
R

Ra

ε
   при r ≤  R1;  

 2) φ2 = 






 +−
ε r

R

r

Ra
21

0

ln1  при R1 ≤  r ≤R2;  

3) φ3(r) 
r

RRa 12

0

−
ε

=   при r ≥ R2. 

Задача 2.3.11. Бесконечно длинный круговой цилиндр радиуса 

R равномерно заряжен с объемной плотностью заряда ρ. Найти по-

тенциал в произвольной точке пространства, считая, что потенциал 

на поверхности цилиндра равен нулю.  

Решение 

Напряженность поля такого цилиндра была определена в главе 

1 (базовая задача 1.3.13). Ввиду цилиндрической симметрии систе-

мы целесообразно использовать для решения цилиндрическую сис-

тему координат (r, φ, z), у которой ось Z направлена по оси цилин-

дра, а начало координат расположено в произвольной точке на оси 

цилиндра. Учитывая, что на поверхности цилиндра потенциал, со-

гласно условию, равен нулю, можно применить формулу (2.17), 

которая в нашем случае примет вид:  
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∫∫ =−=ϕ=ϕ−ϕ
R

r

r

R

EdrEdrrRr )()()( . 

Учитывая, что внутри цилиндра (при r ≤ R) E1 = r
0

2ε
ρ

, находим 

потенциал в этой области:  

( ) 







−

πε
τ

=−
ε
ρ

=
ε
ρ

=ϕ ∫ 2

2

0

22

00

1 1
442

)(
R

r
rRrdrr

R

r

, 

где τ = πR
2ρ – заряд, приходящийся на единицу длины цилиндра.  

Вне цилиндра (при r ≥ R) E = 
r

R

0

2

2ε
ρ

 и для потенциала в этой 

области имеем 

φ2(r) = 
R

r

r

RR

r

drR
R

r

ln
2

ln
22 00

2

0

2

πε
τ

−=
ε

ρ
=

ε
ρ

∫ . 

Внутри цилиндра потенциал убывает по квадратичному закону, 

а снаружи – как логарифм расстояния от оси цилиндра. 

Сохраняя цилиндрическую симметрию, перенесем весь заряд 

на поверхность цилиндра, сохраняя линейную плотность заряда  

τ = πR
2ρ. Внутри заряженной цилиндрической поверхности заряда 

нет и напряженность поля равна нулю. Значит, потенциал во внут-

ренней области равен нулю (при нормировке потенциала, указан-

ной в условии). Потенциал вне цилиндра опять, как и прежде, будет 

равен φ2(r) 
R

r
ln

2 0πε
τ

−= . 

Если уменьшать радиус цилиндрической поверхности, то в 

пределе она превратится в бесконечную прямую нить, заряженную 

с постоянной линейной плотностью τ. Из-за неопределенности зна-

чения ( )ln r R  при r → 0 и R → 0 нельзя полагать равным нулю 

значение потенциала на нити. Поэтому для нормировки потенциала 

придется использовать какое-либо другое условие, т.е. положить 

равным нулю значение потенциала в произвольно выбранной точке. 

Отметим, что физический смысл имеет только разность потенциа-

лов. Например, в точках, удаленных от нити на заданные расстоя-
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ния R1 и R2 (R1 < R2), а такая разность потенциалов равна 

∆φ12 
1

2

0

ln
2 R

R

πε
τ

−=  и от нормировки не зависит. 

Ответ: φ1 )(
4

22

0

rR −
ε
ρ

=  при r ≤ R; 

φ2
R

rR
ln

2
0

2

ε
ρ

−=   при r ≥ R. 

 

Задачи типа 2.4 

Построение картины силовых линий и эквипотенциальных по-

верхностей для заданной системы неподвижных зарядов 

Метод решения. Обычно рассматриваются достаточно про-

стые конфигурации, когда условия симметрии в достаточной мере 

определяют характер силовых линий и эквипотенциальных поверх-

ностей. Хорошо, если задача сводится к построению плоской кар-

тины. Иногда из общих соображений удается сделать вывод о рас-

положении поверхностей, на которых потенциал равен нулю, ино-

гда приходится выполнить расчет для получения уравнения эквипо-

тенциальной поверхности. Силовые линии должны начинаться на 

положительных зарядах (или приходить из бесконечности) и закан-

чиваться на отрицательных зарядах (или уходить на бесконеч-

ность). Принимаем во внимание, что вблизи точечных зарядов си-

ловые линии расходятся радиально и равномерно. Во всех точках 

следим, чтобы силовые линии и эквипотенциальные поверхности 

были взаимно перпендикулярными. Силовые линии нигде не долж-

ны пересекаться друг с другом. Густота линий тем больше, чем 

больше напряженность поля в данной области. Вблизи точечного 

заряда эквипотенциальные поверхности будут сферами (на плоско-

сти – окружностями). Если заряды расположены в ограниченной 

области, то на больших расстояниях от них эквипотенциальные по-

верхности также будут сферами.  

 

Задача 2.3.12. Начертить схему силовых линий электрического 

поля и эквипотенциальных поверхностей для системы двух точеч-
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ных зарядов +q и –q, на-

ходящихся на некотором 

расстоянии d друг от дру-

га. 

Решение 
Потенциал любой 

точки плоскости, относи-

тельно которой заряды 

расположены симметрич-

но, равен нулю, так как 

любая такая точка равно-

удалена от зарядов +q и 

q− . Значит, силовые ли-

нии вблизи этой плоско-

сти нулевого потенциала направлены по нормали к ней. Напряжен-

ность поля в точках этой плоскости убывает по мере удаления то-

чек от зарядов. 

Поэтому густота линий будет максимальной вблизи силовой 

линии, соединяющей заряды. Схематически картина силовых ли-

ний (сплошные линии) и сечения эквипотенциальных поверхностей 

(пунктир) представлена на рис. 2.5.  

Задача 2.3.13. Проанализировать картину силовых линий элек-

трического поля и эквипотенциальных поверхностей для системы 

двух одинаковых положительных зарядов, находящихся на некото-

ром расстоянии друг от друга.  

Решение 
Из соображений симметрии ясно, что силовые линии не могут 

пересекать плоскость симметрии 

данной системы зарядов. Следова-

тельно, приближаясь к этой плоско-

сти, силовые линии должны изги-

баться, сближаясь, и затем расхо-

диться, уходя на бесконечность. С 

удалением от зарядов картина сило-

вых линий приближается к таковой 

для точечного заряда величиной 2q.  

Модуль напряженности поля 

равен нулю как в центре симметрии 

системы, так и в бесконечности, и 

 
Рис. 2.5. Силовые линии и эквипотенциальные 

поверхности системы из двух одинаковых по 

величине и противоположных по знаку зарядов 

(задача 2.3.12) 

А 

 
Рис. 2.6. Силовые линии системы 

из двух одинаковых положитель-

ных зарядов (задача 2.3.13) 
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не меняет знака при удалении от центральной точки. Это означает, 

что в некоторой промежуточной точке плоскости величина напря-

женности достигает максимума, и именно там густота линий будет 

наибольшей. Направление на эту точку (точка А на рис. 2.6) задает-

ся углом, для которого tg φ = 1 2  (φ – угол, отсчитываемый от ли-

нии, проведенной через заряды). Картина силовых линий показана 

на рис. 2.6. Картину эквипотенциальных поверхностей легко пред-

ставить, учитывая, что они в каждой точке перпендикулярны сило-

вым линиям. На больших расстояниях от зарядов эквипотенциаль-

ные поверхности будут сферами. 

 

Задача 2.3.14. Начертить схему силовых линий и эквипотенци-

альных поверхностей для системы двух точечных зарядов +q и +2q, 

находящихся на расстоянии d друг от друга.  

Решение 

Решение. Ввиду осевой симметрии системы достаточно рас-

смотреть картину силовых линий в плоскости, проходящей через 

заряды. Поскольку оба заряда положительные, все силовые линии 

начинаются на зарядах и заканчиваются на бесконечности. Отсюда 

ясно, что на выделенной плоскости должна существовать линия, 

которую силовые линии не пересекают.  

Силовые линии от каждого заря-

да на подходе к этой разграничи-

тельной линии изгибаются и уходят 

на бесконечность, асимптотически 

приближаясь к ней. На отрезке, со-

единяющем заряды +q и +2q разгра-

ничительная линия проходит через 

точку А, в которой напряженность 

поля равна нулю. Точка А отстоит от 

заряда q на расстояние а = d ( 2 –1).  

Около каждого заряда картина 

близка к картине силовых линий по-

ложительного заряда: силовые линии 

выходят из каждого заряда симмет-

рично, а сечением эквипотенциаль-

ных поверхностей рассматриваемой плоскостью, являются окруж-

ности. В то же время понятно, что на очень больших расстояниях 

от зарядов эквипотенциальные линии вновь становятся почти ок-

+q +2q 

 
Рис. 2.7. Силовые линии и экви-

потенциальные линии системы из 

двух неодинаковых положитель-

ных зарядов (задача 2.3.14) 
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ружностями. Ясно, что внутренняя часть должна отделяться от 

внешней части некоторой эквипотенциальной линией, проходящей 

через точку А. Потенциал поля в точке А равен 









−

+
πε ad

q

a

q 2

4

1

0

. 

На линии, соединяющей заряды +q и +2q, находим точки В и О, 

в которых потенциал равен потенциалу точки А. Разграничительная 

эквипотенциальная линия проходит через точки А, В, и О. Общая 

картина изображена на рис. 2.7. 
 

Задача 2.3.15. Начертить схему силовых линий и эквипотенци-

альных поверхностей для тонкого равномерно заряженного стерж-

ня. 

Решение 

Учитывая свойства симметрии системы, поместим начало ко-

ординат в центр стержня, а ось Z направим вдоль стержня. Ясно, 

что достаточно рассмотреть картину в плоскости XZ при x > 0 и 

z > 0. Все силовые линии должны начи-

наться на стержне и уходить в бесконеч-

ность. 

Силовая линия, выходящая из цен-

тра стержня, совпадает с положительной 

осью x, а силовая линия, выходящая из 

конца стержня, пойдет вдоль оси Z. На 

большом расстоянии от стержня эквипо-

тенциальные линии становятся близки-

ми к окружностям. Для анализа картины 

вблизи начала координат можно вос-

пользоваться решением задачи 2.3.1. 

Общая картина силовых линий схемати-

чески представлена на рис. 2.8. Поведе-

ние эквипотенциальных поверхностей 

легко представить, учитывая, что они в каждой точке перпендику-

лярны силовым линиям. 

Задача 2.3.16. Два точечных заряда q и –nq (n >1) расположены 

на расстоянии d друг от друга. Доказать, что одна из эквипотенци-

альных поверхностей такой системы есть сфера конечного радиуса. 

Определить радиус этой сферы и положение ее центра.  

 Z 

X 

 
Рис. 2.8. Силовые линии рав-

номерно заряженного тонкого 

стержня (задача 2.3.15) 
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Решение  
Успех в решении этой зада-

чи во многом зависит от удач-

ного выбора системы коорди-

нат. Свяжем систему координат 

с положением зарядов, а имен-

но, поместим начало координат 

О в точку, где находится заряд 

q, а ось x направим по линии, 

соединяющей заряды. Пусть 

заряд –nq находится в точке А. 

Ввиду осевой симметрии сис-

темы, достаточно рассмотреть картину в какой-либо плоскости, со-

держащей отрезок ОА. 

Вычислим потенциал в произвольной точке М(x,y) этой плос-

кости. Задача будет решена, если показать, что вычисленный по-

тенциал сохраняет постоянное значение на некоторой окружности, 

лежащей в выбранной плоскости, и определить радиус этой окруж-

ности и положение ее центра. Вычисляем потенциал в точке М (см. 

рис. 2.9): 

φ =














+−
−

+πε 2222
0 )(4
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yxd
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yx

q
 + const. 

Примем потенциал в точке М равным нулю. Тогда получаем 

уравнение  

(n
2
 –1)y

 2
 + (n

 2
 – 1)x

2
 = d

 2
 –2d x. 

Это есть уравнение окружности с центром, смещенным по оси 

x на расстояние b = 
12 −

−
n

d
. Записывая это уравнение через коор-

динату x1 = x – b, получаем уравнение окружности в стандартном 

виде y
2
 + х1

2
 = R

2
, где R 

1
2 −

=
n

nd
.  

Ответ: R 
1

2 −
=

n

nd
,  b = 

12 −
−

n

d
. 

Задача 2.3.17. Точечный диполь, момент которого равен p, на-

ходится в однородном поле напряженности E. Направление ди-

польного момента совпадает с направлением поля. Доказать, что 

 y 

M(x,y) 

b d q –nq 

x A 

 
Рис.2.9. К нахождению эквипотенциаль-

ной поверхности двух точечных зарядов 

разного знака (задача 2.3.16) 
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среди эквипотенциальных поверхностей есть сферическая поверх-

ность и определить ее радиус.  

Решение 
Начало координат поместим в точку расположения диполя 

(рис.2.10). Потенциал однородного поля относительно начала ко-

ординат в произвольной точке r от равен Err −=ϕ )(
1

. Потенциал, 

создаваемый диполем в этой точке (см. (2.5)), равен 

φ2(r) 
3

0
4

1

r

pr

πε
= , так что суммарный потенциал будет равен  

.
4

1
)()()(

3
0

21
r

pr
Errrr

πε
+−=ϕ+ϕ=ϕ  

Эквипотенциальные поверхности оп-

ределяются условием φ(r) = const. Ис-

пользуя свободу с нормировкой по-

тенциала, примем одну из них за по-

верхность с потенциалом, равным ну-

лю. Для этой поверхности 

0
4

1
3

0

=








πε
+− r

p
E

r
 во всех точках, 

что возможно, только если выражение в скобках тождественно рав-

но нулю. Учитывая условие параллельности векторов p и E, нахо-

дим уравнение этой поверхности: E
r

p
=

πε 3

0
4

1
. Это есть уравнение 

сферы радиуса 

3/1

04

1









πε
=

E

p
r . 

Ответ: 

3/1

04

1









πε
=

E

p
r  

 

§2.4. Задачи для самостоятельного решения 

2.4.1. Два коаксиальных тонких металлических кольца радиуса 

R расположены на расстоянии а, друг от друга. Заряды колец +q и   

– q соответственно. Найти разность потенциалов между центрами 

колец. 

 

p 

r 

O 

E 

 
Рис. 2.10. Диполь в однородном 

внешнем поле (задача 2.3.17) 



Гл. 2. Работа сил электростатического поля. Потенциал 79 

Ответ: 
( )

.
/1

1
1

2 2
0















+
−

πε
=ϕ∆

RaR

q
 

2.4.2. Найти потенциал в центре полусферы радиуса R, заря-

женной равномерно с поверхностной плотностью заряда σ.  

Ответ: 
0

2ε
σ

=ϕ
R

. 

2.4.3. Бесконечно длинная нить заряжена равномерно с линей-

ной плотностью заряда τ = 0,4 мкКл/м. Вычислить разность потен-

циалов между точками 1 и 2, если точка 2 находится в η = 2 раз 

дальше от нити, чем точка 1.  

Ответ: η
πε
τ

=ϕ−ϕ ln
2

0

21
≈ 5 кВ. 

2.4.4. Три плоскости расположены параллельно друг другу на 

расстоянии h одна от другой. Каковы разности потенциалов между 

плоскостями, если на первой находится равномерно распределен-

ный заряд с поверхностной плотностью заряда +σ1, на второй +σ2 и 

на третьей (– σ3).  

Ответ: ∆ ( )
321

0

12
2

σ+σ−σ
ε

=ϕ
h

, ∆ ( )
321

0

23
2

σ+σ+σ
ε

=ϕ
h

, 

∆ϕ13 =∆ϕ12+∆ϕ23. 

2.4.5. Принимая Землю за шар радиуса R = 6400 км, определить 

заряд Q Земли, если напряженность электрического поля у поверх-

ности Земли составляет Е = 130 В/м. Определить потенциал φ по-

верхности Земли, принимая φ∞ = 0. 

Ответ:  Q = 4πε0Rϕ = 5,92·10
5
 Кл; φ = ER = 8,2·10

8
 В. 

2.4.6. Заряды распределены равномерно по поверхности двух 

концентрических сфер с радиусами R1= 10 см и R2 = 20 см, причем 

поверхностные плотности электрического заряда на обеих сферах 

одинаковы. Найти плотность заряда σ, если потенциал в центре 

сфер равен 300 В, а на бесконечности равен нулю.  

Ответ: σ =
+
εϕ

=
21

00

RR
 9·10

-9
 Кл/м

2
. 

2.4.7. Две концентрические сферы с радиусами R и 2R заряже-

ны равномерно зарядами одного знака: внутренняя – одним микро-
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кулоном, внешняя – двумя микрокулонами. На расстоянии 3R от 

центра сфер потенциал φ = 9000 В. Найти R.  

Ответ: R = =








ϕ
+

πε
21

0
4

1 qq
1 м. 

2.4.8. Две концентрические сферы с радиусами R1 и R2 (R1 < R2) 

получили заряды Q1 и Q2 соответственно, которые распределились 

равномерно по их поверхностям. Найти потенциал на расстоянии r 

от центра сфер. 

Ответ:  1) r ≤ R1,   φ1 







+

πε
=

2

2

1

1

0
4

1

R

Q

R

Q
; 

2) R1  ≤  r  ≤ R2,  φ2 







+

πε
=

r

Q

R

Q
1

2

2

0
4

1
; 

3) r ≥ R2,   φ3 
r

QQ 21

0
4

1 +
πε

= . 

2.4.9. Две коаксиальные цилиндрические поверхности с радиу-

сами R1 и R2 (R1 < R2) равномерно заряжены с поверхностными 

плотностями заряда σ1 и σ2 соответственно. Вычислить напряжен-

ность электрического поля и потенциал этой системы зарядов, счи-

тая, что на оси цилиндров потенциал φ0 = 0. 

Ответ:  

r < R1:  E0 = 0, ϕ0 = 0; 

R1 < r < R2:  E1 
r

R11

0

1 σ
ε

= ,  φ1 
1

11

0

ln
1

R

r
Rσ

ε
−= ; 

r > R2:  E2 
r

RR 2211

0

1 σ+σ
ε

= ,   φ2 







σ+σ

ε
−=

2

22

1

11

0

lnln
1

R

r
R

R

r
R . 

2.4.10. Шар радиуса R заряжен по объёму зарядом Q так, что 

объемная плотность заряда ρ ~ r
2
, где r – расстояние от центра ша-

ра. Определить разность потенциалов ∆φАВ между точками А и В, 

если они отстоят от центра на расстояния rA = 0,5R и rB = 2R соот-

ветственно.  

Указание: см. задачу 1.4.9. 

Ответ: 
R

Q

rRR

rRQ

B

A
AB

0
5

44

0 256

4711

44 πε
=








−+

−
πε

=ϕ∆ . 
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2.4.11. Шар радиуса R заряжен с объёмной плотностью заряда 

ρ(r) = αr (где r – расстояние от центра шара, а α – известная посто-

янная) и поверхностной плотностью заряда σ0. Найти распределе-

ние потенциала во всём пространстве.  

Ответ:  1) r ≥ R:  






 α
+σ

ε
=ϕ

4
)(

2

0

0

2

1

R

r

R
r ;  

2) r ≤ R: ( ) ( )33

0

2

0

0

2
124

rR
RR

r −
ε
α

+






 α
+σ

ε
=ϕ . 

2.4.12. Заряд с объёмной плотностью ρ = 3 мкКл/м
3
 равномерно 

распределен внутри сферического слоя, ограниченного сфериче-

скими поверхностями с радиусами R1 = 3 см и R2 = 5 см. Найти раз-

ность потенциалов ∆φ12  между поверхностями слоя. 

Ответ:  ∆ 







−−

ε
ρ

−=ϕ
2

3
12

2
2
1

0

12

2
3

6 R

R
RR  ≈ 50 В. 

 

2.4.13. Бесконечный цилиндр радиуса R заряжен так, что объ-

емная плотность заряда ρ убывает по линейному закону в зависи-

мости от r, причем ρ(R) = 0, а полный заряд на единицу длины ци-

линдра равен Q. Определить модуль напряженности электрического 

поля Е в точках r1 = R/3 и r2 = (3/2)R и разность потенциалов ∆φ12.  

Ответ: 1) 
R

Q
rE

0

1
18

7
)(

πε
=   2) 

R

Q
rE

0

22
3

)(
πε

=   

 3) 






 +
πε

=ϕ∆
81

56

2

3
ln

2 0

12

Q
. 
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Глава 3 

ПРОВОДНИКИ В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ. 

ЭЛЕКТРОЕМКОСТЬ 

§ 3.1. Теоретический материал  

Проводники – это материальные тела, в которых при наличии 

внешнего электрического поля возникает направленное движение 

зарядов, т.е. электрический ток. В проводнике электрические заря-

ды могут перемещаться внутри тела на макроскопические расстоя-

ния (такие заряды называются свободными). 

Внутри проводника при электростатическом равновесии 

электрическое поле отсутствует (Е = 0), следовательно и 

div Е = 0. Это означает, что в любом физически бесконечно малом 

объеме проводника содержится одинаковое количество положи-

тельных и отрицательных зарядов, так что суммарная объемная 

плотность заряда ρ равна нулю (см. (1.11) глава 1).  

Если проводник заряжен или находится во внешнем электро-

статическом поле, то электрические заряды располагаются на его 

внешней поверхности и распределены с такой поверхностной 

плотностью σ, которая обеспечивает равенство нулю напряженно-

сти поля внутри проводника.  

Электростатическая индукция – явление перераспределения 

зарядов на поверхности проводника при его помещении во внешнее 

электрическое поле. В любом статическом поле поверхностные за-

ряды распределяются так, чтобы внутри проводника сохранялись 

условия E = 0 и ρ = 0.  

Снаружи проводника вблизи его поверхности вектор на-

пряженности поля Е в каждой точке направлен по нормали к 

поверхности, а его модуль равен  

Е = 
0

ε
σ

.    (3.1) 

Весь объем проводника в условиях равновесия является 

одной эквипотенциальной областью – в любой точке проводника 

потенциал один и тот же (он называется потенциалом проводника).  

Заземление – соединение данного проводника с очень боль-

шим проводником, потенциал которого можно считать неизменным 
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при переходе заряда от него на данный проводник. В качестве тако-

го большого проводника обычно подразумевается Земля. Обычно 

потенциал заземленного проводника принимается равным нулю. 

Потенциал φ уединенного проводника пропорционален на-

ходящемуся на нем заряду Q:  

Q=Cϕ.    (3.2) 

Коэффициент пропорциональности С между зарядом провод-

ника и его потенциалом называется емкостью проводника. При 

изменении заряда проводника на ∆Q его потенциал изменяется на 

величину 

∆φ = 
C

Q∆
. 

В системе единиц СИ электроемкость измеряется в фарадах 

[Ф]. 

Емкость проводника зависит только от его формы и раз-

меров (в вакууме). В частности, емкость уединенного шара ра-

диуса R равна С = 4πε0R.  

Если имеются N проводников, то потенциал каждого из них яв-

ляется однородной линейной функцией зарядов всех проводников, 

включая его самого: 

∑
=

α=ϕ
N

j

jiji
qr

1

)( .   (3.3) 

Например, для двух проводников, несущих заряды Q1 и Q2, 

их потенциалы равны 

φ1 = α11Q1 + α12Q2  и    φ2 = α21Q1  + α22Q2.   (3.4) 

Величины αij называются потенциальными коэффициентами. 

Они симметричны относительно своих индексов (αij = αji при i ≠ j) и 

положительны.  

Решая систему (3.3) относительно зарядов Qi, находим 

∑
=

ϕ=
N

j

jiji
CQ

1

.   (3.5) 

Величины Cij называются емкостными коэффициентами. 

Все емкостные коэффициенты с одинаковыми индексами i = j по-

ложительны; все емкостные коэффициенты с разными индексами 

либо отрицательны, либо равны нулю.  
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Система двух любых проводников с одинаковыми по абсо-

лютному значению, но противоположными по знаку зарядами, 

называется конденсатором. В этом случае проводники называют-

ся обкладками конденсатора, а модуль заряда на обкладке называ-

ется зарядом конденсатора. В конденсаторе все силовые линии, 

начинающиеся на положительно заряженной обкладке, закан-

чиваются на отрицательно заряженной обкладке. В технике кон-

денсаторы конструируются так, чтобы все электрическое поле было 

в максимальной степени сконцентрировано в области между об-

кладками, а краевые эффекты были бы минимальны. Это достига-

ется выбором геометрии обкладок – например, это плоские пласти-

ны, или скрученные в рулон проводящие ленты, разделенные очень 

тонким диэлектрическим промежутком. 

Емкостью конденсатора С называется положительная вели-

чина, коэффициент пропорциональности между величиной заряда 

конденсатора Q и абсолютным значением разности потенциалов 

между обкладками 

CUQ = .    (3.6) 

Разность потенциалов между обкладками конденсатора часто 

называют напряжением.  

Если между обкладками конденсатора вакуум, то  

1) емкость плоского конденсатора равна 

d

S
C 0

ε
= ,    (3.7) 

где S – площадь пластин, d – расстояние между пластинами 

)( Sd << ; 

2) емкость цилиндрического конденсатора равна  

)/ln(

2

12

0

rr

h
C

πε
= ,   (3.8) 

где r1 и r2 – радиусы внутренней и внешней обкладок, h – длина 

цилиндров (h >> r2 – r1); 

3) емкость сферического конденсатора равна  

12

210
4

rr

rr
C

−
πε

= ,   (3.9) 

где r1 и r2 – радиусы внутренней и внешней обкладок. 

Электрическая энергия, запасенная в конденсаторе, равна  
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W = QU
C

Q
CU

2

1

22

1 2
2 == .   (3.10) 

При параллельном включении конденсаторов их емкости скла-

дываются:  

   С = С1 + С2 + … ;     (3.11) 

при последовательном включении конденсаторов складывают-

ся обратные величины их емкостей:  

   ...
111

21

++=
CCC

.   (3.12) 

Метод изображений (или метод зеркальных отображений) – 

способ рассуждений, позволяющий в некоторых случаях получить 

очень простые решения для поля зарядов, распределенных по по-

верхности проводников. Метод основывается на теореме единст-

венности в электростатике и состоит в подборе таких дополнитель-

ных фиктивных зарядов – "изображений", которые вместе с задан-

ными зарядами создавали бы поле, у которого одна из эквипотен-

циальных поверхностей совпала бы с поверхностью данного про-

водника. В области вне проводника поле фиктивных зарядов пол-

ностью моделирует поле, создаваемое поверхностными зарядами, 

расположенными на проводнике, так что поле вне проводника пол-

ностью совпадает с полем исходной системы. 

В курсе общей физики обычно рассматриваются два случая, о 

которых говорится ниже.  

Точечный заряд q около проводящей плоскости 

  

ϕ=0 

 

Из левого рисунка видно, что поле двух противоположных по 

знаку, но одинаковых по величине зарядов имеет плоскую эквипо-

тенциальную поверхность с потенциалом ϕ = 0 (пунктир) посере-

дине между зарядами. Если поместить на нее проводящую плос-

кость, то поле не изменится, и мы получим показанную справа 
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нужную нам систему, а фиктивный заряд q' будет зеркальным ото-

бражением заданного заряда q. 

Точечный заряд q около проводящей сферы (шара) 

Среди эквипотенциальных поверхностей системы двух проти-

воположных по знаку и неравных по величине зарядов q и q′ суще-

ствует одна сферическая поверхность, потенциал которой ϕ = 0 (см. 

задачу 2.3.16 главы 2). Это позволяет легко решить данную задачу.  

Пусть имеется проводящая заземленная сфера (или шар) ра-

диуса r (потенциал равен нулю) и заряд q на расстоянии b > r от ее 

центра. Чтобы обеспечить совпадение эквипотенциальной поверх-

ности ϕ = 0 с заданной сферой, нужно поместить дополнительный 

фиктивный заряд-изображение величиной q qr b′ = −  на расстоя-

нии 2a r b=  от центра сферы на прямой, проведенной через заряд 

q и центр сферы О. Поле этих двух зарядов вне сферы (и только 

вне сферы) полностью совпадет с исходным полем, создаваемым 

зарядом q и поверхностными зарядами на сфере. Поле внутри сфе-

ры при этом равно нулю Доказательство данного результата можно 

найти, например в [1], §16. 

Разумеется, задача может быть обращена. Если внутри зазем-

ленной сферы находится на расстоянии а от центра заряд q′, то по-

ле внутри сферы совпадет с полем системы двух зарядов: q′ и заря-

да – "изображения" q bq r′= − , расположенного на расстоянии 

2b r a=  в соответствии с тем же рисунком. 

 

O 

r 

q' q
b

r
−=  

q x 
a 

r1 

P 

b 
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§ 3.2. Основные типы задач (классификация) 

3.1. Вычисление потенциала проводника в присутствии других 

заряженных тел. 

3.2. Определение распределения потенциала в пространстве, в 

котором расположена система из нескольких проводников, для ко-

торых заданы величины их зарядов или значения потенциалов.  

3.3. Определение силы взаимодействия точечного заряда или 

диполя с проводящей сферой или плоскостью, а также определение 

поверхностной плотности индуцированных на проводнике зарядов.  

3.4. Расчет емкости конденсатора и батарей конденсаторов при 

различных их соединениях.  

 

§ 3.3. Методы решения и примеры решения задач 

Замечание: коэффициент 01 (4 )πε ≈ 9·10
9
 м/Ф, входящий во 

многие формулы электростатики, как и ранее, иногда будет обозна-

чаться буквой k. 

Задачи типа 3.1 

Вычисление потенциала проводника в присутствии других 

заряженных тел 

Метод решения. Рассматривается как поле заряженных тел, 

так и поле зарядов, появляющихся на поверхностях проводников 

вследствие электростатической индукции. Используется определе-

ние потенциала, условие его непрерывности во всем пространстве 

и принцип суперпозиции.  

Задача 3.3.1 (базовая задача). Точечный заряд q находится на 

расстоянии d от центра незаряженного изолированного проводяще-

го шара радиуса R < d (рис. 3.1). Найти 

потенциал шара φ0, считая равным нулю 

потенциал на бесконечности.  

Решение 

Попытка определить потенциал, 

вычисляя работу при приближении за-

ряда q к шару, встречается с трудностя-

ми учета поля зарядов, появляющихся 

 R 

d q 

O 

 
Рис.3.1. Система из точечно-

го заряда и проводящего 

шара (задача 3.3.1) 
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на поверхности шара за счет электростатической индукции. Но по-

тенциал всего шара одинаков, поэтому найдем его в самой удобной 

точке – в центре. Потенциал создается зарядом q и индуцирован-

ными на поверхности шара зарядами. В центре шара вклад заряда q 

равен 
d

q
k , вклад индукционных зарядов равен нулю, так как все 

эти заряды находятся на одинаковом расстоянии R от центра шара, 

а их сумма равна нулю, поскольку в целом шар не заряжен. Потен-

циал шара равен потенциалу его центра, т.е. φ0 = 
d

q
k . 

Ответ: φ0 = 
d

q
k . 

Замечание. Отметим, что если бы шар имел заряд Q, то от этого 

заряда добавился бы вклад в потенциал φ1 = 
R

Q
k  и потенциал шара 

был бы равен φ = φ0 + φ1 = 






 +
R

Q

d

q
k . 

Задача 3.3.2 (базовая задача). Проводящая сфера радиуса R, 

на которой находится заряд Q, имеет малое отверстие. Как будет 

меняться потенциал сферы, если точечный заряд q перемещать из 

бесконечности через отверстие внутрь неё?  

Решение 

Вклад собственного заряда Q в потенциал сферы постоянен и 

равен 
R

Q
k . Для случая, когда заряд q находится вне сферы на рас-

стоянии r > R от ее центра, ее потенциал определен в задаче 3.3.1 и 

равен  

φ = 






 +
R

Q

r

q
k . 

Как только заряд окажется внутри сферы, на внутренней по-

верхности сферы возникнет индукционный заряд –q (распределён-

ный неравномерно), а на внешней поверхности сферы – равномер-

но распределенный заряд +q, и потенциал сферы станет равным  








 +
R

Qq
k . 
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Потенциал при дальнейшем движении заряда q внутри сферы 

изменяться не будет. Это следует из того, что независимо от поло-

жения заряда q внутри сферы поле вне сферы остаётся постоянным 

и не зависит от перемещения заряда внутри сферы. В этом случае 

работа по перемещению пробного заряда из бесконечности на по-

верхность сферы, а, следовательно, и потенциал сферы, будут по-

стоянными. 

Ответ: r ≥ R: φ = 






 +
R

Q

r

q
k :        r ≤ R: φ = 

R

Qq
k

+
: 

Задача 3.3.3.  Точечный заряд q находится на расстоянии r от 

центра О незаряженного сферического слоя проводника, внутрен-

ний и наружный радиусы которого равны соответственно R1 и R2. 

Найти потенциал φ0 в точке О, если r < R1.  

Решение 

Ввиду электростатической индук-

ции на внутренней поверхности слоя 

появится заряд (–q), а на его внешней 

поверхности +q. Таким образом, по-

тенциал в центре сферического слоя 

складывается из трех вкладов: от заря-

да +q, равномерно распределенного по 

внешней поверхности слоя с радиусом 

R2, от заряда –q, распределенного не-

равномерно по внутренней поверхно-

сти слоя с радиусом R1, и от заряда q, 

расположенного от центра на расстоянии r. Так как все индуциро-

ванные заряды на внутренней поверхности расположены от центра 

на одинаковом расстоянии R1, то их вклад в потенциал будет 

1
R

q
k− , вклад от зарядов на внешней поверхности 

2
R

q
k+ . В итоге 

потенциал в точке О будет равен 







+−

rRR
kq

111

12

. 

Ответ: φ0 = 







+−

rRR
kq

111

12

. 

 

R1 

R2 r O 

+q 

+ 

+ 

– + 

+ + 

+ + 

– 

– 

– 
– 

– 

– 

– 

+q 

-q 

+ 

– 

 
Рис.3.2. Точечный заряд внут-

ри проводящего сферического 

слоя (задача 3.3.3). 
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Задачи типа 3.2 

Определение распределения потенциала в пространстве, в ко-

тором расположена система из нескольких проводников, для кото-

рых заданы величины их зарядов или значения потенциалов 

Метод решения. Использование формул для определения по-

тенциала и условия его непрерывности. Если в задаче распределе-

ние электростатического поля обладает элементами симметрии, то, 

пользуясь теоремой Гаусса, можно найти напряженность поля в 

изучаемом пространстве, а затем путём интегрирования рассчитать 

потенциал в заданной точке.  

Задача 3.3.4 (базовая задача).  Металлический шар радиуса 

R1, на котором находится положительный заряд q, окружен распо-

ложенным концентрически незаряженным металлическим шаро-

вым слоем с внутренним радиусом R2 и внешним R3. Построить 

графики зависимости напряженности поля Е и потенциала φ от 

расстояния до центра шара. 

Решение 

Напряженность поля находим по теореме Гаусса, используя в 

качестве вспомогательных поверхностей Гаусса концентрические 

сферы с переменным радиусом r.  

За счет электростатической индукции на внутренней поверх-

ности слоя радиуса R2 появится заряд (–q) (все силовые линии за-

ряда q должны закончиться на отрицательных зарядах). Из закона 

сохранения заряда следует, что на внешней поверхности слоя ра-

диуса R3 должен появиться заряд +q. По теореме Гаусса находим 

напряженность электрического поля: 

r > R3  :   Е = 
2

r

q
k ; 

R2 < r < R3 :  Е = 0;  

R1 < r < R2 :  Е = 
2

r

q
k ; 

r < R1  :  Е = 0. 

График зависимости Е(r) изображен на рис. 3.3а. Отметим, что 

на тех поверхностях, где есть индуцированные заряды, напряжен-

ность не определена (испытывает скачок). Физический смысл скач-

ка напряженности на заряженной поверхности обсуждался в задаче 

1.3.8. главы 1.  
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Для расчета потенциала используем его связь с напряженно-

стью поля (2.17) и условие его непрерывности. Считая значение 

потенциала на бесконечности равным нулю, получаем следующий 

ответ: 

r ≥  R3  : φ1(r) = 
r

q
k ; 

R2 ≤  r ≤  R3: φ2(r) = 
3

R

q
k  – потенциал постоянен; 

R1 ≤  r ≤  R2: φ3(r) = 
r

q
k  + С;  

Константа С определится из условия непрерывности потенциа-

ла при r = R2: 









−=

23

11

RR
kqC . 

Итак, в области R1 ≤ r ≤ R2 имеем 

φ3(r) = 







+−

32

111

RRr
kq . 

При r ≤  R1 потенциал остается постоянным и равным  









+−=ϕ

321

4

111

RRR
kq .  

График зависимости φ(r) представлен на рис.3.3б.  

Рис. 3.3а 

 

R1 R2 R3 0 

2
1R

q
k

2
2R

q
k

2
3R

q
k

Е 

ϕ 

r 









+−

321

111

RRR
kq

3R

q
k

r 

Рис. 3.3б 
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Ответ:  r > R3  :  Е = 
2

r

q
k , φ1(r) = 

r

q
k ; 

R2 < r < R3 :  Е = 0,  φ2 = 
3

R

q
k ; 

R1 < r < R2 :  Е = 
2

r

q
k , φ3(r) = 








+−

32

111

RRr
kq ; 

r < R1  :  Е = 0,  φ4 = 







+−

321

111

RRR
kq . 

Замечание. Разумеется, ответ можно сразу получить, если исполь-

зовать известные формулы для потенциала сферы радиуса R: 

φ(r) = 
r

q
k  при r ≥ R;     φ = 

R

q
k  = const при r ≤ R  

и принцип суперпозиции. 

Задача 3.3.5.  В условиях задачи 3.3.4. сферический слой за-

землен. Найти потенциал шара.  

Решение 

В данном случае поле Е и потенциал φ в области пространства 

с r > R2 равны нулю. Поле Е в пространстве с R1 < r < R2  будет 

равно  

Е = 
2

r

q
k  

и разность потенциалов φ12, а, следовательно, и потенциал шара φ1, 

будут равны   

∫ 







−==ϕ

2

1
21

1

11
R

R
RR

kqЕdr . 

Ответ:  







−=ϕ

21

1

11

RR
kq . 

Замечание. Внутренняя поверхность металлического слоя в этом 

случае имеет заряд –q, а внешняя поверхность не заряжена.  

Задача 3.3.6.  Имеются три концентрические сферы 1-3 с ра-

диусами R1 < R2 < R3. Сферы 1 и 3 несут заряды соответственно +Q 

и −Q. Средняя сфера 2 заземлена проводником, искажающим дей-

ствием которого на поле можно пренебречь (рис.3.4). Найти заряд q 

заземленной сферы 2. 
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Решение 

Пусть индуцированный заряд на сфере 2 равен q. Так как по-

тенциал φ2 этой сферы равен нулю, то  

∫∫∫
∞∞ −+

+
+

==ϕ=
3

3

22

222
)(0

R

R

RR

dr
r

QQq
kdr

r

Qq
kdrrЕ  = 

= ( )
3

23

|
1

|
1 R

RR r
Qqk

r
kq 







−++






−
∞

 = ( ) 







−++

323

11

RR
qQk

R

q
k = 

= 







−−++

33223
R

q

R

Q

R

q

R

Q

R

q
k . 

Отсюда  







−=

232

11

RR
Q

R

q
 или 01

3

2 <







−=

R

R
Qq . 

Ответ: 01
3

2 <







−=

R

R
Qq . 

Замечание. При решении этой задачи 

можно воспользоваться известными фор-

мулами для потенциала заряженной сферы 

и сразу записать потенциал средней зазем-

ленной сферы как суперпозицию потен-

циалов, создаваемых тремя сферами: 

0
321

2
=








−+=ϕ

R

Q

R

q

R

Q
k , откуда сразу 

получаем ответ 







−= 1

3

2

R

R
Qq .  

Отметим, что теперь, зная заряды всех сфер, можно по анало-

гии с задачей 3.3.4  найти зависимости Е(r) и φ (r). 

Задача 3.3.7.  Имеются три незаряженные концентрические 

сферы 1-3 с радиусами R1 < R2 < R3. На вторую сферу помещают 

заряд +Q, а сферы 1 и 3 соединяют проводником, искажающим 

действием которого можно пренебречь (рис.3.5). Найти зависимо-

сти E(r) и φ(r) и построить их графики.  

 

R1 

R2 R3 

Q 

–Q 

O 

 
 

Рис.3.4. Система из трёх 

концентрических сфер с 

заземлённой средней сфе-

рой (задача 3.3.6) 
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Решение 

Для решения задачи нужно сначала узнать заряды сфер 1 и 3. 

Пусть на сфере с радиусом R1 индуцируется заряд q1, на сфере с 

радиусом R3 – заряд q2. Тогда q1 + q2 = 0, φ1 = φ3 и, следовательно,  

=
+

+==ϕ∆= ∫∫∫
3

2

2

1

3

1

2
1

2
1

13 )(0

R

R

R

R

R

R

dr
r

Qq
kdr

r

q
kdrrEk

( ) =







−+








−+=

21

1

32

1

1111

RR
kq

RR
qQk









−+








−
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1

32

1111

RR
kq

RR
kQ = 

=
31

13

1

32

23

RR

RR
kq

RR

RR
kQ

−
+

−
. 

Отсюда 
2

1

13

23

21
R

R

RR

RR
Qqq ⋅

−
−

−=−= , при 

этом Qq <1
.  

Зная заряды всех сфер, можно по 

аналогии с задачей 3.3.4.   найти зави-

симости Е(r) и φ (r) и построить их 

графики (рис. 3.6).  

 

Ответ:  

r < R1:   

E(r) = 0;        φ(r) = 







−+

3

1

21

1

R

q

R

Q

R

q
k ; 

R1 < r < R2:   

E(r) = 
2

1

r

q
k ;  φ(r) = 








−+

3

1

2

1

R

q

R

Q

r

q
k ; 

R2 < r < R3:    

E(r) = 
2

1

r

qQ
k

+
;      φ (r) =  

r

qQ
k 1

+
; 

r > R3: E(r) =
2

r

Q
k ; φ (r) =  

r

Q
k . 
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Рис. 3.6. Зависимость напряжен-

ности и потенциала от расстоя-

ния до центра сфер в задаче 3.3.7 

 

+Q 

R1 

R2 
R3 

O 

 
Рис.3.5. Система из трёх кон-

центрических сфер, в которой 

внутренняя и внешняя сферы 

соединены проводником (задача 

3.3.7). 
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Замечание. Для определения зарядов сфер 1, 3 проще восполь-

зоваться готовыми формулами для потенциала сферы и сразу найти 

потенциал каждой сферы как суперпозицию потенциалов, созда-

ваемых тремя сферами: 









++=ϕ

3

2

21

1
1

R

q

R

Q

R

q
k , 

3

3
R

Q
k=ϕ , q1 = –q2, ϕ1 = ϕ3, 

отсюда 
33

1

21

1

R

Q

R

q

R

Q

R

q
=−+  и 

2

1

13

23

1
R

R

RR

RR
Qq ⋅

−
−

−= . 

Задачи типа 3.3 

Определение силы взаимодействия точечного заряда или дипо-

ля с проводящей сферой или плоскостью, а также определение по-

верхностной плотности индуцированных на проводнике зарядов 

Метод решения. Применение метода электростатических изо-

бражений (см. теоретический материал). Замена полей, создавае-

мых зарядами на поверхности проводника, полем одного (или бо-

лее) фиктивного точечного заряда позволяет легко вычислить силу 

взаимодействия, применяя закон Кулона. Чтобы определить плот-

ность индуцированных зарядов, надо найти напряженность поля, 

создаваемого этой системой точечных зарядов в произвольной точ-

ке на поверхности проводника, и затем применить формулу (3.1). 

Задача 3.3.8 (базовая задача).  На 

расстоянии h от проводящей бесконеч-

ной плоскости находится точечный за-

ряд q. Определить величину напряжен-

ности поля Е в точке А, отстоящей от 

плоскости и от заряда на расстояние h.  

Решение 
Строим заряд-изображение –q в 

соответствии с теоретическим мате-

риалом (рис. 3.7). Напряженность поля 

в точке А есть векторная сумма напря-

женностей Е1 и Е2 от зарядов q и –q. Из 

геометрии задачи следует:  

 A 

E2 

E1 

E 

α 

+q 

–q 

ϑ 
h 

h 

 
 

Рис 3.7. Определение напря-

женности поля, создаваемого 

точечным зарядом +q над бес-

конечной проводящей плоско-

стью (задача 3.3.8) 
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Е1 = 2
h

q
k ,  E2 = 

2
5h

q
k . 

По теореме косинусов 

 E
2
 = 2

2

2

1
EE +  – 2 E1E2 cosϑ, 

где cosϑ = sinα = 
5

1
. Отсюда получаем:  E = 5226

5
2

−
h

q
k . 

Ответ:  E = 5226
5

2
−

h

q
k . 

Задача 3.3.9.  На расстоянии h от заземленной проводящей 

бесконечной плоскости находится точечный заряд q. Определить 

плотность индуцированного заряда в произвольной точке на плос-

кости.  

Решение 
Строим заряд-изображение –q (рис. 3.8). Ввиду осевой симмет-

рии системы положение произвольной точки А на плоскости можно 

задать всего одним параметром – 

ее расстоянием r от основания 

перпендикуляра, опущенного из 

точки нахождения заряда q на 

плоскость. От такой точки плоско-

сти расстояние до заряда равно 
22 hr + , а напряженность поля  

E1 = 
22

rh

q
k

+
. 

Учитывая, что E1 = E2, нахо-

дим полную напряженность Е в точке А, суммируя векторы E1 и E2: 

E =
2/322 )(

2

rh

qh
k

+
. 

Вектор Е направлен перпендикулярно плоскости в сторону от 

положительного заряда к отрицательному, то есть в сторону плос-

кости (рис. 3.8). Вблизи проводника, согласно (3.1), Е = 
0

ε
σ

, причем 

вектор Е направлен в сторону плоскости только в случае σ < 0. 

Приравнивая оба выражения для Е, находим  

 

A 

E2 

E 

+q 

–q 

E1 

h 

h 

r 

 
 

Рис 3.8. К определению поверхност-

ной плотности заряда, индуцирован-

ного на бесконечной проводящей 

плоскости (задача 3.3.9) 
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2/322 )(2
)(

rh

qh
r

+π
−=σ . 

Для проверки полученного результата вычислим полный заряд 

q', индуцированный на плоскости. Он должен быть равен –q, так 

как все силовые линии, исходящие из заряда q, заканчиваются на 

плоскости. Чтобы вычислить q', выделим часть плоскости, лежа-

щую между окружностями радиусов r и r + dr. Площадь этой части 

плоскости равна 2πr dr, и на ней находится заряд dq'= σ(r)⋅2πr dr. 

Интегрируя по r в пределах от нуля до бесконечности, находим пол-

ный заряд q' 

q
hr

rdr
qhq −=

+
−=′ ∫

∞

0

2/322
)(

. 

Ответ: 
2/322 )(2

)(
hr

qh
r

+π
−=σ . 

Задача 3.3.10. Точечный заряд q находится на расстоянии b от 

центра заземленного металлического шара радиуса r (b > r). Опре-

делить силу притяжения F между зарядом и шаром. Какую работу 

А надо совершить, чтобы перенести заряд в бесконечно удаленную 

точку?  

Решение 

Потенциал заземленного шара считаем равным нулю. В соответст-

вии с §3.1. строим заряд-изображение 

b

r
qq −=′ , 

находящийся на рас-

стоянии  

b

r
a

2

=  

от центра шара 

(рис 3.9).  

Поскольку поле, 

создаваемое индуциро-

ванными зарядами на шаре в точке нахождения заряда q, эквива-

лентно полю заряда-"изображения" q′, то искомая сила взаимодей-

ствия между шаром и зарядом q равна силе притяжения данных 

 

O 

r 

q' = – q
b

r
 

q x 

a 

r1 

P 

b 

 
 

Рис 3.9. Точечный заряд q вблизи заземлённого 

металлического шара и заряд-изображение q' (за-

дача 3.3.10) 
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зарядов противоположного знака q и q′, определяемой законом Ку-

лона. Следовательно, величина этой силы F равна: 

222

2

2 )()( rb

brq
k

ab

qq
kF

−
=

−

′
= . 

При удалении заряда от шара за счет внешней силы будет так-

же изменяться и положение (координата x) заряда-изображения. 

Учитывая, что внешняя сила направлена по оси х и выполняя ин-

тегрирование, находим величину ее работы, необходимой для пол-

ного разведения зарядов: 

)(2)(
)(

22

2

222

2

rb

rq
k

rx

xdxrq
kdxxFA

bb
−

=
−

== ∫∫
∞∞

. 

Эта работа положительна, поскольку совершена внешней силой 

против электрических сил притяжения. 

Ответ: 
222

2

)( rb

brq
kF

−
= ; 

)(2 22

2

rb

rq
kA

−
= . 

Задача 3.3.11.  Точечный заряд q находится на расстоянии b от 

центра изолированного незаряженного металлического шара ра-

диуса r. Определить силу притяжения F между зарядом и шаром.  

Решение 

Если шар изолирован, то его потенциал, вычисленный в задаче 

3.3.1, равен 
b

q
k . Поскольку заряд-изображение 

b

qr
q −=′  обеспе-

чивает равенство потенциала сферы нулю, то для увеличения ее 

потенциала до нужного значения надо добавить в центр шара то-

чечный заряд q'' такой, чтобы потенциал сферы стал равен 
b

q
k . 

Величину заряда q'' легко установить: она должна удовлетворять 

соотношению 
b

q
k

r

q
k =

′′
, откуда 

b

r
qq =′′ . В области вне шара 

электростатическое поле будет в точности совпадать с полем, соз-

данным тремя точечными зарядами: q, q'' и зарядом-изображением 

b

qr
q −=′ .  
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К этому же выводу можно придти и по-иному: поток вектора Е 

через поверхность шара должен равняться нулю, т.к. шар не заря-

жен. Отсюда по теореме Гаусса следует, что сумма зарядов, разме-

щаемых нами внутри шара для моделирования внешнего поля, так-

же должна равняться нулю: q'' + q'  = 0, что опять приводит к ра-

венству ( )brqq =′′ .  

Теперь вычисляем силу, действующую на заряд q, как сумму 

двух сил от точечных зарядов q′ и q′′. Первое слагаемое в скобках 

соответствует притяжению зарядов q, q', второе – отталкиванию  

зарядов q, q''. Хотя заряды q' и q'' одинаковы по модулю, в итоге 

получается сила притяжения, поскольку заряд q' находится к q 

ближе, чем заряд q''. 

Ответ: 







−

−πε
=

3222

2

0

1

)(4

1

brb

b
rqF . 

Замечание. Можно дополнительно вычислить и работу, необхо-

димую для удаления заряда q на бесконечность. Она вычисляется 

совершенно аналогично расчету, приведенному в задаче 3.3.11. В 

нашем случае она равна 
)(2 222

23

rbb

qr
kA

−
= . Как и следовало ожи-

дать, она меньше, чем в случае заземленного шара предыдущей за-

дачи, потому что тогда за счет заземления на шаре появлялся от-

личный от нуля индуцированный заряд противоположного знака и 

требовалась дополнительная работа по преодолению его силы при-

тяжения.   

 

Задача 3.3.12.  Тонкое проволочное кольцо радиуса R имеет 

заряд q. Кольцо расположено параллельно безграничной проводя-

щей плоскости на расстоянии h от последней. Найти: а) поверхно-

стную плотность заряда в точке плоскости на оси кольца; б) на-

пряженность и потенциал электрического поля в центре кольца. 

Решение 

Воспользуемся результатом решения базовой задачи 1.3.5, в 

которой получено значение напряженности поля на оси заряжен-

ного кольца на произвольном расстоянии z от его плоскости:  

2/322

0
)(4

1
)(

zR

qz
zE

+πε
= . 
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Заряд-изображение имеет вид заряженного отрицательно 

кольца, расположенного симметрично относительно плоскости. 

Ответы на вопросы задачи получим, суммируя вклады от заряда q 

и заряда-изображения.  

а) Речь идет о точке плоскости, через которую проходит ось 

кольца. Для нее z = h и векторы напряженности от двух колец на-

правлены одинаково. Поэтому суммарная напряженность равна  

2/322

0
)(2

1
)(2

hR

qh
hEE

+πε
== . 

Искомую плотность заряда найдем из формулы (3.1), что дает 

ответ а): 

2/322 )(2

1

hR

qh

+π
−=σ . 

б) Напряженность в центре кольца создается только зарядом-

изображением. Для этой точки  

z = 2h  и 
2/322

0 )4(2

1

hR

qh
E

+πε
= . 

Мы считали q > 0, поэтому вектор Е направлен вдоль оси коль-

ца в сторону плоскости. Итак, получена первая часть ответа б). 

Задача о потенциале для точек на оси такой системы двух колец 

решена в главе 2 (см. задачу 2.3.5). В общий ответ, полученный при 

нормировке потенциала на нуль в бесконечно удаленной точке,  















++
+

−+πε
=ϕ

22

2

22

1

0 )()(4

1

hxR

q

hxR

q
, 

надо подставить q1 = q, q2 = –q, x = h.  

В итоге получаем: 










+
−

πε
=ϕ

22
0 4

11

4 hRR

q
, где ϕ  – потен-

циал средней точки кольца относительно проводящей плоскости 

(или, эквивалентно, относительно бесконечно удаленной точки).  

В этом частном случае, когда заряды q1 и q2 равны по величине 

и противоположны по знаку, потенциал в точке x = 0 тоже равен 

нулю. Это означает, что вся проводящая плоскость из условия зада-

чи имеет равный нулю потенциал. 

Ответ: a) 
2/322 )(2

1

hR

qh

+π
−=σ ;   
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  б) 
2/322

0 )4(2

1

hR

qh
E

+πε
= ; 











+
−

πε
=ϕ

22
0 4

11

4 hRR

q
. 

Задачи типа 3.4 

Расчет емкости конденсатора и батарей конденсаторов при 

различных их соединениях 

Метод решения. Анализ распределения потенциала в системе 

проводников и использование формул (3.2), (3.6) – (3.9), (3.11), 

(3.12) теоретического материала. 

Задача 3.3.13 (базовая задача).  Расстояние между обкладками 

плоского конденсатора равно d. В пространство между обкладками 

конденсатора вносится металлическая пластинка толщиной h, по-

верхность которой параллельна обкладкам и находится на расстоя-

нии b от одной из обкладок (рис.3.10.) Пластины конденсатора 

имеют потенциалы φ1 и φ2 < φ1.  

Найти потенциал φ металлической пластины.  

Решение 

Внутри металлической пластины Е0 = 0, а вне неё поле одно-

родно и имеет напряженность  

hd
E

−
ϕ−ϕ

= 21 . 

Изменение потенциала при переходе от 

верхней обкладки к пластине вычисляем 

как взятую с обратным знаком работу 

электрического поля Е по перемещению 

единичного положительного заряда на 

расстояние b: ∆φ = –bE. Следовательно, 

потенциал металлической пластины ра-

вен φ = φ1 + ∆φ = φ1 –
hd

b
−

ϕ−ϕ
21 . 

Ответ: φ = φ1 –
hd

b
−

ϕ−ϕ
21 . 

 

d 
h 

b 
ϕ1 

ϕ2  
Рис. 3.10. Металлическая 

пластина внутри плоского 

конденсатора (задача 3.3.13) 
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Задача 3.3.14.  Плоский конденсатор состоит из двух пластин, 

находящихся друг от друга на расстоянии 0,5 мм. Как изменится 

емкость конденсатора, если  

а) его поместить в изолированную 

металлическую коробку («экраниро-

вать»), стенки которой будут находить-

ся на расстоянии 0,25 мм от пластин 

(рис. 3.11)?  

б) если коробку соединить с одной 

из пластин? При расчётах искажением 

поля у краев конденсатора пренебречь. 

Решение 
Потенциал коробки есть величина 

постоянная, поэтому работа по перемещению единичного положи-

тельного заряда от нижней плоскости коробки до верхней по лю-

бому пути равна нулю. Иными словами,  

∆φ1 + ∆φ2 + ∆φ3 = 0, 

где индексами 1, 2, 3 отмечены последовательно проходимые про-

межутки между всеми пластинами (рис.3.11). Пусть С – емкость 

неэкранированного конденсатора. Из условия задачи следует, что 

емкости каждого из конденсаторов, образованных внутренней пла-

стиной и пластиной коробки, равны С1 = С3 = 2С. Из симметрии 

системы заключаем, что  

∆φ1 = ∆φ3 = 
2

2
ϕ∆

− . 

Значит, конденсаторы С1 и С3 

включены навстречу конденсатору С, 

т.е. эквивалентная схема имеет вид, 

показанный на рис. 3.12 (работа при 

обходе всего контура равна нулю). Ис-

пользуя формулы сложения емкостей, 

находим ответ: суммарная емкость (т.е. 

емкость конденсатора С, заключенного 

в коробку) равна 2С.  

Если коробку соединить с одной из 

пластин, то это эквивалентно удалению одного из конденсаторов с 

емкостью 2С (соединение проводом без геометрического переме-

щения). Суммарная емкость при этом станет равной 3С.  

 

 1 

2 

3 

2С            ∆ϕ1 

С              ∆ϕ2 

2С            ∆ϕ3  
 

Рис.3.11. Плоский конденсатор 

внутри металлической коробки 

(задача 3.3.14) 

 

2C 
C 

2C 

 
Рис. 3.12. Эквивалентная схема 

конденсатора, находящегося 

внутри металлической коробки 

(задача 3.3.14) 
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Ответ: а) С1 = 2С; б) С2 = 3С. 

Задача 3.3.15.  Два длинных провода радиусом а каждый рас-

положены параллельно друг другу. Расстояние между их осями 

равно b (b >> a). Найти емкость участка проводов длиной h.  

Решение 
Чтобы воспользоваться формулой (3.2), необходимо вычислить 

разность потенциалов проводов, если поместить на них равные по 

величине и противоположные по знаку заряды. Пусть на одном 

проводе находится заряд с поверхностной плотностью +σ, а на вто-

ром – с поверхностной плотностью –σ (рис. 3.13). Провода рас-

сматриваем как бесконечно длинные цилиндры. Напряженность 

поля в точке А, находящейся вне проводов на расстоянии r от оси 

первого провода, равна  

)(
00

rb

a

r

a
E

−ε
σ

+
ε
σ

= , 

где r – расстояние от левого прово-

да (см. задачу 1.3.12, глава 1). От-

сюда следует, что потенциал в точ-

ке А равен 

)(
ln)(

0
rb

ra
r

−ε
σ

=ϕ  + const. 

Потенциал первого провода φ1 получим, полагая здесь r = a: 

φ1 = φ(a); для второго, полагая r = b – a: φ2 = φ(b – a). Разность по-

тенциалов  

∆φ = φ2 – φ1 
a

aba −
ε
σ

= ln
2

0

, 

а заряд q, приходящийся на участок провода длиной h, равен 

qh = 2πσah. 

Из (3.2) при b >> a находим ответ: C = 

a

b

h

a

ab

hqh

lnln

00
πε

≈
−

πε
=

ϕ∆
.  

Ответ: C = 

a

b

h

a

ab

h

lnln

00
πε

≈
−

πε
. 

Замечание. При решении задачи не учитывалось перераспреде-

ление поверхностных зарядов на проводах за счет электростатиче-

 

A 

+σ –σ 

b 

r 

 
Рис. 3.13. К определению ёмкости 

системы из двух длинных прово-

дов (задача 3.3.15) 
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ской индукции. Это приближение оправдано при большом расстоя-

нии между проводами (b >> a). 

Задача 3.3.16.  Определить приближенно емкость C системы 

из двух одинаковых металлических шаров радиуса R, находящихся 

на очень большом по сравнению с R расстоянии друг от друга.  

Решение 
Поместим на шарах заряды +q и –q. Условие большого рас-

стояния между шарами позволяет пренебречь перераспределением 

зарядов на шарах за счет электростатической индукции и прибли-

женно считать распределение зарядов на шарах равномерным. То-

гда потенциал в точках плоскости симметрии системы, перпенди-

кулярной линии, проведенной через центры шаров, равен нулю. 

Потенциалы шаров относительно этой плоскости равны 

2

0

1
4

1
ϕ−=

πε
=ϕ

R

q
, а разность потенциалов 

R

q2

4

1

0
πε

=ϕ∆ . Следова-

тельно, согласно (3.2) емкость такой системы равна С = 2πε0R. Эта 

величина вдвое меньше емкости уединенного шара. 

Ответ: С = 2πε0R. 

Задача 3.3.17 (базовая задача).  Батарея из четырех одинако-

вых конденсаторов включена один раз по схеме а), а другой раз – 

по схеме б) (рис. 3.14). 

 
1 2 3 4 

1 2 3 4 

а) 

б) 
 

 

1 

2 

3 

4 
1 

2 

3 

4 

а) б)  

Рис. 3.14. Две разные схемы соедине-

ния конденсаторов в батарею (задача 

3.3.17) 

Рис. 3.15. Эквивалентные схемы бата-

рей, изображенных на рис. 3.14 (задача 

3.3.17) 

 

В каком случае емкость батареи будет больше? Если емкости 

конденсаторов различны, то какому соотношению они должны 
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удовлетворять, чтобы при переключении со схемы а) на схему б) 

емкость батареи не менялась?  

Решение 

Построим эквивалентные схемы, используя точки с одинако-

выми потенциалами (рис. 3.15). Теперь легко сразу дать ответ на 

первый вопрос: 

Ca = C + 
3

1
C =

3

4
C;  Cб = 

2

1
C + 

2

1
C = C. 

Видим, что Ca > Cб.  

Емкость батареи не будет зависеть от схемы подключения, если  

C4+ C123 = C12 + C34, 

где  

21

21

12
CC

CC
C

+
= ; 

43

43

34
CC

CC
C

+
= ; 

313221

321
123

CCCCCC

CCC
C

++
= .  

Отсюда следует ответ на второй вопрос: емкость схем а) и б) 

одинакова, если  

132312

331

4
CCC

CCC
C

++
+  = 

))((

)()(

4321

21434321

CCCC

CCCCCCCC

++
+++

. 

Ответ: Ca > Cб; емкость батареи не будет зависеть от схемы под-

ключения, если 

132312

331

4
CCC

CCC
C

++
+  = 

))((

)()(

4321

21434321

CCCC

CCCCCCCC

++
+++

. 

Задача 3.3.18.  Два конденсатора, емкости которых C1 и C2, со-

единены последовательно и присоединены к источнику ЭДС E. 

Определить напряжение на каждом конденсаторе и находящиеся 

на них заряды после установления равновесия.  

Решение 

При последовательном соединении заряды на конденсаторах 

будут одинаковыми, а сумма напряжений равна ЭДС подключенно-

го источника. Поэтому  

∆φ1= 
1

C

q
,    ∆φ2 = 

2
C

q
,   ∆φ1+ ∆φ2 = E. 

Решая эту систему уравнений, получим   
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Ответ: ∆φ1 = E 
21

2

CC

C

+
;   ∆φ2 = E 

21

1

CC

C

+
;  q = E 

21

21

CC

CC

+
. 

Задача 3.3.19.  Четыре одинаковых кон-

денсатора соединены, как показано на 

рис. 3.16, и присоединены к батарее с ЭДС E. 

Ключ К2 сначала разомкнут, а ключ К1 замк-

нут. Затем размыкают ключ К1 и замыкают 

ключ К2. Какова будет разность потенциалов 

на каждом конденсаторе, если ЭДС батареи 

E = 9 В?  

Решение 

В первом положении три конденсатора замкнуты на ЭДС E. На 

каждом конденсаторе будет напряжение ( )E31  и заряд ( ) ECq 31= . 

После переключения ключей заряды на конденсаторах 1 и 3 оста-

нутся неизменными (следовательно, и напряжения не изменятся), а 

заряд конденсатора 2 распределится поровну на два одинаковых 

конденсатора 2 и 4. Поэтому напряжение на конденсаторах 2 и 4 

станет равным ( )E61 . Итак, разности потенциалов будут 3 В; 1,5 В; 

3 В и 1,5 В.  

Ответ: 3 В; 1,5 В; 3 В и 1,5 В. 

§ 3.4. Задачи для самостоятельного решения 

3.4.1.  Заряды распределены равномерно по поверхности двух 

концентрических сфер с радиусами R1 и R2, причем поверхностные 

плотности зарядов на обеих сферах одинаковы. Найти плотность 

заряда σ, если потенциал в центре сфер равен φ0, а на бесконечно-

сти равен нулю. 

Ответ: 
21

00

RR +
ϕε

=σ . 

3.4.2.  Две концентрические проводящие сферы с радиусами R 

и 2R заряжены так, что на внутренней сфере заряд q, а на внешней 

2q. На расстоянии 3R от центра сфер потенциал равен φ. Найти R.  

Ответ: R = 
ϕ
kq

. 

 

1 

2 

3 

4 

K1 

K2 E 

 
Рис. 3.16. Схема соеди-

нения конденсаторов в 

задаче 3.3.19 
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3.4.3.  Внутри незаряженного металлического шара радиуса R 

имеется произвольно расположенная относительно центра сфери-

ческая полость радиуса r, в которой расположен неподвижный то-

чечный заряд q на расстоянии a от центра полости. Найти потен-

циал ϕ электрического поля в центре полости.  

Ответ: ϕ = 






 +−
Rra

kq
111

. 

3.4.4.  Незаряженные концентрические металлические сферы 

имеют радиусы R1 и R2. Между сферами помещен на расстоянии r 

от центра точечный заряд +q. Найти разность потенциалов между 

сферами. 

Ответ: ∆φ = 







−

2

11

Rr
kq .  

3.4.5.  Найти потенциал φ(r) создаваемый двумя концентриче-

скими металлическими сферами с радиусами R1 и R2, заряженны-

ми зарядами q1 и q2 соответственно (R1 < R2).  

Ответ:  R2 ≤ r: 
r

qq
kr 21)(

+
=ϕ ;  

  R1 ≤ r ≤ R2:   







+=ϕ

r

q

R

q
kr 1

2

2)( ; 

  r ≤ R1:   







+=ϕ

2

2

1

1)(
R

q

R

q
kr .  

3.4.6.  Точечный заряд q помещен на расстоянии 2R от центра 

заземлённой тонкостенной металлической сферы радиуса R, на 

которой расположен заряд Q. Определить силу F, действующую на 

заряд q.  

Ответ:  
2

2

9

8

R

q
kF −= .  

3.4.7.  Точечный заряд q находится на расстоянии r от центра О 

заряженного проводящего сферического слоя, внутренний и на-

ружный радиусы которого равны, соответственно, a и b. Найти 

полный заряд Q слоя, если потенциал в точке О равен φ. Учесть, 

что r < a.  

Ответ:  ϕπε−






 −−= b
r

b

a

b
qQ

0
41 .  



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 108 

3.4.8.  Три концентрические металлические сферы имеют ра-

диусы R1, R2, R3 соответственно. На внутренней сфере заряд +Q, на 

внешней +2Q, средняя – не заряжена. Определить:  

а) распределение потенциала во всём пространстве; 

б) поверхностную плотность зарядов σ на внешних поверхно-

стях всех сфер. Считать φ(∞) = 0. 

Ответ: r ≥ R3:  
r

Q
k

3
=ϕ , σ3 = 

2

3
4

3

R

Q

π
;  

  R1 ≤ r ≤ R3: 







+=ϕ

rR
kQ

12

3

,σ2 = 
2

2
4 R

Q

π
;  

  r ≤ R1:  







+=ϕ

13

12

RR
kQ , 

2

1

1
4 R

Q

π
=σ .  

3.4.9.  Три концентрические металлические сферы имеют ра-

диусы R, 2R, 3R соответственно. На средней сфере заряд +Q. В ней 

проделано отверстие, через которое проволокой соединены перво-

начально незаряженные внешняя и внутренняя сферы. Найти рас-

пределение потенциала во всем пространстве, считая φ(∞) = 0.  

Ответ: 3R < r :  
r

Q
k=ϕ ;  

  2R < r < 3R:  






 +=ϕ
Rr

kQ
12

1

4

3
; 

  R < r < 2R:  






 +−=ϕ
Rr

kQ
12

7

4

1
; 

  r < R: 
R

Q
k

3
=ϕ . 

3.4.10.  Конденсатор С3 был предвари-

тельно заряжен посторонним источником 

до напряжения U0, после чего его отклю-

чили от источника и подключили в разрыв 

цепи (рис. 3.17) в указанной полярности. 

Найти заряд q, прошедший через источник 

ЭДС цепи. ЭДС источника E, С1 = С2 = С3 

= С.  

Ответ: q = 
3

1
C(E – U0).  

 

 

C1 C2 

C3 

E 

+U0 – 

 
Рис.3.17. Схема подключе-

ния конденсатора С3 к цепи 

(задача 3.4.10) 
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3.4.11. Плоский конденсатор находится во внешнем однород-

ном электрическом поле напряжённости Е, перпендикулярном 

пластинам. Площадь каждой из пластин конденсатора S. Какой за-

ряд окажется на каждой из обкладок, если их соединить друг с 

другом проводником? 

Ответ: ESq 0ε±= . 

3.4.12. Обкладки плоского конденсатора 

соединены проводником друг с другом и за-

землены (рис.3.18). Между обкладками 

вставлена тонкая пластина с зарядом q, па-

раллельная обкладкам конденсатора и 

имеющая ту же площадь. Какой заряд ∆q 

протечёт по проводнику, соединяющему об-

кладки, если пластину передвинуть на рас-

стояние х? Расстояние между обкладками d. 

Ответ: 
d

qx
q =∆ . 

3.4.13. В схеме, показанной на рис.3.19, 

сначала замыкают ключ К1, а затем (после 

его размыкания) замыкают ключ К2. Опре-

делить напряжения U1 и U2 на конденсато-

рах С1 и С2, если ЭДС батарей соответст-

венно равны E1 и E2. 

Ответ: 
21

2211
1

CC

CC
U

+
+

=
EE

; 
21

121
2

)

CC

C
U

+
−

=
E(E

. 
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Рис.3.18. Конденсатор с 

металлической заря-

женной пластиной (за-

дача 3.4.12) 

 
Рис.3.19. Схема включения 

конденсаторов задачи 

3.4.13. 
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Глава 4 

ДИЭЛЕКТРИКИ В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ  

§ 4.1. Теоретический материал 

Диэлектрики – это материальные тела, в которых нет свобод-

ных зарядов, способных под действием электрического поля пере-

мещаться на большие, макроскопические расстояния (в отличие от 

проводников). Заряды в диэлектрике могут перемещаться под дей-

ствием внешнего электрического поля на расстояния порядка 

атомных.  

Электрическое поле в диэлектрике. При действии внешнего 

электрического поля положительные и отрицательные заряды в 

диэлектрике смещаются в пределах молекулы в противоположных 

направлениях. Такая система сама порождает электрическое поле. 

Поле в произвольной точке пространства становится суммой внеш-

него поля и поля, созданного системой разделенных зарядов ди-

электрика.  

Дипольный момент. В первом приближении электрические 

свойства нейтральной системы с неоднородным распределением 

плотности заряда характеризуются ее дипольным моментом: 

)(rrp ∫= dq . 

Значение дипольного момента электрически нейтральной сис-

темы не зависит от выбора начала системы отсчета. Поэтому ради-

ус-вектор r можно отсчитывать от любой точки, выбранной за на-

чало координат. На больших расстояниях от системы ее электриче-

ское поле совпадает с полем точечного диполя (гл. 1, формула 

(1.4)).  

Поляризация. Процесс образования (или упорядочения) ди-

польных моментов внутри диэлектрика называется поляризацией. 

Поляризация может происходить за счет смещения зарядов в ато-

мах и молекулах диэлектрика при действии внешнего поля, за счет 

упорядочения ориентации дипольных моментов атомов с несим-

метричным распределением внутриатомного заряда и по ряду дру-

гих причин. Разделенные в процессе поляризации заряды называ-

ются поляризационными (или связанными) зарядами. Связанные 

заряды могут быть как объемными, так и поверхностными.  
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Заряды в диэлектрике, не входящие в состав его атомов и мо-

лекул, называются сторонними зарядами (иногда их условно назы-

вают свободными зарядами, хотя в ряде случаев сторонние заряды 

могут быть и не свободными). 

Поляризованность (вектор поляризации) P диэлектрика – 

это вектор объемной плотности дипольного момента. Численно он 

равен дипольному моменту единицы объема диэлектрика: 

P(r) = ∑∆ i

i
V

p
1

 = n < p >, 

где ∆V – физически бесконечно малый объем диэлектрика в окре-

стности точки с радиус-вектором r, pi – дипольный момент i-той 

молекулы из этого объема, n – концентрация молекул в диэлектри-

ке, < p > – среднее значение pi в объеме ∆V.  

Плотность объемных связанных зарядов в поляризованном 

диэлектрике равна  

 ρ′ = – div P.     (4.1) 

Она отлична от нуля только в случае неоднородной поляризации.  

Ниже все связанные (поляризационные) заряды будут обозначаться 

штрихом (в учебниках встречаются также обозначения индексами 

"пол" или "св"). 

Плотность поверхностных связанных зарядов σ′ на границе 

раздела двух диэлектриков равна  

 σ′ = – n12 (P2 – P1) = P1n – P2n,  (4.2) 

где n12 – единичный вектор нормали, направленный из первой сре-

ды во вторую. Нормальная компонента вектора P испытывает на 

границе раздела диэлектриков скачок, равный плотности связанно-

го заряда.  

Теорема Гаусса для вектора поляризации:  

qd

S

′−=∫ SP  , (4.3) 

где q′ – полный связанный заряд, находящийся внутри замкнутой 

поверхности S.  

Напряженность электрического поля в диэлектрике – это 

сумма напряженности Е0 поля сторонних зарядов в данной точке в 

отсутствие диэлектрика и напряженности Е′ от всех связанных за-

рядов, возникших в результате поляризации диэлектрика: 
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Е = Е0 + Е′. 

Если поляризация вызвана сторонними зарядами, то поле индуци-

рованных связанных зарядов направлено так, что всегда уменьшает 

напряженность поля сторонних зарядов, т.е. Е < Е0. Поэтому это 

поле часто называют деполяризующим полем. 

Диэлектрическая восприимчивость. Во многих случаях по-

ляризованность P диэлектрика пропорциональна напряженности 

поля в диэлектрике E, а свойства диэлектрика по всем направлени-

ям можно считать одинаковыми (такой диэлектрик называется ли-

нейным изотропным). Для такого диэлектрика  

 P = æ ε0E,    (4.4) 

где коэффициент æ называется диэлектрической восприимчиво-

стью. Это соотношение неприменимо к диэлектрикам с постоянной 

поляризованностью (например, к электретам), когда вектор Р опре-

деляется не внешним полем, а внутренними структурными факто-

рами. В общем случае, который мы рассматривать не будем, связь 

векторов P и E тензорная и при больших величинах Е – нелиней-

ная.  

Если внутри однородного и изотропного диэлектрического 

тела отсутствуют сторонние заряды, то при воздействии на него 

произвольного электростатического поля в нем возникают только 

поверхностные связанные заряды σ′ ≠ 0, а плотность объемных свя-

занных зарядов в любой точке равна нулю ρ′ = 0.  

Вектор электрического смещения или вектор электриче-

ской индукции (оба названия эквивалентны) определяется соот-

ношением 

D = ε0E + P.    (4.5)  

Если выполняется (4.4), то векторы D и Е связаны линейно: 

D = εε0E.    (4.6) 

Величина  

ε = (1 + æ)     (4.7) 

называется относительной диэлектрической проницаемостью (час-

то ее сокращенно называют проницаемостью диэлектрика). 
Вектор D не является чисто полевым вектором, так как он учи-

тывает поляризованность среды. Он является суммой двух совер-
шенно различных по физическому смыслу слагаемых и поэтому не 
имеет глубокого физического смысла. Однако в математическом 
отношении использование векторного поля D в ряде случаев упро-
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щает расчеты электростатических полей в диэлектриках. Это свя-
зано с тем обстоятельством, что в определении вектора D учтен 
вклад в электрическое поле от связанных зарядов. В однородных 
изотропных диэлектриках с линейной восприимчивостью, т.е. под-
чиняющихся соотношению (4.6), источниками векторного поля D 
являются только сторонние заряды, поэтому в этом случае при на-
хождении поля D можно как бы "забыть" о существовании связан-
ных зарядов.  

Для вектора D имеет место дифференциальное соотношение 

 div D = ρ,    (4.8) 

где ρ – плотность сторонних зарядов.  
Свойства вектора электрического смещения. В диэлектри-

ках, подчиняющихся (4.6), векторное поле D(r) потенциально и 
аналогично по свойствам электростатическому полю напряженно-
сти E(r). Это означает, что rot D = 0, а линии поля D начинаются и 
заканчиваются на сторонних зарядах (или в бесконечности), а в 
точках без сторонних зарядов они непрерывны (включая и точки, в 
которых находятся связанные заряды). Поэтому для нахождения 
поля D можно использовать все формулы, относящиеся к расчету 
напряженности электрического поля E в вакууме, только подстав-
лять в них нужно уже не все заряды, а только сторонние заряды, и 

убрать из этих формул множитель ε0. 
Если же соотношение (4.6) в диэлектрике не выполняется, поле 

D может иметь вихревую компоненту, у которой линии D замкну-
ты и для возникновения которой не требуются свободные заряды. 
Например, такова ситуация в электретах, т.е. диэлектриках с посто-
янной поляризованностью, рассмотренных ниже (задача 4.3.14). 

Интегральная электростатическая теорема Гаусса для век-

тора D: 

∫
S

dSD  = q,    (4.9) 

где q – полный сторонний заряд, находящийся внутри замкнутой 

поверхности S. Теорема справедлива при любом расположении 

произвольной поверхности S относительно диэлектрических тел. 

Если однородным диэлектриком заполнить весь объем между лю-

быми эквипотенциальными поверхностями поля, существовавшего 

в отсутствие диэлектрика, то напряженность поля в диэлектрике 

будет в ε раз меньше, чем она была в соответствующей точке до 

введения диэлектрика. В частности, для точечного заряда в безгра-
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ничной однородной диэлектрической среде с проницаемостью ε 

электрическое смещение и напряженность электрического поля 

будут равны  

24

1
)(

r

q
rD

π
=    и    

2
04

1
)(

r

q
rE

επε
= .  (4.10) 

Если все пространство между обкладками плоского, цилинд-

рического или сферического конденсатора заполнить однородным 

изотропным диэлектриком, то напряженность поля в диэлектрике 

будет в ε раз меньше, чем напряженность поля в точно таком же 

конденсаторе до заполнения его диэлектриком, а соответственно, 

емкости конденсаторов будут в ε раз больше.  

Граничные условия. На границе раздела двух диэлектриков 1 

и 2:  

E2t = E1t ,    (4.11) 

D2n –D1n = σ,    (4.12) 

где σ – плотность сторонних зарядов на границе раздела, а вектор 

нормали n направлен из первой среды во вторую.  

Если на границе раздела двух диэлектриков отсутствуют сторонние 

заряды, то нормальная компонента вектора D непрерывна при пе-

реходе через границу 

D2n = D1n     (4.13) 

Для такого случая выражение для плотности связанных поверхно-

стных зарядов на границе (4.2) можно записать как 

σ′ = ε0(E2n – E1n)    (4.14) 

Если ε2 > ε1 и поле направлено из первой среды во вторую, то σ′ < 0. 

Если ε2 > ε1 и поле направлено из второй среды в первую, то σ′ > 0. 

В том и другом случае поле во второй среде (с большей ε) слабее, 

чем в первой (где ε меньше). При ε1 > ε2 знаки связанных зарядов 

надо заменить на противоположные (см. [1] §17). 

§ 4.2 Основные типы задач (классификация)  

4.1. Определение плотности поверхностных σ′ и объемных ρ′ 

поляризационных зарядов в диэлектрике, а также вектора поляри-

зации P.  

4.2. Определение напряженности Е, потенциала φ и вектора 

индукции D в системах с однородными диэлектриками. 
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4.3. Определение емкости конденсаторов, заполненных неод-

нородным диэлектриком. Нахождение электрического поля в сис-

темах с неоднородным диэлектриком. 

4.4. Определение напряженности поля внутри и вне диэлектри-

ческих тел, имеющих заданное статическое состояние поляриза-

ции.  

§ 4.3 Методы решения и примеры решения задач.  

Задачи типа 4.1 

Определение плотности поверхностных σ′ и объемных ρ′ поляри-

зационных зарядов в диэлектрике, а также вектора поляризации P 

Методы решения. Использование формул (4.1) – (4.7). Эффек-

тивный прием – приравнять выражения для напряженности поля в 

диэлектрике, записанные в «макроскопическом» представлении 

(через известную диэлектрическую проницаемость диэлектрика) и 

в «микроскопическом» представлении (как суперпозицию напря-

женностей полей от сторонних и связанных зарядов).  

 

Задача 4.3.1 (базовая задача). Металлическая сфера радиуса 

R, несущая заряд q, расположена в безграничной однородной ди-

электрической среде с проницаемостью ε. Определить вектор поля-

ризации Р(r) в произвольной точке среды, а также плотности по-

верхностных σ′ и объемных ρ′ связанных зарядов в диэлектрике.  

Решение: 

Внутри сферы (r < R) зарядов нет, поэтому по теореме Гаусса 

напряженность электрического поля там равна нулю.  

В произвольной точке, находящейся на расстоянии r > R от 

центра сферы, напряженность поля в диэлектрике будет такой же, 

как от точечного заряда q, помещенного в центр сферы, и опреде-

ляется формулой (4.10). Используя (4.4), (4.7), получаем 

Р(r) = (ε – 1)ε0E(r) = (ε – 1)ε0
rr

q r
2

04

1

επε
 = 

rr

q r
2

1

4

1

ε
−ε

π
. 

В нашем случае диэлектрик изотропный и сторонних зарядов 

внутри него нет, поэтому объемных связанных зарядов в нем не 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 116 

возникает: ρ′ = 0. Этот вывод легко проверить независимо, вычис-

ляя дивергенцию вектора Р в сферических координатах 

ρ′ = – div P = – Pr
rr

2

2

1

∂
∂

 = 0. 

Для вычисления поверхностной плотности связанных зарядов 

σ′ запишем два эквивалентные выражения для напряженности поля 

E в диэлектрике. Согласно (4.10), поле точечного заряда, эквива-

лентное полю заряженной сферы, в безграничном диэлектрике в ε 

раз меньше, чем в той же точке в отсутствие диэлектрика, т.е.  

Е = 
2

04

1

r

q

επε
. 

С другой стороны, эта напряженность поля реально создается 

сторонним зарядом q и поляризационным зарядом q′, образовав-

шимся на сферической границе диэлектрика 

Е = Eq + Eq' = 2
04

1

r

qq ′+
πε

. 

Приравнивая эти выражения, получаем 

2r

q

ε
 
=

2r

qq ′+
    и    qq

ε
−ε

−=′
1

  

или σ
ε
−ε

−=σ′ 1
, где 

24 R

q

π
=σ .  

Ответ: для r > R:  
24

1

R

q

πε
−ε

−=σ′  ρ′ = 0;  P(r) = 
rr

q r
2

1

4

1

ε
−ε

π
. 

Замечание 1. Другой способ решения данной задачи основан на 

использовании соотношения (4.2): σ′ = P1n – P2n. Поляризация внут-

ри металла P1 = 0, а вектор поляризации диэлектрика можно найти 

из соотношения
1ε − =  ε 

P D , где в силу симметрии задачи вектор 

электрической индукции вне сферы 
34

q

r
=

π
D r , а внутри сферы 

равен нулю.  

Замечание 2. Результат справедлив для сферы любого радиуса 

R. Если устремить R к нулю, то сохранится выражение для вектора 
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P, а полный поверхностный связанный заряд будет оставаться по-

стоянным: 
1

q q
ε −

′ = −
ε

.  

Если диэлектрик не безграничный, а представляет собой шаро-

вой слой, внешний радиус которого равен R1 > R, то на внешней 

границе диэлектрика появляется связанный заряд –q′, равный по 

величине и противоположный по знаку связанному заряду q′, нахо-

дящемуся на внутренней поверхности слоя. Равенство этих зарядов 

сразу следует из теоремы Гаусса для вектора Р (4.3): если в качест-

ве поверхности S взять концентрическую сферу, радиус которой 

превышает R1, то полный связанный заряд внутри этой сферы равен 

нулю. За пределами диэлектрического слоя поле выглядит как поле 

точечного заряда q, расположенного в центре всех сфер, так как в 

этой области Р = 0.  

Задача 4.3.2 (базовая задача). В плоский конденсатор парал-

лельно обкладкам вставлена диэлектрическая пластинка из мате-

риала с проницаемостью ε (рис. 4.1). Определить величину вектора 

поляризации P и плотности поверхностных σ′ и объемных ρ′ свя-

занных зарядов в пластинке. Заряд конденсатора q, площадь пла-

стин S.  

Решение 

В плоском конденсаторе (рис. 4.1) поле считаем однородным (крае-

выми эффектами, как обычно, 

пренебрегаем). Из симметрии 

системы следует, что векторы 

всех полей направлены пер-

пендикулярно к пластинам 

(т.е. по оси Х на рис.4.1), поля-

ризованность диэлектрика од-

нородна и поэтому объемная 

плотность связанных зарядов 

равна нулю.  

Напряженность поля 

внутри диэлектрика E можно 

выразить двумя способами 

аналогично задаче 4.3.1. С учетом выбранного направления оси Х и 

указанных на рис. 4.1 знаков зарядов, имеем:  

 +σ 

–σ 
2 

1 

+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  + 

–  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  – 

ε 

–σ ′ 
 

+σ ′ 
 

х 

E0 

Eσ′ 

n12 

 
Рис. 4.1. Направления векторов электри-

ческого поля конденсатора Е0 и поляри-

зованной диэлектрической пластины Еσ′ 

(задача 4.3.2) 
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ε
=−= ′

0
0

E
EEE σ     или     

εε
σ

=
ε
σ′

−
ε
σ

000

, 

где Е0 = σ/ε0 напряженность в отсутствие диэлектрика., σ = q S  – 

плотность свободного заряда на пластинах конденсатора.  

Отсюда находим σ
ε
−ε

=σ′ 1
.  

Вектор поляризации P определим из (4.4): P = æε0E, где   

æ = ε – 1, а E – напряженность поля внутри диэлектрика: 
εε

σ
=

0

E . 

Следовательно, σ
ε
−ε

=
1

P , а направление вектора P совпадает с 

направлением поля в конденсаторе. Этот же результат можно полу-

чить непосредственно из граничного условия (4.2). В нашем при-

мере для нижней границы пластины можно записать (см. рис. 4.1) 

P2 = 0,     n12·P1 = σ′ =  
ε
−ε

σ
)1(

 > 0. 

Положительность результата означает совпадение направлений 

векторов нормали n12 и P1.  

Эти рассуждения не зависят от толщины диэлектрической пла-

стинки. Поэтому полученные выводы применимы и в том случае, 

когда диэлектрик занимает все пространство между пластинами 

конденсатора.  

Ответ: σ
ε
−ε

=
1

P ,  σ
ε
−ε

=σ′ 1
,  σ = 

S

q
 

Замечание. Поле вектора электрической индукции D внутри 

конденсатора однородно и определяется только свободными заря-

дами пластин: D = σ. Отсюда можно найти поляризацию среды 

σ
ε
−ε

=
εε

ε−ε=ε−ε=
1

)1()1(
0

00

D
EP . 

Задача 4.3.3. Точечный заряд q находится в центре шара ра-

диуса R из диэлектрика с проницаемостью ε1. Шар окружен безгра-

ничным диэлектриком с проницаемостью ε2 (рис. 4.2). Найти по-

верхностную плотность связанных зарядов σ′ на границе раздела 

этих диэлектриков. 



Гл.4. Диэлектрики в электростатическом поле 119 

Решение 

Согласно (4.2) σ′ = P1n – P2n, где P1 и P2 – векторы поляризации 

обоих диэлектриков у границы r = R. Величины P1 и P2 совпадают с 

выражениями для поляризации, полученными в предыдущей зада-

че 4.3.1:  

P1(R) = 








ε
−ε

π 1

1
2

1

4 R

q
,  

P2(R) = 








ε
−ε

π 2

2
2

1

4 R

q
. 

Следовательно, 










ε
−

επ
=−=σ′

12
221

11

4
)()(

R

q
RPRP . 

Ответ: 








ε
−

επ
=σ′

12
2

11

4 R

q
. 

Замечание. Величину поляризации сред можно сразу найти из со-

отношения 
1i

i

i

 ε −
=  ε 

P D , где в данном случае для обеих областей 

вектор электрической индукции 
34

q

r
=

π
D r .  

Задача 4.3.4. Между обкладками плоского конденсатора нахо-

дятся две прилегающие друг к другу диэлектрические пластинки, 

проницаемости которых равны ε1 и ε2. На пластинах конденсатора 

равномерно распределены заряды с поверхностной плотностью σ и 

–σ. Определить плотности σ′ связанных зарядов на свободных по-

верхностях диэлектрических пластинок, а также на границе их раз-

дела (рис. 4.3). 

Решение 

Для определения σ′ используем граничное условие (4.2) для 

векторов поляризации P1 и P2, а сами величины векторов P1 и P2 

найдем из напряженностей соответствующих электрических полей 

(4.4).  

 

ε1 

ε2 

R 

q 

1 

2 

n12 

 
Рис. 4.2. Система, состоящая из 

точечного заряда q, диэлектриче-

ского шара и безграничного ди-

электрика (задача 4.3.3) 
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Учитывая выбранное на рис. 4.3 направление оси Х и знаки за-

рядов, получаем, что вне диэлектрических пластин 
0

0 ε
σ

=E , а 

внутри пластинок 1 и 2  
10

1 εε
σ

=E ,  
20

2 εε
σ

=E , 

откуда следует:     P1 = 








ε
−ε

σ
1

1 1
,      P2 = 









ε
−ε

σ
2

2 1
. 

Используя (4.2), находим:  

σ′1 = –P1 








ε
−σ−=

1

1
1  < 0,        

σ′2 = P2  = 








ε
−σ

2

1
1  > 0. 

На границе раздела ди-

электриков  

σ′ = – σ′1 – σ′2 σ
εε
ε−ε

=
21

21 . 

Это следует также из (4.3), если в качестве поверхности S взять 

поверхность внутри конденсатора, заключающую в себе оба ди-

электрика (суммарный связанный заряд внутри такой поверхности 

должен быть равен нулю). Тот же результат легко получить из гра-

ничного условия (4.2), если использовать найденные выше значе-

ния P1 и P2.  

Ответ: σ′1 








ε
−σ−=

1

1
1 ,  σ′2 









ε
−σ=

2

1
1 ,  σ′ σ

εε
ε−ε

=
21

21 . 

Замечание. Поле вектора электрической индукции D внутри 

конденсатора однородно и определяется только свободными заря-

дами пластин: D = σ. Отсюда можно сразу найти поляризацию сред 

1 1i i
i

i i

P D
ε − ε −

= = σ
ε ε

. 

Задача 4.3.5. Однородный изотропный диэлектрик с прони-

цаемостью ε заполняет все нижнее полупространство. В вакууме на 

расстоянии h от его поверхности находится точечный заряд q. Оп-

ределить поверхностную плотность поляризационных (связанных) 

 +σ 

–σ 

1 

2 εεεε 

 1σ′  

ε1 

ε2 
 

 2σ′  

σ′ 
2 

х  
Рис. 4.3. Плоский конденсатор с двумя 

диэлектрическими прослойками (задача 

4.3.4) 
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зарядов в произвольной точке границы, а также полный связанный 

заряд на поверхности диэлектрика.  

Решение 

Для ответа на первый вопрос используем непрерывность нор-

мальной компоненты вектора индукции Dn (4.13) на границе разде-

ла вакуум (среда 1) –диэлектрик (среда 2).  

Рассмотрим напряженность поля в бесконечно малой окрест-

ности произвольной точки А, лежащей на границе раздела 

(рис. 4.4). Ввиду цилиндрической симметрии системы достаточно 

задать лишь радиус x, на котором точка А находится от основания 

перпендикуляра О, опущенного из точки нахождения заряда на 

плоскую границу диэлектрика.  

Пусть σ′(х) – плотность связанного заряда в точке А. Вблизи 

точки А напряженность поля будет 

суперпозицией поля Eq стороннего 

точечного заряда q и поля E′ от всех 

связанных зарядов, появившихся на 

границе.  

Напряженность Eq направлена по 

радиус-вектору, проведенному от за-

ряда q в точку А, и равна  

Eq = 
2

04

1

r

q

πε
, 

где r
2
 = x

2
 + h

2
. 

Связанные заряды, очевидно, будут 

распределены на плоскости неравно-

мерно. Нужная нам нормальная компонента поля (поле E′⊥(x) на 

рис.4.4) создается только поверхностными зарядами в непосредст-

венной окрестности точки А и имеет величину E′(x) = 
02ε

σ′
. Поле от 

всех остальных связанных зарядов плоскости в этой точке направ-

лено горизонтально вдоль плоскости (E′|| на рис. 4.4).  

В первой среде (в вакууме) нормальная компонента вектора 

индукции, в соответствии с выбранным направлением нормали, 

равна согласно (4.6)  

24

1

2
cos

30101

σ′
−

π
=

σ′
−αε=ε=

r

qh
EED qnn . 

 

A 

+q 

h 
r 

x 
σ′ 

Eq 

E′⊥ 

O 1 

2 

α 

n12 

–E′⊥ 

E′|| 

 
 

Рис.4.4. Напряженности полей, 

создаваемых в точке А сторонним 

зарядом q и поляризационными 

зарядами диэлектрика (задача 

4.3.5) 
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Во второй среде (в диэлектрике)  








 σ′
+

π
ε=







 σ′
+αεε=εε=

24

1

2
cos

30202
r

qh
EED qnn . 

Здесь учтено, что знак нормальных компонент поля E′⊥(x)  по обе 

стороны границы противоположен. Из условия D1n = D2n находим:  

σ′(х) = 
2/3223 )(21

1

21

1

hx

qh

r

qh

+π+ε
−ε

−=
π+ε

−ε
− . 

Для вычисления величины полного связанного заряда q′ выде-

ляем на плоскости кольцевую область с центром в точке О, распо-

ложенную между окружностями радиусов x и x + dx. Площадь этой 

области dS = 2πxdx, на ней находится заряд dq′ = σ′dS. Полный за-

ряд q′ найдем, интегрируя это выражение по х от нуля до бесконеч-

ности: 

q′ = 
1

1

)(1

1

0

2/322 +ε
−ε

−=
++ε

−ε
− ∫

∞

q
hx

xdx
qh  

Ответ:     σ′(x) 
2/322 )(21

1

hx

qh

+π+ε
−ε

−= ,     q′ 
1

1

+ε
−ε

−= q . 

Замечание. Рассмотрим случай, когда заряд q находится на гра-

нице. При h → 0 из полученного результата видно, что σ′ → 0 во 

всех точках, кроме х = 0. Действительно, при этом в произвольной 

точке А(х) нормальная компонента вектора напряженности Eq об-

ращается в нуль, ввиду чего условие непрерывности нормальной 

компоненты вектора D приводит к соотношению 
22

σ′
ε−=

σ′
, кото-

рое может выполняться только при σ′ = 0. Итак, если точечный за-

ряд q находится на плоской границе раздела вакуума и безгранич-

ного диэлектрика, то σ′ = 0 везде, кроме точки х = 0.  

Величина q′ не зависит от h. Однако при h → 0 весь этот заряд 

собирается около точки х = 0. Поэтому напряженность поля можно 

вычислить как суперпозицию полей двух точечных зарядов q и q′, 

расположенных в одной точке х = 0. Поскольку других зарядов нет, 

создаваемое ими во всем пространстве поле изотропно, то есть в 

диэлектрике оно такое же, как в вакууме:  

Е(r) = Е1(r) = Е2(r) = 
2

0

2

0 21

1

4 r

q

r

qq

πε+ε
=

πε

′+
. 
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Это означает, что силовые линии вектора E расходятся из цен-

тра равномерно, а эквипотенциальные поверхности являются сфе-

рами. 

Поле вектора D легко получить из найденной формулы:  

D1 = ε0 E,     D1 = 
221

1

r

q

π+ε
, 

D2 = εε0 E,     D2 = 
22)1( r

q

π+ε
ε

. 

Картина линий вектора индукции D, в отличие от картины поля 

E, несимметрична. Поскольку D2 > D1, силовые линии индукции, 

расходясь радиально от центра, имеют большую густоту в диэлек-

трике, чем в вакууме. 

Задачи типа 4.2 

Определение напряженности поля Е, потенциала φ и вектора 

индукции D в системах с однородными диэлектриками 

Методы решения. Использование известного или ранее рас-

считанного распределения связанных зарядов и вектора поляриза-

ции. Использование граничных условий (4.11) – (4.14) и формул 

(4.6) – (4.9).  

 

Задача 4.3.6 (базовая задача). Бесконечно большая пластина 

из однородного диэлектрика с проницаемостью ε заряжена равно-

мерно сторонним зарядом с объемной плотностью ρ. Толщина пла-

стины 2d. Найти напряженность электрического поля и потенциал, 

создаваемые этой системой, а также объемную и поверхностную 

плотности связанного заряда. 

Решение 

Из симметрии системы следует, что напряженность и потенци-

ал зависят только от одной координаты, выбранной в направлении 

нормали к слою. Пусть это будет ось х декартовой системы коор-

динат с началом в центре слоя. Напряженность поля такой системы 

при ε = 1 была вычислена в задаче 1.3.11 (глава 1) на основе теоре-

мы Гаусса:  

E(|x| < d) = 
0ε

ρx
,     E(|x| > d) = ±

0ε
ρd

. 
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Напряженность поля внутри диэлектрика в ε раз меньше:  

E(|x| < d) = 
εε

ρ

0

x
,   E(|x| > d) = ±

0ε
ρd

. 

На границе раздела имеются связанные заряды, поэтому на-

пряженность испытывает здесь скачок. Распределение потенциала 

найдем, применяя формулу (2.17) из гл. 2: 

ϕ(x) = ϕ(0) ∫−
x

Edx

0

. 

Если принять, что ϕ(0) = 0, получим: 

φ (|x| ≤ d)
εε

ρ
−=

0

2

2

x
, 

φ (x ≥ d) 







−

ε
ρ

+
εε

ρ
−= )(

2 00

2

dx
dd








 −+
εε

ρ
−= dx

dd

20

. 

Используя (4.4), находим P = ε0(ε – 1)E при x < d (и, конечно, 

Р = 0 при x > d). Подставляя найденное значение Е, получаем:  

P(x) xρ
ε
−ε

=
1

. 

С помощью (4.1) устанавливаем 

величину плотности объемного свя-

занного заряда:  

ρ′ = – div P 
dx

dP
−= ρ

ε
−ε

−=
1

, 

а с помощью (4.2) – плотность по-

верхностного связанного заряда:  

σ′ = – Pn (d) dρ
ε
−ε

=
1

. 

Графики зависимостей E(x) и 

φ(x) представлены на рис. 4.5.  

Ответ: 

x < d:  E(x) = 
0ε

ρx
,   φ (x) = 

εε
ρ

−
0

2

2

x
,   ρ′ = ρ

ε
−ε

−
1

= const; 

 

x 

d 

E 

x 

–d ϕ 

 
Рис. 4.5. Графики зависимостей 

E(x) и φ(x) (задача 4.3.6) 
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x > d:  E(x) = 
0ε

ρd
,    φ (x) = 







 −+
εε

ρ
− dx

dd

20

; 

x = d: σ′ = dρ
ε
−ε 1

. 

Задача 4.3.7.  Однородный диэлектрик с проницаемостью ε 

имеет вид сферического слоя с радиусами a и b, причем a < b. Най-

ти распределение напряженности поля и потенциала, если в объеме 

слоя равномерно размещен сторонний заряд с плотностью ρ. 

Решение 

Из симметрии системы следует, что напряженность и потенци-

ал будут функциями лишь одной переменной – расстояния r от 

центра симметрии. Вычислим напряженность поля по теореме Га-

усса при ε = 1:  

E1 = 0   при r < a,  

E2 = ρ
2

0

33

3 r

ar

ε
−

,  при a < r < b,  

E3 = 2
04 r

q

πε
  при r > b.  

Здесь q = ρ
π
3

4
(b

3
 – a

3
) – полный 

заряд сферического слоя. При нали-

чии диэлектрика напряженности E1 

и E3 не изменятся, а E2 будет в ε раз 

меньше. График зависимости E(r) 

представлен на рис. 4.6a. 

Примем значение потенциала в 

бесконечно удаленной точке равным 

нулю. Тогда  

при r > b  φ3(r) =
r

ab

r

q

0

33

0 34 ε
−

ρ=
πε

, 

при a < r < b  φ2(r) = ∫ ϕ+−
r

b

drE 32 (b), 

 
E 

r 

r 

ϕ 

a b 

a) 

б) 

0 

0 
 

Рис. 4.6. Графики зависимостей 

E(r) и φ(r) (задача 4.3.7) 
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и, наконец, φ1 = const при r < a. Из условия непрерывности потен-

циала следует, что φ1 = φ2(a). Вычисляя интеграл для φ2, находим  

Ответ: φ2(r) = 







−−−ε−+ε

εε
ρ

r

ar

b

ab 3232

0 2
)1()12(

23
,  

φ1 = 







−−ε−+ε

εε
ρ

2

3
)1()12(

23

232

0

a

b

ab
. 

График функции φ(r) представлен на рис. 4.6 б. 

 

Задача 4.3.8.  Две параллельные пластины ничтожно малой 

толщины заряжены одноименно, причем поверхностная плотность 

заряда на верхней пластине σ1 = 3 мкКл/м
2
, а на нижней 

σ2 = 6 мкКл/м
2
. Расстояние между пластинами h = 1 см мало по 

сравнению с линейными размерами пластин. Между пластинами 

вставлена плоскопараллельная парафиновая пластинка толщиной 

d = 5 мм (рис.4.7). Диэлектрическая проницаемость парафина ε = 2. 

Определить напряженность поля E1 между пластинами вне диэлек-

трика, напряженность поля E2 внутри диэлектрика и разность по-

тенциалов между пластинами.  

Решение 

Поскольку на пластинах разме-

щены одноименные заряды, векторы 

напряженности от пластин направ-

лены навстречу друг другу и сум-

марная напряженность поля вне ди-

электрика направлена от нижней 

пластины (где величина заряда 

больше) к верхней и равна  

E1 

0

12

2ε
σ−σ

= n, 

где n – единичный вектор, направленный от пластины с большим 

зарядом к пластине с меньшим зарядом. Внутри диэлектрика вели-

чина напряженности в ε раз меньше:  

E2 = 
εε
σ−σ

0

12

2
n. 

 +σ1 

+σ2 

2 

1 

ε 

E1 

n 

E2 

 
Рис. 4.7. Напряженности полей, 

вне диэлектрика Е1 и внутри него 

Е2 (задача 4.3.8). 
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Поле в пространстве между пластинами однородное, поэтому ис-

комая разность потенциалов равна  

∆φ = E1(h – d) + E2d. 

Подставляя численные значения всех величин, находим при-

ближенно: E1 = 170 кВ/м, E2 = 85 кВ/м, ∆φ = 1,3 кВ. Величины на-

пряженности существенно меньше диэлектрической прочности 

воздуха, которая приблизительно равна 30 кВ/см. 

Ответ: E1 = 
0

12

2ε
σ−σ

= 170 кВ/м,  E2 = 
εε
σ−σ

0

12

2
= 85 кВ/м,     

∆φ = = E1(h – d) + E2d = 1,3 кВ. 

Дополнение. Определим силу, действующую на каждую пла-

стину. Из определения напряженности следует, что силу можно 

рассчитать, если известен заряд, на который действует сила, и на-

пряженность этого действующего поля. В нашем случае заряд пер-

вой пластины равен q1 = σ1S, где S – площадь пластин. На этот за-

ряд действует поле, создаваемое второй пластиной. Напряженность 

этого поля равна 
0

2

2ε
σ

=E . В итоге находим: 

SF
0

21

2ε
σσ

= . 

Из численных данных можно найти лишь плотность дейст-

вующей силы, т.е. силу, приходящуюся на единицу площади (элек-

трическое давление). Она равна f = F/S = 0,5 Па.  

Задачи типа 4.3 

Определение емкости конденсаторов, заполненных неодно-

родным диэлектриком  

Методы решения:  

1) использование эквивалентных схем, которые представляют 

неоднородно заполненный диэлектриком конденсатор как систему 

соединенных между собой конденсаторов, заполненных диэлектри-

ком однородно. После этого применяются формулы сложения емко-

стей конденсаторов при последовательном и параллельном их со-

единении (см.§3.1. главы 3).  
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2) Исходя из зарядов на проводниках (±q в случае конденсато-

ра), найти поле D, потом поле Е и из него разность потенциалов ∆ϕ. 

Емкость конденсатора равна C = q/∆ϕ. 

Задача 4.3.9 (базовая задача). Пространство между обкладка-

ми плоского конденсатора заполнено двумя слоями диэлектриков. 

Толщина слоя первого диэлектрика с проницаемостью ε1 равна h1, 

толщина слоя второго диэлектрика с проницаемостью ε2 равна h2 

(рис. 4.8). Площадь каждой обкладки равна S. Найти емкость С 

конденсатора.  

Решение 

Пусть на пластины кон-

денсатора помещены заряды 

+q и –q. Тогда напряженность 

поля в первом диэлектрике 

равна 
1

1 0

E
σ

=
ε ε

, а во втором 

2
2 0

E
σ

=
ε ε

. 

Разность потенциалов между пластинами 

∆φ = E1h1+ E2h2, 

следовательно,  

C 
2112

210

ε+ε
εεε

=
ϕ∆

=
hh

Sq
. 

Альтернативный подход к решению этой задачи состоит в сле-

дующем. Плоская граница между диэлектриками является эквипо-

тенциальной поверхностью. Поэтому нашу систему можно рас-

сматривать как два последовательно соединенных плоских конден-

сатора с емкостями  

C1 
1

10

h

Sεε
=     и      C2 

2

20

h

Sεε
= . 

Применяя формулу сложения емкостей 1 21 1 1C C C= + , полу-

чаем такой же ответ. 

Ответ:  C = 
2112

210

ε+ε
εεε
hh

S
.  

 
1 

2 εεεε 

ε1 h1 

ε2 h2 
 

2 
 

 

Рис. 4.8. Конденсатор, заполненный дву-

мя слоями диэлектриков (задача 4.3.9) 
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Задача 4.3.10.  Пространство между пластинами плоского кон-

денсатора заполнено диэлектриком, проницаемость которого меня-

ется по линейному закону от значения ε1 у одной пластины до зна-

чения ε2 (ε2 < ε1) у другой. Расстояние между пластинами d, пло-

щадь каждой пластины равна S. Найти емкость С конденсатора.  

Решение 
Способ 1. Учитывая симметрию системы, направим ось х декарто-

вой системы координат по нормали к плоскости пластин конденса-

тора, а начало отсчета 0 выберем в точке пересечения оси х с пла-

стиной, около которой проницаемость диэлектрика наименьшая 

(см. рис.4.9).  

Идея решения задачи состоит в 

том, чтобы заданный конденсатор 

рассмотреть как систему последова-

тельно соединенных плоских конден-

саторов с бесконечно малыми рас-

стояниями ∆x между их обкладками. 

В таком объеме диэлектрическую 

проницаемость ε можно считать по-

стоянной и для вычисления емкости 

применить обычную формулу емко-

сти плоского конденсатора.  

Выделим такой тонкий слой ∆х 

на произвольном расстоянии х от на-

чала координат. Обратная емкость 

такого тонкого конденсатора равна  

Sx

x

C )(

1

0εε
∆

=






∆ , 

где )/)(()( 212 dxx ε−ε+ε=ε . При последовательном соединении 

конденсаторов суммируются величины, обратные емкости, что для 

непрерывного распределения конденсаторов в пределе ∆x → dx 

сводится к интегрированию по всем х от нуля до d: 

∫=
d

xC

dx

C
0

)(

1
 

Учитывая, что ε
ε−ε

= d
d

dx
21

, получаем  

 ε 

ε2 

ε1 

Х 0 d 
∆x 

 
Рис. 4.9. Зависимость диэлек-

трической проницаемости от 

координаты в конденсаторе за-

дачи 4.3.10 
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2

1

210210

ln
)()(

1
1

2

ε
ε

ε−εε
=

ε
ε

ε−εε
= ∫

ε

ε
S

dd

S

d

C
. 

Способ 2. Пусть на обкладках конденсатора находятся заряды ±q и 

поверхностная плотность заряда σ = ±q/S.  Тогда D = σ, и далее по-

лучаем 

)/)((

1

)(
)(

21200
dxx

D
xE

ε−ε+εε
σ

=
εε

= , 

∫ ε
ε

ε−εε
σ

==ϕ∆
d

d
dxxE

0 2

1

210

ln
)(

)( , 

)/ln(

)(

21

210

εε
ε−εε

=
ϕ∆

=
d

Sq
C . 

 

Ответ:  C = 
)/ln(

)(

21

210

εε
ε−εε

d

S
. 

Задача 4.3.11 (базовая задача). Первоначально в плоском воз-

душном конденсаторе, заряженном и отсоединенном от источника 

ЭДС, напряженность поля равна Е0. Затем половину пространства 

между пластинами конденсатора заполняют однородным диэлек-

триком с проницаемостью ε так, что плоская граница диэлектрика 

параллельна пластинам конденсатора (рис. 4.10а).  

а) Найти модули векторов E и D внутри и вне диэлектрика.  

б) Ответить на те же вопросы, если диэлектрик занимает все 

расстояние между пластинами в половине объема конденсатора 

(рис. 4.10б).  

Решение 

В случае а) из результатов задачи 4.3.2 следует, что напряжен-

ность поля в воздушном промежутке 1 0 0E E= = σ ε  не изменится, 

а в диэлектрике станет меньше в ε раз за счет поля появившихся 

связанных зарядов 2 0E E= ε . 

Распределение сторонних зарядов на обкладках конденсатора 

не изменилось, поэтому не изменятся и силовые линии вектора ин-

дукции D. Из условия непрерывности Dn на границе диэлектрика 

заключаем, что в любой точке внутри конденсатора D1 = D2 = ε0Е0. 
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Разность потенциалов между обклад-

ками уменьшилась и стала равной  








 +
ε

=ϕ∆ 1
1

2
0E

d
 

вместо первоначальной ∆φ0 = Е0d, где 

d – расстояние между пластинами 

конденсатора. Такой результат связан 

с тем, что электрическое поле втягива-

ет диэлектрик внутрь конденсатора и 

совершает работу, что приводит к 

уменьшению потенциальной энергии 

системы, пропорциональной разности 

потенциалов. Подробно этот вопрос 

будет рассмотрен в следующей главе.  

В случае б) произойдет перерас-

пределение сторонних зарядов на пла-

стинах конденсатора так, чтобы на-

пряженность поля в воздушном про-

межутке и в диэлектрике стала одина-

ковой: Е1 = Е2 = Е. К этому выводу можно прийти, рассматривая 

разность потенциалов между пластинами, которая равна ∆φ = Еd 

независимо от пути перехода от одной пластины к другой – через 

воздушный промежуток или через диэлектрик. В обозначениях 

рис. 4.10б. 

0

2

0

2

0

1

εε
σ

=
ε

σ′−σ
=

ε
σ

=E . 

Отсюда получаем, что ε σ1 = σ2. По условию, диэлектрик заполняет 

половину объема конденсатора. Поэтому по закону сохранения за-

ряда исходная плотность 
2

21
00

σ+σ
=ε=σ E . Таким образом, 

1

2 00
1 +ε

ε
=σ

E
, а 

1

2 0

+ε
=

E
E . Следовательно,  

001
1

2
ED ε

+ε
=  и  002

1

2
ED ε

+ε
ε

= . 

Разность потенциалов здесь равна ∆φ = Ed = dE0
1

2

+ε
; она 

меньше, чем была первоначально. Как и в предыдущем случае, в 

 +σ 

–σ 
1 

2 

+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  + 

–  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  – 

ε 

–σ ′ 
 

+σ ′ 
 

1 2 

+  +  +  +  +  + + 

–  –  –  –  –  –  –  

–  –  –  –  –  –  – 

ε 

–σ ′ 
 

 

 

 

+σ ′ 
 

σ2 σ1 

–σ1 –σ2 

а) 

б) 

Рис. 4.10. Конденсаторы, час-

тично заполненные диэлектри-

ками (задача 4.3.11) 
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процессе заполнения конденсатора диэлектриком электрические 

силы совершают работу, и потенциальная энергия системы умень-

шается. 

Ответ: а) Е1 = Е0, 
ε

= 0
2

E
E ;  D1 = D2 = ε0Е0; 

   б) Е1 = Е2 = 
1

2 0

+ε
E

;   001
1

2
ED ε

+ε
= ,    002

1

2
ED ε

+ε
ε

= .  

Задача 4.3.12.  Решить предыдущую задачу, считая, что кон-

денсатор с самого начала подключен к источнику ЭДС и разность 

потенциалов между обкладками не меняется.  

Решение 

Разность потенциалов между обкладками вначале равна 

∆φ = Е0d и в дальнейшем не меняется. В случае а) после внесения 

диэлектрика в конденсатор напряженность поля в диэлектрике Е2 

будет в ε раз меньше напряженности Е1 поля в воздушном проме-

жутке: 
ε

= 1
2

E
E . Если выразить ∆φ через Е1 и Е2, то получим:  

∆φ = ( ) 







ε

+=+
1

1
22

121

d
EEE

d
. 

Учитывая неизменность ∆φ, находим отсюда  

01
1

2
EE

+ε
ε

= ,   02
1

2
EE

+ε
= . 

Из определения вектора D получаем  

D1 = D2 = 00
1

2
Eε

+ε
ε

. 

В случае б) напряженности Е1 и Е2 одинаковы (как и в преды-

дущей задаче). Из постоянства ∆φ сразу следует вывод: Е1 = Е2 = Е0. 

Следовательно, D1 = ε0Е0 и D2 = ε0ε Е0. 

Ответ: а) 01
1

2
EE

+ε
ε

= ,  02
1

2
EE

+ε
= ,   D1 = D2 = 00

1

2
Eε

+ε
ε

. 

   б) Е1 = Е2 = Е0,    D1 = ε0Е0,   D2 = ε0ε Е0. 

 

Задача 4.3.13.  Сферический конденсатор наполовину заполнен 

жидким диэлектриком с проницаемостью ε = 7 (рис. 4.11). Радиусы 
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поверхностей: внутренней R1 = 5 см, внешней R2 = 6 см. Опреде-

лить емкость конденсатора, пренебрегая искривлением линий поля 

на границе диэлектрика. 

 

ε 
 

 
С1 

С2 

ϕ2 ϕ1 

 

Рис. 4.11. Сферический конденсатор, 

частично заполненный жидким диэлек-

триком (задача 4.3.13) 

Рис. 4.12. Эквивалентная схема к задаче 

4.3.13 

Решение 

Обкладки конденсатора являются эквипотенциальными по-

верхностями, поэтому конденсатор можно рассматривать как сис-

тему двух параллельно включенных конденсаторов (рис. 4.12), у 

которых одна пара обкладок имеет потенциал φ1 внешней поверх-

ности рассматриваемого сферического конденсатора, а вторая пара 

– потенциал внутренней поверхности φ2. Так как диэлектрик за-

полняет сферический конденсатор наполовину, емкости C1 и C2 

равны (гл. 3, (3.9)) 

C1 = 
12

2102

RR

RR

−
πε

,   C2 = εC1 

соответственно. Отсюда получаем:  

C = C1+ C2 = )1(
2

12

210 +ε
−

πε
RR

RR
. 

Ответ:  C = )1(
2

12

210 +ε
−

πε
RR

RR
. 

Задачи типа 4.4 

Определение напряженности поля внутри и вне диэлектрика с 

заданным статическим состоянием поляризации 

Метод решения: Использование формул (4.1) и (4.2) для опре-

деления плотности связанных зарядов и затем расчет как в задачах 

типа 4.2.2. 
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Задача 4.3.14.  Пластинка из электрета толщины h помещена 

внутри плоского воздушного конденсатора, обкладки которого со-

единены между собой. Поляризованность пластинки P направлена 

по нормали к ее плоскости. Определить напряженность и индук-

цию электрического поля внутри и вне пластинки. Расстояние меж-

ду обкладками конденсатора равно d. 

Решение 

На поверхностях пластинки существуют связанные заряды с 

плотностью σ′ = ±Р (рис. 4.13). За счет электростатической индук-

ции на обкладках конденсатора появляются заряды противополож-

ных знаков с некоторой плот-

ностью σ. Известно, что на 

поляризованность электрета 

внешнее поле влияет слабо, 

поэтому изменением P за счет 

поля индуцированных зарядов 

можно пренебречь. Идея ре-

шения задачи состоит в том, 

что потенциалы обкладок 

конденсатора равны. Это дает 

уравнение  

E1(d – h) + E2h = 0. 

где E1 – напряженность поля вне пластины ( 1 0E = σ ε ), E2 – внутри 

( ( )2 0E = ε′σ − σ ). С учетом направлений напряженностей и равен-

ства σ′ = Р находим:  

E1(d – h) + (
0

1 ε
−

P
E )h = 0. 

откуда 
d

h

0

1 ε
=

P
E . Следовательно, 

d

hd −
ε

−=
0

2

P
E .  

Теперь легко найти величину плотности индуцированных на об-

кладках конденсатора зарядов: 
d

h
P±=σ , положительный заряд – 

на нижней обкладке, отрицательный – на верхней. Внутри конден-

сатора свободные заряды отсутствуют, поэтому линии вектора D 

непрерывно проходят от нижней обкладки до верхней обкладки 

параллельно вектору P. Вектор D1 в воздушном промежутке нахо-

 

–  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  –  – -σ′ 

–σ 

+σ 

P 

E1 

E2 h d 
+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  + 

+σ′ 

 
Рис. 4.13. Система, состоящая из конден-

сатора и пластинки из электрета (задача 

4.3.14) 
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дим из (4.6) D1 = ε0E1 = 
d

h
P . Для вектора D2 в электрете соотноше-

ние (4.6) неприменимо, поэтому нужно использовать общее опре-

деление (4.5) 

D2 = ε0E2 + P = 
d

h
P . 

Разумеется, D1 = D2 из условия непрерывности нормальной компо-

ненты вектора индукции на границе диэлектрика.  

Ответ:  вне пластинки: 
d

h

0

1 ε
=

P
E ;   

внутри: 
d

hd −
ε

−=
0

2

P
E ;  D1 = D2 = 

d

h
P . 

Задача 4.3.15 (базовая задача). Найти напряженность элек-

трического поля в центре прямого круглого цилиндра длиной h и 

радиусом R, поляризованность которого параллельна его оси, одно-

родна и равна Р (рис. 4.14).  

Решение 

Из условия однородной поляри-

зованности следует, что плотность 

объемных связанных зарядов внутри 

цилиндра равна нулю. На торцах ци-

линдра находятся противоположные 

по знаку поверхностные связанные 

заряды, распределенные равномерно с 

плотностью σ′ = ±Р. Таким образом, 

напряженность поля в центре цилин-

дра равна сумме напряженностей, 

создаваемых двумя противоположно заряженными дисками на их 

общей оси. Напряженность на оси диска вычислена в задаче 1.3.6 

(глава 1) и равна  

Е = 








+
−

ε
σ

22
0

1
2 Rx

x
, 

где R – радиус диска, а х – расстояние вдоль оси до плоскости дис-

ка. В нашем случае х = h/2, откуда получаем ответ:  

 

O 

P 

+σ′ –σ′ 
E 

x 

 
 

Рис. 4.14. Векторы напряженно-

сти поля Е и поляризованности 

Р на оси однородно поляризо-

ванного цилиндра (задача 

4.3.15) 
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E = 










+
−

ε
−

22
0 4

1
Rh

hP
. 

Поляризованный цилиндр можно представить себе как резуль-

тат малого сдвига всех положительных зарядов относительно всех 

его отрицательных зарядов. Видим, что вектор напряженности поля 

Е, создаваемой поляризованностью Р, направлен противоположно 

вектору Р. Поэтому поле от связанных зарядов часто называют де-

поляризующим полем. 

Ответ: E = 










+
−

ε
−

22
0 4

1
Rh

hP
. 

Задача 4.3.16.  Поляризованность Р в предыдущей задаче на-

правлена перпендикулярно оси цилиндра. Найти напряженность 

поля в центре цилиндра.  

Решение  

Из условия задачи следует, что 

связанные заряды возникнут толь-

ко на боковой поверхности цилин-

дра. Плотность связанных зарядов 

определяется формулой (4.2) и 

равна σ′ = (Pn) = Pcos φ, где φ – 

азимутальный угол, а n – единич-

ный вектор нормали к поверхности 

цилиндра (рис. 4.15).  

Для вычисления напряженно-

сти в центре цилиндра надо пред-

ставить боковую поверхность цилиндра в виде последовательности 

бесконечно узких колец с зарядом, распределенным на них с ли-

нейной плотностью dτ = σ′dx, и воспользоваться результатом реше-

ния задачи 1.3.21 (глава 1), где вычислена напряженность поля на 

оси такого кольца:  

dE =
3/2

2

0 2
4 1

d

x
R

R

τ

 
ε + 

 

, 

 + + 
+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

– – 
– 

– 

– 
– 

– 

ϕϕϕϕ 
P 

O 

n +σ′ 

–σ′ 
 

Рис. 4.15. Распределение связанных 

зарядов на боковой поверхности 

однородно поляризованного ци-

линдра (задача 4.3.16) 
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где х – расстояние от плоско-

сти кольца до точки наблю-

дения О (в нашем случае это 

центр цилиндра (рис. 4.16)). 

Полную напряженность поля 

в центре цилиндра найдем, 

интегрируя это выражение 

по всем х от – h/2 до + h/2. 

Как и в предыдущей задаче, 

направление вектора Е про-

тивоположно направлению 

вектора Р. С учетом этого обстоятельства получаем   

Е
22

0 42 Rh

h

+ε
−=

P
. 

Если цилиндр очень длинный (h → ∞), то напряженность поля 

внутри него будет однородной и равной E 
02ε

−=
P

.  

Ответ: Е
22

0 42 Rh

h

+ε
−=

P
. 

Задача 4.3.17 (базовая задача). Диэлектрический шар поляри-

зован однородно с вектором поляризации Р. Найти напряженность 

электрического поля внутри шара.  

Решение 

Из (4.2) следует, что на шаре имеются поверхностные заряды, 

плотность которых σ′ = (Pn) = Pcosϑ, где ϑ – полярный угол отно-

сительно вектора Р, а n – единичный вектор нормали к поверхно-

сти шара.  

Данная задача легко сводится к ранее рассмотренной в главе 1 

задаче 1.3.17. Указанную выше плотность поверхностных зарядов 

можно смоделировать следующим образом. Возьмем два шара, од-

нородно заряженных одинаковой по величине объемной плотно-

стью заряда ρ, но противоположного знака.  

Сместим центр отрицательно заряженного шара O' относи-

тельно центра положительного шара O на малый вектор а против 

направления Р (рис. 1.17). Тогда внутри области пересечения ша-

 

O 

dx 

x 

x 

 
 

Рис. 4.16. К вычислению напряженности 

электрического поля в центре однородно 

поляризованного цилиндра (задача 4.3.16) 
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ров получится суммарная нулевая 

плотность заряда, а толщина по-

верхностного слоя некомпенси-

рованного заряда в первом при-

ближении будет равна 

h(ϑ) = a cosϑ, что эквивалентно 

поверхностной плотности заряда 

σ = ρh(ϑ) = ρa cosϑ. Очевидно, 

что для получения приведенной 

выше плотности поверхностного 

заряда нужно положить Р = ρa, 

или в векторном виде Р = –ρa. 

При а → 0 данная система по 

распределению поляризационных 

зарядов эквивалентна нашей задаче. 

В задаче 1.3.17 было найдено электрическое поле в области пе-

ресечения двух шаров, равномерно заряженных равной по модулю, 

но противоположной по знаку плотностью зарядов ±ρ, центры ко-

торых смещены относительно друг друга на вектор а. Было полу-

чено, что силовые линии этого поля параллельны а, его напряжен-

ность E = a
03ε

ρ
. Используя это, можно сразу написать ответ для 

данной задачи E = P
03

1

ε
− .  

Ответ: E = P
03

1

ε
− .  

Замечание: электрическое поле, порожденное поляризацией 

материала тела, называется деполяризующим. При однородной по-

ляризации тела это поле будет однородным только для тел в форме 

эллипсоида или его частных случаев – шара или сфероида. Для эл-

липсоида E = PN̂− , где N̂ – тензор деполяризации формы. В глав-

ных осях эллипсоида тензор N̂  диагонален и сумма диагональных 

элементов всегда равна 1. Поэтому в шаре все коэффициенты депо-

ляризации равны 1 3 , что и было получено в данной задаче.  

Аналогичным способом можно решить задачу для длинного 

цилиндра с поперечной поляризацией (без учета неоднородности 

 

+ + 
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+ 

– – 
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ϑ 
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Рис. 1.17. К вычислению напря-

женности поля внутри однородно 

поляризованного шара (задача 

4.3.17) 
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поля на торцах). В этом случае  коэффициенты деполяризации в его 

поперечном сечении равны 1 2 , а продольный равен нулю (это ис-

пользуется далее в задаче 4.4.13).  

Задача 4.3.18.  В однородное электрическое поле напряженно-

сти Е0 поместили однородный диэлектрический шар, проницае-

мость которого равна ε. Найти напряженность E электрического 

поля внутри шара и вектор поляризации P диэлектрика.  

 

Решение 

Шар представляет собой диэлектрик, для которого выполняют-

ся соотношения (4.4) и (4.7): P = ε0(ε – 1)E, где E = E0 + E1, E – пол-

ное электрическое поле внутри шара, E1 – поле, созданное поляри-

зационными поверхностными зарядами и найденное в предыдущей 

задаче: 
0

1
3ε

−=
P

E . Подставляя выражение для E1 и выполняя ал-

гебраические преобразования, находим: 

Ответ:  P = 00
2

1
3 E

+ε
−ε

ε ; E = 0
2

1
3 E

+ε
. 

Замечание: Обратите внимание, что  вектор Р определяется на-

пряженностью полного поля Е внутри тела. 

Задача 4.3.19. Пространство между пластинами плоского кон-

денсатора заполнено диэлектриком с проницаемостью ε. Внутри 

диэлектрика имеется сферическая полость. На пластинах конденса-

тора равномерно распределены заряды с плотностями σ и –σ. Найти 

напряженность электрического поля в полости E0.  

Решение 

Напряженность поля в полости E0 можно представить как раз-

ность векторов напряженности однородного поля E в конденсаторе 

с диэлектриком без полости и поля E1, созданного однородно поля-

ризованным шаром из диэлектрика (рис. 4.18). Поле Е вычислено в 

задаче 4.3.2 и равно
εε

σ
=

0

E .  
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Поле E1 было вычислено в 

задаче 4.3.17 и равно 
0

1
3ε

−=
P

E , 

где P = ε0(ε –1)E. Отсюда следует: 

E0 = E – E1 = 
εε

+ε
σ

03

2
.  

Ответ: Поле в полости од-

нородно, сонаправлено с внеш-

ним полем и равно по величи-

не
0

0
3

2

ε
σ

ε
+ε

=E . 

§ 4.4. Задачи для самостоятельного решения 

4.4.1.  Сторонние заряды равномерно распределены с объёмной 

плотностью ρ > 0 по шару радиуса R из однородного изотропного 

диэлектрика с проницаемостью ε. Найти:  

а) модуль вектора напряженности электрического поля как 

функцию расстояния r от центра шара; изобразить примерные гра-

фики зависимостей E(r) и φ(r); 

б) объёмную и поверхностную плотности связанных зарядов. 

Ответ: а) rE
03εε

ρ
=  при r < R; 

       
2

0

3

3 r

R
E

ε
ρ

=  при r > R;  

 б)  ρ
ε
−ε

−=ρ′ 1
, Rρ

ε
−ε

=σ′
3

1
.  

4.4.2  Бесконечно большая пластина из однородного диэлек-

трика с диэлектрической проницаемостью ε заряжена равномерно с 

объёмной плотностью ρ. Толщина пластины 2d. Найти поверхност-

ную и объёмную плотности связанного заряда.  

Ответ:  ρ
ε
−ε

−=ρ′ 1
;  dρ

ε
−ε

=σ′ 1
.  

 

P P 

P 

E1 

E E0 

εεεε εεεε 

εεεε 

 
 

Рис. 4.18. Вычисление напряжённости  

поля в полости внутри диэлектрика 

(задача 4.3.19) 
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4.4.3  Обкладкам плоского конденсатора сообщаются заряды +q 

и –q. Зазор между обкладками ширины d заполнен изотропным ве-

ществом, диэлектрическая проницаемость которого ε(х) изменяется 

в перпендикулярном к обкладкам направлении х по линейному за-

кону. В непосредственной близости к положительно заряженной 

обкладке ε = ε1, в непосредственной близости к отрицательной об-

кладке ε = ε2. Найти объёмную плотность связанных зарядов ρ′ как 

функцию х. Определить суммарный связанный заряд q′, возникаю-

щий внутри диэлектрика. Площадь каждой обкладки равна S.  

Ответ:  
dS

q

dx

d

S

q 12

22

ε−ε
ε

−=
ε

ε
−=ρ′ ,  qq

21

21

εε
ε−ε

=′ . 

4.4.4  Пространство между обкладками цилиндрического кон-

денсатора с радиусами R1, R3 (R1 < R3), заполнено средой с диэлек-

трической проницаемостью ε, которая зависит от расстояния от 

центра следующим образом: ε = ε1 при R1 < r < R2, и ε = ε2 при 

R2 < r < R3. Определить плотность поверхностного поляризационно-

го заряда σ12 на границе раздела этих сред, если разность потенциа-

лов между обкладками этого конденсатора равна V0.  

Ответ:  
( )

[ ])/ln()/ln( 2311222

0120
12

RRRRR

V

ε+ε
ε−εε

=σ . 

4.4.5.  Какова напряженность поля Е в воздушном зазоре плос-

кого конденсатора, если разность потенциалов между пластинами 

V = 200 B? Расстояние между пластинами равно d = 0,2 см, и между 

ними находится лист стекла с ε = 7 и толщиной h = 0,1 см.  

Ответ:  
( ) 175=

+ε−
ε

=
hhd

V
E  кВ/м. 

4.4.6.  Первоначально пространство между обкладками плоско-

го конденсатора заполнено воздухом. Затем половину толщины за-

зора заполняют диэлектриком с проницаемостью ε. Найти началь-

ную напряжённость поля в конденсаторе Е0, если индукция элек-

трического поля в диэлектрике по модулю равна D. Решить задачу в 

двух случаях: 

а) напряжение между обкладками не менялось; 

б) заряды на обкладках оставались неизменными.  
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Ответ:     а) E0 = D
02

1

εε
+ε

;             б) 
0

0 ε
=

D
E .  

4.4.7.  Решить предыдущую задачу 4.4.6 с тем отличием, что 

диэлектрик, заполняющий всю толщину зазора, занимает половину 

площади пластин конденсатора.  

Ответ: а) 
0

0 εε
=

D
E ;   б) E0 = D

02

1

εε
+ε

.  

4.4.8.  Сферически симметричная система состоит из внутрен-

него проводника радиуса r1, диэлектрической прослойки с прони-

цаемостью ε, ограниченной радиусами r2 (внутренний) и r3 (внеш-

ний), и внешней, тонкой проводящей сферы радиуса r4. Внутрен-

ний проводник несёт заряд q1, внешний – заряд q2. Определить по-

тенциал внутреннего проводника и поляризованность диэлектриче-

ской прослойки.  

Ответ:  











+








−

ε
−ε

+
πε

=ϕ
1

1
1

234

2

0

1

111

4

1

r

q
q

rrr

q
; 

( )
2

1

4

1

r

q
P

πε
−ε

= . 

4.4.9.  Между пластинами плоского конденсатора, площадь ко-

торых S, помещен слоистый диэлектрик, состоящий из n слоёв ве-

щества с диэлектрической проницаемостью ε1 и из n слоев с ди-

электрической проницаемостью ε2. Слои чередуются и каждый 

имеет толщину d. Найти ёмкость конденсатора С.  

Ответ:  ( )21

210

ε+ε
εεε

=
nd

S
C . 

4.4.10.  Найти напряженность элек-

трического поля между обкладками 

сферического конденсатора, простран-

ство между которыми заполнено одно-

родными диэлектриками с диэлектри-

ческими проницаемостями ε1 и ε2. Ди-

электрики граничат между собой вдоль 

поверхности конуса с вершиной в цен-

тре О. Телесный угол конуса, запол-

ненного первым диэлектриком, равен 

Ω1, а заполненного вторым диэлектри-

 
ε1 Ω1 

 ε2 Ω2 

O 

 

Рис.4.19. Распределение ди-

электриков в сферическом 

конденсаторе (задача 4.4.10)  
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ком – Ω2 (Ω1 + Ω2 = 4π) (рис.4.19). Заряд на внутренней обкладке 

равен Q.  

Найти также ёмкость конденсатора, если радиусы шаровых об-

кладок равны R1 и R2
 
(R1 < R2).  

Ответ: 
2

22110

1

)( r

Q
E

Ωε+Ωεε
= ,  

12

21
22110 )(

RR

RR
C

−
Ωε+Ωεε= . 

 

4.4.11.  Тонкая большая диэлектрическая пластина имеет по-

стоянную («замороженную»), не 

зависящую от электрического 

поля, поперечно направленную 

поляризацию, меняющуюся по 

её толщине по закону 

( )2 2
0P P x d= , где х – расстоя-

ние до одной из поверхностей 

(рис. 4.20). Толщина пластины 

равна d. Пренебрегая краевыми эффектами, найти разность потен-

циалов U между поверхностями пластины.  

Ответ: 
0

0

3ε
=

dP
U . 

4.4.12.  В плоский конден-

сатор, подключенный к источ-

нику с напряжением U, вста-

вили пластину толщиной h с 

постоянным, не зависящим от 

электрического поля, вектором 

поляризации Р, направленным поперек пластинки. Площадь пла-

стин конденсатора и вставленной пластины S, расстояние между 

пластинами d. Полярность источника и направление поляризации 

показаны на рис. 4.21. Найти заряд конденсатора. 

Ответ: SP
d

h

d

U
q 







 −ε= 0 .  

 

Р 
d     

0      

x      

 

Рис. 4.20. Пластина с «замороженной» 

поляризацией (задача 4.4.11) 

 

+U 

– 
Р 

 
Рис. 4.21. Конденсатор с поляризованной 

пластиной (задача 4.4.12) 
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4.4.13  Бесконечно длинный цилиндр радиуса R из однородного 

диэлектрика с проницаемостью ε поместили в однородное электри-

ческое поле напряженностью Е0, которое перпендикулярно оси ци-

линдра. Найти поляризованность диэлектрика.  

Ответ: 00
1

1
2 EP ε

+ε
−ε

−= . 
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Глава 5 

ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ. 

ПОНДЕРОМОТОРНЫЕ СИЛЫ 

§ 5.1. Теоретический материал 

Потенциальная энергия взаимодействия двух точечных за-

рядов q1 и q2, находящихся на расстоянии r друг от друга, равна 

минимальной работе, которая совершается электрическими силами 

при увеличении расстояния между зарядами до бесконечности: 

24

1 221121

0

qq

r

qq
W

ϕ+ϕ
=

πε
= , (5.1) 

где φ1 – потенциал, создаваемый зарядом q2 в точке нахождения за-

ряда q1, а φ2 – потенциал, создаваемый зарядом q1 в точке нахожде-

ния заряда q2.  

Потенциальная энергия взаимодействия системы точеч-

ных зарядов равна сумме энергий попарно взаимодействующих 

зарядов:  

∑∑ ϕ=
πε

=
≠ i
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ji ij
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r

qq
W
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4

1

2

1

0

, (5.2) 

где ϕi – потенциал, создаваемый в точке нахождения заряда qi всеми 

остальными зарядами. 

Полная электростатическая энергия системы тел, заряжен-

ных с объемной плотностью ρ и поверхностной плотностью σ, оп-

ределяется формулой 

∫∫ ϕσ+ϕρ=
SV

dSdVW
2

1

2

1
, (5.3) 

где φ – потенциал в точке нахождения элемента заряда ρdV или σdS, 

созданный всеми зарядами системы, а интегрирование ведется по 

всем областям, где имеются заряды. Если система состоит из не-

скольких тел, то эта формула учитывает как взаимодействие заря-

дов, находящихся на разных телах, так и взаимодействие друг с 

другом зарядов, находящихся на каждом из тел системы.  

Если заряженные тела расположены в конечной области про-

странства, то энергия электрического поля вычисляется по форму-

ле  
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∫=
V

dVW ED
2

1
,      (5.4) 

где интегрирование производится по всему пространству, занятому 

полем. 

Плотность энергии электрического поля в любой точке  

ED
2

1
=w .     (5.5) 

Собственной энергией заряженного тела называется энергия 

взаимодействия всех зарядов этого заряженного тела. Она опреде-

ляется формулой (5.3), где V – объем тела и S – его поверхность, а 

ϕ – потенциал, созданный зарядами самого тела. Собственная энер-

гия всегда положительна, так как она равна взятой со знаком «ми-

нус» минимальной работе, выполненной против сил электрическо-

го поля в процессе зарядки тела, что приводит к росту потенциаль-

ной энергии взаимодействия зарядов этого тела. 

Потенциальная энергия взаимодействия системы из не-

скольких заряженных тел определяется формулой (5.3) за выче-

том собственной энергии всех тел системы. Она определяется ра-

ботой по сближению заряженных тел и может быть как положи-

тельной, так и отрицательной. 

Пондеромоторная сила – уходящий в прошлое термин, озна-

чающий механическую силу, действующую со стороны поля на 

весомые тела. Поскольку невесомых тел не существует, теперь 

слово «пондеромоторная» обычно опускается и говорят просто о 

силе, действующей на тело, или о плотности силы. 

Силы при постоянстве зарядов системы. Если заряды на 

проводниках сохраняют постоянные значения (система отключена 

от источников ЭДС), то, записывая энергию системы как функцию 

от зарядов и пространственных переменных, можно вычислить 

проекции сил, действующих в системе, и моментов этих сил: 

qi
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−= ,       (5.6) 
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θ∂
∂

−= .                                            (5.7) 

Здесь xi – декартова координата, θi – угол поворота относительно i-

ой оси, а индекс q показывает, что вычисление производится при 

постоянных зарядах.  
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Силы при постоянстве потенциалов системы проводников. 

Если на проводниках поддерживаются постоянные потенциалы (за 

счет подключения к источникам ЭДС), то энергию системы удобно 

записать как функцию от потенциалов и пространственных пере-

менных. В этом случае вычисления надо производить по форму-

лам: 

ϕ
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W
F ,    (5.8) 
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M ,                                         (5.9) 

где индекс φ показывает, что вычисление производится при посто-

янных потенциалах. 

Поверхностная плотность силы. Если на элемент поверхно-

сти тела dS действует сила dF, то отношение  
dS

d
S

F
f =  называют 

поверхностной плотностью силы.  

Объемная плотность силы Если на элемент объема тела dV 

действует сила dF, то отношение V

d

dV
=

F
f  называют объемной 

плотностью силы.  

Поверхностная плотность силы, действующей на заряжен-

ный проводник, равна  

0

2

2εε
σ

=
n

fS ,   (5.10) 

где n – единичный вектор внешней нормали к поверхности провод-

ника,  σ – плотность заряда в точке наблюдения, ε – диэлектриче-

ская проницаемость среды, с которой граничит проводник. Здесь и 

далее предполагается, что имеется полный контакт диэлектрика с 

проводником, что возможно только в случае жидкого или газооб-

разного диэлектрика. В состоянии равновесия эти силы, стремя-

щиеся увеличить объем проводника, скомпенсированы силами, 

возникающими в результате упругой деформации (cм. [1], §19). 

Объемная плотность сил, действующих на диэлектрик с 

проницаемостью ε во внешнем поле напряженности Е для твердых 

тел, газов и большинства жидкостей равна 
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)grad(
2

)1( 20 EV

−εε
=f .   (5.11) 

Сила действует в направлении роста модуля напряженности элек-

трического поля. 

Поверхностная плотность силы, действующей на незаря-

женную плоскую границу раздела двух диэлектриков ε1 и ε2. 

Пусть ε1 < ε2 и n12 – единичный вектор нормали к границе, прове-

денный из первой среды во вторую. Если внешнее поле направлено 

по нормали к границе раздела, то каждая среда своим электриче-

ским полем как бы притягивает к себе поверхность раздела. По-

верхностная плотность такой силы равна объемной плотности 

энергии, связанной с нормальной компонентой напряженности по-

ля в своей среде. Эти силы называются максвелловскими натяже-

ниями, а их результирующая определяет силу, действующую на 

границу раздела. Плотность такой силы равна 

12
2

120

11

2

1
nf nS D









ε
−

εε
= ,  (5.12) 

где Dn – нормальная компонента индукции внешнего поля 

Если внешнее поле направлено тангенциально к границе раз-

дела двух диэлектриков ε1 и ε2, то на границу раздела по нормали к 

ней действует сила, суммарная поверхностная плотность которой 

равна  

( )
12

2210

2
nf τ

ε−εε
= ES ,   (5.13) 

где Eτ – тангенциальная компонента напряженности внешнего поля. 

В этом случае силы взаимодействия являются силами давления ди-

электриков друг на друга; они называются максвелловскими давле-

ниями. Поверхностная плотность сил давления равна объемной 

плотности энергии, связанной с тангенциальной компонентой на-

пряженности поля (см. [1], §19). 

Поверхностная плотность силы, действующей на поверх-

ность раздела двух сред, всегда направлена в сторону среды с 

меньшей плотностью энергии и ее величина равна  

f = w1 – w2,    (5.14) 

где w1 и w2 – объёмные плотности энергии электрического поля со-

ответственно в первой и второй среде. 
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Энергия точечного диполя с моментом p во внешнем поле с 

напряженностью E 

W = – (pE).   (5.15) 

Сила, действующая на диполь в электростатическом поле  

( ) ( )grad x y zp p p
x y z

∂ ∂ ∂
= = ∇ = + +

∂ ∂ ∂
E E E

F p E p E .     (5.16) 

§ 5.2. Основные типы задач (классификация) 

5.1. Определение собственной энергии заданного распределе-

ния электрического заряда и определение энергии электростатиче-

ского поля этого распределения заряда в заданном объеме. 

5.2. Определение энергии взаимодействия системы, состоящей 

из точечных зарядов, диполей и нескольких заряженных тел. 

5.3. Определение работы электрических сил при изменении 

конфигурации системы. 

5.4. Определение сил, действующих на проводники и диэлек-

трики во внешнем поле, и моментов этих сил. 

§ 5.3. Методы решения и примеры решения задач 

Задачи типа 5.1 

Определение собственной потенциальной энергии заданного рас-

пределения электрического заряда и определение энергии электро-

статического поля этого распределения заряда в заданном объеме. 

Метод решения. Прямое применение формул (5.3) или (5.4) – (5.5).  

Задача 5.3.1 (базовая задача). Заряд q распределен равномер-

но по поверхности сферы радиуса R. Найти собственную электри-

ческую энергию системы. 

Решение 
При решении данной задачи можно использовать два подхода: 

1. Запишем формулу (5.3) в применении к нашей системе. Так 

как заряд находится только на поверхности сферы, то потенциал 

сферы φ и плотность заряда на ней σ – величины постоянные и 

равные 
R

q

04

1

πε
=ϕ , 

S

q
=σ , где S – площадь поверхности сферы. 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 150 

Тогда имеем: 
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q
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2

1

πε
=

πε
=ϕσ= ∫∫ . 

2. Другой подход состоит в вычислении энергии электрическо-

го поля, созданного зарядами сферы. Для этого следует использо-

вать формулы (5.4) – (5.5).  

Внутри сферы напряженность поля равна нулю и, значит, плот-

ность энергии поля также равна нулю.  

Вне сферы 
2

04

1

r

q
E

πε
= , D = ε0E и плотность энергии поля рав-

на 2
0

2

1
Ew ε= .  

Вся энергия поля сосредоточена в пространстве вне сферы и 

величина ее равна  

R

q
drrwW

R

2
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2

8

1
4
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=π= ∫

∞

. 

Ответ: 
R

q
W

2

08

1

πε
= . 

Замечание: Физическое содержание второго решения принци-

пиально отличается от первого. В первом случае носителями энер-

гии выступают заряды, а энергия системы представляется локали-

зованной на зарядах. Носителем энергии во втором подходе высту-

пает электрическое поле, а энергия системы локализована во всех 

областях пространства, где оно отлично от нуля.  

Как уже отмечалось (см. главу 1), понятие поля соответствует 

признанной в физике концепции близкодействия и поэтому второй 

подход обычно бывает предпочтительнее. Однако в рамках элек-

тростатики сделать определенный выбор не представляется воз-

можным. Ситуация проясняется только при изучении динамики, 

когда однозначно правильной оказывается полевая трактовка. Сле-

дует проявлять осторожность, применяя полевой подход в тех (мо-

дельных) задачах, где заряды находятся также и на бесконечности. 

Здесь часто для расчета предпочтительнее использовать первый 

способ решения.  

Энергия поля концентрируется преимущественно вблизи заря-

дов. Так, для рассматриваемой задачи внутри сферы радиуса 2R 
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сосредоточена половина всей энергии поля, а внутри сферы радиу-

са 3R уже 2/3 всей энергии.  

Задача 5.3.2.  Вычислить потенциальную энергию заряда q, 

равномерно распределенного по объему шара радиуса R. Диэлек-

трическая проницаемость вещества шара равна ε. Сравнить энер-

гию поля внутри шара и вне его.  

Решение 
С помощью формулы (5.3) нельзя определить энергию элек-

трического поля вне шара, поэтому сразу будем решать задачу, ис-

следуя распределение энергии поля в пространстве.  

Вне шара поле ничем не отличается от поля равномерно заря-

женной сферы, поэтому запасенная в нем энергия точно равна 

энергии 
R

q
W

2

0

1
8

1

πε
= , вычисленной в предыдущей задаче.  

Внутри шара согласно теореме Гаусса для вектора D (глава 4, 

формула (4.9)) индукция электрического поля равна 
34

1

R

rq
D

π
= . 

Применяя формулы (5.4) и (5.5) находим:  
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Отношение этих энергий равно ε= 5
2

1

W

W
. 

Ответ: отношение энергии электрического поля вне шара, к 

энергии электрического поля внутри него равно 5ε. 
Замечание. Полная потенциальная энергия шара W равна  

  
R

q
WWW

ε
+ε

πε
=+=

5

15

8 0

2

21 . 

Это же значение полной энергии шара можно также получить, 

используя выражение (5.3)        ∫ρϕ=
V

dVrW )(
2

1
.  

Аналогично задаче 2.3.9 главы 2 получаем, что потенциал элек-

трического поля внутри равномерно заряженного по объёму шара 

из вещества с диэлектрической проницаемостью ε определяется как 
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где 
34

3

R

q

V

q

π
==ρ  – объёмная плотность заряда, r – расстояние от 

центра шара. Отсюда следует: 
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Задача 5.3.3. Имеется проводящий шар радиуса r1 и концен-

тричный с ним сферический проводящий слой, внутренняя поверх-

ность которого имеет радиус r2 (r2 > r1), а внешняя – радиус r3 

(r3 > r2). Заряды шара и слоя равны соответственно q1 и q2. Найти 

энергию этой системы зарядов. 

Решение 
Ввиду сферической симметрии системы, ее энергию легко под-

считать как энергию электрического поля.  

Внутри шара и внутри проводящего слоя поля нет, т.е. при 

r < r1 и r2 < r <r3 E = 0. Напряженность поля в области r1 < r < r2 

равна 
2
1

0

1
4

1

r

q
E

πε
= , а в области r > r3 2

21
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qq
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= . Записывая 

плотность энергии поля согласно (5.5), находим энергию в каждой 

области, вычисляя соответствующие интегралы (5.4):  
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Полная энергия системы равна их сумме:  
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Ответ: 
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Задачи типа 5.2 

Определение потенциальной энергии взаимодействия системы, 

состоящей из точечных зарядов, диполей и нескольких заряженных 

тел. 

Метод решения. Использование формул (5.1) – (5.2) и опреде-

ления потенциальной энергии взаимодействия системы из несколь-

ких заряженных тел. 

Задача 5.3.4 (базовая задача). В вершинах квадрата со сторо-

ной a находятся точечные заряды q1, q2, q3, q4. Найти потенциаль-

ную энергию этой системы зарядов. 

Решение 

В формуле (5.2) содержится шесть слагаемых по числу пар 

взаимодействующих частиц. В четырех из этих слагаемых rij = a, и 

в двух 2arij = . Отсюда получаем  
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Ответ:  
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Задача 5.3.5. Вычислить потенциальную энергию, приходя-

щуюся на один заряд, расположенный в неограниченной линейной 

цепочке точечных зарядов, величина которых равна q, а знаки чере-

дуются. Расстояние между соседними разноименными зарядами 

равно a (рис.5.1).  

Решение 

Энергия взаимодействия како-

го-либо заряда +q с ближайшим 

соседом (зарядом –q слева) со-

гласно (5.1) равна 

a

q
W

2

0

1
4

1

πε
−= , 

а со следующими зарядами  

 

Рис. 5.1. Линейная цепочка зарядов 

(задача 5.3.5) 
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a

q
W

24

1 2

0

2 πε
= ,    

a

q
W

34

1 2

0

3 πε
−=  и т. д.  

Полная энергия взаимодействия одного заряда со всеми ос-

тальными определяется суммой (5.2):  

2ln
2

1

4

1

3

1

2

1
1

2

1
)(2

2

0

2

0

21
a

q

a

q
WWW

πε
−=








+−+−

πε
−=++= …… . 

Ответ: 2ln
2

1 2

0 a

q
W

πε
−= . 

Задача 5.3.6. Точечный заряд q находится на расстоянии h от 

безграничной проводящей плоскости. Найти: 

а) энергию взаимодействия этого заряда с зарядами, индуциро-

ванными на плоскости,  

б) собственную энергию зарядов, индуцированных на плоскости, 

в) полную электрическую энергию этой системы.  

Решение 

а) Энергия взаимодействия W 

системы двух точечных зарядов 

определена формулой (5.1) теоре-

тического материала. Для её при-

менения следует выделить на плос-

кости участок очень малой площа-

ди dS, заряд которого dq = σ(r)dS 

можно считать точечным (см. 

рис. 5.2), записать энергию взаимо-

действия dW этого заряда с зарядом 

q и просуммировать вклады в энергию всех зарядов плоскости, т.е. 

вычислить интеграл от dW по всем точкам плоскости.  

Для расчета удобно использовать полярную систему координат 

(r, ϕ) с началом координат в основании перпендикуляра, опущенно-

го на плоскость из точки расположения заряда q (точка О на рисун-

ке 5.2). В этой системе координат dS = rdr dϕ, и интегрирование по 

всей плоскости означает вычисление интеграла по ϕ в пределах от 

нуля до 2π и по r от нуля до бесконечности.  

 
 

Рис. 5.2. К расчёту энергии взаимо-

действия заряда и безграничной 

проводящей плоскости (задача 

5.3.6) 



Гл. 5. Энергия электрического поля 155 

Плотность индуцированного на плоскости заряда σ, вычислен-

ная в задаче 3.3.10 (глава 3), равна 

2322 )(2

1

rh

qh

+π
−=σ . 

Итак, согласно (5.1) имеем: 

2122
0

2122
0 )(4

1

)(4

1

rh

rdrdq

rh

qdq
dW

+

ϕσ
πε

=
+πε

= , 

и 

h

q

rh

rdr
d

hq
W

0

2

0

222

2

0

2

0 8)(24

1

πε
−=

+
ϕ

ππε
−= ∫∫

∞π

. 

б) для расчета собственной энергии индуцированных зарядов 

воспользуемся формулой (5.3), примененной к этим зарядам: 

∫ σϕ= σ
S

dSW
2

1
, 

где плотность индуцированных зарядов 
2322 )(2

1

rh

qh

+π
−=σ  (см. 

пункт а). В данную формулу входит потенциал ϕσ, созданный са-

мими поверхностными зарядами. Чтобы его найти, отметим, что 

потенциал бесконечной проводящей плоскости складывается из 

потенциала ϕσ, создаваемого самим поверхностным зарядом, и по-

тенциала точечного заряда 
2122

0 )(4

1

rh

q
q +πε
=ϕ . Примем потен-

циал на бесконечном расстоянии от заряда равным нулю. Тогда по-

тенциал бесконечной проводящей плоскости тоже везде равен нулю 

(ϕσ + ϕq = 0), получаем 

2122
0 )(4

1

rh

q
q +πε

−=ϕ−=ϕσ . 

Вычисляя интеграл с найденным потенциалом, находим: 

h

q

rh

hrdrq
dW

0

2

0

222

22

00 16)(24

1

2

1

πε
=

+π
ϕ

πε
= ∫∫

∞π

. 

в) Согласно методу изображений поле над плоскостью совпа-

дает с полем, создаваемым зарядом q вместе с его зарядом-

изображением –q. Так как в данном случае энергия сосредоточена 

лишь в полупространстве над плоскостью, то полная энергия сис-
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темы равна половине энергии взаимодействия заряда q с его заря-

дом-изображением. Отсюда, используя (5.1) получим: 

h

q

h

q
W

0

22

0 1624

1

2

1

πε
−=

πε
−= . 

Ответ: а) 
h

q
W

0

2

8πε
−= ;  б) 

h

q
W

0

2

16πε
= ;  в) 

h

q
W

0

2

16πε
−= . 

Задача 5.3.7. Два диполя с моментами p1 и p2, которые лежат в 

одной плоскости на расстоянии r друг от друга, образуют с прямой, 

соединяющей диполи, углы θ1 и θ2 соответственно. Вычислить 

энергию взаимодействия диполей (рис. 5.3). 

Решение 

Энергию взаимодействия дипо-

лей рассчитаем с помощью формулы:  

W = – pE, 

которая определяет энергию диполя p 

во внешнем поле E. В нашем случае 

внешнее поле, действующее на ди-

поль p1, создается диполем p2. Поэтому энергия взаимодействия 

диполей равна  

W = –p1E2, 

где  

( )





 −
πε

=
3
2

5
2

0

2

3

4

1

rr

prrp
E  

– напряженность поля, создаваемая вторым диполем в точке распо-

ложения диполя p1. Раскрывая скалярное произведение, находим  

Ответ:  ( ))cos(coscos3
4

1
21213

21

0

θ−θ−θθ
πε

−=
r

pp
W . 

Замечание: Энергия взаимодействия: 

– максимальна и равна 
3

21

04

1

r

pp
W

πε
=  в случае, когда θ1 = θ2 = π/2;  

– равна нулю при θ1 = 0, θ2 = π/2; 

 

θ2 

r 

θ1 

 

p1 p2 

 
Рис. 5.3. Взаимная ориентация 

диполей в задаче 5.3.7 
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– минимальна и равна 
3

21

0

2

4

1

r

pp
W

πε
−= , если θ1 = θ2 = 0. 

Задачи типа 5.3 

Определение работы электрических сил при изменении 

конфигурации системы. 

Метод решения. Применяется закон изменения энергии: в 

электростатике работа сил электрического взаимодействия равна 

уменьшению потенциальной энергии системы. 

Задача 5.3.8 (базовая задача). Сферическая оболочка радиуса 

R1, равномерно заряженная зарядом q, расширилась до радиуса R2. 

Найти работу, совершенную при этом электрическими силами. 

Решение 
Потенциальная энергия равномерно заряженной сферы опреде-

лена в задаче 5.3.1 и равна 
R

q
W

0

2

8πε
= . При расширении оболочки 

ее радиус увеличивается и потенциальная энергия уменьшается. 

Разность начальной и конечной энергии и равна работе электриче-

ских сил. 









−
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2
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Ответ: 
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q
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Задача 5.3.9 (базовая задача). Плоский воздушный конденса-

тор с пластинами площадью S и расстоянием между ними d заря-

жен до разности потенциалов U и отключен от батареи. Какую ми-

нимальную работу надо совершить, чтобы увеличить расстояние 

между его пластинами на ∆x? 

Решение 
При увеличении расстояния между пластинами конденсатора 

его емкость С уменьшается и, следовательно, изменяется величина 

запасенной в нем энергии. Если конденсатор отключен от батареи, 

то заряд q на его обкладках не изменяется. Для определения энер-

гии конденсатора в этом случае удобно использовать формулу 
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C

q
W

2

2

= , где 
d

S
C 0ε= . С ростом d энергия конденсатора увеличива-

ется за счет работы внешних сил:  

S

xq

S

dq

S

xdq
AW

0

2

0

2
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2

222
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ε
∆

=
ε

−
ε
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==∆ . 

Выражая заряд конденсатора через первоначальную разность 

потенциалов q = CU получаем  

2

2
0

2d

xUS
A

∆ε
= . 

Ответ: 
2

2
0

2d

xUS
A

∆ε
= . 

Замечание. Задачу можно также решать, используя понятие ра-

боты силы. Так как const
0

==
ε

=
d

U

S

q
E , то сила, действующая на 

одну из пластин конденсатора со стороны электрического поля вто-

рой пластины, не зависит от расстояния между обкладками и равна 

2

2
0

2

2222 d

SU

d

CU

d

qUE
qF

ε
==== . Тогда при перемещении пластины 

на расстояние x∆  внешние силы совершат работу, равную, с точно-

стью до знака, работе силы электрического поля  

2

2
0

2d

xUS
xFA

∆ε
=∆= . 

Задача 5.3.10 (базовая задача). Плоский воздушный конденса-

тор с пластинами площадью S заряжен до разности потенциалов U. 

Не отключая конденсатор от батареи, медленно увеличивают рас-

стояние между пластинами от x1 до x2. Какую работу выполняют 

при этом внешние силы? 

Решение 
Если конденсатор остается подключенным к источнику ЭДС, то 

при квазистатическом изменении расстояния между пластинами 

напряжение на пластинах остается постоянным и для расчета энер-

гии конденсатора следует использовать формулу 2 2W CU= , где 

0C S x= ε , х – расстояние между пластинами. При увеличении х 

емкость конденсатора уменьшается и, следовательно, его энергия 
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уменьшается. Электростатические силы, существующие в конден-

саторе, не могут увеличить расстояние между пластинами, так как 

являются силами притяжения. Поэтому необходимы внешние силы, 

работа которых увеличит потенциальную энергию системы.  

При раздвижении пластин уменьшается заряд на пластинах со-

гласно соотношению q = CU. Этот заряд перетекает в источник 

ЭДС. Происходит квазистатический процесс: при малом увеличе-

нии х разность потенциалов между пластинами увеличивается и 

становится больше U. «Избыточный» заряд преодолевает встречное 

электрическое поле источника ЭДС и перетекает в источник. Тем 

самым восстанавливается равновесие в системе. Происходит уве-

личение потенциальной (например, химической) энергии источника 

на величину, равную работе против ЭДС источника  

∆Wист = –А = – U∆q = (С1 – С2)U 
2
 

с одновременным уменьшением энергии, запасенной в конденсато-

ре. По завершении процесса энергия конденсатора изменится на 

величину  
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Согласно закону сохранения энергии механическая работа Амех, со-

вершаемая при удалении стеклянной пластины, равна  
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Ответ: 
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Замечание 1. При увеличении расстояния между пластинами на 

dx работа электростатических сил равна dA1 = – Fdx, где F = qE1 – 

сила, действующая на одну из пластин. Здесь q – заряд пластины, 

Е1 – напряженность поля, созданного зарядом второй пластины; она 

равна половине напряженности поля в конденсаторе Е. Так как 

q = CU, E = U/x, находим 

2

2
0

2x

SU
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ε
=  и мех
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2
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11

2
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−

ε
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Замечание 2. В обоих случаях q = const (задача 5.3.9) и 

U = const (данная задача) сила взаимодействия пластин получилась 

одинаковой. Действительно, силы определяются только зарядами 

на пластинах и не зависят от внешних цепей, куда подключен кон-

денсатор. 

Задача 5.3.11.  Внутри плоского конденсатора находится па-

раллельная обкладкам пластина, толщина которой составляет 

η = 0,6 расстояния между обкладками. Конденсатор сначала под-

ключили к источнику постоянного напряжения U = 200 В, затем 

отключили и после этого медленно извлекли пластину из зазора. 

Емкость конденсатора в отсутствие пластины С = 20 нФ. Найти ра-

боту, совершенную против электрических сил при извлечении пла-

стины, если пластина: а) металлическая; б) стеклянная с диэлек-

трической проницаемостью ε = 5.  

Решение 
Работа, совершенная внешними силами, целиком пойдет на 

увеличение потенциальной энергии электрической системы, в дан-

ном случае – энергии отключенного от источника напряжения кон-

денсатора. Согласно закону сохранения энергии можно искомую 

работу рассчитать как изменение энергии, запасенной в конденса-

торе. При отключенном источнике ЭДС, на обкладках конденсатора 

сохраняется заряд Q и энергию конденсатора следует рассчитывать 

по формуле 
C

Q
W

2

2

= . При вытягивании пластины емкость конден-

сатора уменьшается, а запасенная в нем энергия увеличивается. 

 а) Пусть толщина металлической пластины равна h. Тогда на-

чальная емкость конденсатора будет 
hd

S
C

−
ε

= 0
1 , где S – площадь 

обкладки, d – расстояние между обкладками. После того как пла-

стина будет удалена из конденсатора, его емкость станет равна 

d

S
C 0ε= . Изменение потенциальной энергии конденсатора  

0
2

11

2 0

2

1

2

начкон >
ε

=
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S

hQ
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Q
WWW . 

Выражая заряд конденсатора через начальную разность потен-

циалов Q = C1U, находим окончательный ответ: 
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мДж5,1
)1(2)(2 2
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2
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CU

hd

hdCU
WA . 

б) Начальную емкость конденсатора можно найти из решения 

задачи 4.3.9, где найдена емкость плоского конденсатора, заполнен-

ного двумя слоями диэлектрика (слой толщиной d1 с проницаемо-

стью ε1 и слой толщиной d2 = d –d1 c проницаемостью ε2): 
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В условиях нашей задачи, следует положить ε1 = 1, ε2 = ε и 

d1 = (1 – η)d, d2 = ηd. Тогда начальную емкость конденсатора можно 

записать как  

( )d
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S
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εε
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Изменение энергии конденсатора при удалении диэлектриче-

ской пластины равно  
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Q
W , 

где Q = C1U. Подставляя найденное выражение для C1, находим:  

( )
мДж8,0

)1(2

)1(
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η+η−ε

η−εε
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CU
WA . 

Работа против электрических сил полностью пошла на увели-

чение энергии конденсатора.  

Ответ: а) мДж5,1
)1(2 2

2

=
η−

η
=

CU
A ; 

         б) 
( )

2

2

( 1)
0,8 мДж

2 (1 )

CU
A

ε ε − η
= =

ε − η + η
. 

Задача 5.3.12.  Внутри плоского конденсатора с площадью пла-

стин S = 200 см
2  

и расстоянием между ними d = 0,1 см находится 

пластина из стекла (ε = 5), целиком заполняющая пространство ме-

жду пластинами конденсатора. Какую механическую работу надо 
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затратить на удаление пластины, если конденсатор все время при-

соединен к батарее с ЭДС, равной U = 300 В? 

Решение 
Если в процессе удаления пластины источник ЭДС остается 

подключенным к конденсатору, то для расчета запасенной в кон-

денсаторе энергии следует воспользоваться формулой 
2

2CU
W = . В 

условиях данной задачи емкость конденсатора уменьшается; следо-

вательно, и его энергия будет уменьшаться. Изменение энергии 

конденсатора равно  

0
2

)1( 2

<
ε−

=∆
CU

W . 

Заряд на обкладках конденсатора не остается постоянным – 

часть заряда перемещается через источник ЭДС, увеличивая его 

потенциальную энергию. Элементарная работа, совершаемая про-

тив ЭДС батареи, равна dA = Udq. Если изменения происходят ква-

зистатически, то по окончании процесса полная работа будет равна 

A = U∆q, 

где ∆q = (ε – 1)CU – полное изменение величины заряда на обклад-

ках. Согласно закону сохранения энергии механическая работа, со-

вершаемая при удалении стеклянной пластины, равна  

2

)1( 2

1

CU
WAA

−ε
=∆+= . 

Подставляя значения параметров, получаем численный ответ:  

A1 = 3,2·10
-5

 Дж. 

Ответ: =
−ε

=
2

)1( 2

1

CU
A 3,2·10

-5
 Дж. 

Задача 5.3.13. Конденсатор емкости C1 = 1 мкФ, предваритель-

но заряженный до напряжения U = 300 В и отсоединенный от ис-

точника ЭДС, подключили параллельно к незаряженному конденса-

тору емкости C2 = 2 мкФ. Найти изменение электрической энергии 

этой системы к моменту установления равновесия.  

Решение 

При соединении конденсаторов первоначальный заряд q = C1U 

перераспределится так, чтобы напряжение U1 на двух конденсато-
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рах стало одинаковым. Электрические силы совершат работу по 

перемещению зарядов и, следовательно, потенциальная энергия 

системы уменьшится.  

Начальное значение энергии 2
1 2W C U= , конечное – 

2
1 1 2 1( ) 2W C C U= + .  

Изменение энергии системы ∆W = W1 – W найдем, если опре-

делим величину U1. Это можно сделать, используя закон сохране-

ния заряда  

q = C1U = (C1+C2)U1, 

откуда следует   
)( 21

1
1

CC

UC
U

+
= . 

В итоге получаем мДж03,0
)(2 21

2
21 −=
+

−=∆
CC

UCC
W . 

Ответ: мДж03,0
)(2 21

2
21 −=
+

−=∆
CC

UCC
W . 

Замечание. Вся потерянная системой энергия перешла главным 

образом в тепло за счет омического сопротивления схемы. При ма-

лом омическом сопротивлении и достаточно большой индуктивно-

сти системы будут наблюдаться затухающие колебания величины 

заряда на конденсаторах вплоть до достижения равновесного со-

стояния, когда вся избыточная энергия перейдет в тепло и электро-

магнитное излучение. 

Задача 5.3.14. Незаряженный металлический шар радиуса R 

помещен в однородное внешнее поле, напряженность которого рав-

на E0. Какую работу необходимо совершить, чтобы переместить 

этот шар в область, где поле практически отсутствует? 

Решение 

Если проводящий шар находится во внешнем однородном 

электрическом поле E0, то явление электростатической индукции 

приведет к тому, что на его поверхности появятся поверхностные 

заряды (рис. 5.4), которые обеспечивают равенство нулю напря-

женности поля внутри шара. Эти заряды можно представить себе 

как результат малого сдвига на вектор d вдоль направления поля 

друг относительно друга двух равномерно заряженных по объему 

шаров того же радиуса R, несущих заряды противоположных зна-
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ков q и –q. Поле каждого из этих 

шаров во внешней по отноше-

нию к ним области совпадает с 

полем точечного заряда, равного 

заряду шара и расположенного в 

центре шара. Таким образом, 

суммарное поле этих двух ша-

ров будет полем точечного ди-

поля, т.е. шар приобретет неко-

торый дипольный момент. Ве-

личину этого момента можно 

рассчитать, учитывая, что поле 

внутри этих шаров должно пол-

ностью компенсировать внеш-

нее поле.  

Так как напряженность поля внутри однородно заряженного по 

объему с плотностью ρ шара rE
03ε
ρ

= , находим для суммы полей 

двух шаров  

0

03
EdE −=

ε
ρ

−= , 

где 
V

q
=ρ , 3

3

4
RV π=  – объем шара. Отсюда находим дипольный 

момент металлического шара во внешнем однородном поле E0: 

0
3

04 Edp Rq πε== . 

Этот шар обладает энергией W = – (pE0), и, чтобы удалить шар в 

область, где поле отсутствует, необходимо затратить работу  
2
0

3
04 ERWA πε=−= . 

Ответ: 2
0

3
04 ERA πε=  

Задачи типа 5.4 

Определение сил, действующих на проводники и диэлектрики в 

электрическом поле и моментов этих сил. 

Методы решения. В разных условиях возможны разные под-

ходы: применение формулы, выражающей действующую на заряд 

 

Рис. 5.4. Распределение поверхно-

стных зарядов, возникающих на 

проводящем шаре во внешнем 

электрическом поле (задача 5.3.14) 
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силу через известную напряженность поля; вычисление энергии 

системы с последующим применением формул (5.6) – (5.9); рас-

смотрение максвелловских натяжений и давлений (5.10) – (5.14).  

Задача 5.3.15 (базовая задача). Между обкладками плоского 

воздушного конденсатора помещена диэлектрическая пластина тол-

щиной d1 с диэлектрической проницаемостью ε (рис. 5.5). Между 

поверхностями пластины и обкладками конденсатора остались воз-

душные зазоры, суммарная толщина которых равна d2. Определить 

силу притяжения F между обкладками, если разность потенциалов 

между ними равна V, а площадь пластин S. 

Решение 
По определению сила F, дейст-

вующая на пластину конденсатора, 

равна произведению заряда q, на-

ходящегося на этой пластине, на 

напряженность электрического по-

ля E1, создаваемую всеми осталь-

ными зарядами системы (напря-

жённость поля одной пластины). Ясно, что 
2

1

E
E = , где E – напря-

женность поля в воздушном зазоре конденсатора. Заряд пластины 

можно найти, используя определение емкости: q = CV. Емкость С 

определяем по правилу сложения емкостей последовательно соеди-

ненных конденсаторов:  

S

d

S

d

C 0

1

0

21

εε
+

ε
= , 

откуда следует 
12

0

dd

S
C

+ε
εε

= .  

Напряженность поля в конденсаторе найдем, вычисляя разность 

потенциалов между обкладками: 

12 d
E

EdV
ε

+= , 

откуда 
12 dd

V
E

+ε
ε

= . В итоге получаем  

2

12

0

22 








+ε
εε

==
dd

VSqE
F . 

 
 

Рис. 5.5. К определению силы 

притяжения между обкладками 

плоского конденсатора (задача 

5.3.15) 
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Ответ: 

2

12

0

2 








+ε
εε

=
dd

VS
F . 

Задача 5.3.16. Обкладки плоского конденсатора имеют форму 

квадрата со стороной a и соединены с источником напряжения. 

Расстояние и разность потенциалов между обкладками соответст-

венно равны d и U. В пространство между обкладками частично 

вдвинута пластина толщиной ∆ в форме квадрата со стороной a. Ее 

поверхности и стороны параллельны поверхностям и сторонам об-

кладок, а диэлектрическая проницаемость равна ε. Найти силу, с 

которой пластина втягивается в пространство между обкладками 

конденсатора.  

Решение 

При постоянном напряжении на конденсаторе его потенциаль-

ная энергия 2 2W CU=  изменяется только с изменением его емко-

сти С, которая в свою очередь 

зависит от длины вдвинутой 

части диэлектрической пла-

стины. Если координатную ось 

х направить вдоль пластины, а 

начало координат поместить у 

края обкладки конденсатора 

(рис. 5.6), то емкость будет 

функцией одной переменной – 

координаты х конца вдвинутой пластины и действующую на пла-

стину силу можно рассчитать по формуле (5.8):  

dx

dCU

x

W
FF x

2

2

=







∂
∂

==
ϕ

. 

Конденсатор с вдвинутой пластиной можно рассматривать как 

два соединенных параллельно конденсатора – воздушный, площади 

S1 = ax и частично заполненный диэлектриком, площадь которого 

S2 = a(a – x). Его емкость согласно правилу сложения емкостей рав-

на С = С1 + С2, где 

d

ax

d

S
C 010

1

ε
=

ε
= ;  

)(

)(

)(
020

2 ∆−ε+∆
−εε

=
∆−ε+∆

εε
=

d

xaa

d

S
C . 

 
 

Рис.5.6. К определению силы, с кото-

рой диэлектрическая пластина втяги-

вается в конденсатор (задача 5.3.16) 
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Вычисляя производную 
dC

dx
, находим проекцию на ось х дей-

ствующей на диэлектрическую пластину силы: 

[ ] 2)(

)1( 2
0 U

dd

a
F

∆−ε+∆
∆−εε

−= . 

Знак минус соответствует силе притяжения. 

Ответ: [ ] 2)(

)1( 2
0 U

dd

a
F

∆−ε+∆
∆−εε

−= .  

Задача 5.3.17 (базовая задача). Плоский конденсатор распо-

ложен горизонтально так, что одна его пластина находится над по-

верхностью жидкости, другая – под ее поверхностью. Диэлектри-

ческая проницаемость жидкости ε, ее плотность ρ. На какую высо-

ту поднимется уровень жидкости в конденсаторе после сообщения 

его пластинам заряда с поверхностной плотностью σ? 

Решение 

На поверхность жидкости в конденсаторе будет действовать 

направленная вверх сила, поверхностная плотность которой опре-

делена формулой (5.12): 

2

02

)1(
nDf

εε
−ε

= . 

При равновесии эта сила скомпенсирована гидростатическим 

давлением: 

f = ρgh. 

Поскольку в нашем случае D = Dn = σ, находим ответ: 

g
h

ρεε
−εσ

=
0

2

2

)1(
. 

Ответ: 
g

h
ρεε
−εσ

=
0

2

2

)1(
. 

Замечание. Подъём жидкости реально связан с объемными си-

лами, возникающими в области неоднородности поля у края кон-

денсатора, хотя в приведенном энергетическом расчете краевые 

эффекты явно не фигурируют. 
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Задача 5.3.18. Коэффициент поверхностного натяжения сфери-

ческого мыльного пузыря λ = 0,05 Н/м, его радиус R = 1 см, наруж-

ное атмосферное давление р = 10
5 
Па. Какой заряд q надо изотер-

мически сообщить пузырю, чтобы его радиус увеличился вдвое? 

Решение 

При равновесии незаряженного мыльного пузыря радиуса R 

давление в его внутренней области р1  уравновешивает наружное 

атмосферное давление р и давление за счет поверхностного натя-

жения 
R

λ4
 (здесь учтено, что мыльная пленка имеет две поверхно-

сти – внутреннюю и внешнюю)  

R
pp

λ
+=

4
1 .    (5.17) 

Давление газа внутри пузыря при постоянной температуре об-

ратно пропорционально объему, т.е. 
31

R

a
p = , где а – коэффициент 

пропорциональности. Если пузырю сообщается заряд q, то к внут-

реннему давлению добавляется давление электростатических сил 

р2. Тогда условие равновесия принимает вид: 

r
ppp

λ
+=+

4
' 21 ,   (5.18) 

где 3 3
1 1p p R r′ =  (r – увеличившийся радиус пузыря). Рассчитаем 

величину р2. Для этого выделим на поверхности пузыря малую 

площадку dS и определим действующую на нее силу. Поверхност-

ная плотность заряда на пузыре равна 
24 r

q

π
=σ . 

Известно (глава 1, задача 1.3.19), что напряженность поля, соз-

данного у поверхности сферы всеми ее зарядами, кроме заряда 

dq = σdS, находящегося на элементе dS, равна 
02ε
σ

=E , поэтому на 

заряд dq будет действовать сила 

EdSEdqdF σ== , 

и эта сила будет создавать давление 

4
0

2

2

0

2

2
322 r

q

dS

dF
p

επ
=

ε
σ

== . 
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Решая систему уравнений (5.17) – (5.18) с учетом условия 

r = 2R, находим ответ: 

)712()64( 3
0

2 pRRq +λπε= . 

Если R >> λ/р = 5 10
-5 

см (как и определено условиями задачи), 

то  

Кл102,678 6
0

2 −⋅=επ= pRq . 

Ответ: Кл102,678 6
0

2 −⋅=επ= pRq . 

Задача 5.3.19.  Конденсатор переменной емкости состоит из 

двух неподвижных металлических пластин, расположенных на рас-

стоянии d друг от друга, и подвижной диэлектрической пластины, 

которая может поворачиваться и входить в зазор между металличе-

скими пластинами (рис. 5.7). Все пластины имеют форму полукруга 

радиуса R, причем зазоры между диэлектрической пластиной и пла-

стинами конденсатора пренебрежимо малы по сравнению с d. Пре-

небрегая краевыми эффектами, найти момент сил М, действующих 

на диэлектрическую пластину, ко-

гда она выведена из положения 

равновесия. Конденсатор поддер-

живается при разности потенциа-

лов V, диэлектрическая проницае-

мость подвижной пластины равна ε.  

Решение 
Конденсатор с выведенной из 

положения равновесия на угол θ диэлектрической пластиной можно 

заменить эквивалентной схемой двух включенных параллельно 

конденсаторов, у одного из которых площадь пластин 2
1 2S R= θ  и 

между пластинами находится воздух, а у другого площадь пластин 
2

2 2S R ( )= π − θ  и между пластинами находится диэлектрик ε. Ем-

кость такого конденсатора равна  

d

SS
CCC

)( 210
21

ε+ε
=+= . 

Для определения момента силы М применим формулу (5.9), за-

писав энергию конденсатора в виде 2 2W CV= . Выполняя диффе-

ренцирование, получаем ответ:  
d

VR
M

4

)1( 22
0 −εε

= . 

 
Рис. 5.7. Конденсатор переменной 

емкости (задача 5.3.19) 
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Ответ: 
d

VR
M

4

)1( 22
0 −εε

= . 

 

§ 5.4. Задачи для самостоятельного решения 

5.4.1. Насколько изменится полная энергия уединенного метал-

лического шара R1 с зарядом q, если его окружить концентрическим 

сферическим слоем диэлектрика с диэлектрической проницаемо-

стью εεεε и радиусами R2 и R3 (R1<R2<R3) (рис.5.8)? 

Ответ: 









−

ε
−ε

πε
=∆

230

2 111

8 RR

q
W . 

5.4.2. Между пластинами плоско-

го конденсатора, расположенными на 

расстоянии D находятся плоский слой 

диэлектрика с диэлектрической про-

ницаемостью ε толщиной d1 и метал-

лический слой толщиной d2. Разность 

потенциалов между обкладками кон-

денсатора равна U. Определить плот-

ность энергии в диэлектрике 

(рис.5.9). 

Ответ: 
2

121

0

)(2 








+−−ε

εε
=

dddD

U
w . 

5.4.3. Проводящая сфера радиуса 

R, имеющая заряд q, расположена на 

плоской границе бесконечного диэлек-

трика, как показано на рисунке 5.10. 

Найти полную энергию электростати-

ческого поля. 

Ответ: 
R

q
W

)1(4 0

2

+επε
= . 

 
Рис.5.8. Поперечное сечение шара, 

окруженного слоем диэлектрика 

(задача 5.4.1) 

 

 
Рис. 5.9. Плоский конденсатор за-

дачи 5.4.2 

 
 

Рис. 5.10. Сфера на границе 

диэлектрика (задача 5.4.3) 
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5.4.4. Внешняя обкладка воздушного сферического конденса-

тора может симметрично сжиматься. После сообщения обкладкам 

заряда ±q, внешняя обкладка под действием сил притяжения сжа-

лась так, что её радиус уменьшился от а, до b. Радиус внутренней 

обкладки остался неизменным. Найти работу, совершенную силами 

притяжения. 

Ответ:  
ab

baq
A

)(

8 0

2 −
πε

= . 

5.4.5. Центр незаряженной проводящей сферы радиуса а рас-

положен на плоской границе двух изотропных диэлектриков с про-

ницаемостями ε1 и ε2, вплотную прилегающих к сфере и запол-

няющих всё пространство вне сферы. На расстоянии b < a от цен-

тра сферы находится точечный заряд q. Определить энергию поля 

вне сферы. 

Ответ: 
a

q
W

)(4 210

2

ε+επε
= . 

5.4.6. Точечный заряд q расположен на оси симметрии плоского 

воздушного заряженного конденсатора (вне его) на расстоянии L от 

центра положительной обкладки, и на расстоянии L + d от центра 

отрицательной. Обкладки конденсатора – квадраты с ребром а. На-

пряжение на конденсаторе U.  

Оценить силу, с которой конденсатор действует на заряд, если 

L >> a.  

Ответ: 
( ) 











+
−

π
=

22

2 11

4 dLLd

Uqa
F . 

5.4.7. Пространство внутри плоского конденсатора полностью 

занимает пластина из твердого диэлектрика с проницаемостью ε. 

Найти минимальную работу, которую необходимо совершить, что-

бы увеличить расстояние между пластинами конденсатора вдвое, 

если он всё время подсоединен к источнику напряжения U, а пла-

стина жестко скреплена с положительной обкладкой. Обкладки 

конденсатора и пластина – квадрат с ребром а, и начальное рас-

стояние между обкладками d << a.  
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Ответ: ( ) 21

222
0 U

d

a
A

+ε
εε

= . 

5.4.8. Между обкладками плоского воздушного конденсатора 

расположена диэлектрическая пластина толщиной d2 с диэлектри-

ческой проницаемостью ε, суммарная толщина оставшихся воз-

душных зазоров между пластиной и обкладками равна d1. Разность 

потенциалов между обкладками равна V. Определить силу притя-

жения между обкладками. Площадь всех пластин равна S.  

Ответ: 

2

21

0

2 








+ε
εε

=
dd

VS
F . 

5.4.9. Обкладки плоского воздушного конденсатора имеют 

площадь S и отделены друг от друга на расстояние d1. Между ними 

находится металлическая пластина такой же площади и толщиной 

d2 , изолированная от земли. Конденсатор заряжен до напряжения V 

и отсоединен от источника. Какую работу необходимо совершить, 

чтобы удалить пластину из конденсатора?  

Ответ:  
( )221

2
20

2 dd

VSd
A

−

ε
= . 

5.4.10. Два одинаковых воздушных конденсатора ёмкостью С 

заряжены до разности потенциалов U и отсоединены от батареи. 

Один из них в заряженном состоянии погружают в диэлектрик с 

проницаемостью ε, после чего конденсаторы соединяют параллель-

но. Определить энергию происходящего при этом разряда. 

Ответ: 
( )
( ) 21

1 22
CU

W
+εε
−ε

−=∆ . 

5.4.11. Определить высоту подъёма жидкости в расположенном 

вертикально плоском конденсаторе, если он подсоединен к батарее 

с напряжением U, расстояние между пластинами d, плотность жид-

кости ρ, диэлектрическая проницаемость ε. 

Ответ: 
( )

2

1 2

2
0 U

gd
h

ρ
−εε

= . 
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5.4.12. Две коаксиальные трубки радиуса a и b погружаются 

вертикально в масляную ванну. Плотность масла ρ, диэлектриче-

ская проницаемость ε. Разность потенциалов между трубками U. 

Найти высоту подъема масла в пространстве между трубками. Ка-

пиллярными силами пренебречь. Капиллярными явлениями и крае-

выми эффектами пренебречь. 

Ответ: 
( )

( )
a

b
gab

U
h

ln

1

22

2
0

ρ−

−εε
= . 

5.4.13. Некая молекула (рис. 5.11) содержит три заряда +q, +q, –

2q, которые расположены линейно на равных расстояниях a друг от 

друга, и находится на расстоянии r 

от бесконечной проводящей плос-

кости, много большем размеров 

самой молекулы (r >> 2а). В ди-

польном приближении найти силу, 

действующую на плоскость со 

стороны молекулы.  

Ответ: 
( )

4

2

0

3

64

3

r

aq
F

πε
= . 

5.4.14. Незаряженный проводящий шар, плотность которого ρ1, 

плавает в жидкости, имеющей плотность ρ2 (ρ2 > 2ρ1) и диэлектри-

ческую проницаемость ε. Какой заряд следует сообщить шару, что-

бы он погрузился в жидкость ровно на половину? Радиус шара ра-

вен R.  

Ответ: ( ) ( )
)1(3

2
14

0

5
12

0 −εε
ρ−ρ

+επε=
gR

q . 

 

Литература к главе 5 

1. Матвеев А.Н. Электричество и магнетизм. §18, 19. –М.: Высшая 

школа, 1983. 

2. Сивухин Д.В. Общий курс физики. Электричество. §28-30, §32-34, 

М., Физматлит, 2006.. 

3. Калашников С.Г. Электричество. §31-37, М.: Физматлит, 2003. 

4. Тамм И.Е. Основы теории электричества. §30-34, –М.: Наука, 

2003. 

 

r + q  

+ q 

–2q 
 

 
Рис. 5.11. Схема расположения  

молекулы и плоскости (задача 

5.4.13) 
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Глава 6 

ПОСТОЯННЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК 

§6.1. Теоретический материал 

Электрический ток – упорядоченное движение заряженных 

частиц. Ток может существовать в проводящих средах и в вакууме.  

Проводники – материальные тела, в которых при наличии 

внешнего электрического поля возникает электрический ток сво-

бодных зарядов. Если через проводник протекает электрический 

ток, то (в отличие от электростатики) он не является эквипотенци-

альной областью. 

Ток в проводящей среде 

Объемная плотность тока – вектор средней плотности потока 

зарядов, который численно равен заряду, проходящему за 1 секунду 

через единичную площадку, перпендикулярную скорости зарядов  

vj ρ= . 

Размерность плотности тока [j] = А/м
2
. Вектор j сонаправлен с 

вектором скорости v упорядоченного движения положительно за-

ряженных частиц. Здесь ρ – объёмная плотность зарядов в данной 

точке проводника. Если в проводнике существуют свободные заря-

ды разных знаков с объемной плотностью ρ+
 и ρ–

, движущиеся со 

средними скоростями v+
 и v –

 соответственно, то  

j = j+  
+  j –

 = ρ+v+  
+ ρ– v –

. 

Уравнение непрерывности (закон сохранения заряда) 

0div =+
∂
ρ∂

j
t

,   (6.1) 

где ρ – объемная плотность зарядов в проводнике, j – плотность 

тока. Если ток постоянный, то величина заряда в любой части объ-

ема проводника неизменна и везде выполняется соотношение: 

div j = 0.    (6.2) 

Поверхностная плотность тока – вектор, определяемый соот-

ношением 

vi σ= , 
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где σ – поверхностная плотность зарядов, v – вектор их средней 

скорости упорядоченного движения по поверхности. Размерность 

поверхностной плотности тока [i] = А/м. 

Закон Ома в дифференциальной форме:  

j = λE.    (6.3) 

Здесь Е – напряженность электростатического поля в провод-

нике,  λ – удельная электрическая проводимость вещества. В сис-

теме СИ удельная электрическая проводимость измеряется в 

(Ом⋅м)
-1

.  

Если, помимо электростатического поля, на носители заряда 

действуют иные (так называемые, сторонние) силы, то  

j = λ(E + E*),   (6.3*) 

где Е* – напряженность поля сторонних сил, численно равная сто-

ронней силе, действующей на свободный носитель единичного по-

ложительного заряда. Сторонние силы могут быть обусловлены, 

например, вихревым электрическим полем, силой Лоренца, физи-

ческой или химической неоднородностью проводников, их уско-

ренным движением. 

В однородном проводнике (λ = const) из (6.2, 6.3) следует 

div E = 0 и, поскольку для стационарных полей rot E = 0, поле Е 

потенциально и потенциал ϕ удовлетворяет уравнению Лапласа 

∇2
 ϕ= 0. 

Сила тока I – скалярная величина, численно равная заряду, 

проходящему через поперечное сечение проводника S за единицу 

времени 

∫
S

d=
dt

dq
=I Sj .   (6.4) 

Единица измерения силы тока Ампер [А] в системе единиц СИ 

является основной электромагнитной единицей.  

Закон Ома для участка цепи. Сила тока, протекающего по 

проводнику при отсутствии в нем сторонних сил, пропорциональна 

напряжению U между концами проводника:  

R

U
=I .    (6.5) 

Величина R называется электрическим сопротивлением проводни-

ка. Единица измерения в системе СИ – [Ом]. 
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Сопротивление однородного проводника постоянного сечения 

S

l
R ρ= .    (6.6) 

Здесь ρ – удельное сопротивление материала проводника ρ = 1/λ (ρ 

зависит от материала и температуры, единица измерения в СИ – 

[Ом⋅м]), l – длина проводника, S – площадь поперечного сечения 

проводника, λ – удельная электрическая проводимость материала. 

Связь емкости конденсатора и сопротивления между об-
кладками. Сопротивление R однородной проводящей среды, за-

полняющей всё пространство, между двумя идеально проводящими 

телами произвольной формы и ёмкость С такой системы связаны с 

удельным сопротивлением вещества ρ и его диэлектрической про-

ницаемостью ε соотношением: 

RC = ρε0ε.    (6.7) 

Закон Джоуля–Ленца. Тепловая мощность, выделяемая в про-

воднике постоянным током I, равна 

RIP 2= .    (6.8) 

Закон Джоуля–Ленца в дифференциальной форме. Объем-

ная плотность тепловой мощности PV, выделяемая в проводнике  
22( jEPV ρ=λ== jE) .   (6.9) 

Ток в квазилинейных проводниках 

Квазилинейный ток – электрический ток в тонком проводни-

ке. Считается, что вектор плотности тока j везде параллелен оси 

проводника и все физические величины (включая j) одинаковы в 

его поперечном сечении. 

Закон Ома для участка квазилинейной цепи: 

IR = ϕ1 – ϕ2 + E,        (6.10) 

где I – сила тока, ϕ1 – ϕ2 – разность 

потенциалов на участке, R – полное 

сопротивление участка (рис. 6.1), E – 

электродвижущая сила (ЭДС), дейст-

вующая на данном участке 1-2 

 I 

ϕ2 ϕ1 –––– 

E 

+ 
R 

1 2 

 
 

Рис. 6.1. Участок квазилинейной 

цепи 
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∫=
)2(

)1(

ld*EE , 

величина, численно равная работе сторонних сил по переносу еди-

ничного положительного заряда по данному участку. Величина IR 

называется напряжением (падением напряжения) на резисторе R. 

Знак ЭДС:  

Считается, что E > 0, если сторонние силы направлены по направ-

лению тока (например, на рис. 6.1 – при прохождении локального 

источника ЭДС от контакта (–) к (+)). 

E < 0 в обратном случае (прохождение источника ЭДС от (+) к (–)). 

Мощность источника ЭДС (мощность сторонних сил): 

P = EI.    (6.11) 

Закон Ома для замкнутой неразветвленной цепи квазили-
нейных проводников: 

∑ ±=±
j

jIR )( E ,      (6.12) 

где R – полное сопротивление цепи, 

включая внутреннее сопротивление 

источника ЭДС (рис. 6.2). При решении 

конкретной задачи нужно сначала выбрать 

направление тока (сплошная стрелка на 

рис. 6.2), которое можно задать 

произвольным образом (истинное 

направление тока определится потом 

знаком полученного решения). Выбор этого 

направления необходим для согласованного 

определения знака напряжений на 

элементах цепи. Далее производится обход контура. 

Правила знаков в законе Ома для полной цепи: 

Для тока: ток считается положительным (+I), если обход кон-

тура производится в направлении, совпадающем с выбранным на-

правлением тока, и отрицательным (–I) в обратном случае; 

Для ЭДС: ЭДС положительна (+E), если при обходе контура ис-

точник ЭДС проходится в направлении действия сторонних сил, и 

отрицательна (–E) в обратном случае. 

 I 

–––– 

E1 

+ 

R1 R2 
–––– 

E2 

+ 

R3 

 
Рис. 6.2. Замкнутая не-

разветвленная цепь 
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Полное сопротивление контура находится согласно правилу 

сложения сопротивлений при последовательном включении рези-

сторов 

∑=Σ
i

iRR . 

Если отдельные участки цепи содержат параллельно соединен-

ные резисторы, то их эквивалентное сопротивление определяется 

соотношением 

∑=
Σ i iRR

11
. 

Направление обхода контура можно взять любым: изменение 

направления обхода приведет лишь к одновременной смене знаков 

всех слагаемых, что не изменит уравнение по существу. Для приве-

денного на рис. 6.2 примера, в соответствии с выбранным направ-

лением тока (сплошная стрелка) и выбранным направлением обхо-

да контура (пунктирная линия со стрелкой), уравнение закона Ома 

для полной цепи (6.12) имеет вид 

– I(R1 + R2 + R3) = –E1 + E2, 

откуда  I = 
321

21

RRR ++
− EE

. 

Разветвленная цепь квазилинейных проводников 

В разветвлённой цепи квазилинейных проводников существу-

ют точки, называемые узлами цепи, в которых соединяются три 

или более проводника (рис. 6.3.). Такую цепь можно условно разде-

лить на несколько замкнутых неразветвлённых контуров. 

Правила Кирхгофа 

Правило I.  Для каждого узла цепи алгебраическая сумма сил 

токов равна нулю (следствие закона сохранения заряда) 

0)( =±∑
i

iI .   (6.13) 

При суммировании знак входящего в узел тока (обычно "+") 

принимается противоположным знаку выходящего ("–"). 

Правило II. При обходе любого замкнутого контура, выбран-

ного в разветвленной цепи, алгебраическая сумма напряжений на 

сопротивлениях цепи IiRi равна алгебраической сумме ЭДС, входя-
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щих в данный контур (следствие потенциальности поля, создающе-

го постоянный ток): 

∑∑ ±=±
j

j

i

ii RI )()( E .  (6.14) 

Для использования данных формул сначала нужно выбрать на-

правления токов в каждой ветви цепи, что можно сделать произ-

вольным образом (истинные направления токов определятся потом 

знаками полученных решений). 

Направления обхода каждого кон-

тура также можно взять любыми: как 

указывалось выше, это не изменит 

уравнений по существу. Правила учета 

знаков в (6.14) аналогичны приведен-

ным выше для закона Ома для полной 

цепи. 

Пример разветвленной цепи пока-

зан на рис. 6.3. Произвольно выбранные направления токов показа-

ны сплошными стрелками, направления обхода – пунктирными ли-

ниями со стрелками). 

Для данного случая уравнения Кирхгофа (6.13), (6.14) будут 

иметь следующий вид: 
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Решая эту систему уравнений, получим ответ: 
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При составлении уравнений Кирхгофа надо иметь в виду сле-

дующее.  

Полное число независимых уравнений типа (6.13) и (6.14) рав-

няется числу неизвестных токов N. Общее же число уравнений, ко-

торые можно составить, больше числа неизвестных, поскольку 

часть уравнений не являются независимыми. 

1) При наличии в разветвленной цепи m узлов существует 

только m – 1 независимых уравнений типа (6.13) для токов. 

 I2 

R1 

E2 E1 

R3 

R2 

I1 
I3 

1 
2 

 
Рис. 6.3. Пример разветвленной 

цепи 
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2) Новые независимые уравнения типа (6.14) можно получить 

только для тех контуров, которые не образуются наложением уже 

ранее рассмотренных. Общее число независимых уравнений типа 

(6.14) будет 1+− mN . Если схему можно представить на плоскости 

без пересечений проводников, то число таких независимых уравне-

ний равно числу пространственных областей, на которые провод-

ники разбивают схему. Например, на схеме рис. 6.3 таких областей 

две и имеется два независимых уравнения для двух показанных 

контуров обхода. Третье уравнение, которое можно получить обхо-

дом большого контура по периметру схемы, будет суммой или раз-

ностью этих двух уравнений, т.е. не будет независимым.  

Метод контурных токов. Удобным вариантом применения 

правил Кирхгофа является метод контурных токов. В нем каждому 

выделенному в схеме контуру сопоставляется один контурный ток, 

одинаковый по всему контуру. Уравнения Кирхгофа (6.14) сохра-

няют свой вид, но теперь напряжение на каждом участке Ri, входя-

щем одновременно в несколько (m) контуров, определяется полным 

током Ii через этот участок, который выражается через алгебраиче-

скую сумму контурных токов, проходящих через этот участок: 

∑∑ ±=
j

j

i

ii RI )( E ,  ∑
=

±=
m

k

iki II
1

)( .      (6.15) 

С введением контурных токов уравнения для узлов (6.13) удов-

летворяются автоматически, и они становятся не нужны, в чем и 

состоит удобство метода при расчете цепей с большим числом уз-

лов. Правила знаков при этом остаются прежними.  

Для схемы, показанной на рис. 6.3, метод контурных токов дает 

следующие два уравнения (в соответствии с выбранным направле-

нием тока и направлением обхода контуров)  
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Здесь учтено, что через участок R3 текут контурные токи обоих 

контуров. Разумеется, эта система уравнений эквивалентна систе-

ме, приведенной выше для этой же схемы.  
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§6.2. Основные типы задач (классификация) 

6.1. Определение сопротивления, электрических полей, напря-

жений и тока утечки в сплошной среде. 

6.2. Определение теплоты, выделяющейся в проводнике (сре-

де), при протекании тока. 

6.3. Расчет цепей квазилинейных проводников.  

6.4. Расчет разветвленных цепей, сводимых к неразветвленным 

благодаря элементам симметрии. 

§6.3. Методы решения и примеры решения задач 

Задачи типа 6.1 

Определение сопротивления, электрических полей, напряжений 

и тока утечки в сплошной проводящей среде 

Метод решения. При рассмотрении токов в проводящих сре-

дах и нахождении сопротивления среды между электродами целе-

сообразно придерживаться следующей схемы решения задачи 

(электрод – эквипотенциальный проводник, электропроводность 

которого много больше электропроводности среды).  

Для расчета сопротивления по закону Ома нужно найти отно-

шение напряжения на электродах U и полного тока I через систему. 

В качестве исходного параметра удобнее всего взять полный 

ток I, поскольку величины зарядов на электродах заранее могут 

быть не очевидны. 

а) Начать решение целесообразно с нахождения плотности тока 

j(r), поскольку при протекании постоянного тока для j(r) всегда 

соблюдается соотношение (6.2) div j = 0, независимо от особенно-

стей диэлектрических и проводящих свойств среды. С другой сто-

роны, j(r) легко связать с полным током через электрод соотноше-

нием (6.4). В задачах с симметрией условие (6.2) обычно позволяет 

сразу определить характер зависимости плотности тока j от коор-

динат. 

б) Далее, пользуясь дифференциальным законом Ома (6.3), пе-

рейти к напряженности электрического поля E(r) = ρ(r) j(r). 

в) Зная Е(r), интегрированием можно найти разность потен-

циалов (напряжение) между электродами 1 и 2: 
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U = ∫−
)2(

)1(

)( rrE d . 

Используя закон Ома (6.5), определить сопротивление среды 

между электродами 

I

U
R = . 

Таким образом, задача решается в следующей последователь-

ности: 

I → j → E → U.   (6.16) 

Если проводящая среда однородна, то поле полностью опреде-

ляется зарядами и потенциалами электродов, и можно исходным 

параметром взять напряжение на электродах и решать в обратной 

последовательности: 

U → E → j → I,    (6.17) 

или же исходить из свободного заряда на электродах ±q и решать по 

схеме: 

q → E → j → I.   (6.18) 

Однако в случае неоднородной проводимости среды  простой 

переход U → E или q → E невозможен. Поле Е будет определяться 

при этом не только геометрическими факторами и напряжением U 

или зарядом электродов q, но и характером зависимости ρ(r) из-за 

появления в проводящей среде ненулевой плотности свободных 

зарядов. 

Задача 6.3.1.  На плоский конденсатор ёмкостью С подано по-

стоянное напряжение U. Найти ток утечки через конденсатор, если 

удельное сопротивление однородного вещества, которым заполнен 

зазор между обкладками конденсатора, равно ρ, а диэлектрическая 

проницаемость равна ε. 

Решение 
Так как напряжение на обкладках конденсатора постоянно, а 

среда, заполняющая пространство между его обкладками, однород-

на, то для нахождения тока утечки, текущего через конденсатор 

можно воспользоваться схемой (6.17). 
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Электростатическое поле конденсатора однородно и напряжен-

ность его равна 
d

U
E = , где d – расстояние между обкладками.  

Согласно закону Ома в дифференциальной форме (6.3) 
d

U
j

ρ
= . 

Сила тока, текущего между обкладками равна  

0ρεε
=

ρ
==

UC

d

US
jSI , 

где учтено, что емкость плоского конденсатора 0C S d= εε  (см. 

(3.7), глава 3). 

Ответ: 
0ρεε

=
UC

I . 

Замечание. Возможен также более короткий способ решения 

данной задачи, основанный на использовании соотношении (6.7) 

теоретического материала. Так как среда, заполняющая простран-

ство между обкладками конденсатора однородна, то согласно (6.7) 

её сопротивление равно 0R С= ρεε . Используя закон Ома (6.5), 

сразу получаем ответ. 

Задача 6.3.2 (базовая задача). Пространство между обкладка-

ми плоского конденсатора заполнено последовательно двумя ди-

электрическими слоями толщиной d1 и d2, диэлектрические прони-

цаемости и удельные сопротивления которых соответственно равны 

ε1, ε2, ρ1 и ρ2, площадь каждой из пластин равна S (рис. 6.4). Опре-

делить: 

1) общее сопротивление конденсато-

ра;  

2) заряд пластин конденсатора, если 

он подключен к источнику постоянного 

напряжения U. 

Решение 
1) Виду неоднородности проводимо-

сти среды вдоль линий тока, воспользуем-

ся схемой решения (6.16). 

Так как ток однороден и постоянен, то  

 

+q1 –q2 

q12 

 
Рис. 6.4. Конденсатор с 

утечкой, заполненный двумя 

разными материалами (зада-

ча 6.3.2) 
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j1 = j2= j =
S

I
. 

Из закона Ома в дифференциальной форме (6.3) получаем на-

пряженности полей в слоях 1 и 2: 

., 2211 jEjE ρ=ρ=  

Ввиду однородности полей для напряжения между обкладками 

конденсатора получим  

221121 dEdEU +=ϕ−ϕ=  = j(ρ1d1 +ρ2d2), 

откуда находим плотность тока и полную силу тока через конденса-

тор 

2211 dd

U
j

ρ+ρ
=  , S

dd

U
jSI

2211 ρ+ρ
== . 

Используя закон Ома (6.5), найдем сопротивление данного слоисто-

го конденсатора  

S

dd

I

U
R 2211 ρ+ρ

== . 

2) Для нахождения заряда пластин можно воспользоваться гра-

ничным условием для нормальной компоненты вектора электриче-

ского смещения  

D2n – D1n = σ, 

где σ – поверхностная плотность свободных зарядов, n – вектор 

нормали в направлении сред 1 → 2. Учитывая, что вне конденсато-

ра D = 0, для левой пластины получим  

σ1 = D1 = ε0ε1E1, 

для правой пластины  

σ2 = –D2 = –ε0ε2E2. 

Напряженности полей E1 и E2 легко найти из найденной плот-

ности тока:  

2211

1
11

dd

U
jE

ρ+ρ
ρ

=ρ= ;    
2211

2
22

dd

U
jE

ρ+ρ
ρ

=ρ= . 

Далее можно определить полный заряд каждой из пластин:  

SU
dd

Sq
2211

11
011 ρ+ρ

ρε
ε=σ=   и    SU

dd
Sq

2211

22
022 ρ+ρ

ρε
ε−=σ= . 
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Ответ: 1)
S

dd
R 2211 ρ+ρ

= ;  

 2) SU
dd

q
2211

11
01 ρ+ρ

ρε
ε= ;  SU

dd
q

2211

22
02 ρ+ρ

ρε
ε−= . 

Замечание. В отличие от случая конденсатора с непроводящей 

средой или средой проводящей, но имеющей однородную прово-

димость, здесь заряды обкладок не равны друг другу: |q1| ≠  |q2|. Та-

кая система эквивалентна двум последовательно включённым кон-

денсаторам с утечкой. Причина в том, что при заряде такого кон-

денсатора на границе раздела сред также накапливаются свободные 

заряды, поверхностная плотность которых равна 

U
dd

DD nn

2211

1122
01212 ρ+ρ

ρε−ρε
ε=−=σ , 

а полный заряд на этой границе будет  

SU
dd

Sq
2211

1122
01212 ρ+ρ

ρε−ρε
ε=σ= . 

Знак этого заряда определяется знаком выражения ε2ρ2 – ε1ρ1, 

т.е. зависит от параметров сред. Очевидно, что |q12| =| |q1| – |q2| |.  

Полный заряд q, получаемый конденсатором при зарядке, равен 

большему по модулю из зарядов пластин q = max (|q1|, |q2|). Заряд 

противоположного знака той же суммарной величины будет нахо-

диться на противоположной пластине и внутри конденсатора на 

поверхности раздела сред. 

Задача 6.3.3.  Между двумя концентриче-

скими сферами (1) и (2) из идеального про-

водника, находится вещество с удельным со-

противлением ρ и диэлектрической прони-

цаемостью ε = 1. Определить сопротивление R 

такого слоя, если его внешний радиус в два 

раза больше внутреннего, равного а (рис. 6.5). 

Решение 
Так как среда однородна (ρ = const), объ-

ёмная плотность заряда внутри вещества рав-

на нулю. Считая внутреннюю и внешнюю сферы идеальными про-

 

(1) 

(2) 

 
Рис. 6.5. Сферический 

проводящий слой (за-

дача 6.3.3) 
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водниками, их можно рассматривать как электроды с равными по 

модулю зарядами +q и –q и решать задачу согласно схеме 6.18. 

Согласно теореме Гаусса ((1.10), глава 1) напряженность элек-

трического поля в пространстве между сферами (a < r < 2a) равна 

2
04 r

q
E

πε
= . 

Напряжение между сферами можно найти как  

a

q

aa

q

r

q
EdrEdrU

a

a

a

a

r

r 00

2

0

2

21
82

11

44

2

1

πε
=







 −
πε

=








πε
−===ϕ−ϕ= ∫∫ . 

Определим силу тока, текущего в такой системе. Так как заря-

ды на электродах постоянны, то через любую поверхность (концен-

трическую сферу радиуса a ≤ r ≤ 2a) сила тока одинакова и равна 

0

2

2
0

4
4

1

ρε
=π

περ
=λ=

q
r

r

q
ESI . 

Согласно закону Ома (6.5) 
aI

U
R

π
ρ

==
8

. 

Ответ: 
a

R
π
ρ

=
8

. 

Замечание 1. Сопротивление безграничной среды с удельным 

сопротивлением ρ, окружающей уединенную проводящую сферу 

радиуса а, равно 
a

R
π
ρ

=∞
4

, так как в этом случае r2→∞. 

Замечание 2. Используя связь между сопротивлением однород-

ной среды и её ёмкостью данную задачу можно решить короче. Так 

как ёмкость сферического конденсатора равна (см. (3.9) главы 3) 

a
RR

RR
C 0

12

210 8
4

πε=
−

πε
= , то воспользовавшись соотношением (6.7) 

будем иметь 
aC

R
π
ρ

=
ρε

=
8

0 . 

Задача 6.3.4.  Доказать справедливость соотношения (6.7), то 

есть показать, что сопротивление однородной проводящей среды, 

заполняющей всё пространство, между двумя идеально проводя-
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щими телами произвольной формы, равно 
C

R
λ
εε

= 0 . Здесь С – ём-

кость системы, λ – удельная электропроводность вещества, ε – его 

диэлектрическая проницаемость. 

Решение 
Ввиду однородности среды будем следовать схеме (6.18). Пусть 

проводники (электроды) заряжены одинаковыми по величине, но 

разными по знаку зарядами q± , а напряжение между ними 

U q C= .  

Вектор электрической индукции вблизи поверхности каждого 

проводника перпендикулярен поверхности и равен D = σ (где σ – 

поверхностная плотность свободного заряда на проводнике). На-

пряженность электростатического поля вблизи поверхности 

00 εε
σ

=
εε

=
D

E . 

Согласно закону Ома в дифференциальной форме (6.3) вектор 

плотности тока параллелен вектору напряженности поля и поэтому 

вблизи поверхности проводников перпендикулярен поверхности и 

по модулю равен 
0εε

λσ
=λ== Ejj n . 

Силу тока через электрод можно найти интегрированием плот-

ности тока по поверхности электрода 

000 εε
λ=

εε
λ

=σ
εε
λ

== ∫∫
CUq

dSjdSI

SS

. 

Используя закон Ома (6.5), окончательно получаем  

   
CI

U
R

λ
εε

== 0 . 

Замечание. Поместим в однородную проводящую среду, запол-

няющую всё пространство, локализованный заряд объёмной плот-

ности ρ0. Электрическое поле, создаваемое этим зарядом, вызовет 

ток плотности j = λE, который будет уменьшать объёмную плот-

ность заряда. Из соотношений (4.6) D = εε0E и (4.8) ρ=Ddiv  тео-

ретического материала главы 4 следует, что 
0

div
εε
ρ

=E . Подставив 
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полученное выражение в уравнение непрерывности (6.1) 

0div =+
∂
ρ∂

j
t

, имеем:  

( ) 0div
0

=
εε
λρ

+
∂
ρ∂

=λ+
∂
ρ∂

tt
E . 

Или dt
d

0εε
λ

−=
ρ
ρ

. 

Учитывая начальное условие, 00
ρ=ρ

=t
 получаем, что с тече-

нием времени плотность заряда будет уменьшаться по закону: 









τ

−ρ=ρ
t

exp0 , 

где RC=
λ

εε
=τ 0  – время релаксации. 

Задача 6.3.5.  Определить сопротивление единицы длины про-

вода круглого сечения радиусом b, сделанного из материала, удель-

ная электропроводность которого зависит от расстояния r до оси 

провода по закону 2rα=λ , где α – постоянная величина. Считать, 

что длина проводника много больше его диаметра. 

Решение 
Выберем цилиндрическую сис-

тему координат, ось Z которой сов-

падает с осью провода (см. рис. 6.6).  

Данный проводник можно пред-

ставить как совокупность тонких 

цилиндрических слоев, сопротивле-

ние каждого из которых (в расчете 

на единицу длины) одинаково по 

всей длине проводника. В пределах 

такого слоя плотность тока j также 

постоянна. 

Пусть напряжение между точ-

ками на оси проводника, находящи-

мися на расстоянии l друг от друга 

равно U. Используя закон Ома в 

дифференциальной форме, получим 

 
Рис. 6.6. К определению сопро-

тивления единицы длины провода 

круглого сечения (задача 6.3.5) 
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l

U
=E=j λλ . 

Таким образом, плотность тока в слое толщины dr, находящем-

ся на расстоянии r от оси Z, будет равна  

l

Ur

l

U
j

2

α=λ= . 

Согласно (6.4) найдем полную силу тока  

l

πb
U=drr

l

rU
=jdS=I

b 2

S
2

2
4

0

π αα∫∫ . 

Тогда по закону Ома для участка цепи (6.5) сопротивление уча-

стка провода длиной l = 1 м равно  

4πbI

U
=Rl α

=
2

. 

Ответ: 
4

2

b
Rl απ

= . 

Задача 6.3.6 (базовая задача).  Зазор между обкладками плос-

кого конденсатора заполнен веществом с диэлектрической прони-

цаемостью ε и с удельной проводимостью, меняющейся в направ-

лении, перпендикулярном к обкладкам, по линейному закону от λ1 

до λ2. Площадь пластин S, ширина зазора d. На конденсатор подано 

напряжение U.  

Найти: 1) ток I через конденсатор; 2) заряды пластин q1 и q2; 3) 

заряд конденсатора q; 4) плотность свободных зарядов ρсвоб(x) 

внутри зазора; 5) плотность связанных (поляризационных) зарядов 

ρ′(x) в среде; 6) полный свободный заряд в среде qсвоб. 

Решение 

Ввиду неоднородности среды в направлении протекания тока 

воспользуемся схемой (6.16).  

Запишем линейный закон изменения удельной проводимости 

λ (x) = λ1 + αx. Для нахождения α подставим граничное условие: 

21)( λ=α+λ=λ dd . Отсюда получаем, что 
d

12 λ−λ
=α , и 
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x
d

x 12
1)(

λ−λ
+λ=λ . 

В плоском конденсаторе плотность тока везде однородна и по-

стоянна j = I / S = const. Однако напряженность электрического поля 

уже будет зависеть от х:   E(x) =
)(x

j

λ
.  

Для напряжения между пластинами получаем  

1

2

0 10

21 ln)(
λ
λ

α
=

α+λ
==ϕ−ϕ= ∫∫

j

x

dx
jdxxEU

dd

, 

Таким образом, 
)/ln( 12 λλ

α
=

U
j  и  

SU
d

SU
jSI

)/ln()/ln( 12

12

12 λλ
λ−λ

=
λλ

α
== . 

Согласно закону Ома (6.5) сопротивление конденсатора равно 

12

12 )/ln(

λ−λ
λλ

==
S

d

I

U
R . 

Заряды пластин определим аналогично задаче 6.3.2 из гранич-

ных условий для  вектора электрического смещения, величина ко-

торого в среде 

D(x) = ε0ε·E(x) = ε0ε
)(x

j

λ
. 

На левой пластине (х = 0): 

)/ln(

)(
)0(

121

12

1

0

1

0
11 λλλ

λ−λ
=

λ
εε

=
λ

εε
==σ=

d

SUIjS
SDSq , 

на правой пластине (x = d): 

)/ln(

)(
)(

122

12

2

0

2

0
22 λλλ

λ−λ
−=

λ
εε

−=
λ

εε
−=−=σ=

d

SUIjS
dSDSq . 

Полный заряд q, получаемый конденсатором при зарядке, равен 

большему по модулю из зарядов пластин: q = max (|q1|, |q2|). 

Объемную плотность свободных зарядов в среде можно найти 

как  
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ρ(x) = div D = 

= =
λλλ

α
εε−=

λ
αεε

−=
λ

εε=εε=
)(

1

)/ln()()(

1
2

12

2

02
0

00
x

U

x

j

xdx

d
j

dx

dE

dx

dD
 

2

2 1
0 2

2 1

1

ln( / ) ( )

U

d x

λ − λ = −ε ε =  λ λ λ 

( )
( )

2

0 2 1

2

2 1 1 2 1

.
ln( / ) ( )

U

d x

ε ε λ − λ
= −

λ λ λ + λ − λ
 

Полный свободный заряд в объеме конденсатора равен 

q = ==ρ=ρ ∫∫∫
dd

V

dx
dx

dD
SdxxSdVx

00

)()(   

)/ln(

)(11
))0()((

1221

2
12

0

12

012 λλλλ
λ−λ

εε−=








λ
−

λ
εε=−−=−=

d

SU
IqqDdDS . 

Поскольку поле Е внутри неоднородно, в среде появится неод-

нородная поляризация P(x) = ε0(ε–1)E(x) и связанные поляризаци-

онные заряды, плотностью 
dx

dE
x )1(div)( 0 −εε−=−=ρ′ P . Учитывая, 

что 
dx

dE
x εε=ρ 0)( , для объемной плотности поляризационных заря-

дов получаем 

( )
( )2

12112

2

12
0

)()/ln(

1
)(

1
)(

xd

U
xx

λ−λ+λλλ
λ−λ

ε
−ε

ε−=ρ
ε
−ε

−=ρ′ . 

Ответ: 1) SU
d

I
)/ln( 12

12

λλ
λ−λ

= ;  

2) 
)/ln(

)(

121

12
1 λλλ

λ−λ
=

d

SU
q , 

)/ln(

)(

122

12
2 λλλ

λ−λ
−=

d

SU
q  

3) q = max (|q1|, |q2|); т.е. q = |q1| при λ1 < λ2 и q = |q2| при λ1 > λ2; 

4) 
( )

( )2

12112

2

120

)()/ln(
)(

xd

U
x

λ−λ+λλλ
λ−λεε

−=ρ ; 

5) 
( )

( )2

12112

2

12
0

)()/ln(

1
)('

xd

U
x

λ−λ+λλλ
λ−λ

ε
−ε

ε−=ρ ; 
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6) 
)/ln(

)(

1221

2
12

0своб λλλλ
λ−λ

εε−=
d

SU
q . 

Задачи типа 6.2 

Нахождение теплоты, выделяющейся в проводнике (среде) при 

протекании тока 

Метод решения. Задачи этого типа решаются с помощью за-

кона Джоуля–Ленца в интегральной или дифференциальной форме 

(6.8) и (6.9). Особое внимание во многих задачах следует уделить 

расчету сопротивления цепи. 

Задача 6.3.7 (базовая задача).  Пространство между обклад-

ками цилиндрического конденсатора длиной L заполнено вещест-

вом с удельным сопротивлением ρ и диэлектрической проницаемо-

стью ε = 1. Определить тепловую мощность тока, выделяемую в 

конденсаторе, если напряжение между его обкладками U0, радиусы 

обкладок R1 и R2. Краевыми эффектами пренебречь (рис. 6.7). 

Решение 

Сила тока, текущего в такой цепи, по-

стоянна, однако плотность тока j зависит от 

расстояния до оси цилиндров. 

По закону Джоуля–Ленца в дифферен-

циальной форме (6.8) объёмная плотность 

тепловой мощности равна  

21
EPV ρ

=⋅= Ej . 

В слое dr, находящемся на расстоянии 

r от оси конденсатора, будет выделяться 

мощность 

rLdrEdVPdP V π
ρ

== 2
1 2 . 

По теореме Гаусса (см. (1.10), глава 1) напряженность электри-

ческого поля на расстоянии r от оси конденсатора равна  

Lr

q
E

02πε
=  

(где q – заряд на внутренней обкладке конденсатора). Тогда  

 

Рис.6.7. Цилиндрический 

конденсатор задачи 6.3.7 
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1

2
2
0

2

2
0

2
2 ln

22
2

1
2

1

2

1

R

R

L

q

r

dr

L

q
rLdrEP

R

R

R

R
πε⋅ρ

=
πε⋅ρ

=π⋅
ρ

= ∫∫ . 

Используя выражение для емкости цилиндрического конденса-

тора ((3.8) главы 3) 
)/(ln

2

12

0

RR

L
C

πε
= , можно найти его заряд, как 

)/(ln

2

12

00

RR

LU
CUq

πε
== . Окончательно получим 

)/(ln

2

12

2
0

RR

LU
P

ρ

π
= . 

Ответ: 
)/(ln

2

12

2
0

RR

LU
P

ρ

π
= . 

Замечание 1. Можно решить данную задачу и другим способом 

– найти сопротивление конденсатора (согласно методу, предложен-

ному в п. 6.2.1), а затем воспользоваться законами Ома и Джоуля–

Ленца в интегральной форме (6.5) и (6.8). 

Замечание 2. Еще проще получить результат, воспользовавшись 

формулой (6.7) теоретического материала RC = ρε0ε, справедливой 

для электродов любой формы. Действительно, (учитывая, что ε = 1 

и 
C

R 0ρε
= ) сразу получаем 

)/(ln

2

12

2

0

22

RR

LUCU

R

U
P

ρ
π

=
ρε

== . 

Задача 6.3.8.  Сферический конденсатор заполнен однородным 

веществом с диэлектрической проницаемостью ε и удельным со-

противлением ρ. Первоначально конденсатор не заряжен. Найти 

количество теплоты, выделившееся в системе, после сообщения 

внутренней обкладке конденсатора заряда q0. Радиусы обкладок 

конденсатора равны а и b = 3а. 

Решение 

После сообщения внутренней обкладке конденсатора заряда 

между его обкладками возникнет электрический ток, который будет 

течь до тех пор, пока разность потенциалов между внутренней и 

внешней обкладками не станет равной нулю. То есть в конечном 

состоянии весь заряд окажется распределенным по внешней об-

кладке конденсатора.  
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Способ 1. Опираясь на решение задачи 6.3.3 можно рассмат-

ривать такой конденсатор как проводник сопротивлением R.  

Обозначим через q1 = q заряд на внутренней сфере в произ-

вольный момент времени, тогда заряд внешней сферы q2 = q0 – q. 

Разность потенциалов между ними в процессе перетекания заряда 

U (q) = ϕ1 – ϕ2 =
C

q

ab

abq

b

qq

b

q

a

q
=

−
πε

=
+

πε
−







 +
πε 0

21

0

21

0 44

1

4

1
, 

где 
ab

ab
C

−
πεε= 04  – ёмкость сферического конденсатора (см. (3.9), 

глава 3). В соответствии с законом Джоуля–Ленца для тепла dQ, 

выделившегося в проводнике за время dt, получим: 

dq
C

q
dqUIdtR

R

U
IdtIRdtRIdQ −=−==== 2 , 

где dq = –Idt  – убыль заряда внутренней обкладки за время dt. 

Всё тепло, выделившееся в конденсаторе за время перетекания 

заряда, можно рассчитать как 

0

2
0

0

2
0

2
0

0

1282
0

εεπ
=

−
πεε

==−= ∫ a

q

ab

abq

C

q
dq

C

q
Q

q

. 

Способ 2.  Согласно замечанию к задаче 6.3.4, заряд на внут-

ренней обкладке конденсатора будет убывать по закону 








−=
RC

t
qq exp0 . Тогда сила тока, текущего между обкладками 

конденсатора будет зависеть от времени как 








−−==
RC

t

RC

q

dt

dq
tI exp)( 0 . 

Все тепло, выделившееся в конденсаторе, вычисляется как 

ab

abq

C

q
dt

RC

t

RC

q
RRdtIQ

−
πεε

==






−






== ∫∫
∞∞

0

2
0

2
0

0

2

0

0

2

82

2
exp . 

Ответ: 
0

2
0

12 εεπ
=

a

q
Q . 

Замечание 1. Выделившееся тепло не зависит от сопротивления 

между обкладками конденсатора. Величина сопротивления влияет 

только на скорость процесса.  
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Замечание 2. Выделившееся тепло проще найти из закона со-

хранения энергии без расчета силы тока. Оно будет равно разности 

начальной и конечной электростатической энергии системы. Учи-

тывая, что энергия заряженной сферы радиуса r равна 
r

q

0

2

8πε
, сразу 

получаем 
0

2
0

0

2

0

2

21
12388 εεπ

=
⋅πε

−
πε

=−=
a

q

a

q

a

q
WWQ . 

Задачи типа 6.3  

Цепи квазилинейных проводников 

Метод решения. Для неразветвленных (последовательных) 

цепей – применение закона Ома для полной цепи (6.12). Для раз-

ветвленных цепей – применение правил Кирхгофа в форме (6.13–

6.14) или (6.15). 

Два примера решения задач типа 6.2.3 были рассмотрены выше 

при анализе формул (6.12–6.14).  

Задача 6.3.9 (базовая задача).  Найти сопротивление между 

точками А и В в схеме, представленной на рис. 6.8а. 

Решение 

 

A В 2r r 

r 2r 

r 

 
 

 

а) 

 

D C 

2r r 

r 

E 

r 2r 

I1 

I2 I3 

A В 

E F G 

H 

 

б) 

Рис. 6.8 а – схема соединения резисторов в задаче 6.3.9;  

 б –  схема цепи и контурные токи 

 

Пусть к точкам А и В, между которыми нужно определить со-

противление, подключен источник с ЭДС E (рис. 6.8б). Применим 

метод контурных токов. Проводники разбивают данную схему на 3 

области. Каждой из них сопоставим соответствующие контурные 
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токи I1-3, направление которых произвольно выберем, например, как 

показано на рис. 6.8б, пунктирными линиями со стрелкой. Запишем 

3 независимых уравнений Кирхгофа, совершив обходы трех конту-

ров. 

Контур  ABCD:  ( ) ( ) E=−+− rIIrII 23121 , 

DEFC:  E=+ rIrI 32 2 , 

AEGH:  2 2 3 2 12 0I r ( I I )r ( I I )r+ − + − = . 

Решая получившуюся систему уравнений, получаем  
r

I
7

5
1

E
= , 

откуда находим сопротивление цепи ( )rIRAB 571 == E . 

Ответ: ( )7 5ABR r= .  

Задачи типа 6.4 

Разветвленные цепи, сводимые к неразветвленным благодаря 

элементам симметрии 

Методы решения. Задачи этого типа, в принципе, можно ре-

шить общим методом с помощью правил Кирхгофа. При этом, од-

нако, решение зачастую получается громоздким или в ряде случаев 

приводит к бесконечной системе уравнений, анализ которой требу-

ет особых методов.  

Возможны разные способы сведения к задаче с неразветвлен-

ной цепью: соединение точек равного потенциала, удаление про-

водников с нулевым током, соединяющих точки равного потенциа-

ла, добавление дополнительного звена к бесконечной повторяю-

щейся цепочке и др. 

Задача 6.3.10. Найти сопротивление RAB между точками А и В в 

схеме, представленной на рис. 6.9. Даны величины сопротивлений 

R, r, R1. 

Решение 
При подключении данной це-

пи к источнику ЭДС в силу сим-

метрии схемы потенциалы точек С 

и D будут одинаковы и ток в R1 

отсутствует.  

 

A В R r 

R r 

R1 

С 

D 
 

Рис. 6.9. Схема к задаче 6.3.10 
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Способ 1. Ввиду равенства потенциалов точек С и D их можно 

соединить между собой. Схема сводится к последовательному со-

единению левого и правого участков с сопротивлениями R/2 и r/2 

соответственно, что дает )(
2

1
rRRAB += .  

Способ 2. Поскольку тока в участке CD нет, резистор R1 можно 

убрать. Схема сводится к параллельному соединению двух одина-

ковых участков с сопротивлением R + r, что дает тот же результат. 

Ответ: )(
2

1
rRRAB += . 

Задача 6.3.11 (базовая задача).  Бесконечная цепь образована 

повторением звена R1, R2. Найти сопротивление RАВ между точками 

А и В (рис.6.10). 

Решение 

Пусть вся цепочка эквива-

лентна сопротивлению RАВ. Ввиду 

ее бесконечности добавление еще 

одного звена R1, R2 не изменит ее 

сопротивления (рис. 6.11), поэто-

му 

AB

AB
AB

RR

RR
RR

+
+=

2

2
1 . 

Решая это уравнение, получаем: 










 +
+=

1

21 41
1

2 R

RR
RAB . 

Ответ: 








 +
+=

1

21 41
1

2 R

RR
RAB . 

Задача 6.3.12.  Имеется бесконечная сетка с квадратными 

ячейками. Сопротивление каждого проводника между узлами ячей-

ки равно R. Найти сопротивление RAB между соседними узлами 

(рис. 6.12).  

 A 

В 

R1 R1 R1 

R2 R2 R2 

 

Рис. 6.10. Бесконечная цепь (задача 

6.3.11) 

 A 

В 

R1 

R2 RAB 

 

Рис. 6.11. Эквивалентная 

схема соединения элемен-

тов цепи в задаче 6.3.11 
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Решение 

Данная задача не сводится к нераз-

ветвленной цепи, но позволяет ввиду 

симметрии эффективно применить прин-

цип суперпозиции.  

На бесконечности потенциал везде 

равен нулю, поэтому бесконечно удален-

ные узлы можно соединить между собой 

проводником, не меняя картины протека-

ния токов. Подсоединим источник ЭДС 

плюсом к точке А, а минусом – к этому 

бесконечно удаленному проводнику. То-

гда в силу симметрии ток I, входящий в 

А, разделится на четыре части величиной 4I на каждом из 4 про-

водников, выходящих из А. Подсоединим теперь такой же источник 

ЭДС минусом к точке В, а плюсом – к бесконечно удаленному про-

воднику. Поскольку относительно бесконечности точка В эквива-

лентна А, то в точку В по каждому из 4 проводников будут сходить-

ся токи величиной 4I− , давая в сумме полный ток –I. Пусть будут 

теперь подключены оба источника ЭДС. Полный ток на бесконечно 

удаленный проводник обратится в нуль, т.е. ток будет течь только 

между точками А и В. 

По проводу АВ потечет ток 4 4 2ABI I I I= + = , следователь-

но, напряжение на нем будет ( )2ABU RI= . По закону Ома 

2AB AB ABR U I R= = . Решение этой задачи по правилам Кирхгофа 

привело бы к бесконечной системе уравнений. 

Ответ: RRAB
2

1
= . 

§6.4. Задачи для самостоятельного решения 

6.4.1.  Два одинаковых металлических шара с радиусами a на-

ходятся в однородной среде с удельным сопротивлением ρ. Опре-

делить сопротивление R между шарами, считая, что расстояние 

между шарами много больше их радиуса. 

Ответ: 
a

R
π
ρ

=
2

. 

 
 

A B 

 
Рис. 6.12. Бесконечная про-

водящая сетка с квадрат-

ными ячейками (задача 

6.3.12 
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6.4.2.  Найти сопротивление между внутренней и внешней по-

верхностями кольца толщиной d. Материал кольца имеет удельное 

сопротивление ρ. Радиусы внутренней и внешней частей кольца 

равны a и b (a < b).  

Ответ: 
a

b

d
R ln

2π
ρ

= . 

6.4.3.  Плоский конденсатор, заполненный веществом, диэлек-

трическая проницаемость которого равна ε, за время τ теряет треть 

сообщенного ему заряда. Считая, что утечка заряда происходит 

только через диэлектрическую прокладку, найти удельное сопро-

тивление её материала. 

Ответ: 
( )23ln0εε

τ
=ρ . 

6.4.4.  Обкладкам конденсатора емкости С сообщили заряды, 

равные соответственно +q0 и –q0. Затем обкладки замкнули через 

сопротивление R. Найти заряд, протекший в цепи за время τ.  

Ответ: ( )RCeqq τ−−= 10 .  

6.4.5.  Зазор между обкладками плоского конденсатора толщи-

ной d заполнен последовательно двумя диэлектрическими слоями 

одинаковой толщины. Удельные сопротивления слоев соответст-

венно равны ρ1 и ρ2, диэлектрическая проницаемость ε = 1. Пло-

щадь обкладок S. На конденсатор подано напряжение U. Найти те-

пловую мощность, выделяемую в каждом слое. 

Ответ: 
( )

S
d

U
P

2

21

1
2

1

2

ρ+ρ

ρ
= ,       

( )
S

d

U
P

2

21

2
2

2

2

ρ+ρ

ρ
= .  

6.4.6.  Металлический шар радиуса R находится в среде с 

удельной проводимостью λ. На шар в некоторый момент времени 

помещен заряд q. Определить количество теплоты, выделившееся 

во всей среде за время, пока весь заряд стечет с шара. 

Ответ: 
R

q
=Q

0

2

8πε
. 
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6.4.7.  Пространство между обкладками цилиндрического кон-

денсатора длины L заполнено двумя слоями веществ с удельными 

проводимостями λ1 и λ2 соответственно. Определить мощность, 

выделяемую в первом слое, если напряжение между обкладками U. 

Радиусы цилиндров равны R1, R2, R3. 

Ответ: 
2

2

3
1

2
2

22
2

2










R

R
λ+

R

R
λ

R

R
λλLπU

=P

lnln

ln2

1

1

1

.  

6.4.8.  Пространство между обкладками сферического конден-

сатора, радиусы обкладок которого равны R1 и R2, заполнено веще-

ством с удельным сопротивлением ρ. Какое количество теплоты 

будет выделяться в единицу времени в такой системе, если между 

электродами конденсатора поддерживается постоянная разность 

потенциалов U? 

Ответ: ( )12

21
24

RR

RRU
P

−ρ
π

= . 

6.4.9.  В схеме, представлен-

ной на рис. 6.13. известны ЭДС и 

внутренние сопротивления источ-

ников E1, E2, E3, r1, r2, r3. 

1) Найти напряжение U, показы-

ваемое идеальным вольтмет-

ром V (рис. 6.13).  

2) Чему равно U, если  E1/r1 = E2/r2 = E3/r3? 

Ответ:  1) 1

321

321
1 E

EEE
−

++

++
−=

rrr
rU ;   2) U = 0. 

6.4.10.  Аккумулятор с ЭДС E = 2,6 В, замкнутый на внешнюю 

цепь, дает ток I = 1 А при напряжении на его клеммах U = 2 В. Най-

ти тепловую мощность Р, выделяемую в аккумуляторе, и мощность 

Pэл, которую развивают в нем электрические силы. 

Ответ: P = I(E – U) = 0,6 Вт,  Pэл  = –IU = –2 Вт. 

 

V 
E1, r1 

E2, r2 

E3, r3 

 
Рис. 6.13. Электрическая схема  

задачи 6.4.9 
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Замечание: мощность электрических сил в аккумуляторе про-

тивоположна по знаку мощности сторонних сил P
стор

 = IU, обуслав-

ливающих его ЭДС. 

6.4.11.  Электромотор постоянного тока подключили к напря-

жению U. Сопротивление его обмотки равно R. При каком токе I 

через обмотку полезная мощность мотора будет максимальна? Че-

му равна эта максимальная мощность Рмакс? Каков при этом к.п.д. 

мотора η? 

Ответ: 
2

I
R

=
E

; Рмакс = 
2

4R

E
;    5,0=η . 

Замечание: тип мотора не имеет значения. 

6.4.12.  В схеме, представлен-

ной на рис. 6.14. дано: R, R1-3, E, 

E0. Найти силу тока через рези-

стор R. 

  Ответ: 
3232

3032

)(

)(

RRRRR

RRR
I

++
++

=
EE

. 

6.4.13.  Между точками А и В 

в схеме, представленной на 

рис. 6.15. поддерживается напря-

жение U = 20 В, R = 5 Ом. Найти 

силу тока и его направление на 

участке CD. 

Ответ: I = 
R

U

4
 = 1 A.  

Направление тока от C к D. 

6.4.14.  Найти сопротивление 

между точками А и В в схеме, 

представленной на рис. 6.16, если 

R = 100 Ом, r = 50 Ом. 

Ответ:  Ом70
3

)3(
=

+
+

=
rR

Rrr
RAB . 

 

E0 

E 

R1 

R2 

R3 R 

 

Рис. 6.14. Электрическая схема  

задачи 6.4.12 

 
 

A В R 2R 

2R R 

С 

D 
 

Рис. 6.15. Электрическая схема  

задачи 6.4.13 

 

 

 

 

A В r R 

R r 

r 

 
Рис. 6.16. Электрическая схема  

задачи 6.4.14 
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6.4.15.  Цепь состоит из двух 

батарей с ЭДС E1 и E2 и резисто-

ров R1-4 = R (рис. 6.17). Какая те-

пловая мощность рассеивается 

на каждом из этих резисторов? 

Ответ: 

,
4

)( 2
21

41
R

PP
EE −

==   

R
PP

4

)( 2
21

32

EE +
== . 

6.4.16.  Найти ЭДС E и внутреннее сопротивление r источника, 

эквивалентного двум параллельно соединенным элементам с ЭДС и 

внутренними сопротивлениями E1, r1 и E2, r2 соответственно.  

Ответ: E = 
21

1221

rr

rr

+
+ EE

,    r = 
21

21

rr

rr

+
. 

6.4.17.  В схеме, представленной на 

рис. 6.18, даны величины E1,2, R1,2. При ка-

ком сопротивлении R выделяемая на нем 

тепловая мощность будет максимальна? 

Чему она равна? 

Ответ:   

R = 
21

21

RR

RR

+
;   Pмакс = 

)(4

)

2121

2
1221

RRRR

RR

+
+ E(E

. 

 

6.4.18.  В схеме, представленной на рис.6.19, известны R1-5, 

причем 1 2 3 4R R R R= . Найти сопротивление RAB между точками А 

и В. 

Ответ: 
42

42

31

31

RR

RR

RR

RR
RAB +

+
+

= . 

6.4.19.  Сопротивление каждого ребра куба равно R. Найти со-

противление между точками A и B, A и С, A и D (рис. 6.20). 

Ответ: RAB = (5/6) R, RAC = (7/12)R, RAD = (3/4)R. 

 

E2 

E1 

R1 R2 

R3 R4 

 
Рис. 6.17. Схема соединения  

элементов цепи задачи 6.4.15 

 
E1 

R1 R2 R 

E2 

 
Рис. 6.18. Электрическая  

схема задачи 6.4.17. 
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6.4.20.  Найти сопротивление RАВ между точками А и В беско-

нечной цепочки рис. 6.21. 

Ответ: )31(2 += RRAB . 

6.4.21.  Заданные сопротивления R1 и R2 подобраны так, что ток 

через гальванометр G равен нулю. Считая известными ЭДС E1,2, 

Найти ЭДС E (рис. 6.22). 

Ответ: 
21

1221

RR

RR

+
+

=
EE

E . 
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A В 

R4 

R1 

R3 R5 R2 

 

 

А 

B 

C D 

 
Рис. 6.19. Соединение сопротивлений 

на участке цепи (задача 6.4.18). 

 

Рис. 6.20. Куб из проводящей  

проволоки (задача 6.4.19). 

 A 

В 

R R R 

2R 2R 

 

2R 

 3R 3R 3R 

 

 
E1 

R1 R2 R 

E2 

G 

E 

 
Рис. 6.21 Бесконечная цепь  

(задача 6.4.20). 
Рис. 6.22. Электрическая схема  

задачи 6.4.21. 
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Глава 7 

МАГНИТНОЕ ПОЛЕ СТАЦИОНАРНОГО ТОКА  

В ВАКУУМЕ 

§ 7.1. Теоретический материал 

Магнитостатическое поле. Всякий движущийся заряд порож-

дает в окружающем пространстве помимо электрического, и маг-

нитное поле. Магнитное поле, порождаемое постоянными (стацио-

нарными) токами или покоящимися магнитами, является магнито-

статическим полем. Характеристики такого поля не изменяются с 

течением времени. С другой стороны, на любой движущийся заряд, 

помещённый во внешнее магнитное поле, действует со стороны 

этого поля некоторая сила. 

Элемент линейного тока – если электрический ток силы I те-

чет по бесконечно тонкому (в физическом смысле) проводнику, то 

он называется линейным током. В этом случае можно говорить об 

элементе тока на участке dl проводника. Величина Idl называется 

элементом линейного тока. Здесь вектор dl совпадает по направле-

нию с током, текущим в проводнике. Каждый элемент линейного 

тока создаёт своё магнитостатическое поле. 

Магнитная постоянная – в системе единиц СИ 

µ0 ≡ 4π⋅10
-7 

Гн/м (равенство точное), ε0µ0 =1/с
2
, где с – скорость све-

та в вакууме.  

Взаимодействие элементов линейного тока описывается за-

коном Био–Савара–Лапласа–Ампера: сила, действующая на эле-

мент линейного тока I2dl2 со стороны элемента линейного тока I1dl1 

равна 

[ ]
3

12

1212120
12

][

4 r

ddII
d

r
F

ll

π

µ
= ,   (7.1) 

где r12 – вектор, направленный от элемента I1dl1 к I2dl2.  

Взаимодействие элементов тока не удовлетворяет третьему за-

кону Ньютона  dF12 ≠ – dF21, однако для суммарных сил взаимодей-

ствия замкнутых контуров с током третий закон Ньютона выполня-

ется F12 = – F21. 

Вектор магнитной индукции В. В соответствии с принципом 

близкодействия (аналогично электростатике) взаимодействие двух 
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элементов тока можно представить следующим образом: элемент 

тока I1dl1 создаёт в заданной точке магнитное поле, величина и на-

правление которого характеризуется силовой характеристикой поля 

– вектором магнитной индукции В.  

Величина магнитной индукции пропорциональна максималь-

ной силе, действующей на элемент тока (см. (7.2)), или максималь-

ному вращающему моменту, действующему на замкнутый контур с 

током. 

Единицы измерения магнитной индукции – в системе еди-

ниц СИ единицей измерения индукции магнитного поля является 

Тесла 






 =
⋅

=
2м

Вб

мА

Н
Тл . В системе единиц Гаусса индукция маг-

нитного поля измеряется в Гауссах: 1 Тл = 10
4
 Гс. 

Линия магнитного поля – линия, касательная к которой в ка-

ждой точке совпадает по направлению с вектором индукции маг-

нитного поля В в данной точке. Линии магнитного поля – замкну-

тые линии в силу вихревого характера поля В. 

Закон Ампера: сила, действующая на элемент линейного тока, 

помещенный в магнитное поле индукции В, равна 

][ BF ldId = .   (7.2) 

Закон Био–Савара–Лапласа: элемент линейного тока Idl соз-

дает магнитное поле, индукция которого в точке с радиус-вектором 

r, определяется соотношением 

3

0 ][

4 r

dI
d

r
B

l

π

µ
= ;   (7.3) 

тогда для замкнутого линейного тока I: 

 

∫π
µ

=
L

k
r

dI
3

0 ][

4

r
B

l
;   (7.4) 

для объемных токов плотностью j: 

dV
r

V

∫π
µ

=
3

0 ][

4

rj
B .   (7.5) 

Принцип суперпозиции – вектор индукции магнитного поля, 

создаваемого несколькими источниками, равен сумме векторов маг-

нитных индукций, создаваемых каждым из источников поля при 

отсутствии других: 
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B = B1 + B2 +…   (7.6) 

Сила Лоренца: сила, действующая на точечный заряд, движу-

щийся в электромагнитном поле со скоростью v 

][ BvEF qq += .   (7.7) 

Циркуляция вектора А по замкнутому контуру L – интеграл 

вида  

∫
L

dlA . 

Ротор векторной функции А – вектор, проекция которого на 

положительное направление нормали n (положительное направле-

ние вектора нормали n и направление обхода контура связаны пра-

вилом правого винта) равна пределу отношения циркуляции векто-

ра А по физически бесконечно малому контуру L к площади ∆S, 

ограниченной этим контуром 

∫∆
=

→∆
L

S
n d

S
lAA

1
limrot

0
. 

В декартовой системе координат с ортами i, j, k ротор вектора 

А определяется соотношением, которое удобно записать в виде 

символического детерминанта: 

   

zyx AAA
zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇=

kji

AA ][rot .    

Теорема Стокса: циркуляция вектора A по произвольному 

контуру L равна потоку ротора вектора A через любую поверх-

ность, опирающуюся на контур L (позволяет преобразовать инте-

грал по контуру в поверхностный интеграл): 

∫
L

dlA = ∫
S

dSArot    (7.8) 

(см. теоретический материал главы 2, (2.7) – (2.10)).  

Теорема о циркуляции вектора индукции магнитного поля 

в интегральной форме (закон полного тока): 

∫ µ=
L

Id 0lB ,   (7.9) 
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где I – полный ток, охватываемый контуром L. Направление обхода 

контура и знак тока связаны правилом правого винта. 

Дифференциальные уравнения магнитного поля стацио-

нарного тока в вакууме: 

          div B = 0;    (7.10) 

          rot B = µ0 j.    (7.11) 

Уравнение (7.11) является дифференциальной формулировкой 

закона полного тока (7.9). 

Уравнения (7.10) и (7.11) составляют систему уравнений Мак-

свелла для магнитного поля стационарного тока в вакууме. 

Вихревой характер магнитного поля: интегральное уравне-

ние, соответствующее уравнению (7.10), имеет вид 

              0=∫
S

dSB .    (7.12) 

Это означает, что не существует «магнитных зарядов», являю-

щихся источниками этого поля. Математическим условием вихре-

вого характера поля некоторого вектора А является условие 

div А = 0. Силовые линии вихревого поля являются замкнутыми. 

Так как div B = 0, то магнитное поле является вихревым. 

Векторный магнитный потенциал: поскольку div B = 0, а 

div (rot A) ≡ 0, то существует вектор А такой, что  

 B = rot A;     (7.13) 

он называется векторным магнитным потенциалом. Векторный по-

тенциал магнитного поля, создаваемого элементом тока Idl, равен 

ld
r

I
d

π

µ
=

4

0A . 

Калибровка векторного магнитного потенциала. Векторный 

магнитный потенциал А (так же, как и скалярный электрический 

потенциал ϕ) определен неоднозначно (с точностью до градиента 

произвольной функции, поскольку rot (grad f) ≡ 0). Эту неоднознач-

ность можно устранить, наложив на потенциал дополнительное 

условие, называемое условием калибровки:  

1) Кулоновская калибровка (для магнитостатических задач):  
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        div А = 0;    (7.14) 

в этом случае А удовлетворяет уравнению 

                                      jA 0
2 µ−=∇ .       

2) Лоренцевская калибровка (для динамических задач): 

    0
1

div
2

=
∂
ϕ∂

+
tc

A .   (7.15) 

На границах раздела сред тангенциальная компонента вектор-

ного магнитного потенциала А непрерывна. 

Магнитный момент плоского линейного контура площади S 

с током I равен  

          pm = IS n     (7.16) 

где n – положительная нормаль к контуру, обходимому по направ-

лению тока (рис. 7.1). 

Магнитный момент электрического тока – векторная вели-

чина, определяемая соотношением: 

dV

V

m ∫= ][
2

1
jrp  для объемного тока плотности j,          (7.17) 

dS

S

m ∫= ][
2

1
irp  для поверхностного тока плотности i, (7.18) 

  ∫=
L

m dI ][
2

1
lrp     для линейного тока I, (7.19) 

где r – радиус-вектор, проведенный из начала отсчета к элементу 

тока. Магнитный момент замкнутой системы токов не зависит от 

выбора начала отсчета. 

Пользуясь определением (7.19) легко полу-

чить выражение (7.16) для магнитного момента 

плоского линейного кругового контура радиуса 

R с током I (рис. 7.1): 

∫∫
π

=π===
RL

m ISRIRdlIdI

2

2

2

1
][

2

1
nnnrp l , 

или для произвольного плоского линейного кон-

тура: 

 

Рис. 7.1. Магнитный 

момент плоского кру-

гового контура с то-

ком. 
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nnrp ISdSIdI

SL

m === ∫∫ ][
2

1
l , 

где учтено, что 
2

1
[r dl] = n 

2

1
r dl sin(r^dl) = n dS – площадь элемен-

тарного сектора, соответствующего дуге dl. 

Магнитный диполь: если расстояние r от точки, где рассмат-

ривается магнитное поле, много больше линейных размеров l об-

ласти, в которой существует электрический ток, то такой контур с 

током называют магнитным диполем. Вектор индукции магнит-

ного поля магнитного диполя 








 −
π

µ
=

35

0 )(3

4 rr

mm prrp
B .   (7.20) 

Эта формула совпадает по форме с выражением для напряжен-

ности электрического поля точечного электрического диполя (1.4). 

В пределе 0→
r

l
 приведенная формула становится асимптотиче-

ски точной, а магнитный  диполь называется точечным. Если век-

тор r сонаправлен с вектором pm, то 2)( rmm prrp =  и индукция 

магнитного поля на оси диполя выражается соотношением: 

                 
3

0

2 r

mp
B

π

µ
= .   (7.21) 

§ 7.2. Основные типы задач (классификация) 

7.1. Определение индукции магнитного поля, создаваемого 

линейным током заданной конфигурации. 

7.2. Определение индукции магнитостатического поля от без-

граничных распределений токов, обладающих плоской или осевой 

симметрией. 

7.3. Определение индукции магнитостатического поля, создан-

ного заданным распределением магнитных диполей. 

7.4. Определение индукции магнитного поля с использованием 

векторного магнитного потенциала (эквивалентные плоские элек-

тростатические и магнитостатические задачи). 
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§ 7.3. Методы решения и примеры решения задач 

В начале решения необходимо проанализировать условие и оп-

ределить тип, к которому можно отнести данную задачу.  

Особое внимание следует обратить на распределение токов или 

диполей – существуют ли пространственные ограничения рассмат-

риваемой системы, имеется ли симметрия в распределении токов и 

т.п. Исходя из принципов симметрии и суперпозиции, определить 

направление силовых линий результирующего магнитного поля и 

сил, действующих на диполи и проводники с током, фигурирующие 

в данной задаче. 

Среди всего многообразия задач, встречающихся в задачниках, 

можно выделить некоторые базовые задачи. Решение других задач 

основывается на результатах, полученных при решении базовых 

задач. В данной теме к таким основным задачам можно отнести 

следующие – определение магнитной индукции прямого тока 

(7.3.1), кругового витка (7.3.3), бесконечной плоскости, по которой 

течет ток с постоянной плотностью (7.3.6), бесконечной полой 

трубки (7.3.8) и сплошного цилиндрического провода (7.3.10). При 

анализе условия задачи следует попробовать провести аналогию 

между заданной системой и системами из одной или нескольких 

базовых задач. 

Задачи типа 7.1 

Определение индукции магнитного поля линейного  

тока заданной конфигурации 

Метод решения. Если необходимо определить индукцию маг-

нитостатического поля линейного тока, то универсальным методом 

решения является использование закона Био-Савара–Лапласа (7.3)–

(7.5) и принципа суперпозиции (7.6). 

 

Задача 7.3.1. (базовая задача) Определить индукцию магнит-

ного поля, создаваемого отрезком прямого провода длиной 2L в 

точке А, находящейся в плоскости, перпендикулярной отрезку и 

проходящей через его центр, на расстоянии а от провода. Сила тока, 

текущего в проводе, равна I. 

Решение 

В данной задаче ток, магнитное поле которого необходимо оп-

ределить, ограничен в пространстве и расположен симметрично 
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относительно плоскости, указанной в условии.  

Выберем правую декартову систему координат, у которой ось Z 

совпадает с проводом, начало – с центром провода, ось Y проходит 

через точку А (рис. 7.2).  

Рассмотрим произвольный эле-

мент тока длиной dl = dz, находя-

щийся на расстоянии z от начала от-

счета. Он создает в точке А, характе-

ризуемой радиус-вектором r, маг-

нитное поле с индукцией dВ.  

Согласно (7.3) направление век-

тора dВ определяется направлением 

вектора [dl r], т.е вектор dВ направ-

лен на нас перпендикулярно плоско-

сти рисунка (так как в рассматри-

ваемом случае ток течет против на-

правления оси Z и вектор dl направ-

лен в ту же сторону). Силовые ли-

нии поля, создаваемого таким пря-

молинейным участком тока, лежат в 

плоскости, перпендикулярной про-

воду. 

Пусть угол, который составляет некоторый элемент тока с на-

правлением на точку А, равен α. Тогда  

α
=

sin

a
r ; αctgaz = ; 

α

α
−=

2sin

da
dz . 

В соответствии с законом Био-Савара–Лапласа (7.3) 

αα
π

µ
−=α

π

µ
== d

a

I

r

Idz
dBdB x sin

4
sin

4

0

2

0 . 

В силу симметрии задачи для нахождения В можно проинтег-

рировать это выражение по половине провода и удвоить результат: 

1
0

2/

0 cos
2

)sin(
4

2
1

α
π

µ
=αα−

π

µ
== ∫

α

π
a

I
d

a

I
BB x .   

Здесь α1 – угол, который составляет с направлением на точку А 

крайний элемент тока. Так как 
22

1cos
La

L

+
=α , окончательно по-

 

Y

 

Рис. 7.2. Определение индукции 

магнитного поля, создаваемого 

отрезком прямого провода с током 

(задача 7.3.1) 
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лучаем 

22

0

2 La

L

a

I
B

+π

µ
= . 

Ответ: Вектор магнитной индукции лежит в плоскости, пер-

пендикулярной проводу, его модуль равен 
22

0

2 La

L

a

I
B

+π

µ
= . 

Замечание 1. Если плоскость, в которой лежит рассматриваемая 

точка, перпендикулярна проводу, но не проходит через его середи-

ну, то индукция магнитного поля может быть вычислена аналогич-

но:  

)cos(cos
4

21
0 α−α
π

µ
=

a

I
B , 

где α1 и α2 – углы, которые составляют с направлением на точку 

расчета крайние элементы тока. 

Замечание 2. В предельном случае a << L (бесконечный пря-

мой провод) получаем ( )0 2B I a= µ π . Это выражение проще полу-

чить из теоремы о циркуляции (7.9), что показано далее в задаче 

7.3.9. 

 

Задача 7.3.2. Найти величину и направление вектора магнит-

ной индукции в центре плоского контура, имеющего вид прямо-

угольника, если длины его сторон равны соответственно b и с, а ток 

равен I (рис. 7.3). 

Решение 

Так как система проводника с током, 

представленная в условии задачи ограниче-

на в пространстве и представляет собой не-

сколько отрезков линейного тока, то данная 

задача относится к типу 7.2.1. 

Основываясь на решении базовой зада-

чи 7.3.1 можно сказать, что векторы индук-

ции магнитного поля, создаваемые всеми 

сторонами рассматриваемого прямоуголь-

ника, в центре контура (точка О на рис. 7.3) 

будут направлены на нас и перпендикуляр-

ны к плоскости рисунка. Их величины равны:  

 

 

Рис. 7.3. Прямоуголь-

ный проводник с током 

и направление вектора 

магнитной индукции 

(задача 7.3.2) 
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44

2/

2
2

22

0
1

cb

b

c

I
B

+π

µ
=  

(индукция поля, создаваемого отрезками АВ или СD); 

44

2/

2/2 22

0
2

cb

c

b

I
B

+
π

µ
=  

(индукция поля, создаваемого отрезками ВС или DА). 

По принципу суперпозиции (7.6) величина индукции магнит-

ного поля в центре контура равна 

220
21

2
)(2 cb

bc

I
BBB +

π

µ
=+= . 

Ответ: Вектор магнитной индукции направлен перпендику-

лярно плоскости контура по правилу правого винта (см. рис. 7.3) и 

равен по модулю 2202
cb

bc

I
B +

π

µ
= . 

Задача 7.3.3 (базовая задача). Определить величину индукции 

магнитного поля на оси кругового витка радиуса R с током I в зави-

симости от расстояния до его плоскости.  

Решение 

Область существования тока ограничена, а распределение тока 

имеет осевую симметрию.  

В силу осевой симметрии задачи и принципа суперпозиции 

(7.6) вектор индукции магнитно-

го поля кругового витка на его 

оси будет направлен вдоль этой 

оси. Направим ось Х декартовой 

системы координат вдоль оси 

витка, начало координат помес-

тим в центр витка.  

Вектор dB индукции поля, 

создаваемого элементом тока 

Idl, перпендикулярен к векторам 

dl и r и лежит в плоскости, пер-

пендикулярной плоскости коль-

 
Рис. 7.4. К определению индукции 

магнитного поля на оси кругового 

витка с током (задача 7.3.3) 
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ца и проходящей через его диаметр, проведенный через  dl 

(рис. 7.4). Проекция вектора dB на ось Х по закону Био–Савара–

Лапласа (7.3) равна 

dl
r

I
dBx 2

0 sin

4

α
π

µ
= . 

Отсюда получим 

( ) 2/322

2
0

2
0

2
2

sin

4 xR

IR
R

r

I
B

+

µ
=π

α
π

µ
= . 

Ответ: 
( ) 2/322

2
0

2 xR

IR
B

+

µ
= . 

Замечание 1. В центре кольца (х = 0) поле равно
R

I
B

2

0µ= . 

Замечание 2. При x >> R выражение для индукции магнитного 

поля на оси витка 
3

0

3

2
0

3

2
0 2

4

2

42 x

p

x

RI

x

IR
B m

π

µ
=

π
π

µ
=

µ
≈  совпадает с 

выражением (7.21) для индукции поля магнитного диполя на его 

оси. В этом случае виток с током можно рассматривать как магнит-

ный диполь и определять магнитное поле такой системы в произ-

вольной точке по формуле (7.20). 

 

Задача 7.3.4. Два одинаковых круговых витка, ток в каждом из 

которых равен I, располагаются так, что их плоскости параллельны, 

а центры лежат на одной оси на расстоянии L друг от друга. Радиус 

витков R. Предполагая, что токи в витках текут в одном направле-

нии, определить, при каком соотношении между R и L магнитное 

поле в центре системы на оси витков будет максимально однород-

ным, а также величину индукции этого поля. 

Решение 

Выберем систему координат так, чтобы её ось Х совпадала с 

осью витков. Начало координат совместим с центром симметрии 

системы (см. рис. 7.5). 

При решении данной задачи будем опираться на решение базо-

вой задачи 7.3.3. 

Используя принцип суперпозиции, получим, что величина ин-

дукции магнитного поля в произвольной точке (с координатой х) на 

оси равна 
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Рассмотрим магнитное поле вблизи начала координат. При раз-

ложении функции B(x) в ряд в окрестности точки x = 0 получим  

...)0(
2

)0()0()(
2

+′′+′+= B
x

BxBxB  

Поле в окрестности точки x = 0 будет тем однороднее, чем 

больше производных будут равны нулю. Определим, при каком 

расстоянии между витками 0)0( =′B  и 0)0( =′′B . 

Введем обозначения: 
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Тогда 0)0( =′B , если )0()0( 21 FF ′−=′ ;  0)0( =′′B , если 

)0()0( 21 FF ′′−=′′ . 

Дифференцируя полученные функции, получаем: 

условие )0()0( 21 FF ′−=′  выполняется при любых L; 

условие )0()0( 21 FF ′′−=′′  выполняется при L = R. 

Таким образом, поле между витками на их оси максимально 

однородно, если расстояние между витками равно их радиусу. Оп-

ределим значение функции B(x) в точке x = 0 при этом условии. 

Получим 
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Рис. 7.5. Индукция магнитного поля на оси двух круговых витков с 

одинаковыми токами (задача 7.3.4) 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 216 

R

I

R

I 0

2/3

0 715,0
5

4 µ
≈







µ
= . 

Ответ: Поле на оси витков в окрестности центра системы 

максимально однородно при L = R и равно 
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µ
= . 

Замечание 1. Ввиду того, что F2(x) = F1(–x), не только первая 

производная, но и все нечетные производные от F1(x) + F2(x) равны 

нулю при любых L. Таким образом, первой не равной нулю будет 

производная 4 порядка. 

Замечание 2. В поперечном направлении (перпендикулярно оси 

Х) область однородности поля примерно такая же, как и в продоль-

ном, однако доказательство этого факта достаточно сложное. 

Замечание 3. Если в качестве объектов, создающих магнитное 

поле, рассмотреть две одинаковые тонкие катушки из N витков, то 

можно считать их эквивалентными двум кольцам радиуса R с током 

NI в каждом. Если расположить такие катушки соосно друг другу 

на расстоянии, равном их среднему радиусу, то магнитное поле ме-

жду ними можно считать однородным и равным по модулю 

R

NI

R

NI
B 0

2/3

0 715,0
5

4 µ
≈







µ
== . 

Такая система называется катушками Гельмгольца. Наряду с 

соленоидом они используются для создания однородного магнит-

ного поля.  

Задача 7.3.5. Найти величину индукции магнитного поля на 

оси соленоида в произвольной точке (из которой края соленоида 

видны под углами α1 и α2). Радиус сечения соленоида R, плотность 

намотки n витков на единицу длины. Сила тока, текущего в соле-

ноиде равна I. 

Решение 

Учитывая симметрию рассматриваемой системы, выберем ось 

Х системы координат совпадающей с осью соленоида (см. рис. 7.6). 

Точку, в которой требуется определить индукцию магнитного по-

ля, примем за начало отсчета. 

Магнитное поле, создаваемое соленоидом на его оси, можно 

представить как суперпозицию полей dB, создаваемых круговыми 
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витками линейного тока, причем ширина витков равна dx, а сила 

тока в каждом из них равна nIdx. Тогда, аналогично решению базо-

вой задачи 7.3.3, получим 

2

0 sin)(

2 r

RdxIn
dB

αµ
= ; 

здесь α – угол, под которым видно рассматриваемое кольцо шири-

ной dx из точки наблюдения. Из рисунка видно, что 
α

=
sin

R
r ; сле-

довательно, α
α

−= d
R

dx
2sin

. 

 

Рис. 7.6. К определению индукции магнитного поля на оси соленоида  

(задача 7.3.5) 

 

Так как вклады от всех витков имеют одинаковый знак проек-

ции на ось Х, имеем: 

)cos(cos
2

1
)sin(

2
120

0
2

1

α+αµ=αα−
µ

= ∫
α

α−π

Ind
In

B . 

Ответ: )cos(cos
2

1
120 α+αµ= InB . 

Замечание 1. Если длина соленоида много больше его радиуса 

(бесконечный соленоид), то cos α1 = cos α2 = 1. В этом случае поле 

на оси такого соленоида не зависит от точки наблюдения и равно 

max0 BInB =µ= . 

Замечание 2. Для точки, находящейся в центре торца длинного 

соленоида, α1 = π/2, α2 = 0, и индукция магнитного поля равна 

max0
2

1

2

1
BInB =µ= . 
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Замечание 3. Значения углов α1 > π/2, или α2 > π/2 соответству-

ет точкам, лежащим снаружи от соленоида на его оси. Решение за-

дачи не отличается от рассмотренного. При удалении от соленоида 

вдоль его оси α1 → π и α2 → 0, модуль индукции магнитного поля 

В → 0. 

 

Задача 7.3.6. Непроводящая сфера 

радиуса R, равномерно заряженная по 

поверхности с плотностью заряда σ, 

вращается с постоянной угловой скоро-

стью ωωωω вокруг оси, проходящей через 

её центр. Определить магнитную ин-

дукцию в центре сферы.  

Решение 

В силу симметрии задачи её удобно 

решать в сферической системе коорди-

нат. Будем отсчитывать угол θ этой сис-

темы координат от оси Z, направление 

которой совпадает с вектором угловой 

скорости сферы (см. рис. 7.7). 

Рассмотрим произвольное тонкое 

кольцо шириной R dθ, вырезанное из 

рассматриваемой сферы. Так как оно 

вращается с постоянной угловой скоро-

стью вокруг своей оси, то такая система аналогична неподвижному 

кольцу, по которому течет ток силы  

=
θθπσ

=
σ

==
T

RdR

T

dS

T

dq
dI

sin2 2sinR dσω θ θ , 

где Т – период обращения сферы вокруг своей оси. 

Согласно решению базовой задачи 7.3.3, магнитное поле, соз-

даваемое таким витком в центре сферы, направлено вдоль оси Z и 

его индукция равна 

θθ
ωσµ

=θπ
θ

π

µ
= d

R
R

R

dI
dB 30

2

0 sin
2

sin2
sin

4
. 

По принципу суперпозиции интегрированием получим индук-

 
 

Рис. 7.7. Определение индук-

ции магнитного поля, созда-

ваемого вращающейся заря-

женной сферой в ее центре 

(задача 7.3.6). 
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цию магнитного поля в центре сферы: 

R
R

d
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B ωσµ=⋅
σωµ

=θθ
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= ∫
π
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Ответ: ωωωωRσµ= 0
3

2
B . 

Задачи типа 7.2 

Определение индукции магнитостатического поля безгранич-

ных распределений токов, обладающих плоской или осевой сим-

метрией 

Метод решения. При решении модельных задач, в которых 

рассматриваются системы токов, формально не ограниченные в 

пространстве (бесконечные линейные, плоские или объёмные то-

ки), обладающие плоской или осевой симметрией, удобно опирать-

ся на закон полного тока (7.9).  

Аналогично применению электростатической теоремы Гаусса 

(глава 1), здесь при вычислении циркуляции вектора магнитной ин-

дукции по замкнутому контуру ключевым моментом является вы-

бор этого контура. Очевидно, что он должен проходить через точку, 

в которой мы хотим определить величину В, и, кроме этого, вычис-

ление интеграла ∫
L

dlB  должно быть максимально простым. На-

пример, величина В должна быть одинакова на всем протяжении 

контура L, или на одной из частей контура B = const, а на другой 

B = 0, и т.п.; угол α между векторами B и dl не должен меняться 

при обходе контура, или на одной из частей контура α = const, а на 

другой α = 0 или α = π/2. Поэтому при анализе условия задачи осо-

бое внимание следует обратить на картину распределения полей 

вокруг проводников с током. 

Задача 7.3.7 (базовая задача). Безграничная проводящая плос-

кость расположена горизонтально. По ней течет ток, поверхностная 

плотность которого равна i, а направление одинаково во всех точ-

ках. Определить индукцию магнитного поля, создаваемого такой 

плоскостью.  

Решение 

Ввиду симметрии в распределении токов рассматриваемой сис-



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 220 

темы и безграничности плоскости, величина вектора индукции 

магнитного поля этой системы не будет зависеть от расстояния до 

плоскости, а сам вектор будет направлен параллельно плоскости и 

перпендикулярно текущему по ней току. 

В качестве контура L удобно выбрать прямоугольник ABCD, 

две стороны которого параллельны плоскости и перпендикулярны 

току, текущему в ней (см. рис. 7.8). Полный ток, охватываемый 

этим контуром, равен I = ia, где а – длина горизонтально располо-

женной стороны контура.  

На горизонтальных участках контура вектор В не изменяется 

по величине и сонаправлен с вектором dl (участки АВ и СD на 

рис. 7.8). На участках контура, перпендикулярных плоскости (ВС и 

DA), вектор В перпендикулярен dl в каждой точке. Тогда в соответ-

ствии с теоремой о циркуляции 

имеем: 

iaBa

iaI

Bad

L 02
2

µ=⇒







=

=∫ lB
. 

Ответ: Вектор магнитной 

индукции направлен параллель-

но плоскости и перпендикулярен 

направлению тока, а его модуль 

равен 
2

0iB
µ

= . 

Задача 7.3.8. Система состоит из двух параллельных друг дру-

гу безграничных плоскостей с токами, величины которых одинако-

вы. Эти токи создают в пространстве между плоскостями однород-

ное магнитное поле с индукцией В, а снаружи поле отсутствует. 

Найти поверхностную плотность тока, текущего по плоскостям. 

Решение 

Система токов, представленная в данной задаче, эквивалентна 

двум системам базовой задачи 7.3.7. Используя результат этой зада-

чи, можно утверждать, что токи по плоскостям параллельны и те-

кут в противоположных направлениях – иначе согласно принципу 

суперпозиции магнитное поле снаружи от плоскостей должно быть 

отлично от нуля.  

При такой ориентации токов в пространстве между плоскостя-

 

Рис. 7.8. Определение индукции маг-

нитного поля, создаваемого безгранич-

ной проводящей плоскостью (задача 

7.3.7) 
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ми индукция магнитного поля вдвое больше индукции магнитного 

поля одной плоскости, т.е. по модулю равна iB 0µ= . Отсюда нахо-

дим  

0µ
=

B
i . 

Ответ: Направления токов, текущих по плоскостям взаимно 

противоположны, их поверхностные плотности одинаковы по мо-

дулю и равны 0i B= µ . 

Задача 7.3.9 (базовая задача). Найти индукцию магнитного 

поля внутри бесконечного соленоида с плотностью намотки n вит-

ков на метр, по которому течет ток силой I.  

Решение 

В случае плотной намотки магнитное поле внутри длинного 

соленоида близко к однородному, за исключением точек непосред-

ственно вблизи витков обмотки. Поле снаружи длинного соленоида 

вдали от его торцов можно считать близким к нулю.   

Проведем через точку, в 

которой надо найти индукцию 

магнитного поля прямоуголь-

ный контур так, чтобы его 

сторона длины l была парал-

лельна линии В, а противопо-

ложная сторона была вне со-

леноида. Запишем теорему о 

циркуляции вектора В (7.9). 

Пусть ток в витках направлен 

из плоскости чертежа к нам. Плоскость контура пересекают nl вит-

ков, полная величина тока через выбранный контур равна Inl. При 

расчете циркуляции выберем направление обхода против часовой 

стрелки, для которого этот ток будет положительным по правилу 

правого винта. Поскольку вне соленоида поле можно считать рав-

ным нулю, циркуляция по данному контуру равна Bl, откуда следу-

ет Bl = µ0Inl, или B = µ0In.  

Ответ: B = µ0In. 
 

Задача 7.3.10 (базовая задача). По стенке бесконечной тонко-

стенной цилиндрической трубы радиуса R параллельно её оси течет 

 l 

B 

 

Рис. 7.9. К нахождению магнитного поля 

внутри длинного соленоида (задача 7.3.9) 
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ток I. Найти величину индукции магнитного поля внутри и вне 

трубы в зависимости от расстояния до её оси. 

Решение 

В силу симметрии рассматриваемой системы силовые линии 

создаваемого ей магнитного поля являются окружностями, плоско-

сти которых перпендикулярны оси трубы. Для вычисления В(r) 

удобно воспользоваться теоремой о циркуляции. 

1) Найдем индукцию магнитного поля внутри трубы в точке, 

находящейся на расстоянии r от ее оси (r < R). Для этого выберем в 

качестве контура L окружность, центр которой лежит на оси трубы, 

а радиус равен r (рис. 7.10a). Тогда вектор B в каждой точке этого 

контура направлен по касательной к нему, а величина индукции не 

изменяется вдоль всего контура. Однако выбранный нами контур не 

охватывает ток, т.е.  

02

0

2
=π⇒








=

π⋅=∫
rB

I

rBd

L

lB
, 

т.е. магнитное поле внутри цилиндра в любой точке отсутствует.  

2) Найдем теперь индукцию магнитного поля снаружи трубы в 

точке, находящейся на расстоянии r от ее оси (r > R). Проведя рас-

суждения аналогично пункту 1) получим, что выбранная нами в 

качестве контура окружность радиуса r охватывает весь ток I, те-

кущий по трубе, независимо от своего радиуса (рис. 7.10б). Полу-

чим: 

IrB

II

rBd

L 02
2

µ=π⇒







=

π⋅=∫ lB
. 

 

а 
 

б 

Рис. 7.10. К определению индукции магнитного поля внутри (а) и снаружи 

(б) тонкостенной трубы (задача 7.3.10) 
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Отсюда 
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Ответ: 
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Замечание 1. Этот ответ совпадает с ответом задачи 7.3.1, по-

лученным для бесконечно длинного провода с током (замечание 2 к 

задаче 7.3.1), однако данное решение задачи гораздо проще, что 

делает этот способ решения предпочтительным. 

Замечание 2. При r = R (поверхность трубы) индукция магнит-

ного поля в такой системе испытывает скачок. Величина индукции 

на поверхности трубы не определена (в рамках рассматриваемой 

модели бесконечно тонких стенок трубы ток следует рассматривать 

как поверхностный). 

 

Задача 7.3.11. По однородному сплошному бесконечному ци-

линдрическому проводнику радиуса R течет ток I, который равно-

мерно распределен по сечению. Найти величину индукции магнит-

ного поля внутри и вне проводника в зависимости от расстояния до 

оси. Магнитные свойства материала не учитывать. 

Решение 

Данный проводник с током представляет собой бесконечную 

систему с аксиальной симметрией. Линии индукции магнитного 

поля такой системы являются окружностями с центром на оси про-

водника, лежащими в плоскостях, перпендикулярных оси провод-

ника. 

1) Найдем величину индукции магнитного поля внутри про-

водника с током в точке, находящейся на расстоянии r от его оси 

(r < R, рис. 7.11а). Аналогично решению базовой задачи 7.3.10, из 

(7.9) получаем 

jrrB

jrI

rBd

L
2

0

2

2

2

πµ=π⇒







π=

π⋅=∫ lB

, 

где 
2R

I

S

I
j

π
==  – модуль объёмной плотности тока, текущего че-

рез проводник. Окончательно имеем: 
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r
R

I
B

2

0

2π

µ
= . 

Таким образом, при r < R величина индукции магнитного поля 

сплошного проводника, плотность тока в котором постоянна, ли-

нейно зависит от расстояния от оси проводника.  

 

 

а 

 

 

б 

Рис. 7.11. К определению индукции магнитного поля внутри (а) и снаружи (б) 

сплошного цилиндрического проводника (задача 7.3.11) 

 

2) Найдем величину индукции магнитного поля снаружи трубы 

в точке, находящейся на расстоянии r от ее оси (r > R, рис. 7.11б). 

Аналогично пункту 2) базовой задачи 7.3.10 получим 
r

I
B

π

µ
=

2

0 . 

Ответ: 










≥
π

µ
=

<
π

µ
=

.,
2

;,
2

0

2

0

Rr
r

I
B

Rrr
R

I
B

 

Замечание 1. В точке r = R функция B(r) непрерывна, её значе-

ние максимально и равно 
R

I
B

π

µ
=

2

0 . 

Замечание 2. Зависимость модуля индукции магнитного поля, 

создаваемого объемным током постоянной плотности в цилиндри-

ческом бесконечном проводнике, от расстояния до оси проводника 

аналогична зависимости напряженности электрического поля, соз-

даваемого равномерно заряженным по объёму бесконечным цилин-

дром. 

Задача 7.3.12. Проводник из немагнитного материала имеет в 

сечении сложную конфигурацию и представляет собой суперпози-

цию двух бесконечно длинных прямолинейных цилиндрических 

проводников, в области пересечения которых имеется полость П 



Гл. 7. Магнитное поле стационарного тока в вакууме 225 

(см. рис. 7.12а).  

В правой и левой части проводника текут в противоположных 

направлениях токи с одной и той же по модулю объёмной плотно-

стью j. Найти величину и направление индукции магнитного поля в 

полости. Расстояние между осями цилиндрических составляющих 

проводника АС = d.  

Решение 

Рассмотрим систему из 

двух сплошных цилиндров А и 

С, в которых токи текут рав-

номерно во всем объёме. Тогда 

в области перекрытия цилинд-

ров (полость П на рис. 7.12а) 

тока не будет – таким образом, 

сконструированная нами сис-

тема в отношении пространст-

венного распределения тока 

идентична системе, представ-

ленной в условии задачи.  

Рассмотрим произвольную 

точку М, находящуюся внутри 

области перекрытия токов (см. 

рис. 7.11б). Согласно решению 

базовой задачи 7.3.11, величи-

на индукции магнитного поля, 

созданного в этой точке ци-

линдром А, определяется соот-

ношением AMr
j

B
2

0
1

µ
=  и на-

правлена перпендикулярно вектору rAM. Аналогично, величина ин-

дукции магнитного поля, созданного в этой точке цилиндром С, 

определяется соотношением CMr
j

B
2

0
2

µ
=  и направлена перпенди-

кулярно вектору rСM. В векторном виде индукции магнитных полей 

цилиндров в точке М можно записать в виде 

][
2

1
0

1 AM

j
rB l

µ
= ,  ][

2
2

0
2 BM

j
rB l

µ
= , 

где векторы l1 и l2 – единичные векторы, сонаправленные с токами в 

         а 

 

б 

Рис. 7.12. Проводник сложной конфигу-

рации с полостью П и распределение в 

нём объёмных токов (а) и определение 

индукции магнитного поля в полости (б) 

(к задаче 7.3.12) 
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проводниках А и С соответственно, т. е. l1 = – l2.  

Используя принцип суперпозиции, получим 

( ) ( )[ ]=−
µ

=+
µ

=+= BMAMBMAMM

jj
rrrrBBB 1

0
21

0
21

2
][][

2
lll  

[ ]AC1
0

2
l

jµ
= . 

Таким образом, магнитное поле в полости П однородно. Ин-

дукция этого поля равна 0

2

j
B d

µ
=  и направлена в плоскости ри-

сунка перпендикулярно линии, соединяющей оси проводников А и 
С. 

Ответ: вектор ACB ⊥   и равен по модулю d
j

B
2

0µ= . 

Задачи типа 7.3 

Определение индукции магнитостатического поля, созданного 

заданным распределением магнитных диполей. 

Метод решения. Определение индукции магнитного поля, 

созданного заданной системой магнитных диполей, является одной 

из важнейших задач магнитостатики. Особое значение эта задача 

приобретает в разделе «Магнитостатика магнетиков», так как маг-

нитный момент является основной величиной, характеризующей 

магнитные свойства вещества. Для замкнутых линейных токов на 

большом расстоянии от них поле аналогично полю диполя, поэтому 

решение задачи значительно упрощается при использовании ди-

польного описания. 
 

Задача 7.3.13 (базовая за-

дача). Точечный магнитный 

диполь с моментом pm, на-

правленным вдоль оси OY, 

расположен в начале декарто-

вой системы координат 

(рис. 7.13). Определить вели-

чину индукции магнитного 

поля в точке М с координатами 

(х, y).  

 

Рис. 7.13. Ориентация магнитного дипо-

ля pm относительно декартовой системы 

координат (задача 7.3.13) 
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Решение 

Согласно соотношению (7.20) вектор индукции магнитного по-

ля в точке, определяемой радиус-вектором r, равен 








 −
π

µ
=

35

0 )(3

4 rr

mm prrp
B . 

Определим проекцию вектора В на ось Х. Так как магнитный мо-

мент диполя перпендикулярен этой оси, то  

0
3

=








x

m

r

p
, 







 ϑϑ
π

µ
=








π

µ
=

5

0

5

0 sincos3

4

)(3

4 r

rrp

r
B m

x

m
x

rrp
. 

Здесь ϑ – угол между векторами pm и r, поэтому 

22;sin;cos yxr
r

x

r

y
+==ϑ=ϑ . 

Отсюда получаем 
2522

0

)(

3

4 yx

xyp
B m

x
+π

µ
= . 

Аналогично имеем для компоненты магнитного поля, парал-

лельной оси Y: 

=







−

ϑ

π

µ
=







 −
π

µ
=

35

22
0

35

0 cos3

4

)(3

4 r

p

r

rp

rr
B mm

y

mm
y

prrp
 

2522

22

0

)(

)2(

4 yx

xypm

+

−

π
µ

= . 

Окончательно получаем 

( )
( ) 2522

22222

022
2

4 yx

yxxy
pBBB myx

+

++

π

µ
=+= . 

Ответ: 
2522

22222

0

)(

)2(

4 yx

yxxy
pB m

+

++

π

µ
= . 

Замечание. Эту задачу удобно решать в сферической системе 

координат аналогично задаче 1.3.23 главы 1 (определение напря-

жённости поля точечного электрического диполя). В этом случае 

положение точки М определяется длиной радиус-вектора r и по-

лярным углом ϑ, а величина магнитной индукции поля диполя в 

этой точке может быть представлена как 1cos3
4

2

3

0 +ϑ
π

µ
=

r

p
B m . 
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Задача 7.3.14. Два точечных магнитных диполя с равными по 

величине моментами 
1 2m m m= =p p p  находятся на некотором 

расстоянии друг от друга. Их магнитные моменты лежат в одной 

плоскости и ориентированы взаимно перпендикулярно. При какой 

ориентации магнитных моментов относительно соединяющей их 

прямой индукция магнитного поля в точке О, расположенной посе-

редине между диполями, будет минимальной и максимальной? 

Решение 

Пусть расстояние между ди-

полями равно 2а. В выбранной 

системе отсчета (см. рис. 7.14) 

компоненты индукции магнитно-

го поля, созданного левым и пра-

вым магнитными моментами в 

точке О согласно соотношению 

(7.20) соответственно равны: 

Левый диполь 
1m

p : 

=






 θ
−

θ

π

µ
=

35

2
0

1

coscos3

4 a

p

a

ap
B mm

x 3

0 cos

2 a

pm θ

π

µ
;    

3

0
1

sin

4 a

p
B m

y

θ

π

µ
= ; 

Правый диполь
2m

p : 

=
π+θ

π
µ

=
3

0
2

)2cos(

2 a

p
B m

x 3

0 sin

2 a

pm θ

π

µ
− ;      

3

0

2

cos

4 a

p
B m

y

θ

π

µ
−= . 

Согласно принципу суперпозиции для величины индукции 

магнитного поля получим: 

=+++
π

µ
=θ 2

21

2

213

0 )()(
4

)(
yyxx

m BBBB
a

p
B  

22

3

0 )sin(cos)sin(cos4
4

θ+θ+θ−θ
π

µ
=

a

p
m = θ−

π

µ
2sin35

4 3

0

a

p
m . 

Исследование этой функции на экстремум дает: 

Минимум:   при 
4

5
,

4
min

ππ
=θ   Bmin= 3

0 2

4 a

pm

π
µ

, 

 

B 

Pm1 
Pm2 

B1 
B2 

X 

Y 

θ 
θ +π/2 

O 

 
 

Рис. 7.14. Определение индукции маг-

нитного поля от двух взаимно перпен-

дикулярных магнитных диполей (зада-

ча 7.3.14) 
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Максимум: при 
4

7
,

4

3
max

ππ
=θ    B = Bmax= 3

0 22

4 a

pm

π
µ

. 

Ответ: B(0) = Bmin при 
4

5
,

4

ππ
=θ ; B(0) = Bmax при 

4

7
,

4

3 ππ
=θ . 

Замечание. В сферической системе координат аналогичная за-

дача для электрического диполя решена в главе 1 (задача 1.3.24). 

 

Задача 7.3.15. Непроводящая сфера радиуса R, равномерно за-

ряженная по поверхности с плотностью заряда σ, вращается с по-

стоянной угловой скоростью ωωωω вокруг оси, проходящей через её 

центр. Определить магнитный момент такой системы. 

Решение 

Согласно определению (7.18) 

магнитный момент поверхностного 

тока можно рассчитать по формуле 

dS

S

m ∫= ][
2

1
irp . 

Так как сфера вращается с по-

стоянной угловой скоростью, то по-

верхностная плотность тока опреде-

ляется соотношением (§6.1 глава 6)  

][ xvi ωωωωσ=σ=  

(см. рис. 7.15). Таким образом, век-

тор плотности тока направлен по ка-

сательной к поверхности сферы в 

каждой точке, а его величина опре-

деляется как θσω= sinRi . Учитывая, что в данной задаче r = R, 

получим 

[ ] ( )) (
2 2

m

S S

dS dS
σ σ

= = − =  ∫ ∫p R x Rx x Rω ω( ω)ω ω( ω)ω ω( ω)ω ω( ω)

S

) (
2 2

S

dS dS
σ σ

= −∫ ∫Rx x Rω( ω)ω( ω)ω( ω)ω( ω) . 

В силу симметрии задачи второй интеграл в этом выражении 

 

Рис.7.15. К определению магнит-

ного момента вращающейся за-

ряженной сферы (задача 7.3.15) 
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равен 0. Угол между векторами R и x в любой точке сферы равен 

α = 90°– θ. Учитывая, что θπ= dxRdS 2 , θ= sinRx , получим 

( ) 2 4 3 4

0 0

4
p sin sin 2 sin sin

2 3
m z

( R ) R d R d R

π πσ
= ω θ θ π θ θ = σ ωπ θ θ = πσ ω∫ ∫ , 

или в векторной форме  

ωωωωωωωω 2
22

3

1

3

)4(
QR

RR
m =

σπ
=p , 

где σπ= 24 RQ  – заряд сферы. 

Ответ: ωωωωσπ= 4

3

4
Rmp . 

Замечание. Если рассмотреть вращающуюся заряженную сфе-

ру как суперпозицию плоских витков с током, каждый из которых 

имеет магнитный момент dpm, то магнитное поле сферы можно вы-

числить, как суперпозицию магнитных полей, создаваемых всеми 

магнитными моментами. В соответствии с формулой (7.21) магнит-

ное поле диполя на его оси равно 
3

0 p2

4
B

r

m

π

µ
= , тогда индукцию 

магнитного поля в центре сферы можно вычислить как  

ωωωωωωωω RR
RRR

d mm σµ=σπ
π

µ
=

π

µ
=

π

µ
= ∫ 0

4

3

0

3

0

3

0

3

2

3

4

2

p

2

p2

4
B , 

что соответствует ответу задачи 7.3.6. 

Задачи типа 7.4 

Определение индукции магнитного поля с использованием век-

торного магнитного потенциала (эквивалентные плоские элек-

тростатические и магнитостатические задачи). 

Метод решения. Если записать дифференциальное уравнение 

магнитного поля стационарного тока в вакууме (7.10) jB 0= rot µ  и 

учесть, что векторный магнитный потенциал связан с индукцией 

магнитного поля соотношением B = rot A, то с учетом условия ка-

либровки векторного потенциала (7.14) получим  

jA 0
2 µ−=∇ . 

Это уравнение эквивалентно трем скалярным уравнениям: 

xx jA 0
2 µ−=∇ , yy jA 0

2 µ−=∇ , zz jA 0
2 µ−=∇ , 
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каждое из которых аналогично уравнению для скалярного потен-

циала ϕ электрического поля в пустоте от зарядов с объёмной 

плотностью ρ  (уравнение Пуассона (2.18), глава 2): 

ρ
ε

−=ϕ∇
0

2 1
, 

решение которого известно из электростатики, и для заряда объём-

ной плотности ρ, сосредоточенного в ограниченной области про-

странства V, имеет вид: 

∫
ρ

πε
=ϕ

V
r

dV

04

1
 . 

Удобнее всего сопоставлять уравнения для скалярного ϕ и век-

торного A потенциалов для однонаправленного (однокомпонентно-

го) тока, когда, например, jx = jy = 0, а jz = jz(x, y) и не зависит от z 

(плоские задачи). Тогда, если распределение плотности электриче-

ского заряда ),( yxρ=ρ  аналогично распределению тока jz(x, y), то 

решения уравнений 

),(
1

0

2 yxρ
ε

−=ϕ∇     и     ),(0
2 yxjA zz µ−=∇   

дают функции ϕ(x,y) и Az(x,y), имеющие одинаковые пространст-

венные распределения. Значит, они равны с точностью до постоян-

ных множителей. Чтобы перейти от решения электростатической 

задачи к магнитостатической, нужно сделать замены  

ϕ → Az, 
0ε
ρ

→ µ0 jz, Ex → By, Ey → –Bx, Er → Bϕ, Eϕ → –Br. (7.22) 

Однако следует учесть, что в этом случае, как следует из при-

веденных соотношений, векторы E и B взаимно перпендикулярны. 

Таким образом, ответ многих магнитостатических задач можно 

записать сразу без решения задачи, используя известное решение 

эквивалентной задачи электростатики. 

При решении обратной задачи – нахождения потенциала А по 

известному полю индукции В – в случае задач с элементами сим-

метрии может быть полезно интегральное соотношение, следую-

щее из теоремы Стокса (7.8):  

∫∫∫ ==
SSL

ddd SSl BAA rot .           (7.23) 
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Задача 7.3.16.  Найти векторный потенциал (в кулоновской ка-

либровке) для однородного магнитного поля с индукцией В. 

Решение 

Направим ось Z декартовой системы координат вдоль вектора 

В. Учитывая, что В имеет только одну ненулевую компоненту Bz, 

запишем в декартовых координатах соотношение (7.13): 

B
y

A

x

A
B xy

zz =
∂
∂

−
∂

∂
== )(rot A .   

0)(rot =
∂

∂
−

∂
∂

==
z

A

y

A
B

yz
xx A ,  

0)(rot =
∂
∂

−
∂
∂

==
x

A

z

A
B zx

yy A . 

Очевидно, что с точностью до константы решениями являются 

следующие векторы: A = B{–y; 0; 0}, A = B{0; x; 0} и любая их су-

перпозиция, например, сумма, которая наиболее компактно запи-

сывается в векторном виде  

A = }0;;{
2

1
xyB − = 

2

1
[B r]; 

Кулоновской калибровке div A = 0 удовлетворяют все три решения. 

Ответ:  A(x,y) = 
2

1
B{–y; x; 0} = 

2

1
[B r];  

     A(x,y) = B{–y; 0; 0}, A(x,y) = B{0; x; 0}. 

Задача 7.3.17 (базовая задача). Найти векторный магнитный 

потенциал A и индукцию магнитного поля B на расстоянии r от 

прямолинейного бесконечного тонкого проводника, по которому 

течёт постоянный ток I. 

Решение 

Эквивалентная задача электростатики: найти потенциал ϕ 

и напряженность Е электростатического поля, созданного прямо-

линейным безграничным тонким проводником, на котором равно-

мерно распределён электрический заряд с линейной плотностью γ. 
Решение данной задачи было рассмотрено выше (задача 1.3.13 гла-

вы 1 и задача 2.3.11 главы 2) и имеет следующий вид 
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C

r
ln

2

1

0

γ
πε

−=ϕ ; 
r

Er

γ

πε
=

02

1
, 

где r – расстояние от провода, С – произвольная константа, имею-

щая размерность длины. Вектор напряженности электрического 

поля здесь направлен перпендикулярно проводнику.  

Выберем цилиндрическую систему координат, полярная ось Z 

которой совпадает с проводником, а её направление – с направле-

нием тока I.  

Используя эквивалентность электростатической и магнитоста-

тической задач и производя замены (7.22), получим 

C

r
IAA z ln

2

0

π

µ
−== ; 

r

I
BB

π

µ
== ϕ

2

0 . 

Вектор индукции магнитного поля прямого безграничного тока 

лежит в плоскости (XY) и касателен к окружности радиуса r, центр 

которой лежит на проводнике. Векторный магнитный потенциал 

этого поля имеет одну компоненту вдоль оси Z. 

Ответ:  
C

r
IAA z ln

2

0

π

µ
−== ; 

r

I
BB

π

µ
== ϕ

2

0 . 

Замечание: Тот же ответ для величины магнитной индукции В 

был получен ранее из уравнения Био-Савара–Лапласа (задача 7.3.1, 

Замечание 2) и из теоремы о циркуляции вектора В (задача 7.3.9). 

Задача 7.3.18. По поверхности длинного кругового цилиндра 

радиуса R вдоль его оси течет поверхностный ток с постоянной 

плотностью i. Определить магнитный потенциал A и индукцию 

магнитного поля B этого тока. 

Решение 

Выберем цилиндрическую систему координат, ось Z которой 

совпадает с осью цилиндра, а направление – с вектором плотности 

тока. 

Эквивалентная задача электростатики: длинный круговой 

цилиндр радиуса R заряжен по поверхности с постоянной поверх-

ностной плотностью заряда σ. Определить ϕ и E для этой систе-

мы зарядов. 

Данная магнитостатическая задача была решена выше (глава 1, 

задача 1.3.12). Используя решение этой задачи и условия (7.22), 

можно записать для областей внутри и снаружи цилиндра 
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§ 7.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 7.4.1. Определить величину индукции магнитного поля 

в центре равностороннего треугольника со стороной а, если: 

а) его обтекает ток I; 

б) источник ЭДС подключен к двум вершинам треугольника. 

Поле подводящих проводов не учитывать, сопротивление всех 

сторон треугольника одинаково. 

Ответ: а) 
a

I
B

π

µ
=

2

9 0 ;   б) В = 0. 

Задача 7.4.2. Найти величину индукции 

магнитного поля в центре плоской спирали, 

по которой течет ток силы I. Спираль заклю-

чена между окружностями радиусов R1 и R2 

(R1 > R2, рис.7.16). Общее число витков спи-

рали N. Поле подводящих проводов не учиты-

вать. 

для задачи электростатики:  

для r < R: ϕin
 = C1, E

in
 = 0; 

для r > R: ϕex
 = 

2

ln
0 C

r
R

ε
σ

−  Er
ex

 = 
r

R

0ε

σ
; 

граничные усло-

вия: (r = R) 
ϕex

 = ϕin
, Er

ex
 – Er

in
 = 

0ε
σ

; 

 для задачи магнитостатики:  

для r < R: A = C1, B = 0; 

для r > R: Az
ex

 = 
2

ln0
C

r
iRµ− , Bϕ

ex
 = 

r

R
i0µ ; 

граничные усло-

вия: (r = R) 
Az

ex 
=

 
Az

in
, Bϕ

ex
 – Bϕ

in
 = 0µ i. 

 
Рис. 7.16. Проводник 

в виде плоской спи-

рали (задача 7.4.2) 
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Ответ: 
( )12

120

2

)/ln(

RR

RRIN
B

−
µ

= . 

 

Задача 7.4.3. Ток I течет по тонкому 

замкнутому проводнику, показанному на 

рис. 7.17. Радиус изогнутой части проводника 

равен R, угол 2ϕ=90°. Найти величину индук-

ции магнитного поля в точке О. 

Ответ: 






 +
π

π

µ
= 1

4

3

2

0

R

I
B . 

 

Задача 7.4.4. Найти величину индукции 

магнитного поля в точке О для контура с током 

I, который показан на рис. 7.18. Радиусы а, b и 

угол ϕ известны. 

Ответ: 






 ϕ
+

ϕ−π
π

µ
=

ba

I
B

2

4

0 . 

 

 

Задача 7.4.5. Найти величину 

индукции магнитного поля в точке О 

для проводника с током I, который 

показан на рис. 7.19. Горизонталь-

ные части провода можно считать 

бесконечно длинными, радиус полу-

кольца равен R. 

Ответ: 
R

I
B

4

0µ= . 

Задача 7.4.6. Найти индукцию маг-

нитного поля в точке О, если проводник 

с током I имеет вид, показанный на 

рис. 7.20. Горизонтальные части прово-

да можно считать бесконечно длинны-

ми, радиус полукольца равен R. 

Ответ: 20 4
4

π+
π

µ
=

R

I
B , вектор B 

 

Рис. 7.17. Замкнутый 

проводник с током I  

(задача 7.4.3) 

 
Рис. 7.18. Замкнутый 

проводник с током I 

(задача 7.4.4) 

 

Рис. 7.19. Проводник с током  

(задача 7.4.5) 

 
Рис. 7.20. Проводник с током 

I (задача 7.4.6) 
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лежит в плоскости XZ под углом α к оси ОХ, где tgα ≈ 0,63. 

Задача 7.4.7. Однородный ток плотности j течет внутри неог-

раниченной пластины толщины 2d параллельно ее поверхности. 

Пренебрегая влиянием вещества пластины, найти зависимость ве-

личины индукции магнитного поля этого тока от расстояния х, от-

считываемого от средней плоскости пластины. 

Ответ: 




≥µ=

≤µ=

.,

;,

0

0

dxjdB

dxjxB
 

Задача 7.4.8. Из куска изолированной проволоки сделан круг-

лый виток и подключен к источнику тока с постоянной ЭДС. Как 

изменится индукция магнитного поля в центре круга, если из того 

же куска проволоки сделать два прилегающих друг к другу соос-

ных витка? 

Ответ: увеличится в 4 раза. 

Задача 7.4.9. Бесконечно длинный цилиндрический провод со-

стоит из двух коаксиальных цилиндров. Внутренний сплошной ци-

линдр, изготовленный из немагнитного материала, имеет радиус R1. 

Радиус внешнего пустотелого цилиндра равен R2. Вдоль цилиндров 

текут постоянные токи одинаковой величины I, но направленные 

противоположно. Определить зависимость величины индукции 

магнитного поля от расстояния до оси провода B(r). 

Ответ: r
R

I
B

2
1

0

2π

µ
= ,  r < R1; 

r

I
B

π
µ

=
2

0 ,  R1 ≤ r ≤ R2; 

0=B ,  r ≥ R2. 

Задача 7.4.10. Внутри длинного прямого провода круглого се-

чения имеется длинная круглая цилиндрическая полость, ось кото-

рой параллельна оси провода и смещена относительно неё на рас-

стояние d. По проводу течет постоянный ток плотности j, равно-

мерно распределенный по его сечению. Пренебрегая влиянием ве-

щества провода, определить величину индукции магнитного поля 

внутри полости. 
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Ответ: jdB
2

0µ= . 

7.4.11. Вдоль длинной тонкостенной цилиндрической трубки 

радиуса R течет постоянный ток I. В стенке трубки имеется тонкая 

щель ширины d, параллельная оси трубки. Определить величину 

индукции магнитного поля В в точке, лежащей внутри трубки на её 

радиусе, если расстояние от середины щели до рассматриваемой 

точки равно r (r, R >> d). 

Ответ:  
rR

Id
B

2

0

4π

µ
≈ . 

 

Задача 7.4.12. Непроводящий тонкий диск радиуса R, равно-

мерно заряженный с одной стороны с поверхностной плотностью 

σ, вращается вокруг своей оси с угловой скоростью ωωωω. Найти: 

а) величину индукции магнитного поля в центре диска; 

б) модуль магнитного момента диска. 

Ответ: а) 
2

0 R
B

σωµ
= ; б) 

4

4R
pm

πσω
= . 

Задача 7.4.13. Заряд Q равномерно распределен по объёму од-

нородного шара радиуса R, который вращается вокруг оси, прохо-

дящей через его центр, с угловой скоростью ωωωω. Найти магнитный 

момент такой системы. 

Ответ: ωωωω
5

2RQ
m =p . 

 

Задача 7.4.14. В каких точках на расстоянии R от точечного 

магнитного момента pm величина индукции магнитного поля будет 

иметь максимальное и минимальное значения? 

Ответ: 
3

0
max

2 R

p
BB m

π
µ

==  в точках, радиус-вектор которых 

составляет с горизонталью углы θ = 0, π; 

3

0
min

4 R

p
BB m

π

µ
==  в точках, радиус-вектор которых 

составляет с горизонталью углы 
2

3
,

2

ππ
=θ . 
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Задача 7.4.15. Вдоль оси длинного кругового цилиндра радиу-

са R течет ток с постоянной плотностью j. Найти векторный маг-

нитный потенциал А магнитного поля в зависимости от расстояния 

r до оси цилиндра. 

Ответ: Если принять А(0) = 0, то  

для r ≤ R:  jA
20

4
rin π

π

µ
−= ;   

для r ≥ R: ex
A = j

1







 +π
π

µ
−

2
ln2

4

20

R

r
R ; 

 

Задача 7.4.16.  Найти векторный магнитный потенциал А 

внутри и вне длинного (бесконечного) соленоида радиуса а, внутри 

которого протекающим током создается однородное магнитное по-

ле с индукцией В. Положить А = 0 на оси соленоида. 

Ответ (в цилиндрических координатах (r, ϕ, z)):  

При любом z внутри соленоида BrA
2

1
=ϕ ; снаружи 

r

Ba
A

2

2

=ϕ . 

Линии векторного поля А образуют окружности с центром на 

оси соленоида, лежащие в плоскости, перпендикулярной этой оси. 

Указание: можно воспользоваться теоремой о циркуляции век-

тора А (7.23). 
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Глава 8 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ. КОЭФФИЦИЕНТЫ 

САМОИНДУКЦИИ И ВЗАИМОИНДУКЦИИ 

§ 8.1. Теоретический материал 

Потоком вектора магнитной индукции В через поверхность 

S называется поверхностный интеграл  

∫∫ ==
SS

n ddSBФ SB .    (8.1) 

Вектор dS направлен по нормали n к 

элементарной площадке dS и имеет модуль, 

равный ее площади. Для согласования знаков 

принято, что направление вектора нормали n 

и направление обхода контура связаны пра-

вилом правого винта, как показано на 

рис. 8.1.  

Единицей магнитного потока в системе 

СИ является вебер  (Вб = Т⋅м2
). 

Закон электромагнитной индукции Фарадея устанавливает 

динамическую связь магнитных явлений с электрическими.  

Интегральная форма закона электромагнитной индукции: 

ЭДС электромагнитной индукции E в произвольном контуре L 

пропорциональна скорости изменения магнитного потока Ф через 

произвольную поверхность S, опирающуюся на этот контур: 

     
t

Ф

∂
∂

−=E .                                          (8.2) 

Знак минус в (8.2) означает, что индукционный ток, вызывае-

мый ЭДС индукции в проводниках, своим магнитным полем проти-

водействует изменению магнитного потока, его породившего (пра-

вило Ленца). 

Появление ЭДС электромагнитной индукции объясняется рабо-

той силы Лоренца, действующей на заряд в электромагнитном поле 

(7.7) 

][ BvEF qq += , 

 n 

 

Рис. 8.1. К определению 
направления вектора 
нормали к плоскому 
контуру 
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где v – скорость движения заряда. В разных физических ситуациях 

и разных системах отсчета эта сила может иметь только электриче-

скую компоненту (первое слагаемое), или только магнитную (вто-

рое слагаемое) или быть суммой этих компонент. 

Изменение потока Ф(t) может быть вызвано двумя разными 

причинами, которые могут действовать и совместно. Им соответст-

вуют две следующие ситуации: 

1)  Вектор магнитной индукции B постоянен, а Ф(t) меняется 

за счет движения проводников, например, из-за деформации прово-

дящего контура или изменения его ориентации относительно на-

правления вектора В.  

2)  Проводящий контур неподвижен, а Ф(t) меняется за счет 

изменения величины и направления B(t). 

В случае 1) ЭДС индукции возникает из-за магнитной состав-

ляющей силы Лоренца, которая в данной ситуации действует на 

заряды, которые движутся вместе с проводником: 

F = q [vB]. 

В замкнутой цепи эта сторонняя сила порождает ЭДС индук-

ции 

                                    [ ]∫∫ ==
LL

dd
q

ll vBF
1

E .   (8.3) 

Данный интеграл преобразуется к виду (8.2) [1, §44]. 

Если взять систему отсчета, движущуюся вместе с данным 

участком проводника, то магнитная составляющая силы Лоренца не 

возникнет, поскольку в такой системе заряды будут неподвижны. 

Появление же ЭДС индукции в этом участке можно объяснить ре-

лятивистским эффектом – появлением электрического поля, возни-

кающим в движущейся системе отсчета. Это поле для скоростей, 

много меньших скорости света, определяется следующей формулой 

[1, §11]: 

       E = [vB],    (8.4) 

В этом случае ЭДС возникает за счет работы электрической состав-

ляющей силы Лоренца, и ее величина приводит к тому же самому 

значению ЭДС (8.3). 

В случае 2) ЭДС индукции обусловлена работой вихревого 

электрического поля Евихр, возникающим в пространстве при изме-
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нении магнитного поля В(t). В отличие от электростатического по-

ля, поле Евихр не потенциально и возникает в отсутствие электриче-

ских зарядов. Локальная взаимная связь Евихр и В(t) определяется 

следующим уравнением (8.5), которое входит в систему четырех 

фундаментальных уравнений электродинамики Максвелла. 

Дифференциальная форма закона электромагнитной ин-

дукции 

t
вихр ∂

∂
−=

B
Erot .   (8.5) 

Пользуясь теоремой Стокса ((7.8) главы 7) величину ЭДС ин-
дукции в замкнутом контуре L, вызванной вихревым электриче-
ским полем, можно представить в виде (8.2): 

t
d

t
d

t

B
dd

SSSL

вихр ∂

Φ∂
−=

∂

∂
−=

∂

∂
−=⋅== ∫∫∫∫ SBSSEE rotlE . 

Таким образом, интегральное соотношение (8.2) является уни-
версальным, так как описывает оба варианта возникновения ЭДС, в 
том числе и при их совместном действии. 

Индуктивность линейного проводящего контура (коэффи-
циент самоиндукции) – коэффициент пропорциональности L ме-
жду силой тока в контуре I и магнитным потоком Ф(I), который 
этот ток создает через произвольную поверхность, опирающуюся 
на этот контур 

Ф(I) = LI.    (8.6) 

Индуктивность положительна, ее величина в вакууме опреде-
ляется только формой и размером контура.  

Единица индуктивности в системе СИ называется генри (Гн). 

Энергия магнитного поля линейного контура с током 

2

2

1

2

1
LIФIW == .   (8.7) 

Индуктивность произвольного проводящего контура определя-

ется из соотношения 21

2
W LI= .  

Коэффициентом взаимной индукции линейных контуров Lji 
называется коэффициент пропорциональности между магнитным 
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потоком Фj, создаваемым в j-м контуре магнитным полем от тока Ii, 
протекающего по i-му контуру: 

Фj(Ii) = LjiIi.     (8.8) 

Величина Lji определяется формой, размерами и взаимным 
расположением контуров. Знак Lji может быть как положительным, 
так и отрицательным в зависимости от взаимной ориентации кон-
туров и направлений токов в них, которые приняты за положитель-
ные. В вакууме или в средах с линейной магнитной восприимчиво-
стью (диа- и парамагнетики) коэффициенты взаимной индукции 
симметричны по индексам (теорема взаимности [1, §47]) 

Lij = Lji.           (8.9) 

Энергия магнитного поля системы контуров с током 

ij

ij

ji IILW ∑=
,2

1
.    (8.10) 

Эту энергию можно разбить на две части  

ij

ij
ij

jii

i

ii IILILW ∑∑
≠

+=
,

2

2

1

2

1
. 

Первое слагаемое – сумма собственных энергий контуров, вто-
рое – сумма энергий их взаимодействия Wij, которая может быть как 
положительной, так и отрицательной. Полная энергия всегда поло-
жительна.  

Коэффициент взаимной индукции произвольных контуров 
определяется по энергии их взаимодействия  

ij взаим ij i jW L I I= . 

§ 8.2. Основные типы задач (классификация) 

8.1. Нахождение ЭДС индукции в линейных проводниках, дви-
жущихся в постоянном магнитном поле.  

8.2. Нахождение ЭДС индукции в проводящих телах, движу-
щихся в постоянном магнитном поле. 

8.3. Нахождение ЭДС индукции в изменяющемся магнитном 
поле. 

8.3. Нахождение вихревого электрического поля. 
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8.4. Расчет индуктивности контуров, состоящих из линейных 
проводников.  

8.5. Расчет индуктивности проводников с пространственно 
распределенными токами. 

8.6. Определение коэффициента взаимной индукции контуров 

§ 8.3. Методы решения и примеры решения задач 

Задачи типа 8.1 

Нахождение ЭДС индукции в линейных проводниках, движущихся в 
постоянном магнитном поле 

Метод решения – применение общего интегрального соотно-
шения (8.2) либо расчет на основании силы Лоренца (8.3).  

В обоих случаях требуется выбрать контур, который проводит-
ся по линейным проводникам цепи.  

Использование (8.3) требует расчета контурного интеграла для 

расчета работы силы Лоренца, и поэтому удобно при простой фор-

ме контура, например прямоугольной. 

Применение (8.2) для нахождения ЭДС индукции требует оп-
ределения потока через площадь контура, то есть интегрирования 
по поверхности, ограниченной контуром. Этот вариант будет про-
ще, если все проводники лежат в одной плоскости, а величина нор-
мальной компоненты индукции Вn на поверхности контура посто-
янна или задана легко интегрируемой функцией координат. 

Использование релятивистского соотношения (8.4) для реше-
ния типовых задач курса общей физики в большинстве случаев не 
оправдано, поскольку приводит к ненужному усложнению. Это 
особенно проявляется в случае непоступательного движения про-
водников, например, при их вращении, поскольку закон преобразо-
вания полей (8.4) относится к инерциальным системам отсчета. 

 

Задача 8.3.1 (базовая задача).  Длинный прямой провод, по 
которому течет ток I0, и П-образный проводник ABCD с подвижной 
перемычкой AB длины l расположены в одной плоскости. Сторона 
CD контура расположена на расстоянии а от проводника. Перемыч-
ку перемещают с заданной постоянной скоростью v (рис.8.2). Най-
ти:  
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1) ЭДС индукции в контуре как функцию расстояния от пере-
мычки до провода;  

2) силу тока в контуре, если сопротивление единицы длины 

всех составляющих его проводников равно r′, а индуктивностью 
контура можно пренебречь. 

Решение 

Нахождение ЭДС индукции (3 способа).  

Зададим для определенности направле-
ние тока I0 (рис. 8.2). Выберем в качестве по-
ложительного направления обхода контура 
обход против часовой стрелки. Тогда вектор n 
нормали к контуру будет перпендикулярен 
плоскости чертежа и направлен из чертежа к 
нам. Обозначим расстояние от провода до 
ближайшего проводника контура а, тогда рас-
стояние от провода до перемычки 
b(t) = a + vt.  

Способ 1. Решение с использованием закона электромагнитной 
индукции в интегральной форме (8.2).  

Силовые линии магнитной индукции поля, создаваемого бес-
конечным прямолинейным проводом, являются окружностями и 

пересекают плоскость рамки под прямым углом. В соответствии с 
выбранным направлением тока I0, вектор В в плоскости рамки бу-

дет направлен от нас в плоскость чертежа (рис.8.2). На расстоянии r 
от бесконечного провода модуль вектора индукции определяется 

следующим соотношением (глава 7, задача 7.2.1): 

B(r) = 
r

I

π
µ
2

00 . 

В каждый момент времени магнитный поток Ф(t) через контур 

определяется интегралом от В(r) по площади контура  

a

tblI

r

drlI
ldrrBtФ

tb

a

tb

atS

)(
ln

22
)()( 00

)(

00

)(

)(
π

µ
−=

π

µ
−=−== ∫∫∫BdS . 

Здесь учтено, что dS = ldr, а знак минус возникает из-за проти-
воположной направленности вектора dS (который параллелен нор-

мали n), и вектора В.  

ЭДС находим по соотношению (8.2)  

 

 

v 

b(t) 

I0 

а 

В 

n 

A 

B 

D 

С 

 

Рис. 8.2. К расчету 
ЭДС индукции в кон-
туре с движущейся 
перемычкой (задача 

8.3.1) 
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Ф I l db I l
t

t b dt b

∂ µ µ
= − = =

∂ π π
E . 

ЭДС получилась положительной, то есть при переносе положи-

тельного заряда по выбранному положительному направлению об-
хода контура ее работа больше нуля.  

Данный способ нахождения ЭДС индукции здесь не оптима-
лен, так как в процессе решения после интегрирования выполняет-

ся дифференцирование полученного выражения, то есть, фактиче-
ски, обратная операция. 

Способ 2. Расчет ЭДС исходя из силы Лоренца (8.3).  

Магнитная компонента силы Лоренца F действует только на 

подвижные заряды, находящиеся в движущейся перемычке, и при 

указанных направлениях векторов v и B направлена вверх; согласно 

(8.3) 

v
)(2

vvv][
1 00

tb

lI
lBdlBdlBdd

q
ABABAB

L π

µ
====== ∫∫∫∫

Γ

ll BvFE . 

Интегрирование здесь происходит только по длине перемычки 

AB, поскольку остальные проводники неподвижны. Интеграл свел-

ся к умножению, поскольку вектор индукции В одинаков во всех 
точках перемычки. 

Этот способ, отражающий физическую причину появления 
ЭДС, в данном случае наиболее удобен. 

Способ 3. Расчет с использованием релятивистского преобра-

зования полей (8.4). 

Рассмотрим задачу в системе отсчета, движущейся со скоро-

стью перемычки v. В данной системе отсчета перемычка АВ непод-

вижна, а участок CD движется со скоростью –v. Согласно (8.4) в 

перемычке AB возникает вихревое электрическое поле 

EAB = [vB(b)], а на участке CD – поле EСD = [vB(a)], векторы напря-

женности которых на всех участках контура направлены вверх. На 

заряды, находящиеся в участке CD, действует также магнитная со-

ставляющая силы Лоренца F = q⋅[(–v)B(a)], которая компенсирует 

действие электрического поля EСD. Таким образом, сила Лоренца в 

контуре действуют на заряды в направлении вдоль проводников 

только на участке AB и обусловлена электрическим полем, модуль 

напряженности которого E = vB(b). Это поле и вызывает появление 

ЭДС 
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Легко убедиться, что в данном случае div E = div [v B(t)] = 0, то 

есть поле Е является вихревым. 

Нахождение силы тока  

Сопротивление контура пропорционально его периметру и 

равно R(t) = r′ 2[l + (b(t) – a)]. Поскольку индуктивность контура по 

условию мала, можно пренебречь ЭДС самоиндукции, и сила тока в 

каждый момент времени определяется по закону Ома из найденной 

выше ЭДС индукции 

)(4

v

)(

)(
)( 00

ablbr

lI

tR

t
tI

−+′π
µ

==
E

, где b (t) = а + vt. 

Сила тока получилась положительной, то есть его направление 

совпадает с выбранным положительным направлением обхода кон-

тура против часовой стрелки. Создаваемый этим током магнитный 

поток, очевидно, противоположен по знаку потоку, порождаемому 

током I0, что соответствует правилу Ленца. 

Ответ:  1) v
)(2

00

tb

lI

π
µ

=E ,  

2) 
)(4

v00

ablbr

lI
I

−+′π
µ

= , где b(t) = а + vt. 

 

Задача 8.3.2. Круглая проволочная петля радиуса а и сопротив-

лением R, находящаяся в однородном постоянном магнитном поле с 

индукцией В, равномерно вращается вокруг своего диаметра, пер-

пендикулярного к В, с угловой скоростью ω (рис.8.3). Пренебрегая 

индуктивностью петли, найти среднюю механическую мощность, 

необходимую для поддержания вращения.  

Решение 

Пусть ϕ(t) = ωt – угол между вектором В и вектором n нормали 

к плоскости петли. Тогда магнитный поток через контур 

Ф(t) = πa
2
Bcosωt, 

а ЭДС индукции  

tBaФ ωωπ=−= sin2ɺE . 
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Механическую мощность, необходимую для поддержания вра-

щения, можно найти из того, что по закону сохранения энергии она 

должна равняться тепловой мощности Pт, выделяющейся в этом 

контуре.  

Поскольку индуктивностью контура 

можно пренебречь, ЭДС самоиндукции мож-

но не учитывать, и для тепловой мощности 

Рт получаем  

t
R

Ba

R
tPт ω

ωπ
== 2

222

sin
)(

)(
E

 

Среднее по периоду значение этой вели-

чины составляет 22 )(
2

1
 ωπ= Ba

R
P . 

Ответ: 22 )(
2

1
 ωπ= Ba

R
P . 

Замечание. Мощность момента сил, обеспечивающих враще-

ние петли, должна равняться мощности тормозящего механическо-

го момента сил Ампера, действующих на контур со стороны маг-

нитного поля из-за протекающего в контуре индукционного тока. 

Решение задачи таким способом рассмотрено в главе 9, задача 

9.3.13. 

Задачи типа 8.2. 

Нахождение ЭДС индукции в проводящих телах, движущихся в по-

стоянном магнитном поле 

Метод решения – нахождение ЭДС индукции через магнит-

ную составляющую силы Лоренца (8.3). Применение общего инте-

грального соотношения (8.2) в данном случае не всегда удобно, так 

как требует задания контура. При наличии движущихся простран-

ственных проводящих областей (тел) выбор контура может быть 

неочевидным и привести к «парадоксам» (см., например, унипо-

лярный индуктор [2, §112] и др.). В таких случаях целесообразно 

вести расчет ЭДС, непосредственно исходя из ее первопричины – 

силы Лоренца. 

 

Задача 8.3.3 (базовая задача). Металлический цилиндр радиу-

са а помещен в однородное постоянное магнитное поле В, направ-

 ω 

B 

n 
ϕ(t) 

 
 

Рис. 8.3. К нахождению 

мощности сил, вра-

щающих петлю из про-

водника в магнитном 

поле (задача 8.3.2) 
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ленное вдоль его оси. Цилиндр вращают с постоянной угловой ско-

ростью ω вокруг своей оси (рис.8.4).  

Найти: 1) разность потенциалов U между поверхностью ци-

линдра и осью; 2) поверхностную σ и объемную ρ(r) плотности 

заряда в цилиндре. 

Решение 

Пусть для определенности вектор угловой 

скорости ωωωω параллелен В. В стационарном ре-

жиме, движения электронов вдоль радиуса ци-

линдра нет, т.е. радиальная компонента скоро-

сти vr = 0, а имеется только перпендикулярная к 

радиусу компонента vϕ(r) = ωr. В проекции на 

радиальное направление второй закон Ньютона 

для электронов, движущихся по окружности с 

центростремительным ускорением ац = –ω2
r, имеет вид 

( ))(2 rErBerm r+ω−=ω− , 

где справа стоит полная сила Лоренца, Еr – радиальная компонента 

напряженности электрического поля, е – модуль заряда электрона. 

Перепишем это выражение в виде 
2( )reE r e rB m r= − ω + ω . 

Величина rm 2ω  обычно пренебрежимо мала по сравнению со сла-

гаемым rBeω . Действительно ее отношение к магнитной силе Ло-

ренца равно 

BmerBe

rm

)/(

2 ω
=

ω
ω

, 

что в большинстве случаев мало ввиду большой величины удельно-

го заряда электрона (e/m =1.76⋅10
11

 Кл/кг). Например, при 

В ~ 10
-2

 Тл и ω ~ 10
4
 рад/с

 
это отношение имеет порядок 10

–5
. По-

этому приближенно можно считать, что,  

( )rE r rB= −ω . 

Данное радиальное электрическое Er(r) поле создается за счет 

перераспределения плотности электронов в цилиндре при его вра-

щении. 

Разность потенциалов между периферией и центром цилиндра 

будет равна 

 B

ωωωω 

 

Рис. 8.4. К расче-

ту ЭДС индукции 

во вращающемся 

цилиндре (задача 

8.3.3) 
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aa

ω=ω=−= ∫∫ . 

Зная напряженность электрического поля, можно найти объем-

ную плотность заряда ρ из уравнения 
0

div
ε
ρ

=E . Учитывая, что 

поле Е имеет только радиальную компоненту Er и используя выра-

жение дивергенции в цилиндрических координатах, получим 

BrE
rr

r ωε−=
∂
∂

ε=ε=ρ 000 2)(
1

divE . 

Так как плотность заряда получилась постоянной, то объемный 

заряд цилиндра 

q
об

 = ρ·V = – 2ωε0Bπа
2
b. 

Он отрицателен, поскольку магнитная сила Лоренца при задан-

ной ориентации векторов В и угловой скорости ωωωω вытесняет элек-

троны от поверхности к центру цилиндра. 

Поскольку в целом цилиндр не имеет заряда, то на его поверх-

ности остается противоположный по знаку (т.е. положительный) 

поверхностный заряд qпов = – q
об

 = 2ωε0Bπa
2
b, поверхностная плот-

ность которого  

σ 
ab

baB

S

q

π
πωε

==
2

2 2
0пов  = ε0ωBa. 

Еще проще можно найти σ из граничного условия для вектора 

электрической индукции:  

σ = – Dr(a) = – ε0Er(a) = ε0ωBa. 

Ответ: 1) 2

2

1
BaU ω= ; 2) σ = ε0ωBa, const2 0 =ωε−=ρ B . 

Задачи типа 8.3 

Нахождение ЭДС индукции в переменном магнитном поле 

Метод решения – применение (8.2).  

 

Задача 8.3.4 (базовая задача). Плоский контур, имеющий вид двух 

квадратов со сторонами а и b соответственно, находится в однород-

ном магнитном поле, вектор индукции которого перпендикулярен 

его плоскости и меняется по закону B(t) = B0 cos ωt. Найти зависи-
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мость от времени силы тока I в контуре, если сопротивление еди-

ницы длины провода равно r′. Индуктивностью контура пренеб-

речь. 

Решение 

Выберем в качестве положительного направления обхода обход 

большего контура (со стороной а, верхний на рис. 8.5) против часо-

вой стрелки (показано стрелками на рисунке). 

Тогда для второго контура (со стороной b) это 

направление обхода будет отрицательным. В 

связи с этим полный магнитный поток через 

контур  

Ф = В·(a
2 
– b

2
), 

а величина ЭДС равна 

tBbaba
t

B

t

Ф
ωω−=−

∂
∂

−=
∂
∂

−= sin)()( 0
2222

E . 

Поскольку индуктивностью можно пренебречь, ЭДС самоин-

дукции учитывать не надо и сила тока определяется из найденной 

ЭДС по закону Ома, учитывая, что общее сопротивление R равно 

4r′(a + b): 

tBba
rbar

tBba

R

t
tI ωω−

′
=

+′
ωω−

== sin)(
4

1

)(4

sin)()(
)( 0

0
22

E
. 

Ответ: tBba
r

tI ωω−
′

= sin)(
4

1
)( 0 . 

 

Задача 8.3.5. Магнитный поток через неподвижный контур с 

сопротивлением R изменяется за промежуток времени τ по закону 

Ф = а·t· (τ – t). Найти: 

1) количество тепла Q, выделившееся в контуре за время τ;  
2) заряд q, прошедший через контур за время τ/2. 

Решение 

ЭДС индукции в контуре: 






 τ
−=−=

2
2 taФ

.

E , 

тепловая мощность тока: 

222

2

4
)( 







 τ
−== t

R

a

R
tP
E

. 

 

B a 

b 
 

Рис. 8.5. Форма кон-

тура и ориентация 

вектора В (задача 

8.3.4) 
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Интегрируя тепловую мощность, находим количество тепла  

3
2

0

32

0

22

0
323

4

2

4
)( τ=

τ








 τ
−

τ
=







 τ
−=

τ
= ∫∫ R

a
t

R

a
dtt

R

a
dttPQ . 

Чтобы найти заряд q, прошедший по цепи за время τ/2, найдем 

силу тока  

dt

dФ

RR

t
tI

1(
)( −==

)E
, 

откуда затем получаем 

( )/2/2 /2

0 0 0

ττ τ
1 1

( )

Ф
dФ

q I t dt dt dФ
R dt R

= = − = − =∫ ∫ ∫

( )
R

a
ФФ

R 4
)0()2/(

1 2τ
−=−τ−= . 

Отрицательный знак заряда означает, что, в соответствии с 

правилом Ленца, индукционный ток шел по контуру в таком на-

правлении, при котором его магнитное поле препятствовало изме-

нению потока. 

Ответ:  1) 3
2

3
τ=

R

a
Q ;  2) 

R

a
q

4

2τ
−= . 

 

Задача 8.3.6. Контур представляет собой ок-

ружность, соединенную по диаметру, с конденса-

торами С1-3, включенными в разрывы проводни-

ков (рис. 8.6), и находится в однородном пере-

менном магнитном поле. Скорость изменения 

магнитного потока через площадь кольца посто-

янна и равна 
.

Ф . Найти заряды конденсаторов, 

если вначале конденсаторы были не заряжены. 

Решение 

Расставим произвольно знаки зарядов на конденсаторах (см. 

рис. 8.6.) Истинные знаки зарядов определятся потом из знаков по-

лученных решений.  

Алгебраическая сумма напряжений по любому выбранному 

контуру должна равняться сумме ЭДС, действующих в данном кон-

туре. Совершим обход внешнего кругового контура (против часовой 

 

С1 

С3 

С2 

–    + 

–    + 

–    + 

 

Рис. 8.6. Схема кон-

тура к задаче 8.3.6 
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стрелки), сразу учитывая, что напряжение на конденсаторах 

Ui = 
i

i

C

q
, а ЭДС в этом контуре 

.

Ф−=E :  

.

Ф
C

q

C

q
−=−

2

2

1

1  

Обход верхней половины контура (также против часовой стрел-

ки) дает  
.

Ф
C

q

C

q

2

1

3

3

1

1 −=− , 

где учтено, что магнитный поток через этот контур вдвое меньше, 

чем через весь контур. Третье уравнение получается из условия со-

хранения заряда (запишем для правого узла) 

q1 + q2 + q3 = 0. 

Решая эту систему трех уравнений, получаем 

Ответ: 
.

1 2 3
1

1 2 3

( / 2)C C C
q Ф

C C C

+
= −

+ +
,   

.
2 1 3

2

1 2 3

( / 2)C C C
q Ф

C C C

+
=

+ +
, 

.
3 2 1

3

1 2 3

( )

2( )

C C C
q Ф

C C C

−
=

+ +
. 

Замечание. Знаки q1 и q2 всегда противоположны. Знак q3 зави-

сит от соотношения емкостей С1 и С2. В случае С1 = С2 разность 

потенциалов между концами диаметра равна нулю и q3 = 0. 

 

Задачи типа 8.4 

Нахождение вихревого электрического поля 

Метод решения: в общем случае вихревое поле определяется 

дифференциальным соотношением (8.5). Если же структура сило-

вых линий поля Евихр заранее известна из соображений симметрии, 

как это бывает в большинстве случаев в задачах курса общей физи-

ки, то для нахождения Евихр удобно использовать соотношение 

 ∫=∂
∂

−=
L

вихринд d
t

Ф
E lE . 
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в котором приравнивается ЭДС индукции, найденная из общего 

соотношения (8.2), и ее выражение через циркуляцию Евихр . Контур 

интегрирования L надо выбрать так, чтобы циркуляция вектора 

Евихр получилась в наиболее простом виде. Это будет, например, 

когда весь контур или его участки совпадают с силовыми линиями, 

а остальные участки контура перпендикулярны силовым линиям и 

не дают вклада в циркуляцию. 

 

Задача 8.3.7 (базовая задача). В длинном соленоиде радиуса а 

с плотностью намотки n (витков/метр) изменяют ток с постоянной 

скоростью Iɺ (А/с). Найти модуль напряженности вихревого элек-

трического поля Е(r) как функцию расстояния r от оси соленоида. 

Решение 

Магнитное поле внутри длинного соленоида пространственно 

однородно и равно B = µ0nI (глава 7, задача 7.3.9). Пусть вектор В 

направлен из плоскости рисунка к нам (рис. 8.7). В силу аксиальной 

симметрии системы силовые линии вихревого электрического поля 

должны быть окружностями с центром на оси соленоида (пунктир 

на рис. 8.7).  

Область r < a. 

Выберем контур L в виде окружности радиуса r. Пусть поло-

жительное направление обхода контура будет против часовой 

стрелки, тогда нормаль к его плоскости параллельна вектору В и 

магнитный поток через этот контур положите-

лен 

Ф(t) = πr
2⋅B(t). 

Согласно (8.2) ЭДС в этом контуре  

..

BrФ 2π−=−=E . 

Поскольку контур L совпадает с силовыми 

линиями поля Е и величина напряженности Е(r) 

постоянна на этом контуре, то циркуляция име-

ет вид 

rEd

Г

π== ∫ 2lEE . 

Приравнивая эти два выражения, получаем  

 
B r 

a 

r a 

|E| 

E 
I 

 

Рис. 8.7. К расчету 

вихревого электри-

ческого поля, созда-

ваемого соленоидом 

(задача 8.3.7) 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 254 

 rBrE
.

2

1
)( −=     (8.11) 

или 

rInrE
.

0
2

1
)( µ−= . 

Знак напряженности Е противоположен знаку производной 

тока 
.

I в обмотке в соответствии с правилом Ленца, так как это 

индуцированное поле должно препятствовать изменению силы тока 

(см. рис. 8.7). 

Область r > a. 

В этом случае магнитный поток не зависит от радиуса контура 

r и равен полному потоку через поперечное сечение соленоида: 

Ф(t) = πa
2
B(t). Повторяя предыдущие вычисления с этим изменени-

ем, получаем 
..

BaФ 2π−=−=E  и  

r
Ina

r
BarE

1

2

11

2

1
)( 2

0
2

..

µ−=−= . 

Схематично график величины E(r) приведен на рис. 8.7. 

Ответ: r < a: rInrE
.

0
2

1
)( µ−= , 

r>a:  
r

InarE
1

2

1
)( 2

0

.

µ−= . 

 

Задача 8.3.8. Плоская спираль с большим числом витков N и 

внешним радиусом R находится в однородном магнитном поле, 

вектор индукции которого перпендикулярен плоскости спирали и 

меняется по закону B = B0cosωt (рис. 8.8). Найти ЭДС индукции в 

спирали. 

Решение 

Способ 1. Будем исходить из того, что силовые линии вихрево-

го электрического поля представляют собой окружности с центром 

в начале спирали и его напряженность согласно результату преды-

дущей задачи (8.11) rBrE
.

2

1
)( −= . В полярных координатах этот 

вектор имеет вид  
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Е = {Er; Eϕ} = {0; 
.

Br
2

1
− }. 

Уравнение спирали с N витками в 

полярных координатах имеет вид 

r(ϕ) = aϕ, 

где a = 
N

R

π2
. Учитывая, что дифферен-

циал дуги в полярных координатах име-

ет вид dl = {dr; rdϕ}, найдем прираще-

ние ЭДС на элементе дуги спирали  

ϕϕ−=ϕ−== drBrdBrdd )(
2

1

2

1 2
..

E lE . 

Интегрируя dE по ϕ в пределах от 0 

до 2πN, получаем ЭДС для всей спирали 

( ) ( ) ....

BNR
N

N

R
BdaBdrB

NN

2
322

0

2
2

0

2

3

1

3

2

22

1

2

1

2

1
π−=

π








π

−=ϕϕ−=ϕ−= ∫∫
ππ

E

Окончательно, E = tBNR ωωπ sin
3

1
0

2 . 

Способ 2. Поскольку по условию число витков N велико, шаг 

спирали мал и ее каждый виток близок к окружности. ЭДС в i-ом 

круговом витке 
..

BrФ iii
2π−=−=E , где 

2

ir – средний квадрат радиу-

са i-ого витка. Полная ЭДС получится суммированием по виткам, 

которое ввиду малости шага спирали ∆r (∆r = 
N

R
) можно свести к 

интегрированию: 

=
∆
π

−≅∆
∆
π

−=π−== ∫∑∑∑
===

R

i

N

i

i

N

i

i

N

i

i drrB
r

rrB
r

rB

0

2

1

2

1

2

1

...

EE  

..

BNR
R

B
NR

2
3

3

1

3
π−=

π
−= , 

что приводит к тому же результату. 

Ответ: E = tBNR ωωπ sin
3

1
0

2 . 

 

  

B(t) 

 

Рис. 8.8. К расчету ЭДС 

индукции в спирали (зада-

ча 8.3.8) 
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Задача 8.3.9. По двум параллельным бесконечным плоскостям 

текут одинаковые по модулю противоположно направленные токи с 

поверхностной плотностью, меняющейся во времени по закону 

i(t) = αt. Найти вихревое электрическое поле между плоскостями. 

Решение 

Выберем систему координат xyz, как показано на рис.8.9. В 

пространстве между плоскостями магнитное поле однородно, сна-

ружи равно нулю. Вектор индукции B перпендикулярен направле-

нию токов и равен В = µ0i (глава 7, задача 7.3.8).  

Направление силовых линий вихревого электрического поля 

можно найти из следующих соображений. В силу симметрии сис-

темы относительно центральной плоскости силовые линии должны 

быть параллельны плоскостям и по модулю симметричны относи-

тельно центральной плоскости. Действительно, присутствие пер-

пендикулярной х-компоненты в этом случае привело бы к наруше-

нию условия div E = 0. Далее, наличие у поля y-компоненты нару-

шило бы эквивалентность обоих направлений по этой оси. Таким 

образом, возможно существование только компоненты Еz. Направ-

ление векторов Е вдоль оси oz 

можно определить по правилу 

Ленца, поскольку они должны 

быть антипараллельны направ-

лению поверхностных токов i 

на верхней и нижней плоскости. 

Картина силовых линий пред-

ставлена пунктиром на рис. 8.9.  

Для нахождения Ez(x) про-

ведем прямоугольный контур со 

сторонами l и 2x симметрично относительно центральной плоско-

сти. ЭДС на этом контуре, равная циркуляции вектора Е, при ука-

занном стрелками направлении обхода равна  

E = –2Еl. Учитывая, что положительное направление нормали к 

контуру параллельно В, магнитный поток через контур 

Ф(t) = +2xl·B(t), откуда для ЭДС согласно (8.2) можно записать 
..

BxlФ 2−=−=E . Приравнивая оба выражения для ЭДС, получаем 

xBxxExE z αµ=== 0)()( ɺ . 

 

 +i (t) 

–i (t) 

Е 

Е 

2x 

l 

x 

z B 0 

 

Рис. 8.9. К расчету вихревого 

электрического поля между плос-

костями с током  (задача 8.3.9) 
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Ответ: xxEE z αµ== 0)( , где х – координата по оси, перпен-

дикулярной к плоскостям с началом посередине между ними. 

Задача 8.3.10.  На поверхности длинного сплошного непрово-

дящего цилиндра радиуса а равномерно распределен заряд с по-

верхностной плотностью σ. Цилиндр может вращаться без трения 

вокруг своей оси. Внешнее однородное магнитное поле с вектором 

индукции В направлено вдоль оси цилиндра. Найти угловую ско-

рость вращения ω, которую приобретет цилиндр после выключения 

магнитного поля. Плотность вещества цилиндра ρ, первоначально 

цилиндр неподвижен. 

Решение 

Введем цилиндрическую систему координат (r, ϕ, z) с осью Z, 

совпадающей с осью цилиндра и параллельной полю В. Во время 

выключения магнитного поля возникает вихревое электрическое 

поле Е (задача 8.3.7) силовые линии которого ввиду аксиальной 

симметрии задачи являются окружностями с центром на оси ци-

линдра (пунктир на рис. 8.10). Это поле будет действовать на по-

верхностные заряды цилиндра, вызывая его ускорение.  

Поскольку заряды находятся на поверхности цилиндра, найдем 

напряженность при r = a. В контуре r = a возникает ЭДС индукции 
.

2Ф aE= − = πE , откуда  
.

( ) / (2 )E a Ф a= − π  

где Ф – магнитный поток через поперечное сечение цилиндра. 

Здесь положительное направление обхода бы-

ло выбрано против часовой стрелки, положи-

тельная нормаль параллельна В.  

Рассмотрим элемент заряда dq = σdS на 

поверхности цилиндра. Со стороны возникше-

го электрического поля на него будет действо-

вать сила dF = Edq. Эта сила, в свою очередь, 

вызывает вращающий момент, направленный 

по оси цилиндра Z и равный 

dS
Ф

dSaEadFdM z σ
π

−=σ==
2

.

. 

 

B 
ωωωω 

σ 

E 

 

Рис. 8.10. Направление 

силовых линий вихре-

вого электрического 

поля и направление 

вращения заряженного 

цилиндра (задача 

8.3.10) 
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Полный вращающий момент получается интегрированием по 

поверхности цилиндра, что в данном случае сводится просто к ум-

ножению на площадь его боковой поверхности 2πab, где b – длина 

цилиндра: 

.
.

Фabab
Ф

abaEM z σ−=πσ
π

−=π⋅σ= 2
2

2 . 

Учитывая, что момент инерции цилиндра относительно его оси 

равен 

bamaJ 42

2

1

2

1
ρπ== , 

найдем его угловое ускорение  

dt

dФ

aba

Фab

J

M z
z 3

4

2

2

1 ρπ
σ

−=
ρπ

σ
−==ω

.
.

. 

Интегрируя это соотношение по времени и учитывая, что 

Ф(0) = πa
2
B и Ф(∞) = 0, окончательно получаем 

2

3 3

2 2 2
( ( ) (0))z Ф Ф a B B

aa a

σ σ σ
ω = − ∞ − = π =

ρρπ ρπ
. 

Ответ:  Bω
aρ

σ
=

2
. 

 

Задачи типа 8.5 

Нахождение индуктивности контуров, состоящих из линейных 

проводников 

Метод решения. Индуктивность целесообразно находить не-

посредственно из ее определения по формуле (8.6), проводя контур 

по линейным проводникам. 

Задача 8.3.10 (базовая задача). Найти индуктивность длинно-

го тонкого цилиндрического соленоида, имеющего N витков, длину 

l и радиус а (l >> a). 

Решение 

Величина вектора индукции магнитного поля в длинном соле-

ноиде была найдена в главе 7 (задача 7.3.9) и равна B = µ0nI, где 
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l

N
n =  – плотность намотки. Поскольку магнитное поле однородно, 

поток вектора В через один виток будет равен Ф1 = BS = µ0nIS, где 

S = πa
2
 – площадь витка. Полный поток через все N витков равен 

Ф = NФ1 = µ0

l

N 2

IS. Отсюда по определению индуктивности (8.6) 

получаем  

L = 
I

Ф
 = µ0

l

N 2

S = µ0n
2
V, 

где V = Sl = πa
2
l – объем соленоида.  

Ответ: L = µ0

l

N 2

S = µ0 n
 2
V, где S – площадь поперечного се-

чения, V – объем соленоида. 

 

Задача 8.3.11. Найти индуктивность тороидальной катушки 

прямоугольного сечения, имеющей N витков, внутренний радиус 

которой равен a, внешний b и высота h (рис. 8.11). 

Решение 

Ввиду осевой симметрии 

силовые линии внутри тора яв-

ляются концентрическими ок-

ружностями с центром на его 

оси. Модуль вектора индукции 

найдем по теореме о циркуляции 

вектора B (глава 7, (7.9)) 

r

NI
rB

π
µ=

2
)( 0 . 

Магнитный поток через один виток равен потоку через попе-

речное сечение тора σ: 

a

b
NIh

r

dr
NIhdrh

r

NI
BdSФ

b

a

b

a

ln
222

00
01 ∫∫∫ π

µ
=

π
µ

=⋅
π

µ==
σ

, 

где учтено, что dS = h⋅dr. Полный магнитный поток через обмотку с 

N витками  

Ф = NФ1 = 
a

b
IhN ln

2

20

π
µ

= LI, 

 

a 

b B 
a 

h 

r 
 

Рис. 8.11. К расчету индуктивности 

тороидальной катушки (задача 
8.3.11) 
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Откуда получаем 
a

b
hNL ln

2

20

π
µ

= . 

Ответ: 
a

b
hNL ln

2

20

π

µ
= . 

 

Задачи типа 8.6 

Расчет индуктивности проводников с пространственно 

распределенными токами 

Метод решения. В задачах этой группы прямое использование 

определения индуктивности (8.6) бывает затруднительно, посколь-

ку не очевидно, как в пространственном проводнике выделить кон-

тур для расчета потока. Поэтому целесообразно использовать связь 

индуктивности с энергией контура (8.7), при этом магнитная энер-

гия W должна быть найдена независимым образом из плотности 

энергии магнитного поля (9.10). Таким образом, индуктивность 

рассчитывается из соотношения 

∫ µ
=

V

dVW
0

2

2

B
= 

2

1
LI

2
. 

 

Задача 8.3.12 (базовая задача). Найти индуктивность L' еди-

ницы длины двухпроводной ленточной линии, если расстояние ме-

жду лентами h значительно меньше их ширины b (рис. 8.12) 

Решение 

Пусть вдоль лент текут 

токи силы I в противополож-

ных направлениях (рис. 8.12). 

Поскольку h << b, магнитное 

поле вдали от краев лент 

можно рассматривать как по-

ле от двух бесконечных плоскостей. Его вектор напряженности 

перпендикулярен направлению тока и имеет индукцию  

B = µ0i = µ0
b

I
, 

где i – поверхностная плотность тока (глава 7, задача 7.3.8). Ввиду 

того, что токи распределены по плоскостям, выделение контура для 

 

h 

b 
+I 

–I B  
 

Рис. 8.12. К расчету индуктивности 

ленточной  линии (задача 8.3.12) 
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расчета магнитного потока здесь не очевидно, но индуктивность 

легко определить из энергетического подхода. Плотность энергии 

магнитного поля в пространстве между лентами равна 

w = 

2

0

0

2

2

1

2







µ=
µ b

IB
. 

Рассмотрим отрезок линии длины l и объема V = bhl. Энергия 

магнитного поля внутри него 

W(l) = w·V = 2

2

0
2

1

2

1
LIbhl

b

I
=







µ . 

Отсюда получаем L(l) = µ0
b

h
l  и  L' = 

l

L
 = µ0

b

h
. 

Ответ: L' = 0

h

b
µ .  

 

Задача 8.3.13. Коаксиальный кабель состоит из сплошного 

внутреннего проводника радиуса а и тонкого внешнего цилиндри-

ческого проводника радиуса b. Найти индуктивность единицы дли-

ны кабеля. Считать, что магнитная проницаемость материала про-

водников и зазора между ними µ = 1, ток распределен по проводни-

кам равномерно.  

Решение 

Пусть по проводникам текут токи си-

лы I в противоположных направлениях 

(рис. 8.13). Поскольку суммарный ток ра-

вен нулю, вне кабеля магнитное поле от-

сутствует.  

Внешний проводник кабеля поля 

внутри себя не создает (задача 7.3.10). 

Магнитное поле в области r < b создается 

только внутренним проводником.  

Величина индукции магнитного поля 

внутри центрального цилиндрического 

проводника (r < a) с однородной плотностью тока равна 

r
a

I
B

2

0

2π

µ
= , а снаружи (a < r < b) составляет 

r

I
B

π
µ

=
2

0  (гл. 7, задача 

7.3.11).  

 

a 

b 

 

Рис. 8.13. К расчету 

индуктивности коакси-

ального кабеля (задача 

8.3.13) 
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Найдем магнитную энергию, приходящуюся на длину l кабеля. 

Учитывая, что плотность энергии магнитного поля составляет 

( )2
02w B µ= , можно записать 

r < a:  20

0

2

2

2

0

0

1
16

2
22

1
lIdrrlr

a

I
wdVW

a

V
π

µ
=π








π

µ
µ

== ∫∫ . 

r > a:  
a

b
lIdrrl

r

I
wdVW

b

aV

ln
4

2
1

22

1 20

2

2

0

0

2 π
µ

=π







π

µ
µ

== ∫∫  

Полная энергия: W1 + W2 = )ln1(
16

20

a

b
lI +

π
µ

= 2

2

1
LI . 

Отсюда получаем )ln41(
8

)( 0

a

b
llL +

π
µ

=  и )ln41(
8

)( 0

a

b

l

lL
L +

π
µ

==′ . 

Ответ: 0 1 4ln
8

b
L

a

µ  ′ = + π  
. 

Задачи типа 8.7 

Определение коэффициентов взаимной индукции линейных 

контуров 

Метод решения. При расчете коэффициента взаимной индук-

ции основной является формула (8.8). Очень полезным бывает учет 

равенства коэффициентов взаимной индукции, поскольку расчет 

одного из коэффициентов Lji или Lij часто бывает намного проще, 

чем другого. 

 

Задача 8.3.14 (базовая задача).  Найти общую индуктивность 

системы из двух последовательно соединенных катушек в вакууме, 

имеющими индуктивности L1 и L2 и коэффициент взаимной индук-

ции L12. 

Решение 

При последовательном соединении ток в обеих катушках оди-

наков. Суммарный магнитный поток, пронизывающий обе катушки,  

Ф(I) = Ф1 + Ф2 = (L1I1 + L12I2) + (L2I2 + L21I1) = (L1+ 2L12 + L2)I, 

где учтено, что L12 = L21. Отсюда получаем 
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L = 
I

Ф
 = L1+ 2L12 + L2. 

Ответ: L = L1+ 2L12 + L2. 

Замечание: Коэффициент взаимной индукции L12 может быть и 

положительным, и отрицательным в зависимости от взаимной ори-

ентации и полярности подключения катушек, в то время как коэф-

фициент самоиндукции L всегда положителен. 

 

Задача 8.3.15 (базовая задача). Замк-

нутая катушка в виде тора прямоугольного 

сечения (без сердечника) имеет N витков. В 

нее продето проволочное кольцо, в котором 

источником переменной ЭДС создается ток 

I = I0 cosωt (рис. 8.14).  

Найти ЭДС индукции, наводимой в 

обмотке тора. Внутренний радиус торои-

дальной катушки a, внешний – b, высота h.  

Решение 

Для нахождения ЭДС в катушке-торе (контур 1) требуется знать 
коэффициент взаимной индукции L12. Рассчитать его трудно, по-
скольку для этого надо знать пространственное распределение маг-
нитного поля кольца (контура 2) во всем объеме, занимаемом то-
ром. Однако обратный коэффициент L21 рассчитывается элементар-
но.  

Пусть по тороидальной катушке идет ток I1. Кольцо пронизы-
вает магнитный поток, который локализован только в сечении тора 
и был рассчитан выше в задаче 8.3.11:  

a

b
hNIФ ln

2
1

0
21 π

µ
= = L21I1 

Отсюда получаем 

a

b
NhL ln

2

0
21 π

µ
= . 

Тогда ЭДС, наводимая в тороидальной катушке, будет 

tI
a

b
NhILILФ ωω⋅

π
µ

=−=−=−= sinln
2

0
0

221212121

...

E . 

Ответ: tI
a

b
Nh o ωω⋅

π
µ

= sinln
2

0
1E . 

 

~ 
1 

2 

 

Рис. 8.14. Взаимное распо-

ложение связанных конту-

ров (задача 8.3.15) 
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Замечание. Здесь был рассчитан магнитный поток через пер-
пендикулярное сечение тора, но величина потока не зависит от 
ориентации плоскости сечения, т.е. не зависит от ориентации коль-
ца относительно тороида. Результат будет тот же и для петли любой 
формы, в том числе и не плоской, лишь бы она охватывала тороид. 

 

Задача 8.3.16.  В центр сверхпроводящего кольца индуктивно-
сти L и радиуса а внесен магнитный диполь с дипольным моментом 
рm, направленным по оси кольца (рис. 8.15). Какой ток I установит-
ся в кольце? 

Решение 

Магнитный диполь можно пред-
ставить как малую петлю (контур 1) с 
площадью S и таким током I1, чтобы 
выполнялось условие pm = I1S. 

Закон Ома для кольца  

IR = E = –
.

Ф   

при R → 0 приводит к условию 
.

Ф  = 0, 
т.е. в сверхпроводящем контуре маг-
нитный поток "заморожен" (Ф = const). 
Поскольку первоначально он равнялся 
нулю, это значение не изменится и после внесения диполя.  

Когда диполь будет в центре кольца, магнитный поток Ф2 через 
кольцо (контур 2) будет создаваться током самого кольца I и маг-
нитным полем, создаваемым петлей-диполем с током I1: 

Ф2 = LI + L21I1 = 0. 

Здесь положительная нормаль выбрана параллельно направлению 
вектора pm , а положительное направление обхода кольца – по часо-
вой стрелке, если смотреть вдоль pm . 

Чтобы найти отсюда I, нужно знать коэффициент взаимной ин-
дукции контуров L21, но в данном случае гораздо проще рассчитать 
равный ему коэффициент L12 следующим образом.  

Пусть по кольцу идет ток I2. Тогда в центре кольца будет поле с 

индукцией  

В = 
a

I

2

20µ . 

 

pm 

I 

 

Рис. 8.15. К расчету ин-
дукционного тока в коль-

це (задача 8.3.16) 
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(глава 7, задача 7.3.3). Поскольку петля диполя очень мала, поле В 
на ее площади почти однородно и поток через нее  

Ф ≅ BS = S
a

I

2

20µ  = L12I2, 

откуда        L12 = 
a

S

2

0µ  = L21. 

Подставляя это выражение в приведенное выше условие равен-
ства нулю полного потока, получаем 

La

p

La

SI

L

L
II m

22
0

1
0

21
1 µ−=µ−=−= . 

Ответ: 
La

p
I m

2
0µ−= . Знак минус означает, что индукционный 

ток в кольце направлен против часовой стрелки, т.е. его магнитный 
момент противоположен вектору магнитного момента диполя. 

§ 8.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 8.4.1. На расстояниях a и b от 
длинного прямого проводника с постоян-
ным током I

0
 расположены два параллель-

ных ему провода, замкнутых на одном кон-
це сопротивлением R. По проводам без тре-
ния перемещают перемычку с постоянной 
скоростью v (рис. 8.16). Пренебрегая сопро-
тивлением всех проводов и индуктивностью 
контура, найти силу, необходимую для под-
держания постоянства скорости.  

Ответ:  
Ra

bI
F

v
ln

2

2

00 







π

µ
= . 

Задача 8.4.2. Найти как функцию 

времени тепло Q(t), выделившееся на со-

противлении R от момента, когда пере-

мычка начала двигаться с ускорением a 

(рис. 8.17). Магнитное поле В однородно 

и перпендикулярно к плоскости провод-

ников, сопротивлением всех проводников 

и индуктивностью контура пренебречь, 

длина перемычки l.  

 
v 

R 

I0 a 

b 

 

Рис. 8.16. Взаимное рас-
положение провода с 
током I0 и контура с под-
вижной перемычкой (за-
дача 8.4.1) 

 
а 

R 

В 

 

Рис. 8.17. Схема контура с 

подвижной перемычкой 

(задача 8.4.2) 
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Ответ: ( ) 32

3

1
tBla

R
Q = . 

Задача 8.4.3. Квадратная проволочная 

рамка ACDE со стороной l помещена в 

магнитное поле с вектором индукции В, 

направленным перпендикулярно плоско-

сти рамки (рис. 8.18). По рамке с постоян-

ной скоростью v скользит перемычка MN, 

сделанная из той же проволоки. Найти 

разность потенциалов точек C и D в мо-

мент, когда перемычка находится 1) посе-

редине; 2) у правого края. Индуктивно-

стью контура пренебречь. 

Ответ: 1) ϕC – ϕD = 
4

1
Blv;  2) ϕC – ϕD = 

7

3
Blv. 

Задача 8.4.4.  Проводящая лента ширины l протягивается со 

скоростью v в магнитном поле В, направленном перпендикулярно 

ее плоскости. Найти ЭДС между краями ленты. 

Ответ:  E = Blv. 

 

Задача 8.4.5. Металлический стержень 

массы m и длины a подвешен горизон-

тально на двух проводах длины l к кото-

рым подключен конденсатор емкости С. 

Система находится в магнитном поле с 

индукцией, направленной вертикально 

вниз (рис. 8.19).  

Определить период малых колебаний 

стержня. Сопротивлением проводов и 

стержня пренебречь. 

Ответ: 
mg

laCBm
T

)(
2

22+
π= . 

Задача 8.4.6. П-образный проводник с 

перемычкой длины l (рис. 8.20) находится в 

однородном магнитном поле с вектором 

индукции В, который перпендикулярен к 

плоскости проводника и изменяется во 

 

v В 

A 

E 

С M 

N D  

Рис. 8.18. Схема контура с 

подвижной перемычкой 

(задача 8.4.3) 

 

B 

a 

l 

C 

m 

 

Рис. 8.19. К расчету перио-

да колебаний стержня, 

подвешенного в магнитном 

поле (задача 8.4.5) 

 
a 

В(t) 

 
Рис. 8.20. Схема контура с 

подвижной перемычкой 

(задача 8.4.6) 
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времени по закону В = βt. В момент времени t = 0 перемычку, нахо-

дившуюся в крайнем левом положении, начинают перемещать без 

начальной скорости с ускорением а. Найти ЭДС индукции в про-

воднике E(t) в зависимости от времени. 

Ответ:  E(t) = 
2

3
alβt

2
. 

 

Задача 8.4.7.  По двум тонким па-

раллельным проводникам, замкнутым на 

сопротивление R, в момент времени t = 0 

начинают перемещать перемычку с по-

стоянным ускорением а (рис. 8.21). Сис-

тема находится в однородном магнитном 

поле, вектор индукции которого перпен-

дикулярен к плоскости проводников и 

изменяется по закону В(t) = B0 + βt. На-

чальная площадь контура S, длина перемычки l. Найти силу тока в 

цепи. 

Ответ: I(t) = 
R

1
[(B0 + βt)lat + β(S + lat

2
/2)].  

Замечание. Первое слагаемое обусловлено ЭДС в движущейся 

перемычке, возникающей за счет магнитной силы Лоренца, второе 

– вихревым электрическим полем. 

 

Задача 8.4.8.  В магнитном поле с большой высоты падает 

кольцо радиуса а и массы m, так, что плоскость кольца всегда гори-

зонтальна. Найти установившуюся скорость падения v, если верти-

кальная составляющая индукции поля зависит от высоты h как 

B(h) = B0(1 + αh). Ускорение свободного падения g, сопротивление 

кольца R, индуктивностью пренебречь. 

Указание: целесообразно использовать энергетический подход. 

Ответ:  v = 
22

0 )( απaB

mgR
. 

 

Задача 8.4.9. На длинный соленоид, через который проходит 

переменный ток I(t) = I0 cos ωt, надет тор из диэлектрика с прони-

цаемостью ε (рис. 8.22). В торе имеется очень тонкий поперечный 

зазор. Найти напряженность электрического поля Е в зазоре в зави-

 
a 

В(t) R 

 

Рис. 8.21. Схема кон-

тура с подвижной пе-

ремычкой (задача 

8.4.7) 
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симости от расстояния r от оси соленоида. 

Радиус соленоида а, длина l, число витков 

N. 

Ответ:  t
lr

NIa
rE ω

ωµ
ε= sin

2
)(

2
0 .  

Для тока и линий поля Е положительным 

считается направление против часовой 

стрелки. 

Задача 8.4.10. Непроводящее тонкое 

кольцо с невесомой ступицей надето на ось, вокруг которой может 

свободно вращаться. Кольцо заряжено по периметру зарядом q. В 

начальный момент оно покоилось, затем включили однородное маг-

нитное поле, перпендикулярное плоскости кольца, индукция кото-

рого стала возрастать по некоторому закону B(t). Найти угловую 

скорость кольца ωωωω(B) в зависимости от индукции поля. Считать, 

что вся масса m сосредоточена в кольце. 

Ответ:  )(
2

)( t
m

q
B Bω −= . 

Указание. Решить задачу двумя способами: 

1. динамическим, найдя момент сил, действующих на кольцо со 

стороны вихревого электрического поля; 

2. энергетическим, учитывая, что энергия кольца в магнитном поле 

W = 
2

1
ФI. 

Задача 8.4.11. Замкнутая катушка в виде тонкого тора среднего 

радиуса а имеет N витков. Сечение тора – круг площади S 

(a >> S
1/2

). Найти индуктивность этой катушки. 

Ответ: Vn
a

SN
L 2

0

2

0
2

µ=
π

µ= , где V = 2πa⋅S – объем тора, n – 

плотность намотки. 

Замечание. Ввиду большого радиуса тора по сравнению с раз-

мером поперечного сечения его обмотки, его индуктивность совпа-

дает с индуктивностью длинного соленоида, полученной в пренеб-

режении краевыми эффектами на его торцах. 

 

 

I 

a 

ε 

B 

 

Рис.8.22. Поперечное сече-

ние соленоида и диэлектри-

ческого тора (задача 8.4.9) 
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Задача 8.4.12. Круговой виток радиуса а с собственной индук-

тивностью L установлен на расстоянии l от бесконечной сверхпро-

водящей плоскости (плоскость витка параллельна сверхпроводящей 

поверхности). Считая, что l >> a, найти индуктивность L' витка в 

данных условиях. 

Указание: использовать дипольное приближение, учитывая, что 

на поверхности сверхпроводника нормальная компонента вектора 

магнитной индукции Bn = 0. По аналогии с электростатикой приме-

нить метод изображений, т.е. ввести фиктивные источники поля, 

обеспечивающие выполнение граничных условий. 

Ответ: 
3

4
0

16l

a
LL

µ
−=′ .  

Задача 8.4.13. Найти индуктивность длинного соленоида, 
имеющего N витков, радиус r и длину l, который помещен внутри 
длинной сверхпроводящей трубы радиуса R вдали от ее торцов па-
раллельно ее оси. 

Ответ: L = µ0πr
2

l

N

R

r 2

2

2

1 







− . 

Задача 8.4.14. Найти индуктивность L' единицы длины двух-
проводной линии в вакууме. Радиус проводов равен а, расстояние 

между их осями b, магнитная проницаемость проводов µ = 1. Счи-
тать, что b >> а, магнитным полем внутри проводов пренебречь. 

Ответ: 
a

b

a

b
L ln1ln 00

π
µ

≈






 −
π
µ

=′ . 

Замечание. Точное решение с учетом поля внутри проводов да-

ет 






 +
π
µ

=′
4

1
ln0

a

b
L  (см. [5], §34, задача 4). 

Задача 8.4.15. Найти индуктивность L' единицы длины тонкого 
коаксиального кабеля. Внутренний и внешний проводник считать 
коаксиальными тонкими цилиндрическими трубами радиусов а и b 
соответственно. 

Ответ: 
a

b
L ln

2

0

π

µ
=′ . 
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Задача 8.4.16. Найти индуктивность системы из двух соеди-
ненных последовательно длинных соленоидов, один из которых 
вставлен внутрь другого. Внутренний соленоид имеет длину l1, ра-
диус r1 и плотность намотки n1, внешний – l2, r2 и n2 соответственно 
(l2 > l1, r2 > r1). Рассмотреть два случая, когда направления токов в 
витках обоих соленоидов одинаковы и противоположны. 

Ответ: L = µ0π( r1
2 

l1 n1
2
 + r2

2 
l2 n2

2
 ± 2 n1 n2 r1

2
 l1). Знак плюс 

при одинаковом направлении токов. 

Задача 8.4.17. Две катушки одинаковой длины с индуктивно-
стями L1 и L2 соответственно, плотно вставлены одна в другую до 
полного совмещения концов (радиусы катушек считаются равны-
ми). Найти их коэффициент взаимной индукции L12 и общую ин-
дуктивность L при последовательном соединении катушек. Рас-
смотреть два случая, когда направления токов в витках обоих кату-
шек 1) одинаковы 2) противоположны. 

Ответ: L12 = 21LL , L = ( 21 LL ± )
2
. Знак плюс соответст-

вует одинаковому направлению токов. 

Задача 8.4.18. Длинный соленоид 
окружен витком провода, в котором 

поддерживается ток I = I0 cosωt под-
ключенным к нему источником пере-
менного тока (рис. 8.23). Найти ЭДС 
индукции, наводимой в соленоиде. 
Длина соленоида l, радиус a, число 
витков N. 

Ответ: E=µ0 
l

N
πa

2 
I0 ω sin ωt. Результат не зависит от накло-

на и формы витка. 

Задача 8.4.19. Квадратная рамка со сто-
роной а лежит в одной плоскости с прямо-
линейным длинным проводом (рис. 8.24). 
Ближайшая сторона рамки параллельна про-
воду и отстоит от него на расстояние b. В 
рамке источником переменной ЭДС создает-

ся ток I = I0 sin ωt. Найти ЭДС индукции E(t), 

наводимой в проводе. 

 
~ 

 

Рис. 8.23. К расчету ЭДС в 

соленоиде (задача 8.4.18) 

 

~

b 

a 
a 

 
Рис. 8.24. Взаимное рас-
положение рамки и пря-
молинейного провода 

(задача 8.4.19) 
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Ответ: E = 
π

µ
−

2

0 a ln(1+
b

a
)ω I0 cos ωt. 

Задача 8.4.20. Точечный магнитный диполь пролетает насквозь 

через соленоид вдоль его оси. Магнитный момент диполя направ-

лен параллельно его скорости. Соленоид через идеальный выпрям-

ляющий элемент подключен к баллистическому гальванометру, из-

меряющему, таким образом, сумму модулей протекших зарядов. 

Найти магнитный момент диполя pm, если гальванометр показал 

заряд q. Соленоид имеет N витков, длина его l, общее сопротивле-

ние соленоида и измерительной цепи R.  

Ответ: pm = 
N

qRl

02µ
. 

Задача 8.4.21. По оси кругового витка радиуса а на расстоянии 

l от его центра (l >> a) движется со скоростью v точечный магнит-

ный диполь с дипольным моментом pm, ориентированным парал-

лельно вектору скорости. Оценить силу тока в витке, если его со-

противление равно R, а индуктивностью можно пренебречь. 

Ответ: 
4

2
0

2/522

2
0

2

v3

)(

v

2

3

Rl

ap

la

la

R

p
I mm µ

≈
+

µ
= . 
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Глава 9 

ЭНЕРГИЯ И СИЛЫ В МАГНИТОСТАТИКЕ 

§ 9.1. Теоретический материал 

Закон Ампера – сила, действующая на элемент dl проводника 

с током I, помещенный в магнитное поле индукции В, равна 

[ ]BF ldId = .    (9.1) 

Сила, действующая на точечный диполь с магнитным мо-

ментом pm во внешнем поле B ([2], §56) 









∂
∂

+








∂
∂

+







∂
∂

=∇=∇=
z

p
y

p
x

p mzmymxmm

BBB
BpBpF )()( . (9.2) 

Момент сил, действующий на магнитный диполь в поле B   

   [ ]BpM m= .    (9.3) 

Энергия магнитного диполя во внешнем поле В 

   ( )mW = − p B .    (9.4) 

Энергия магнитного поля, создаваемого линейным конту-

ром с индуктивностью L и током I 

IΦLIW
2

1

2

1 2 == .   (9.5) 

где Ф – магнитный поток через контур. 

Энергия магнитного поля, создаваемого двумя контурами с 

токами I1 и I2 

2112
2
22

2
1112

2

1

2

1
IILILILW ++= ,   (9.6) 

где L1 – индуктивность первого контура, L2 – индуктивность второ-

го контура, L12 – коэффициент их взаимной индукции. Энергия не 

является аддитивной величиной, так как в выражении для энергии 

присутствует слагаемое 2112 IIL  –  энергия взаимодействия конту-

ров. 

Механическая работа при бесконечно малом изменении кон-

фигурации системы проводников с токами в магнитном поле 
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δ δстор i i

i

A I dΦ dW A= = +∑ ,   (9.7) 

где δ стор i i

i

A I dΦ= ∑ – приращение работы сторонних сил (ЭДС ис-

точников тока), совершаемая против ЭДС электромагнитной ин-

дукции в i-контуре, dW – изменение магнитной энергии системы и 

δA – механическая работа пондеромоторных сил при бесконечно 

малом изменении конфигурации системы. 

Для двух частных случаев, когда либо 1) не изменяется маг-

нитный поток через проводники системы (Фi = const), либо 2) по-

стоянен ток, текущий в проводниках (Ii = const), выражение (9.7) 

соответственно, сводится к следующим: ([1], § 47) 

constΦi

WA
=

δ−=δ .   (9.8) 

constI i

WA
=

δ+=δ .   (9.8′) 

(сравните с аналогичными соотношениями для электростатическо-

го поля (5.6) и (5.8)). В первом случае механическая работа совер-

шается за счет убыли магнитной энергии системы. Во втором слу-

чае механическая работа и сопутствующее ей и равное по величине 

возрастание энергии магнитного поля происходит за счет работы 

источников ЭДС, поддерживающих постоянство силы тока. 

Соотношения (9.8), (9.8′) удобно использовать для нахождения 

пондеромоторных сил. Разумеется, оба варианта описывают работу 

одной и той же силы, величина которой определяется только вели-

чиной и взаимным расположением протекающих токов и не зависит 

от выбранного варианта расчета. 

Объёмная плотность энергии магнитного поля в вакууме 

0

2

2µ
=

B
w .    (9.9) 

Энергия магнитного поля в вакууме 

dV
B

dVwW

V

∫∫ µ
==

0

2

V
2

,        (9.10) 

где V – область пространства, где существует магнитное поле. 
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Давление, оказываемое на границу раздела двух областей, 

объемные плотности энергии магнитного поля в которых соответ-

ственно равны w1 и w2 

21 wwp −= .    (9.11) 

Сила Лоренца – полная сила, действующая со стороны элек-

тромагнитного поля на движущийся со скоростью v заряд 

[ ]BvEFл qq += .   (9.12) 

В выражение для силы Лоренца входят два слагаемых, первое 

из которых описывает взаимодействие заряда q с электрическим 

полем, а второе – с магнитным. 

§ 9.2. Основные типы задач (классификация) 

9.1. Определение энергии магнитного поля и магнитных сил в 

системах безграничных проводников с линейным, поверхностным 

или объёмным током. Взаимодействие движущегося заряда с маг-

нитным полем. 

9.2. Определение энергии магнитного поля и магнитных сил, 

действующих на проводники с током, ограниченные в пространст-

ве. 

9.3. Определение вращающего момента и сил, действующих на 

проводник с током и магнитный диполь во внешнем магнитном по-

ле. 

§ 9.3. Методы решения и примеры решения задач 

Для решения задач этой главы необходимо хорошо владеть ме-

тодами определения направления и величины индукции магнитного 

поля, создаваемого различными распределениями токов. Таким об-

разом, базовыми оказываются задачи, рассмотренные ранее в гла-

ве 7 (магнитное поле стационарного тока в вакууме). Так как силы 

и моменты сил являются векторными величинами, то особое вни-

мание следует уделить качественному анализу задачи. При этом не-

обходимо, прежде всего, определить симметрию предложенной 

системы проводников, величину и направление векторов индукции 

магнитных полей, которые создают отдельные части системы. Под 

частями системы подразумеваются не только изолированные про-
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водники с током, но и отдельные части проводников, направление 

тока в которых отличается от направления тока в остальных частях 

(изогнутый проводник). Удобно одну из частей рассматривать, как 

объект, создающий магнитное поле, действующее на остальные 

части системы. Дальнейшее решение основывается на использова-

нии законов Ампера (9.1), силы Лоренца (9.12), а также соотноше-

ний (9.2), (9.3), (9.4). 

Задачи типа 9.1 

Определение энергии магнитного поля и магнитных сил в системах 

безграничных проводников с линейным, поверхностным или объём-

ным током. Взаимодействие движущегося заряда с магнитным 

полем 

 

Методы решения. Базовыми для раздела являются задачи 

7.3.1, 7.3.7, 7.3.10 (глава 7). Начинать решение задач этого типа 

следует с анализа распределения магнитных полей системы в 

пространстве (направление и симметрия). Исходя из результатов 

такого анализа, надо выбрать часть системы, которая создаёт 

магнитное поле. Этот выбор должен определяться простотой и 

удобством решения. 

 

Задача 9.3.1. Бесконечно длинный тонкий проводник с током I 

изогнут в форме буквы П. Расстояние между длинными частями 

провода равно l. Найти величину и направление силы Fl, дейст-

вующей на единицу длины проводника в точке О, находящейся в 

центре горизонтальной перемычки.  

Решение 

Предположим, что ток течет в контуре по часовой стрелке (см. 

рис. 9.1). Тогда вектор магнитной индукции поля такой системы в 

окрестности точки О направлен от нас перпендикулярно плоскости 

рисунка. В соответствии с законом Ампера (9.1) на элемент тока 

длиной dl в окрестности точки О действует сила [ ]BF ×= ldId , на-

правление которой указано на рис. 9.1. Поэтому величина силы, 

действующей на единицу проводника в этой области,   равна 

IB
dl

dF
Fl == . 
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Определим индукцию магнитного поля в точке О, используя 
методы главы 7. Согласно принципу суперпозиции, результирую-
щее поле В будет равно сумме полей В1 и 
В2, которые создают в этой области про-
странства участки провода АА1 и СС1 (ин-
дукция магнитного поля, создаваемого уча-
стком АС на элементе провода dl в окрест-
ности точки О, равна нулю). Из симметрии 
задачи следует, что величины магнитных 
индукций этих полей одинаковы (В1 = В2) и 
равны половине индукции поля, которое 
создал бы в точке О бесконечно длинный 
проводник с током, находящийся на рас-

стоянии 
2

l
 от нее. Используя результат ба-

зовой задачи 7.3.1 

l

I

l

I
BBBB

π
µ

=
π
µ

==+= 00
121

)2(4
22 , 

откуда получим  

l

I
Fl π

µ
=

2
0 . 

Ответ: 
l

I
Fl π

µ
=

2
0 ;  

сила перпендикулярна короткой стороне проводника (см. рис. 9.1) и 
её направление не зависит от направления тока. 

 

Задача 9.3.2 (базовая задача). Две параллельные плоскости, 
по которым течет ток, создают в пространстве между собой одно-
родное магнитное поле с индукцией B. Вне этой области поле от-
сутствует. Найти силу магнитного взаимодействия FS, действую-
щую на единицу площади каждой плоскости. 

Решение 

В задаче 7.3.8 главы 7 было показано, что токи по плоскостям 
текут параллельно друг другу в противоположных направлениях – 
иначе согласно принципу суперпозиции будет существовать маг-
нитное поле в пространстве вне плоскостей. 

При противоположной ориентации параллельных токов в про-

 

Рис. 9.1. К определению 

силы, действующей на ли-

нейный проводник с током 

в магнитном поле (задача 

9.3.1) 
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странстве между плоскостями ин-
дукция магнитного поля вдвое 
больше поля уединенной плоско-
сти В1 и равна 

10 2BiB =µ= , 

где i – величина поверхностной 

плотности тока, текущего в каж-

дой плоскости. 

Силу взаимодействия плоско-

стей можно найти как результат 

действия магнитного поля, созда-

ваемого одной плоскостью, на то-

ки в другой. Пусть на участок 

пластины с площадью ∆S в соответствии с законом Ампера (9.1), 

действует сила равная ∆F. Тогда сила, действующая на единицу по-

верхности одной из плоскостей со стороны магнитного поля, созда-

ваемого другой плоскостью равна по модулю 

0

2
1

2µ
=

∆
∆

=
∆
∆

=
B

S

SiB

S

F
FS . 

Эта сила направлена перпендикулярно плоскостям в сторону от 

плоскости, создающей магнитное поле (см. рис. 9.2). Таким обра-

зом, плоскости с противоположно направленными токами отталки-

ваются друг от друга, испытывая давление 
0

2

2µ
==

B
Fp S . Отметим, 

что взаимодействие токов, текущих в пределах одной пластины, 

приводит к силам, параллельным ее поверхности, т.е. к касатель-

ным напряжениям. 

Ответ: Сила (отталкивания) направлена перпендикулярно 

плоскостям и равна
0

2

2µ
=

B
FS . 

Замечание. Такой же результат можно получить, используя 

формулу (9.11). Так как в пространстве вне плоскостей магнитное 

поле отсутствует, а объёмная плотность энергии магнитного поля в 

пространстве между плоскостями согласно (9.9) равна 
0

2

1
2µ

=
B

w , 

 
 

Рис. 9.2. Определение силы магнит-
ного взаимодействия двух парал-
лельных плоскостей с поверхност-

ными токами (задача 9.3.2) 
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получим 
0

2

1
2

0
µ

=−==
B

wpFS .  

При таком решении направление сил давления можно легко 

определить из (9.8′). Раздвинем плоскости на малое расстояние. Так 

как плотность энергии не зависит от расстояния между плоскостя-

ми, то энергия возрастет. Согласно (9.8′) при постоянстве силы тока 

знак работы магнитных сил совпадает со знаком изменения энер-

гии. Таким образом, при раздвижении плоскостей работа будет по-

ложительной, что и соответствует силе отталкивания. 

 

Задача 9.3.3 (базовая задача). Два параллельных тонких про-

вода длиной l каждый находятся на расстоянии d друг от друга 

(l >> d). В них поддерживаются постоянные токи I1 = I2 = I, направ-

ленные в противоположные стороны. Какую работу совершают си-

лы магнитного поля (силы Ампера) при удалении проводов на рас-

стояние 2d друг от друга? Краевыми эффектами пренебречь. 

Решение 

Как известно, два параллельных проводника, по которым токи 

текут в противоположных направлениях, отталкиваются. Поэтому 

при удалении проводников друг от друга работа сил магнитного 

поля будет положительной. 

Рассмотрим один провод в поле другого. Не ограничивая общ-

ности задачи, можно считать, что провод, создающий магнитное 

поле, неподвижен. Если другой провод находится на расстоянии х 

от первого, на него в соответствии с (9.1) действует сила Ампера, 

равная 

l
x

I
IBlF

π

µ
==

2

2
0 . 

Здесь использовано выражение 

для величины индукции В бесконечно-

го прямолинейного тока, полученное в 

базовой задаче 7.3.1, Сила Ампера на-

правлена перпендикулярно проводу 

(см. рис. 9.3), поэтому под её действи-

ем провод будет перемещаться в плос-

кости рисунка параллельно самому се-

бе. При перемещении одного из про-

 
 

Рис. 9.3. К расчету работы 

сил Ампера при перемещении 

проводов с токами друг отно-

сительно друга (задача 9.3.3) 
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водов на dx силы магнитного поля другого провода совершат рабо-

ту 

dxl
x

I
FdxA

π

µ
==δ

2

2
0 , 

и полная работа по удалению проводов на заданное расстояние 2d 

будет равна 

2ln
22

2
0

2 2
0 l

I
dxl

x

I
A

d

d
π

µ
=

π
µ

= ∫ . 

Ответ: 2ln
2

20 lIA
π

µ
= . 

Дополнение. Проверим выполнение закона сохранения энергии 

в данной задаче (соотношение (9.7) теоретического материала).  

Так как конфигурация и, соответственно, индуктивность сис-

темы изменяется, а сила тока, текущего в проводниках, остается 

постоянной, то в соответствии с (9.5) изменение энергии можно за-

писать как 

)(
222

12

22

1

2

2 LL
IILIL

W −=−=∆ , 

где L2 и L1 –индуктивности двухпроводной линии в конечном и на-

чальном состоянии, определяемые формулой 
a

xl
xL ln)( 0

π
µ

≅ , где х 

– расстояние между проводами, а – радиус провода (см. задачу 

8.4.15 главы 8). Для данного случая получим 

02ln
2

ln
2

ln
2

2
0

2
0 >=

π
µ

=






 −
π

µ
=∆ Al

I

a

d

a

dlI
W , 

то есть энергия системы увеличилась на величину, численно рав-

ную работе сил Ампера, что соответствует формуле (9.8) теорети-

ческого материала. 

Согласно закону сохранения энергии (9.7) работа сил Ампера и 

изменение энергии системы произошло за счет работы источника 

ЭДС, который поддерживал постоянным ток в проводниках (т.е. со-

вершал работу против ЭДС индукции, возникшей в системе при пе-

ремещении проводов). Действительно,  
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WAlIILILIIAA индЭДС ∆+=
π

µ
=−=∆Φ=−= 2ln)( 20

12 . 

 

Задача 9.3.4. По длинному сплошному прямому цилиндриче-

скому проводу радиуса R из немагнитного материала течет ток I. 

Считая, что плотность тока одинакова во всём объёме проводника, 

найти энергию магнитного поля внутри провода в расчете на еди-

ницу его длины.  

Решение 

Так как плотность тока одинакова во всём объёме проводника, 
то на расстоянии r от его оси индукция магнитного поля равна 

r
R

I
B

2
0

2π
µ

=  (см. задачу 7.3.10 главы 7). По определению (9.9) объ-

ёмная плотность энергии магнитного поля равна 
0

2

2µ
=

B
w , то есть 

она зависит от расстояния до оси проводника как 
2

2
0

0 22

1
)( 








π
µ

µ
= r

R

I
rw . 

Для энергии системы в расчете на единицу длины получим 

π
µ

=π







π

µ
µ

== ∫ 16
2

22

11
2

0

0

2

2

0

0

I
drrlr

R

I

ll

W
W

R

l . 

Ответ: 
π

µ
=

16

2
0I

Wl . 

Задача 9.3.5. Вдоль прямого медного проводника радиуса R те-

чет ток I. Найти разность потенциалов между осью проводника и 

его поверхностью. Концентрация электронов проводимости в меди 

n. 

Решение 

Ток, текущий в проводнике, создает вокруг себя магнитное по-

ле. Это поле действует на электроны проводимости, которые упо-

рядоченно движутся с дрейфовой скоростью  

                         
2Rne

I

neS

I
V

π
== .  
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Действие магнитной составляющей си-

лы Лоренца F приводит к тому, что при 

включении тока электроны начинают сме-

щаться к оси проводника (рис. 9.4). В ре-

зультате на поверхности появляется избы-

точный положительный заряд, а в остальном 

объеме – отрицательный. Таким образом, 

возникает электрическое поле, со стороны 

которого на электроны также действует си-

ла. Равновесие в проводнике будет достиг-

нуто тогда, когда действующая на электроны 

сила Лоренца (9.12) станет равной нулю, и в 

каждой точке проводника будет выполнять-

ся равенство 

eVBeE −= . 

Индукция магнитного поля на расстоя-

нии r от оси сплошного цилиндрического 

проводника равна 

r
R

I
B

2
0

2π
µ

=  

(см. задачу 7.3.10 главы 7). Напряженность электрического поля в 

произвольной точке проводника направлена по радиусу проводника 

и для ее проекции на радиальное направление получаем: 

r
R

I

Rne

I
VBE

2

0

2 2π

µ

π
−=−= . 

Отсюда находим разность потенциалов между осью проводни-

ка и его поверхностью 

22

2
0

0

42

2
0

0

42 Rne

I
drr

Rne

I
EdrU

RR
π

µ
−=

π
µ

=−= ∫∫ . 

Ответ: 
22

2
0

4 Rne

I
U

π
µ

−= . 

Замечание. Чтобы найти распределение заряда внутри провода, 

можно воспользоваться результатами задачи 1.3.13 главы 1. В ней 

было показано, что такая напряженность электрического поля, про-

порциональная радиус-вектору r точки, получается внутри равно-

F 

B 

U 

 
Рис. 9.4. Определение 

разности потенциалов U 

между осью и поверхно-

стью сплошного цилинд-

рического проводника с 

током (задача 9.3.5) 
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мерно заряженного цилиндра и равна E r
02ε

ρ
= , где ρ – плотность 

заряда. Приравнивая это выражение полученной выше напряжен-

ности Е, получаем 
42

2

00
Rne

I

π
µε−=ρ . 

Задачи типа 9.2 

Нахождение энергии магнитного поля и магнитных сил, 

действующих на проводники с током, ограниченные  

в пространстве 

Задача 9.3.6. По тонкой проволоке диаметром D, согнутой в 

виде окружности радиуса R, течет постоянный ток I. Проволока 

разрывается, если величина механического напряжения в ней дос-

тигает величины σ0. При каком значении индукции Bк однородного 

магнитного поля, перпендику-

лярного плоскости кольца, про-

изойдет разрыв проволоки? 

Решение 

Замкнутое кольцо с током 

можно рассматривать как маг-

нитный момент pm = ISn (см. 

(7.16) в главе 7). Так как вектор 

индукции магнитного поля па-

раллелен pm, то согласно (9.3) 

отсутствует вращающий мо-

мент, действующий на провод-

ник со стороны внешнего маг-

нитного поля.  

Поскольку магнитное поле однородно, то согласно (9.2), полная 

сила, действующая на кольцо со стороны магнитного поля, также 

равна нулю, т.е. проводник находится в положении равновесия.  

На элемент проводника dl (рис. 9.5) действует сила Ампера 

(9.1) 

[ ]Ad I d=F Bl . 

Эта сила должна быть скомпенсирована равнодействую-

 T′ 

А 

 

Рис. 9.5. Силы, действующие на элемент 

кольца с током во внешнем магнитном 

поле В (задача 9.3.6) 
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щей TdF  сил натяжения Т и Т′, приложенных к концам данного 

элемента T

dl
dF Td T

R
= α = . Приравнивая модули этих сил, получа-

ем 

T IBR= . 

Проволока разорвётся, если механическое напряжение в ней 

достигнет предельного, то есть 0σ=
S

T
 (где 

4

2D
S

π
=  – площадь 

поперечного сечения проводника).  

Окончательно получим: 
IR

D
B

4

2
0πσ

= . 

Ответ: 
IR

D
B

4

2
0πσ

= . 

 

Задача 9.3.7 (базовая задача). Две катушки с магнитными мо-

ментами p1 и p2 расположены так, что их оси находятся на одной 

прямой. Расстояние L между ними велико по сравнению с размера-

ми катушек. Определить силу взаимодействия между катушками. 

Решение 

Поскольку L намного больше размеров катушек, то такую сис-

тему можно рассматривать как систему из двух точечных магнит-

ных моментов (см. теоретический материал главы 7), один из кото-

рых находится в поле, создаваемом другим.  

Будем рассматривать вторую катушку в поле первой. Выберем 

ось Х декартовой системы координат совпадающей с прямой, со-

единяющей центры катушек (см. рис. 9.6).  Ввиду симметрии зада-

чи сила будет иметь только х-

компоненту. Тогда согласно 

(9.2) на вторую катушку дей-

ствует сила, величина которой 

равна 

x

B
pFF x

xx ∂
∂

== 1
2 . 

Согласно соотношению 

(7.21) теоретического мате-

риала главы 7, магнитное поле 

 

 

Рис. 9.6. К расчёту силы взаимодействия 

двух магнитных диполей (задача 9.3.7) 
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на оси точечного магнитного момента равно 
3

0 2

4 x

p
B m

π
µ

= , следова-

тельно, индукция магнитного поля, создаваемого первой катушкой 

равна 
3

10
1

2 x

p
B x

x π
µ

= . 

Окончательно получим: 
4

210

3

10
2

2

3

2 L

pp

x

p

x
pF xx

Lx

x
xx π

µ
−=








π

µ
∂
∂

=
=

. 

Ответ: 
4

210

2

3

L

pp
F

π

µ
−= . 

Замечание. Катушки притягиваются (Fx < 0), если p1x  и p2х 

имеют одинаковый знак (p1 ↑↑ p2) и отталкиваются (Fx > 0), если 

p1x  и p2х имеют разные знаки (p1 ↑↓ p2) – ситуация, приведённая на 

рис. 9.6. 

 

Задача 9.3.8 (базовая задача). По длинному однослойному со-

леноиду с n витками на единицу длины течет ток I. Определить 

давление, действующее на боковую поверхность соленоида. 

Решение 

Каждый из витков со-

леноида представляет со-

бой кольцо с током, нахо-

дящееся во внешнем од-

нородном (если пренеб-

речь краевыми эффекта-

ми) магнитном поле, пер-

пендикулярном его плос-

кости, которое создаётся 

всеми остальными витка-

ми соленоида (см. 

рис. 9.7). Согласно задаче 

9.3.6, пондеромоторные 

силы F стремятся увели-

чить радиус соленоида. 

Найдем эти силы энергетическим методом. 

Пусть радиус соленоида увеличился на dR при неизменной си-

ле тока. Тогда согласно (9.8′) работа сил давления на боковую по-

 

Рис.9.7. Силы, действующие на виток со-

леноида со стороны его собственного маг-

нитного поля (задача 9.3.8) 
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верхность соленоида будет равна приращению его энергии 

constI
WRldRppdVA

=
δ=π==δ 2 , 

где V – объем соленоида, R – его радиус, l –длина. Энергия соле-

ноида согласно (9.5) равна 

222
0

2

2

1

2

1
lIRnLIW πµ== , 

где использовано, что индуктивность соленоида L = µ0n
2
V (см. за-

дачу 8.3.10 главы 8).  

Из этих соотношений находим величину давления 

( )=
∂
∂µ

=






 πµ
∂
∂

π
=

∂
∂

π
= 2

22
0222

0
42

1

2

1

2

1
R

RR

In
IlRn

RRlR

W

Rl
p

II

0

222
0

22 µ
=

µ
=

BIn , 

где nIB 0µ=  – индукция магнитного поля на оси длинного 

соленоида (см. задачу 7.3.5 главы 7). 

Ответ: 2 2
0 2p n I= µ . 

Замечание 1. Длинный соленоид разделяет все пространство на 
две области: внутри соленоида, в которой существует магнитное 

поле с индукцией nIB 0µ=  (см. задачу 7.3.5 главы 7), и снаружи 

соленоида – где магнитное поле очень мало. 

Согласно (9.11) давление, оказываемое на боковую поверхность 
соленоида силами Ампера равно 

22
0

22
0

0

2

1

InB
wp

µ
=

µ
=−= . 

Замечание 2. Наличие сил давления, действующих на боковую 
поверхность соленоида, приводит к тому, что максимальное значе-
ние индукции магнитного поля, которое можно получить с помо-
щью соленоидов, не превышает 50 Тл (для импульсного соленои-
да). При такой величине B на проволоку из бериллиевой бронзы, из 
которой изготавливаются импульсные соленоиды, оказывается дав-

ление равное ( )2 9
02 2 10 Паp B µ= ≈ ⋅ , близкое к её пределу проч-

ности. 
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Замечание 3. Вследствие взаимного притяжения витков соле-
ноида на его торцевую поверхность будут действовать силы, стяги-
вающие его. Величину давления, действующего на торцевую по-
верхность соленоида можно определить аналогично решению дан-
ной задачи (см. задачу 9.4.7 для самостоятельного решения). 

 

Задачи типа 9.3 

Определение вращающего момента и сил, действующих на  про-
водник с током и магнитный диполь в магнитном поле 

 

Задача 9.3.9 (базовая задача). Квадратная рамка со стороной 
а, изготовленная из тонкого проводника, расположена в одной 
плоскости с длинным прямым проводом, по которому течет ток I0. 
Определить внешнюю силу, которая удерживает рамку в равнове-
сии, если по ней течёт ток I, а расстояние между проводом и ближ-
ней к нему стороной рамки равно 2а (рис. 9.8 а).  

Решение 

Способ 1. Согласно закону Ампера (9.1) на стороны рамки бу-
дут действовать разные силы со стороны магнитного поля прямого 
провода с током I0. Направим ось Х перпендикулярно проводу в 
плоскости рамки. Вектор магнитной индукции поля прямого про-
вода В направлен перпендикулярно плоскости рамки, а его модуль 

равен 
x

I
B

π
µ

=
2

0  (см. задачу 7.3.9 главы 7), где I – сила тока в прово-

де, а х – расстояние от него до рассматриваемой точки.  

 

 
Рис. 9.8 а. Взаимное располо-
жение проводников с токами в 
задаче 9.3.9 

Рис.9.8 б. Определение силы, действующей на 
рамку со стороны магнитного поля прямого 
провода (задача 9.3.9) 
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Полная сила, действующая на рамку со стороны магнитного 
поля, равна векторной сумме сил 

DACDBCAB FFFFF +++=   

(рис. 9.8б). Так как на участках рамки BC и DA токи текут в разные 

стороны, а направление магнитного поля одинаково, то FBC = – FDA 

и сумма этих сил равна нулю. 

Определим силы, действующие на две других стороны рамки. 

Используя соотношение (9.1), для модуля сил имеем: 

π
µ

==
= 4

00

2

II
BIaF

axAB . 

π
µ

==
= 6

00

3

II
BIaF

axCD . 

Векторы FАВ и FСD направлены противоположно и, следова-
тельно, х-компонента результирующей силы, действующей на рам-
ку со стороны магнитного поля, равна  

π
µ

−=
π

µ
+

π
µ

−=
1264

000000 IIIIII
Fx  

и направлена в сторону провода против оси Х. 

Для того, чтобы рамка находилась в равновесии, к ней должна 

быть приложена внешняя сила F′, равная по величине и противопо-

ложная по направлению силе F, то есть 
π

µ
=′

12

00 II
Fx . 

Способ 2. При постоянстве токов, текущих в проводниках, со-

гласно соотношению (9.8′)  

const=
δ==δ

I
WFdxA . 

Так как в рассматриваемой задаче токи, текущие в проводни-
ках, не изменяются, то внешнюю силу, действующую на рамку, 
можно найти как 

const=∂
∂

+=
Ix

W
F . 

Энергия магнитного поля, созданного двумя контурами с тока-
ми, согласно (9.6) складывается из собственных магнитных энергий 
контуров и их взаимной энергии. Собственные магнитные энергии 
контуров – постоянные величины. От координаты х зависит только 
энергия взаимодействия, поэтому  

W(x) = Wвзаим= IIxL 012 )( , 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 

 

288 

где L12 – коэффициент взаимной индукции системы «провод – рам-
ка». 

Найдем взаимную индуктивность L12 контуров. 

Магнитный поток через рамку, создаваемый полем провода, ра-
вен 

012
0000 ln

22
IL

x

axaI
adx

x

I
BdS

ax

xS

=
+

π
µ

=
π

µ
==Φ ∫∫

+

 (см. главу 8). 

Тогда 
x

axa
L

+
π

µ
= ln

2

0
12  и 

)(2
ln

2

00

const

00

axx

aIaI

x

axIaI

x
F

I
+π

µ
−=















 +
π

µ
∂
∂

=
=

. 

При х = 2а  
π

µ
−=

12

00 IaI
F . 

Так как получившаяся величина отрицательна, искомая маг-
нитная сила направлена против направления оси х, что соответст-
вует притяжению рамки к проводу. 

Ответ: 
π

µ
=′

12

00 II
Fx . 

 

Задача 9.3.10. Соленоид радиуса R и длины l (l >> R) имеет 
обмотку, состоящую из N витков. По соленоиду течет ток силы I. В 
центре соленоида на его оси помещена небольшая катушка, имею-
щая магнитный момент pm, направленный перпендикулярно оси со-
леноида. Определить величину момента сил М, действующих на 
катушку. 

Решение 

Внутри длинного соленоида магнитное поле однородно. Вектор 

магнитной индукции такого поля направлен вдоль оси соленоида 

(см. рис. 9.9) и равен по модулю 

I
l

N
nIB 00 µ=µ= . 

Будем рассматривать катушку, как точечный магнитный ди-
поль. Тогда в соответствии с (9.3) момент сил по модулю будет ра-
вен 
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I
l

N
pBpM mm 0sin µ=α= , 

где α = 90° – угол между векторами pm и В. 

Ответ: 
l

NIp
M m0µ

= . 

Замечание. Если внутренняя катушка ориентирована соосно 
соленоиду, то в соответствии с (9.4) момент сил, действующих на 
неё со стороны магнитного поля соленоида, равен нулю. 

 

Задача 9.3.11. На круглый короткий деревянный цилиндр объ-
ёмом V в один слой намотана катушка. По катушке течет ток, по-
верхностная плотность которого равна i. Определить величину ме-
ханического момента, который удерживает цилиндр в равновесии, 
если он находится во внешнем однородном магнитном поле, вектор 

индукции которого В образует угол α с осью цилиндра. 

Решение 

Рассмотрим элемент катушки длиной dl. Согласно определе-
нию (7.16) главы 7, этот элемент можно рассматривать, как магнит-

ный диполь с моментом nnp
2RidlISm π==  (где R – радиус катуш-

ки), направленным вдоль оси цилиндра (см. рис. 9.10). В соответст-
вии с (9.4) на этот элемент катушки со стороны магнитного поля 
действует вращающий момент, равный по модулю 

απ=α= sinsin 2BRidlBpdM m . 

 

Рис. 9.9. К определению вращающего момента сил Ампера, дей-
ствующего на магнитный диполь, помещённый на оси соленоида 
(задача 9.3.10) 
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Считая, что геометрические размеры катушки (радиус R и длина l) 
совпадают с размерами деревянного цилиндра, на который она на-
мотана, получим выражение для момента, действующего на всю ка-
тушку со стороны магнитного поля 

α=απ== ∫∫ sinsin

0

2

0

iVBBRidldMM

ll

. 

При интегрировании учтено, что объём катушки равен 
2V l R= π . 

В условиях равновесия механический момент, который удер-
живает цилиндр с катушкой в равновесии, равен по величине мо-
менту магнитных сил, который стремиться повернуть катушку. 

Ответ: α= siniVBM . 

 

Задача 9.3.12. Замкнутый контур с током I, состоящий из двух 

полуокружностей радиусов а и b, соединённых прямыми участками 

(см. рис. 9.11а), находится в поле длинного прямого проводника с 

током I0. Плоскость контура перпендикулярна прямому проводнику, 

а центры полуокружностей лежат на оси прямого проводника. Най-

ти момент сил Ампера, действующих на замкнутый контур. 

Решение 

Силовые линии индукции магнитного поля, создаваемого бес-
конечным прямым проводником с током, являются окружностями, 
плоскость которых перпендикулярна проводнику. На расстоянии х 
от проводника величина магнитной индукции его поля равна 

0 0

2

I
B

r

µ
=

π
 (см. задачу 7.3.1 главы 7). Следовательно, в каждой точке 

 

Рис. 9.10. Определе-

ние момента сил, 

действующих на 

элемент катушки с 

током во внешнем 

магнитном поле (за-

дача 9.3.11 
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Рис. 9.11а. Взаимное распо-
ложение замкнутого провод-
ника с током I и прямого 
провода с током I0 (задача 
9.3.12) 

 

 

dr 

dr 

r 

 

Рис. 9.11б. Силы Ампера, 

действующие на линейные 

участки контура со стороны 

магнитного поля прямого 

проводника (задача 9.3.12) 

полуокружностей ВС и DА рассматриваемого контура (см. 
рис. 9.11б) векторы dl и B сонаправлены и, в соответствии с (9.1), 
силы Ампера на эти участки не действуют.  

На радиальные участки АВ и CD контура со стороны магнитно-
го поля прямого проводника 
действуют силы Ампера, 
стремящиеся повернуть контур 
вокруг оси ОО1, проходящей через 
его центр.  

Рассмотрим участок контура dr, 
находящийся на расстоянии r от 
центра прямого провода. На него 
действует сила Ампера, равная 

0 0

2

I
dF IBdr I dr

r

µ
= =

π
, 

Момент этой силы относительно 
оси ОО1 равен 

0 0

2

I I
dM r dF dr

µ
= ⋅ =

π
. 

На участок АВ действует 
вращающий момент 

)(
2

00
1 ab

II
dMM

b

a

−
π

µ
== ∫ . 

В силу симметрии задачи 
момент сил, действующий на 
участок CD, также равен М1. Для 
момента пары сил Ампера, 
действующих на весь контур, имеем 

)(2 0
0

1 abIIMM −
π
µ

== . 

Ответ: )(0
0 abIIM −

π
µ

= . 

 

Задача 9.3.13.  Круглая проволочная петля радиуса а и сопро-
тивлением R, находится в однородном постоянном магнитном поле 
с индукцией В и равномерно вращается вокруг своего диаметра, 

перпендикулярного к В, с угловой скоростью ω (рис. 9.12). Пренеб-
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регая индуктивностью петли, найти средний тормозящий момент 

M  сил, действующих на петлю со стороны магнитного поля и 

среднюю мощность этих сил P .  

Решение 

Пусть ϕ(t) = ωt – угол между вектором В и вектором n нормали 
к плоскости петли в момент времени t. Тогда магнитный поток че-

рез контур Ф(t) = πa
2
Bcosωt, а ЭДС индукции 

tBa
dt

dФ
ωωπ=−= sin2

E . 

Поскольку индуктивностью контура можно 
пренебречь, то индукционный ток по зако-
ну Ома равен 

tBa
RR

t
tI ωωπ== sin

1)(
)( 2E

. 

Такой круговой виток с током в соответст-
вии с определением (7.16) (глава 7) облада-
ет магнитным моментом 

tBa
R

IaIStm ωωπ=π== sin)(
1

)( 222 nnnp . 

 
Согласно (9.3) на петлю будет действовать 
механический вращающий момент 

M(t) = [pm B], направленный против вектора ωωωω (следствие правила 

Ленца). Его проекция на направление вектора ωωωω равна 

tBa
R

tBtptM m ωωπ−=ω−= 222 sin)(
1

sin)( )( . 

Среднее по периоду 2sin tω = 1/2, поэтому средняя величина 

момента  

 2 21
( )

2
M a B

R
= − π ω . 

Поскольку мощность P(t) = M(t)ω, а ω = const, то 

2 21
( )

2
P M a B

R
= ω = − π ω . 

Ответ:    2 21
( )

2
a B

R
= − πM ωωωω , 2 21

( )
2

P a B
R

= − π ω . 

 ωωωω 

B 

n 
ϕ(t) 

 

Рис. 9.12. Проволочная 
петля, вращающаяся во 
внешнем магнитном поле 

(задача 9.3.13) 
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Замечание. Другой способ решения данной задачи, основанный 
на энергетическом подходе, приведён в задаче 8.3.2 главы 8. 

 

Задача  9.3.14 (базовая задача).   
Точечный магнитный диполь pm рас-
положен перпендикулярно длинному 
прямому проводу, по которому течет 
ток I, так, что продолжение вектора 
проходит через провод (рис. 9.13). 
Определить силу, действующую на 
магнитный диполь со стороны маг-
нитного поля провода, если расстоя-
ние между проводом и магнитным 
моментом равно r. 

Решение 

Выберем декартову систему координат так, чтобы ось Z была 

параллельна проводу, а ось X – магнитному моменту диполя. Вза-

имная ориентация магнитного диполя и провода в поперечной 

плоскости XY показана на рис. 9.14 а.  

Как и большинство задач данной главы, эту задачу можно ре-

шать двумя способами – используя энергетические соотношения и 

непосредственно выражение для силы, действующей на магнитный 

диполь во внешнем магнитном поле (9.2).  

Способ 1 (энергетический) 

Чтобы воспользоваться этим 

методом, нужно найти зависимость 

энергии диполя от его координат. 

Линии индукции магнитного 

поля прямого провода имеют вид 

окружностей, центр которых лежит 

на проводе. Пусть диполь с магнит-

ным моментом, параллельным оси 

Х, находится в произвольной точке с 

координатами (x, y, 0) (рис. 9.14 б). 

Компоненты вектора магнитной ин-

дукции поля в этой точке можно за-

писать как 

 

pm r 

I 

 

Рис. 9.13. Взаимная ориентация 

прямолинейного тока и магнит-

ного диполя (задача 9.3.14) 

 

X 

pm 

Y 

I 

r 

F 

B 
 

Рис. 9.14а. Сила, действующая 

на магнитный момент в магнитном 

поле прямого провода (задача 

9.3.14) 
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( , ) , , 0
y x

x y B
r r

 = − 
 

B , 

где 
r

I
B

π
µ

=
2

0  (см. задачу 7.3.1 главы 

7). Согласно (9.4) энергия взаимо-

действия "жесткого" диполя, имею-

щего заданный постоянный магнит-

ный момент pm = {p, 0, 0}, с магнит-

ным полем равна 

2

0

2
)(

r

yI
p

r

y
BpW mmm π

µ
−=−=−= Bp . 

Силу, действующую на диполь, можно найти, используя (9.2) 










∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=−= kjiF
z

W

y

W

x

W
Wm grad . 

Так как диполь, согласно условию задачи, находится в точке с 

координатами (r, 0, 0), получаем: 

0

0,

220

0,

=








+∂
∂

µ=
∂
∂

−=
==== yrx

m

yrx

x
yx

y

x
Ip

x

W
F ; 

2

0

0,

220

0,
r

Ip

yx

y

y
Ip

y

W
F m

yrx

m

yrx

y

µ
=









+∂
∂

µ=
∂
∂

−=
====

; 

0

0

=
∂
∂

=
=z

z
z

W
F . 

В векторном виде jF
2

0

2 r

I
pm π

µ
= , где j – орт оси Y выбранной 

системы координат.  

Сила, действующая на диполь, направлена в положительном 

направлении оси Y. Действительно, смещение в положительном на-

правлении оси Y уменьшает энергию диполя. В направлении оси Х 

сила не действует, поскольку смещение по этой оси не меняет энер-

гию, которая всегда равна нулю 

Способ 2 (непосредственный расчет сил) 

Если диполь, имеющий заданный постоянный магнитный момент, 

 

Рис. 9.14б. К определению энер-

гии взаимодействия диполя с маг-

нитным полем прямого провода 

(задача 9.3.14) 
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находится в точке с координатами (x, y, 0) (рис.9.14б), то согласно 

соотношению (9.2) компоненты силы, действующей на него со сто-

роны магнитного поля провода равны: 

),( Bp
B

p mmx
xx

F
∂
∂

=








∂
∂

= ; 

),( Bp
B

p mmy
yy

F
∂
∂

=








∂
∂

= ; 

),( Bp
B

p mmz
zz

F
∂
∂

=








∂
∂

= , 

где 
r

I
B

π
µ

=
2

0  (см. задачу 7.3.1 главы 7) 

Так как диполь, согласно условию задачи, находится в точке с коор-

динатами (r, 0, 0), аналогично способу I получаем: 

0=xF ,  
2

0

2 r

Ip
F m

y π

µ
= . 

Ответ: jF
2

0

2 r

I
pm π

µ
= .  

 

§ 9.4. Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 9.4.1. Какова сила взаимодействия двух параллельных 

проводящих пластин в вакууме, по которым текут одинаковые по 

величине токи с поверхностной плотностью величиной i, если на-

правления этих токов составляют друг с другом угол α? Линейные 

размеры сторон пластин l1, l2 много больше расстояния между ни-

ми. 

Ответ: α
µ

= cos
2

21

2
0 ll
i

F . Положительная сила соответст-

вует притяжению пластин. 
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Задача 9.4.2. Проводящую плоскость 

с током поместили во внешнее однород-

ное магнитное поле. В результате индук-

ция магнитного поля с одной стороны 

плоскости оказалась равной B1, а с другой 

стороны – В2 (линии поля параллельны 

плоскости – см. рис. 9.15). Найти магнит-

ное давление р, действующее на плос-

кость. 

Ответ: 
0

2
2

2
1

2µ
−

=
BB

p , сила давления 

направлена вправо. 
Указание. Для определения направления силы давления целе-

сообразно найти направление поверхностного тока, текущего по 

плоскости. 

 

Задача 9.4.3. Два длинных прямых взаимно перпендикулярных 

провода отстоят друг от друга на расстояние а. В каждом проводе 

течет ток I. Найти максимальное значение силы Ампера, приходя-

щееся на единицу длины провода в такой системе. 

Ответ: ( )
a

I
Fl π

µ
=

4

2
0

max
. 

 

Задача 9.4.4. Найти энергию, приходящуюся на единицу длины 

коаксиального кабеля, по которому течет ток I. Радиус внутренней 

жилы – R1, радиус внешней жилы – R2.  

Ответ: 







+

π
µ

=
1

2
2

0 ln
4

1

4 R

RI
W .  

Указание. См. задачу 8.4.16. 

 

Задача 9.4.5. Длинный цилиндр радиуса R, заряженный равно-

мерно по поверхности, вращается вокруг своей оси с частотой ω. 

Найти энергию магнитного поля, приходящуюся на единицу длины 

такой системы, если заряд единицы длины цилиндра равен q. 

Ответ: 
( )

π
ωµ

=
8

2

0 Rq
W . 

 

 

 
Рис. 9.15. Линии индукции 

магнитного поля с двух 

сторон от проводящей 

плоскости с током (задача 

9.4.2) 
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Задача 9.4.6. Вычислить энергию взаимодействия, приходя-

щуюся на единицу длины двух одинаковых очень длинных парал-

лельных тонких проводников. Расстояние между проводниками 

равно r, по ним текут одинаковые токи I. 

Ответ: r
I

Wl ln
2

2
0

π
µ

= . 

Указание. См. задачу 8.4.15. 

 

Задача 9.4.7. По длинному однослойному соленоиду, обмотка 

которого состоит из N витков, течет ток I. Определить продольную 

силу, действующее на торцы соленоида, если его длина равна l. 

Ответ:

2

0

2







µ
=

l

NI
SF . Продольные силы сжимают соленоид. 

 

Задача 9.4.8. Длинный соленоид площадью поперечного сече-

ния S, намотка которого состоит из N витков, может сжиматься и 

растягиваться, как пружина, имеющая жесткость k. При протекании 

по соленоиду тока силой I его длина равна L. Определить длину L0 

соленоида, отключенного от источника тока. 

Ответ:
2

22
0

0

I

kL

SN
LL

µ
+= . 

 

Задача 9.4.9. Вдоль длинного тонкостенного круглого цилинд-

ра радиуса R течет ток I. Какое давление испытывают стенки ци-

линдра? 

Ответ:
22

2
0

8 R

I
p

π

µ
= . 

 

Задача 9.4.10. На оси кругового витка радиуса R, по которому 

течет ток I, находится небольшая катушка с током, имеющая маг-

нитный момент pm, ориентированный вдоль оси витка. Найти мо-

дуль силы, действующей на катушку, если ее расстояние от центра 

витка равно х. 

Ответ: 
2

0
2 2 5 2

3

2

mR Ip x
F

( R x )

µ
=

+
. 
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Задача 9.4.11. Прямоугольная рамка с током I и сторонами a и 

b лежит в одной плоскости с очень длинным проводом, по которому 

течет ток I0 (сторона рамки b параллельна проводу). Определить 

внешнюю механическую силу, которая удерживает рамку в равно-

весии. Расстояние между проводом и осью симметрии рамки равно 

r0. 

Ответ: 0 0
2 2
0

2

4

I Iab
F

( r a )

µ
=

π −
. 

 

 

Задача 9.4.12. Два длинных соосных соленоида, радиусы кото-

рых примерно одинаковы 1 2R R R≅ = , а длина много больше R, 

частично вставлены один в другой. Определить силу их взаимодей-

ствия. Плотность намотки и сила тока в соленоидах соответственно 

равны n1, I1 и n2, I2. Краевыми эффектами пренебречь. 

Ответ: 2
0 1 2 1 2F n n I I R= µ π . Соленоиды притягиваются, если 

токи в них имеют одинаковое направление, и отталкиваются в об-

ратном случае. 

 

Задача 9.4.13. В электромагнитном 

насосе для перекачки расплавленного 

металла участок трубы с металлом на-

ходится в однородном магнитном поле с 

индукцией В (см. рис. 9.16). Через этот 

участок трубы в перпендикулярном век-

тору В и оси трубы направлении про-

пускают однородный ток силой I. Найти 

избыточное давление, создаваемое на-

сосом. 

Ответ:
a

IB
p =∆ . 

Задача 9.4.14. Замкнутый контур с 

током I находится в поле длинного пря-

мого проводника с током I0. Плоскость 

контура перпендикулярна прямому про-

воднику. Найти момент сил Ампера, 

действующих на замкнутый контур, ес-

ли он имеет вид, показанный на 

 
 

Рис. 9.16. Электромагнитный 

насос (задача 9.4.13) 

 
 

Рис. 9.17. Взаимное располо-

жение проводников в задаче 

9.4.14 
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рис. 9.17. 

Ответ: ϕ−
π

µ
= sin)(0

0 abIIM . 

 

Задача 9.4.15. Внутри длинного соленоида находится короткая 

катушка сечения S, состоящая из N витков. Ось катушки перпенди-

кулярна оси соленоида и направлена вертикально. Внутренняя ка-

тушка укреплена на коромысле весов, которое в отсутствие тока 

находится в равновесии (см. рис. 9.18).  

Если в катушке и соленоиде текут одинаковые токи, то для 

уравновешивания весов на короткое плечо коромысла длиной l 

нужно поместить груз массы 

m. Определить силу этого тока 

I, если плотность намотки со-

леноида равна n витков на еди-

ницу длины. 

Ответ: 
nSN

mgl
I

0µ
= . 

 
 

Задача 9.4.16. Два одинаковых параллельных диполя с момен-

том pm каждый лежат в одной плоскости и образуют одинаковые 

углы θ с соединяющим их отрезком. Вычислите силу взаимодейст-

вия между диполями. При каких углах θ эта сила максимальна? 

Ответ: θ+θ−
π

µ
= 2sin)cos31(

3

4

222

4

2
0

r

p
F m ,  

4

2
0

max

6

4 r

p
F m

π

µ
=   при π=θ ,0  

 

Задача 9.4.17. Точечный магнитный 

диполь с моментом pm расположен в одной 

плоскости с длинным прямым проводом, 

по которому течет ток I. Определить вели-

чину силы F и вращающего момента M, 

действующих на диполь, если расстояние 

между ним и проводом равно r, а его де-

картовы компоненты соответственно рав-

ны pmx и pmy (см. рис. 9.19). 

 
Рис. 9.18. Взаимное расположение 

катушек в задаче 9.4.15 

 

Рис. 9.19. Взаимное 

расположение магнит-

ного диполя pm и пря-

мого провода с током I 

(задача 9.4.17) 
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Ответ: 
2

0

2 r

Ip
F mx

π
µ

= ; сила направлена от нас перпендикулярно 

плоскости рисунка;  

( ) ( )220

2
mymx pp

r

I
M +

π

µ
−= , момент направлен в плоскости ри-

сунка под углом 
my

mx

p

p
arctg=α  к оси Х. 

 

Задача 9.4.18.  Точечный магнитный 

диполь pm расположен перпендикулярно 

к длинному прямому проводу, по кото-

рому течет ток I (см. рис. 9.20). Опреде-

лить магнитную силу, действующую на 

диполь, если расстояние между прово-

дом и диполем равно r. 

Ответ: 
2

0

2 r

Ip
FF m

x π

µ
== . 
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X 

pm 
Y 

I 

r 

 

Рис. 9.20. Магнитный диполь 

в магнитном поле прямого 

провода с током I (задача 

9.4.18) 
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Глава 10 

МАГНЕТИКИ В ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

§ 10.1 Теоретический материал 

Любое вещество состоит из атомов и молекул, в которых элек-

троны находятся в состоянии непрерывного движения, образуя 

микроскопические замкнутые токи, обладающие магнитным мо-

ментом (см. главу 7). Кроме этого, электроны в атомах и нуклоны в 

атомных ядрах обладают спиновыми магнитными моментами.  

Магнитный момент атома определяется векторной суммой 

магнитных моментов орбитального и спинового моментов электро-

нов и спинового момента атомного ядра. В отсутствие внешнего 

магнитного поля атомы разных элементов, в зависимости от строе-

ния их электронных оболочек, могут как иметь магнитный момент, 

так и не иметь его (при полной компенсации всех моментов внутри 

атома). 

Магнитный момент вещества определяется векторной сум-

мой магнитных моментов входящих в него атомов. 

Магнетики. Под действием внешнего магнитного поля все ве-

щества приобретают макроскопические собственные магнитные 

моменты, величины которых в разных веществах различаются на 

много порядков. Магнетиком можно назвать любую среду (тело), 

когда рассматривается ее реакция на магнитное поле. По своим 

электрическим свойствам магнетики могут быть как проводниками, 

так и диэлектриками и полупроводниками. Некоторые магнетики 

обладают собственным большим магнитным моментом и при от-

сутствии внешнего магнитного поля (постоянные магниты). 

Намагничивание – процесс приобретения телами макроско-

пического магнитного момента под действием внешнего магнитно-

го поля. 

Намагниченность – макроскопическая локальная характери-

стика магнитного состояния вещества. Вектор намагниченности M 

является локальной объемной плотностью магнитного момента, т.е. 

численно равен магнитному моменту единичного объема вещества: 

∑
∆∆

=
V

mi
V

prM
1

)( , 
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где ∆V – физически бесконечно малый объем в окрестности точки 

r, а pmi – магнитные моменты атомов, входящих в данный объем. 

Размерности единиц измерения: в системе единиц СИ 

[pm]= А⋅м2
, [M] = А/м.  

В магнитных средах вектор индукции магнитного поля можно 

представить как сумму двух частей: одна часть порождается токами 

проводимости (электрический ток в проводах, катушках и т.д.), 

другая обусловлена намагниченностью среды и порождается свя-

занными (молекулярными) токами. 

Вектор напряженности магнитного поля Н вводится соотно-

шением  

H = 
0µ

B
 – M,     (10.1) 

где В – вектор магнитной индукции в магнетике, µ0 – магнитная 

постоянная. В системе единиц СИ размерность напряженности 

магнитного поля [H] = А/м совпадает с размерностью намагничен-

ности.  

По своей сути вектор Н играет в магнетизме ту же роль, какую 

в теории электрического поля играет вектор электрической индук-

ции D (см. главу 4). 

Уравнения магнитостатики при наличии магнитных сред: 

дифференциальный вид:    

    div B = 0,     (10.2) 

   rot H = j;    (10.3)  

интегральный вид:  

   0=∫
S

dSB ,     (10.4) 

 Idd

SL

∫∫ == SjH l ,   (10.5) 

где j – вектор объёмной плотности тока проводимости, I – полный 

ток проводимости, пронизывающий произвольную поверхность S, 

опирающуюся на контур L.  

В магнитных средах вектор индукции В является вихревым, 

как и в вакууме, то есть всегда выполняется div B = 0. Вектор на-

пряженности Н будет вихревым, если div M = 0, а в общем случае 
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он содержит как вихревую составляющую, обусловленную токами 

проводимости, так и потенциальную.  

Граничные условия для нормальных (n) и тангенциальных (τ) 
компонентов магнитных векторов: 

   B1n = B2n ,    (10.6) 

  H2τ – H1τ  = i.    (10.7) 

(10.7) в векторной форме:  

[n ( H2 – H1)] = i,    (10.7′) 
где i  – вектор поверхностной плотности тока проводимости на гра-

нице сред, n – единичный вектор нормали, направленный от сре-

ды 1 к среде 2.  

Если поверхностных токов проводимости нет, то тангенциаль-

ная компонента поля Н сохраняется   

   H1τ = H2τ.     (10.8) 

Во многих случаях намагниченность среды пропорциональна 

величине напряженности магнитного поля Н в ней, а ее магнитные 

свойства не зависят от направления намагничивания. Для такой 

"линейной" и изотропной среды  

   M = χH,    (10.9) 

где коэффициент χ называется магнитной восприимчивостью. В 

таких средах В и Н также связаны линейно  

B = (1+χ)µ0H  = µµ0H.   (10.10) 

Величина µ = (1+χ) называется магнитной проницаемостью. 

Для диамагнетиков 0 < µ < 1  (χ < 0), для парамагнетиков µ > 1 

(χ > 0) и можно считать, что χ и µ постоянны (µ мало отличается от 

единицы).  

Формулы (10.9), (10.10) неприменимы к ферромагнетикам. 

Ферромагнитные тела разбиваются на малые по сравнению с раз-

мером самого тела области спонтанной намагниченности – домены, 

внутри которых локальная величина векторов намагниченности М0 

почти не зависит от наличия внешнего поля. Намагничивание фер-

ромагнетика внешним полем связано со смещением доменных гра-

ниц и поворотом внутридоменных векторов намагниченности. При 

этом средняя намагниченность ферромагнитных тел, усредненная 

по доменам, уже сильно зависит от внешнего поля, также же как и 
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величина магнитной индукции, но эти зависимости M(H) и B(H) 

нелинейные и обладает гистерезисом (т.е. М и В зависят не только 

от Н, но и от предистории намагничивания). В связи с этим маг-

нитная проницаемость ферромагнетиков, если ее определить фор-

мально по (10.10) как 
H

HB

0

)(

µ
=µ , не будет константой, а также яв-

ляется нелинейной гистерезисной функцией µ(H) и может меняться 

в широких пределах от 10
3
-10

5
(в малых полях порядка 0 < Н < М0) 

до µ → 1 (в сильных полях H >> M0). 

Свойства вектора напряженности магнитного поля Н 

В магнитной среде вектор Н является суммой двух различных 

по физическому смыслу слагаемых В и М и поэтому носит вспомо-

гательный характер. В математическом отношении использование 

векторного поля H во многих случаях упрощает расчеты магнит-

ных полей в магнетиках. 

В "линейных" магнитных средах, подчиняющихся (10.9), 

(10.10), векторное поле H(r) по своим свойствам аналогично вих-

ревому полю магнитной индукции B(r). При этом само поле H(r) 

определяется только токами проводимости, линии поля Н замкну-

ты, и в областях, где нет токов проводимости, они непрерывны и не 

зависят от присутствия магнитной среды (если эта среда бесконеч-

на или границы имеющихся разных сред совпадают с линиями по-

ля Н0 этих же токов в вакууме).  

В таких случаях для нахождения поля H в магнетиках можно 

использовать все формулы, относящиеся к расчету поля магнитной 

индукции B в вакууме (глава 7), если только убрать из этих формул 

размерный множитель µ0. Именно в таких ситуациях использова-

ние поля Н при решении задач наиболее результативно. 

В остальных случаях поле H, помимо вихревой, может иметь и 

потенциальную компоненту, у которой div H ≠ 0. Так будет, на-

пример, если границы разных магнитных сред не совпадают с ли-

ниями внешнего поля Н0, как они были в вакууме в отсутствие 

магнетиков (например, см. далее задачу 10.3.5), а также при нали-

чии постоянных магнитов. 

Краевая магнитостатическая задача: дифференциальные 
уравнения (10.2)-(10.3) вместе с граничными условиями (10.6)-
(10.7) и материальным уравнением (10.9) или (10.10) полностью 
определяют задачу нахождения полей и намагниченности. Общие 
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методы нахождения решений таких задач и доказательство их един-
ственности рассматриваются в соответствующих разделах матема-
тической физики.  

В курсе общей физики рассматриваются относительно простые 
задачи с элементами симметрии, которые позволяют не решать 
дифференциальные уравнения, а сразу использовать интегральные 
соотношения (10.4) - (10.5) и применять простые наглядные методы 
решения, основанные на 1) модели молекулярных токов и 2) моде-
ли "магнитных зарядов" 

Метод молекулярных токов 

Магнитное поле, создаваемое намагниченным веществом, 
можно описать введением макроскопических "молекулярных то-
ков", отличных от тока проводимости [1, §38]. Вектор объёмной 

плотности молекулярных токов j′ определяется соотношением: 

       j′ = rot M.    (10.11) 

Сила молекулярного тока I' через произвольную поверхность S, 
опирающуюся на контур L, определяется интегральным соотноше-
нием, следующим из (10.11) 

∫∫ =′=′
LS

ddI lMSj ,   (10.12) 

В отличие от тока проводимости, молекулярный ток через пол-
ную площадь любого сечения намагниченного тела равен нулю. 

Поле магнитной индукции В′(r), создаваемое намагниченным 
веществом, эквивалентно полю, создаваемому молекулярными тока-

ми j′(r) в вакууме. При этом полный вектор магнитной индукции В 

определяется эффективной плотностью тока jΣ, равного сумме плот-
ности токов проводимости и молекулярных токов  

jΣ = j + j′. 
С введением молекулярных токов дифференциальное и интеграль-

ное уравнения магнитостатики (10.3), (10.5) можно записать в виде 

rot B = µ0 jΣ,     (10.13) 

ΣΣ µ=µ= ∫∫ Idd

SL

00 SjB l ,  (10.14) 

где IΣ = I + I' – величина эффективного тока через поверхность S, 
опирающуюся на контур L. 

В однородных изотропных магнитных средах (где µ и χ не за-
висят от координат) плотность молекулярных токов пропорцио-
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нальна плотности токов проводимости: 

j′ = rot M = χ rot Н = χ j.   (10.15) 

В областях, где токов проводимости нет (j = 0), объемные мо-
лекулярные токи также отсутствуют, но поверхностные молекуляр-
ные токи могут присутствовать на границах раздела сред, если на 
них имеется скачок тангенциальной составляющей вектора М.  

Граничное условие для вектора намагниченности следует из 
(10.12) и имеет вид: 

   M2τ – M1τ = i′    (10.16) 

или, в векторной форме,  

[n (М2 – М1)] = i′,   (10.16′) 

где i′ – вектор поверхностной плотности молекулярных токов на 
границе, n – единичный вектор нормали, направленный от среды 1 
к среде 2. 

Метод "магнитных зарядов" или скалярного потенциала  

Данный метод [1, §38] удобен при рассмотрении задач, в кото-
рых нет токов проводимости (например, случай постоянных магни-
тов или непроводящих магнитных сред). 

Введем вспомогательную функцию  

ρм (r) = – div M.   (10.17) 

Тогда при отсутствии токов проводимости (j = 0) уравнения 
магнитостатики (10.2), (10.3) можно переписать в виде 

div H = ρм,  rot H = 0. 

Данные уравнения идентичны уравнениям электростатики  

div E = 
0ε
ρ

,   rot E = 0,  

то есть ρм(r)  формально играет роль объемной плотности "маг-
нитных зарядов", которые являются источниками потенциального 
поля Н и по своей роли эквивалентны плотности электрических за-

рядов (точнее, величине ρ/ε0) в электростатике. 

В однородно намагниченных средах  ρм = 0, но на границах 

сред могут быть поверхностные "магнитные заряды", величина ко-

торых, как следует из (10.17), равна 

σм = – (M2n – M1n) = – (n (M2 – M1)),  (10.18) 

где, как и выше, вектор нормали n направлен от первой среды ко 
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второй.  

В связи с этой аналогией для нахождения магнитостатического 
поля можно использовать известные методы и готовые решения, 
полученные для электростатических задач, а затем произвести 
формальные замены  

Е→ Н,  
0ε

P
→ M,  

0ε

ρ
 → ρм,  

0ε

σ
→ σм. (10.19) 

В частности, для скалярного "магнитного потенциала" ψ, вво-
димого соотношением  

H = –∇ψ, 

получается уравнение Пуассона  

∇2ψ = –ρм, 

а его решение при заданном распределении плотности "магнитных 
зарядов" имеет вид, аналогичный решению для электростатическо-
го потенциала (глава 2, (2.5)): 

Vd ′
′−

′ρ
π

=ψ ∫ rr

r
r

)(

4

1
)( м .   (10.20) 

Напряженность магнитного поля на расстоянии r от точечного 
"магнитного заряда" qм определяется таким же соотношением, как 
и для электростатического поля точечного электрического заряда  

rr

q r
H

2

м

4

1

π
= ,    (10.21) 

а сила, действующая на точечный "магнитный заряд" 

 F = qм µ0H.    (10.22) 

Энергия при наличии магнитных сред. Бесконечно малое 
приращение плотности энергии в магнетике при изменении маг-
нитного поля  

δw = (H δB).      

Если связь полей Н и В линейная и изотропная (µ = const), то 
для плотности энергии магнитного поля можно записать 

w = 
1

2
 (H B) = 

1

2
µµ0 H

2
 = 

0

2

2µµ
B

.  (10.23) 

Полная энергия W получается интегрированием плотности 
энергии по объему области, занимаемой полем 
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∫=
V

dVwW )(r .    (10.24) 

Плотность энергии "жесткого" магнетика (т.е. среды с постоян-

ной намагниченностью М0 = const) в заданном поле сторонних ис-

точников, магнитная индукция которых в отсутствие магнетика бы-

ла В0 = µ0H0, равна 

w  = –  µ0(H0 M0)   (10.25) 

Если же векторы Н и М связаны линейным образом, т.е. маг-

нитное поле создается не сторонними источниками, а порождается 

самой намагниченностью, или, наоборот, намагниченность порож-

дается  сторонним полем Н, то  

w  = – 
2

1
µ0(Н M).   (10.26) 

Объемная плотность сил, действующих на магнетик ([1], §39) 

BMf )( ∇= .      (10.27) 

Если связь векторов М и В линейная, то  

2

02

1
B∇

µµ
−µ

=f .     (10.28) 

Давление на поверхность раздела магнитных сред  

p = w1 – w2,    (10.29) 

где w1 и w2 – плотности энергии по сторонам границы. Сила давле-

ния направлена от среды с большей магнитной проницаемостью к 

среде с меньшей магнитной проницаемостью ([3], §72, п. 5). 

§ 10.2. Основные типы задач (классификация) 

Задачи можно условно разбить на следующие группы согласно 

используемым для их решения основным методам и формулам: 

10.1. Расчёт  магнитных полей и намагниченности на границе 

раздела магнитных сред.  

10.2. Нахождение магнитного поля, создаваемого токами про-

водимости в магнитной среде с линейной восприимчивостью. 

10.3. Применение метода молекулярных токов и магнитных за-

рядов при расчете магнитного поля постоянных магнитов. 

10.4. Задачи для ферромагнетиков с гистерезисом магнитной 
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восприимчивости. 

10.5. Нахождение магнитной энергии и сил в магнитных сре-

дах. 

§ 10.3. Методы решения и примеры решения задач 

Задачи типа 10.1 

Расчёт  магнитных полей и намагниченности на границе раздела 

магнитных сред 

Метод решения. Использование граничных условий (10.6) – (10.7) 

 

Задача 10.3.1 (базовая задача).  Бесконечный плоский слой 

парамагнетика с магнитной проницаемостью µ граничит с вакуу-

мом. Вектор намагниченности имеет ве-

личину М и образует угол α с нормалью к 

поверхности (рис. 10.1).  

Найти модуль В вектора магнитной 

индукции снаружи у поверхности и угол 

β, образуемый им с нормалью. 

Решение 

Обозначим величины внутри и вне магнетика индексами 1 и 2 

соответственно. Поскольку токов проводимости нет, запишем гра-

ничные условия (10.6), (10.8): 

B1n = B2n , H1τ = H2τ . 

Выразим напряженность и индукцию поля внутри магнетика 

через заданный вектор намагниченности, используя материальные 

соотношения (10.9, 10.10)  

Н1 = 
1−µ

=
χ

MM
,  В1 = µ0µH1 = M

1
0 −µ

µ
µ . 

Подставляя эти соотношения в граничные условия, и учитывая, 

что Н2 = В2/µ0, получим:  

B2n = αµ
−µ
µ

cos
1

0M ,  
1

sin

0

2

−µ

α
=

µ
τ MB

 

откуда следует:  

 

М α µ 

(2) 

(1) 

n 

ττττ 

β В2 

 

Рис. 10.1. Система коорди-

нат к задаче 10.3.1 
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В2 = 1cos)1(
1

sin)cos(
1

220220 +α−µ
−µ

µ
=α+αµ

−µ

µ MM
, 

tg β = 
µ

=τ 1

2

2

nB

B
 tg α 

Ответ:  В = 1cos)1(
1

220 +α−µ
−µ

µ M
,  tg β = 

µ
=τ 1

nB

B
 tg α. 

 

Задачи типа 10.2  

Нахождение магнитного поля, создаваемого токами проводимо-

сти в магнитных средах с линейной восприимчивостью 

Метод решения 

а) Пространственные токи в проводящей "линейной" изо-

тропной магнитной среде (µ = const). В этом случае плотность 

объемных молекулярных токов j′(r) пропорциональна плотности 

токов проводимости j′ = χ j (10.15). Сумма этих токов приводит к 

эффективному току jΣ, который в µ раз больше тока проводимости: 

jΣ = j + j′ = (1 + χ)j = µj.  (10.30) 

В силу линейности уравнения (10.13), индукция магнитного 

поля В в такой среде будет в µ раз больше по сравнению с индукци-

ей В0, которая создавалась бы этими же токами проводимости в ва-

кууме: 

В = µ⋅В0 =µµ0H0.   (10.31) 

б) Линейные токи в магнитной непроводящей среде. При про-

текании тока проводимости I по тонкому линейному проводнику 

объемные молекулярные токи в окружающей непроводящей среде 

отсутствуют, так как в ней j = 0. Но на границе среды с проводни-

ком возникает продольный поверхностный молекулярный ток, рав-

ный по величине намагниченности среды на границе с проводом: 

i′ = М. Полный молекулярный ток вдоль линейного проводника ра-

вен 

I′ = χI    (10.32) 

(более подробно см. ниже задачу 10.3.2).  

Ввиду подразумеваемой тонкости линейных проводников токи 

I и I′ можно считать пространственно совпадающими, поэтому 

влияние магнитной среды на поле вне проводника эквивалентно 
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увеличению тока в проводнике в µ раз: 

IΣ = I + I' = (1 + χ)I = µI. 

Поэтому и в этом случае индукция магнитного поля В снаружи 

проводников также увеличится в µ раз по сравнению с индукцией 

В0 от этих линейных токов в вакууме. 

Если же и провод сделан из магнетика, то его собственная на-

магниченность не влияет на индукцию вне провода, поскольку пол-

ный молекулярный ток через поперечное сечение самого проводни-

ка (объемный ток плюс поверхностный) всегда равен нулю (под-

робнее см. задачу 10.3.3). 

Важно отметить, что все вышесказанное справедливо только в 

случае, если однородный магнетик бесконечен, или же занимает 

область, границы которой совпадают с линиями исходного поля В0 

или линиями совпадающего с ним поля Н0, какими они были бы в 

отсутствие магнитной среды (в вакууме). То же относится к слу-

чаю, когда среда неоднородна (т.е. проницаемость µ = µ(r) зависит 

от координат), но линии Н0 совпадают с поверхностями постоянст-

ва µ. В этих случаях везде div M = 0, поле Н в магнетике определя-

ется только токами проводимости и будет таким же, как в вакууме. 

Поэтому решение для таких задач целесообразно начинать с на-

хождения поля Н, используя формулы для расчета магнитных полей 

от токов в вакууме (глава 7), убрав из них множитель µ0. Затем, зная 

Н(r), поле векторов М(r) и В(r) можно найти по формулам (10.9) и 

(10.10) соответственно. Благодаря магнетику индукция В возрастет в 

µ раз, а вместе с ней также возрастут в µ раз и магнитные потоки че-

рез контуры и, соответственно, величины их коэффициентов само-

индукции и взаимной индукции (глава 8). 

Если же линии Н0 не параллельны границам магнетика или по-

верхностям постоянства µ, нахождение магнитного поля требует 

точного решения краевой задачи. В некоторых случаях, когда мож-

но достаточно просто найти распределение молекулярных токов 

или "магнитных зарядов" по границам магнетика, задача допускает 

и элементарное решение (см. задачу 10.3.5). 

 

Задача 10.3.2 (базовая задача).  Прямой бесконечно длинный 

немагнитный провод радиуса а, по которому течет ток I, находится 

в непроводящей бесконечной однородной среде с магнитной про-
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ницаемостью µ. Найти намагниченность М(r), магнитную индук-

цию В(r), напряженность  поля Н(r) и молекулярный ток I ′(r). 

Решение 

В силу осевой симметрии силовые линии векторов Н и В яв-

ляются окружностями, на которых их модули Н и В постоянны 

(рис. 10.2). Записывая теорему (10.5) о циркуляции вектора Н для 

контура радиуса r, получаем  

r

I
rH

π
=

2
)( ,  

а ввиду магнитной однородности среды 

r

I
rHrB

π
µµ=µµ=

2
)()( 00   и  

r

I
rHrM

π
−µ=−µ=

2
)1()()1()( . 

Из-за однородности среды объемные 

молекулярные токи отсутствуют, но име-

ется поверхностный молекулярный ток на 

границе провода и среды. Согласно 

(10.16) его поверхностная плотность  

i′ = M(a) = χН(a)  = 
a

I

π
−µ

2
)1( , 

где а – радиус провода. Направление i′ при µ > 1 совпадает с на-

правлением тока в проводе. Полный поверхностный молекулярный 

ток  

I′ = i′ ·2πa = (µ–1)I. 

Таким образом, влияние намагничиваемой среды на магнитное 

поле учитывается молекулярным током, который добавляется к то-

ку проводимости, текущему по проводнику. Магнитная индукция 

вне провода определяется величиной эффективного полного тока  

IΣ = I + I′ = µI:   

r

I

r

I
rB

π
µµ=

π
µ= Σ

22
)( 00 . 

Ответ:  
r

I
rM

π
−µ=

2
)1()( ,    

r

I
rB

π
µµ=

2
)( 0 ,    

r

I
rH

π
=

2
)( ,  

I′ = (µ–1)I. 

 

µ 

I I′ 

 

Рис. 10.2. К расчету 

магнитного поля, соз-

даваемого бесконеч-

ным немагнитным 

проводом в магнитной 

среде (задача 10.3.2). I 

– ток проводимости в 

проводе, I′ – поверхно-

стный молекулярный 

ток 
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Задача 10.3.3.  Бесконечный прямолинейный однородный про-

вод радиуса a, сделанный из материала с магнитной проницаемо-

стью µ1, находится в непроводящей бесконечной однородной среде 

с магнитной проницаемостью µ2.  

По проводу течет постоянный ток I. Найти напряженность поля 

Н(r), магнитную индукцию В(r), намагниченность М(r), объемную 

j′ (r) и поверхностную i′ плотность молекулярных токов внутри 

провода и снаружи. 

Решение 

В силу осевой симметрии системы линии полей Н, В и М яв-

ляются окружностями, на которых модули Н, В и М постоянны 

(рис. 10.3). Обозначим переменные внутри провода индексом 1, вне 

него – 2. 

Область r ≥≥≥≥ a. Решение для Н(r), В(r) и М(r) в наружной облас-

ти разобрано в предыдущей задаче, в полученных ответах нужно 

только поставить индекс 2.  

Область r < a. Записывая теорему (10.5) о циркуляции вектора 

Н для контура радиуса r, получаем  

2πrH1(r) = I(r) =
2

2

a

r
I  , 

откуда следует  

r
a

I
rH

21
2

)(
π

= , 

где I(r) обозначает ТОК, протекаю-

щий через круг радиуса r. Отсюда 

получаем  

В1(r) = r
a

I
rH

210110
2

)(
π

µµ=µµ , 

М1(r) = r
a

I
rH

2111
2

)1()()1(
π

−µ=−µ

. 

Ввиду магнитной однородности 

материала провода плотность моле-

кулярных токов (10.15) внутри него, 

согласно (10.32), равна 1j′  = (µ1 –1) j, 

 

µ1 
I µ2 

r 

H 

 

B/µ0 

 

r a 

B/µ0,

Н 

 

0 

r 

 

 

Рис. 10.3. К расчету магнитного 

поля, создаваемого бесконечным 

магнитным проводом в магнит-

ной среде (задача 10.3.3). Пунк-

тир – линии поля Н 
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где 
2a

I
j

π
=  – плотность токов проводимости. Полная поверхност-

ная плотность молекулярного тока на границе провод-среда (10.16): 

i′ = М2(a) – М1(a) = )(
22

)1(
2

)1( 1212 µ−µ
π

=
π

−µ−
π

−µ
a

I

a

I

a

I
. 

Ответ:  r < a: r
a

I
rH

21
2

)(
π

= , В1(r) = r
a

I
210

2π
µµ ,  

М1(r) = r
a

I
21

2
)1(
π

−µ ;  j′1 = (µ1–1)
2a

I

π
; 

 r ≥ a:  
r

I
rH

π
=

2
)(2 , 

r

I
rB

π
µµ=

2
)( 022 , 

r

I
rM

π
−µ=

2
)1()( 22 ;  j' = 0,  

 r = a: i′ = )(
2

12 µ−µ
πa

I
. 

Картина линий для полей Н и В и качественный график их за-

висимости от r показаны на рис. 10.3 для случая µ1 > µ2.  

Замечание. Полный поверхностный молекулярный ток можно 

представить в виде суммы вкладов повI2
′ и повI1

′ соответственно от 

внешней и внутренней приграничной намагниченности 

I′ = 2πa i′ = )( 12 µ−µI = (µ2 –1)I – (µ1 –1)I = повI2
′  + повI1

′ . 

Таким образом, поверхностный молекулярный ток, обуслов-

ленный намагниченностью материала провода, равен  

I'1 пов = – (µ1 – 1)I. 

Полный же объемный молекулярный ток в проводе  

I′1 об = πa
2
j' = (µ1 –1)I. Итак,  

I'1пов + I'1об = 0. 

Это – следствие указанного выше общего положения, что мо-

лекулярный ток через площадь любого сечения намагниченного те-

ла равен нулю. Поэтому суммарный молекулярный ток, существен-

ный для расчета поля вне провода, равен I′ = (µ2 –1)I, то есть опре-

деляется только внешней средой и не зависит от магнитной прони-

цаемости самого провода. 
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Задача 10.3.4.  По проводящей бесконечной плоскости течет 

постоянный ток с поверхностной плотностью i (рис. 10.4). С одной 

стороны к плоскости прилегает бесконечная пластина конечной 

толщины из материала с магнитной проницаемостью µ. Найти во 

всем пространстве магнитную индукцию В, напряженность Н, на-

магниченность М и молекулярные токи. 

Решение 

Пусть ток проводимости течет 

по направлению от нас в плос-

кость рисунка. В отсутствие маг-

нетика векторы индукции в силу 

симметрии были бы равны по мо-

дулю, параллельны плоскости и 

противоположно направлены по ее 

разным сторонам (B1 и –В1 на  

рис. 10.4). Величина индукции со-

ставляет B1 = 
2

1
µ0i (глава 7, зада-

ча 7.3.7), а напряженность магнитного поля H1 = 1

0

1

2

B
i=

µ
. По-

скольку полный молекулярный ток через поперечное сечение пла-

стины равен нулю, то добавление пластины магнетика не меняет 

вышеуказанных значений магнитного поля снаружи от нее.  

Внутри магнитного слоя напряженность поля H2 = H1 (следст-

вие сохранения тангенциальной компоненты вектора Н на границе), 

а индукция  

B2 = µ0µH2 = 
2

1
µ0µ i. 

Согласно (10.9, 10.10), намагниченность M = (µ – 1)H1 = 
2

1
(µ – 1)i. 

Поскольку намагниченность однородна, объемные молекулярные 

токи отсутствуют, и имеются только поверхностные молекулярные 

токи, противоположно направленные  на верхней и нижней поверх-

ности, с плотностью  i′ = M = 
2

1
(µ – 1)i. 

Ответ: Направления векторов магнитного поля и токов пока-

 

В2 µ 

i 
В1 

i′′′′ 

-i′′′′ 
-В1 

H1 

H2 

-H1 
 

Рис. 10.4. К расчету магнитного поля 

в пластине из магнетика, прилегаю-

щей к плоскости с током (задача 

10.3.4) 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 316 

заны на рис. 10.4. 

Снаружи пластины: B1 = 
2

1
µ0i;    H1 =  

2

1
i; 

Внутри пластины:    B2 = 
2

1
µ0µ i,  H2 =  

2

1
i,  M = i′ = 

2

1
(µ – 1)i. 

 

Задача 10.3.5 (базовая задача).  Прямой тонкий бесконечно 

длинный провод малого радиуса а, по которому течет ток I, лежит 

на поверхности плоского непроводящего однородного магнетика с 

магнитной проницаемостью µ, занимающего половину пространст-

ва (рис.10.5а). Найти намагниченность М, магнитную индукцию В, 

напряженность Н и молекулярные токи во всем пространстве. 

Решение 

В данной задаче граница магнетика не совпадает с круговыми 

линиями поля Н0 от линейного тока I в вакууме, поэтому поле Н не 

будет совпадать с Н0. Путь решения задачи – найти распределение 

молекулярных токов и на основании его выразить поле индукции В.  

В силу однородности среды и отсутствия в ней токов проводи-

мости объемные молекулярные токи отсутствуют (10.15). Рассмот-

рим распределение поверхностных молекулярных токов.  

Возьмем произвольный участок поверхности, не прилегающий 

к проводу (окрестность точки А на рис.10.5а). Протекающий по не-

му поверхностный молекулярный ток i′ создал бы у поверхности 

этого участка только тангенциальные компоненты индукции 

Bt1,2 = ± i′µ0
2

1
 (см. глава 7, задача 7.3.7). Молекулярные токи, теку-

щие на всей остальной поверхности магнетика, и ток проводимо-

сти, текущий по проводу, в окрестности точки А могут создать 

только нормальные компоненты поля В. 

На поверхности магнетика токов проводимости нет, поэтому 

тангенциальные компоненты поля Н на границе должны быть не-

прерывны. Учитывая, что 1
1

0

t
t

B
H =

µ
  и  2

2

0

t
t

B
H =

µ µ
, это граничное 

условие дает 

ii ′
µ

−=′
2

1

2

1
, 
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откуда следует i′= 0, то есть поверхностные молекулярные токи  на 

плоской границе отсутствуют.  

На границе самого провода с магнитной средой (r = a) имеется 

скачок тангенциальной компоненты намагниченности, вызываю-

щий молекулярный ток с поверхностной плотностью i′ = M(а) и 

полной величины I′ = i′⋅πа, который добавляется к току проводимо-

сти I, образуя с ним суммарный эффективный линейный ток 

IΣ = I + I′.  
Ввиду тонкости провода эффективный ток также можно счи-

тать линейным. Поэтому, заменяя поле, создаваемое магнитной 

средой, полем молекулярных токов, приходим к задаче о находя-

щемся в вакууме линейном тонком бесконечном проводе с эффек-

тивным током IΣ (рис. 10.5б). Линии магнитной индукции вокруг 

него B будут окружностями, а величина В в зависимости от рас-

стояния до провода r определяется из (10.14):   

B1 (r) = B2(r) = B (r) = 
r

I

π
µ Σ

2
0

. 

Поскольку В = µµ0Н и М = χН, линии полей Н и М также бу-

дут окружностями. Отметим, что все это справедливо на расстоя-

ниях от провода, много больших его радиуса а, когда несимметрич-

ность распределения молекулярных токов около провода становит-

ся несущественной. 

Ввиду того, что эффективный ток IΣ пока не известен, для на-

хождения величины полей В(r) и Н(r) запишем теорему (10.5) о 

 

µ 

I 
B � 

� I′ 
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IΣ = I+I′ B 
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I 
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Рис. 10.5. К нахождению магнитного поля от провода с током, лежащего на 

границе плоского полубесконечного магнетика (задача 10.3.5): 

а – распределение молекулярного тока I' и линии поля В. I – ток проводимо-

сти;  

б – эквивалентная задача о магнитном поле В прямолинейного тока в вакуу-

ме; в –  линии поля Н 
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циркуляции вектора Н, выбрав в качестве контура окружность ра-

диуса r:  

πrH1 + πrH2 = I. 

Подставляя 
0

1 µ
=

B
H   и  

0

2 µµ
=

B
H , получаем  

πr 








µµ
+

µ 00

BB
 = I, 

откуда следует 

r

I
rB

π+µ
µ

µ=
1

)( 0 ,     
r

I
rH

π+µ
µ

=
1

)(1 ,  
r

I
rH

π+µ
=

1

1
)(2 ,   

r

I
HrM

π+µ
−µ

=−µ=
1

1
)1()( 2  ,   i′ = 

a

I
aM

π+µ
−µ

=
1

1
)( , 

где а – радиус провода. Линии поля Н показаны на рис. 10.5в. Пол-

ный молекулярный ток на границе провода с магнетиком, представ-

ляющей в сечении полуокружность длины πа, равен  

I' = πa ⋅i′ (а) = πa ⋅M(a) 
1

1

+µ
−µ

= I  . 

Ответ: 
r

I
rM

π+µ
−µ

=
1

1
)( ,  

r

I
rB

π+µ
µ

µ=
1

)( 0 ,  

r

I
rH

π+µ
µ

=
1

)(1 ,  
r

I
rH

π+µ
=

1

1
)(2 ,   I' =

1

1

+µ
−µ

I  . 

Замечание.  Векторное поле Н не является чисто вихревым, и 

его линии терпят разрыв на границе магнетика.  

 

Задача 10.3.6.  Длинный по сравнению со своим радиусом со-

леноид заполнен неоднородным парамагнетиком с восприимчиво-

стью, зависящей от расстояния r от по закону χ(r) = ar
2
, где 

а = const. На оси соленоида индукция магнитного поля равна В0.  

Найти намагниченность M(r), магнитную индукцию B(r) и 

плотность объемных j'(r) и поверхностных i' молекулярных токов 

внутри соленоида. Краевыми эффектами пренебречь. 

Решение 

Введем правую систему декартовых координат xyz с осью Z, 

совпадающей с осью соленоида. В вакууме в соленоиде с длиной, 
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много большей его радиуса, линии напряженности магнитного поля 

Н0 параллельны его оси, а значит и величина поля Н0 в соленоиде 

везде одинакова (кроме области вблизи его концов). Поскольку ли-

нии поля Н0 параллельны поверхностям постоянства величины 

µ(r) = const, поле Н при введении магнетика останется без измене-

ния, и в данном случае его величина определяется заданным по ус-

ловию значением в центре 

H = Hz = 
0

0

0

0

µ
=

µµ
BB

, 

так как в центре µ(0) = 1. Исходя из известного значения Н, с по-

мощью (10.9), (10.10) получаем  

M(r) = Mz(r)  = χ(r)H = ar
2
H = ar

2

0

0

µ
B

, 

B(r) = µ0(1+χ)H = (1+ar
2
) 0B . 

Чтобы найти молекулярные токи, можно воспользоваться инте-

гральным соотношением (10.12) о циркуляции вектора М.  

В силу осевой симметрии задачи линии молекулярных токов j' 

являются окружностями, лежащими в перпендикулярных сечениях 

соленоида (рис.10.6а). Рассмотрим в плоскости xz прямоугольный 

контур длины l  и высоты r, одна сторона которого совпадает с осе-

вой линией (r = 0) (пунктир на рис.10.6б). Выберем направление 

обхода так, чтобы положительная нормаль к контуру совпадала с 

направлением орта eϕ цилиндрической системы координат. Цирку-

ляция вектора М по данному контуру равна  

 

r 

 l 
M

 j' 
 j' 

i' 

z 

x 

 a)  б) 

x 

 y 

�������� 

z 

 
Рис. 10. 6. К расчету магнитного поля соленоида, заполненного неоднород-

ным магнетиком (задача 10.3.6).  

а – вид с торца соленоида: линии объемных (j') и поверхностных (i') молеку-

лярных токов;  

б – центральное осевое сечение соленоида: линии намагниченности М. 
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{M(0) – M(r)}l = –ar
2
 l 

0µ
B

, 

Приравнивая циркуляцию вектора М молекулярному току I' че-

рез данный контур (10.12), получаем соотношение 

0

02

0
µ

−=′∫
B

larldrj

r

. 

Дифференцируя его по r, получаем  

j'(r) = –2ar 
0

0

µ
B

. 

Разумеется, j'(r) можно найти и непосредственно из дифферен-
циального соотношения (10.11)  j' = rot M, исходя из найденного 
выше выражения для M(r). Учитывая, что намагниченность имеет 
только z-компоненту, в цилиндрических координатах ротор будет 

иметь ϕ-компоненту,  равную 

r

M

r

M

z

M
jj zzr

∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

==′=′ ϕϕ )rot( M  = –2ar 

0

0

µ
B

. 

На границе магнитной среды (r = R) плотность поверхностного 

молекулярного тока найдем из (10.16):  i' = i'ϕ = M(R) = aR
2 

0

0

µ
B

.  

Направление линий молекулярных токов j' и i' показано на 
рис. 10.6. 

Ответ: M(r) = ar
2

0

0

µ
B

, B(r) = (1+ar
2
) 0B  ,  j'(r) = –2ar

0

0

µ
B

,  

i' = R
2 

0

0

µ
B

. 

Задача 10.3.7.  Найти индуктивность соленоида длины l и ра-

диуса a (l >> a), содержащего N витков, если он заполнен парамаг-

нетиком с неоднородной магнитной проницаемостью µ(r) = 1 + αr, 

где r – расстояние от оси соленоида, α = const. 

Решение 

Поскольку линии поля внутри пустого соленоида Н0 парал-

лельны поверхностям постоянства величины µ(r), поле Н при вве-

дении магнетика останется без изменения и будет, как и в вакууме, 
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равно H = nI, где /n N l=  – плотность намотки, а магнитная ин-

дукция  

B(r) = µ0µ(r) H = µ0(1 + αr)nI. 

Магнитный поток через один виток контура равен потоку через 
поперечное сечение S соленоида:  








 α
+πµ=π⋅α+µ== ∫∫ aanIrdrrnIdSrBФ

a

S
3

2
12)1()( 2

0

0

01 . 

Полный поток через всю обмотку Ф = NФ1 = LI, откуда  








 α
+µ=







 α
+πµ= aVnaa

l

N
L

3

2
1

3

2
1 2

0
2

2

0
, 

где V – объем соленоида.  

Ответ: 






 α
+µ= aVnL

3

2
12

0
. 

Замечание. Если µ = 1 (α = 0), то получается известная форму-

ла для индуктивности соленоида в вакууме VnL 2
0µ=  (Глава 8, за-

дача 8.3.10). 

 

Задачи типа 10.3 

Применение метода молекулярных токов и магнитных зарядов при 
расчете магнитного поля систем с постоянными магнитами 

Метод молекулярных токов. Магнитное поле, создаваемое 
постоянным магнитом с фиксированным распределением намагни-
ченности M(r), можно найти, заменив магнит эквивалентным рас-
пределением молекулярных токов, в общем случае как объемных 
j' = rot M (10.11), так и поверхностных i' = [n (М2 – М1)] (10.16). 
Индукция магнитного поля рассчитывается по найденному распре-
делению молекулярных токов аналогично методам нахождения ин-
дукции магнитного поля токов в вакууме, рассмотренным в главе 7. 

Метод "магнитных зарядов". Решение данным способом це-
лесообразно, если задано "замороженное" распределение намагни-
ченности M(r), из которого можно сразу найти распределение "маг-

нитных зарядов", как поверхностных (10.18) σм = – (n⋅(M2 – M1)), 

так и объемных (10.17) ρм (r) = – div M. Далее, зная распределение 
этих зарядов, можно найти поле Н, используя, по возможности, из-
вестное решение аналогичной электростатической задачи. 
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Задача 10.3.8 (базовая задача).  Постоянный магнит в виде 
цилиндра радиуса R и длины 2l изготовлен из материала с однород-
ной намагниченностью М, направленной вдоль его оси. Найти ве-
личину индукции и напряженности магнитного поля на оси цилин-
дра вне и внутри него, считая, что намагниченность не зависит от 
магнитного поля. 

Решение  

Метод молекулярных токов. Так как намагниченность однород-
на, то объемные молекулярные токи отсутствуют, а на боковой по-
верхности цилиндра имеется круговой поверхностный молекулярный 
ток плотности i' = М. Создаваемое этими токами поле В аналогично 
полю соленоида с такой же поверхностной плотностью тока. 

Величина магнитной индукции на оси соленоида определяется 
известной формулой  

)cos(cos
2

1
210 α−αµ= InB  

(глава 7, задача 7.3.5), где α1 и α2 – углы, под которыми видны 
крайние точки соленоида из точки наблюдения A (рис. 10.7). При 

выбранном здесь одинаковом направлении отсчета углов α1 и α2 
данная формула без изменений пригодна для точек как внутри, так 

и снаружи соленоида. Подставляя в нее In = i′ = M, получим 

=α−αµ= )cos(cos
2

1
)( 210MzB
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−
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zlR

zl
M . 

Величина напряженности Н магнитного поля внутри магнита 
определяется соотношением (10.1), что дает 
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Отметим, что для нахождения Н внутри магнита соотношение 
(10.10) применить нельзя, поскольку намагниченность не зависит от Н.  

Вне магнита согласно (10.10) H(z) = B(z)/µ0. 
 

Метод "магнитных зарядов". Ввиду однородности намагни-
ченности внутри магнита магнитные заряды возникают только на 
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его торцах и, согласно (10.18), 
имеют поверхностные плот-

ности σм = ±М. Таким обра-
зом, поле Н создается двумя 
противоположно заряженны-
ми соосными тонкими диска-
ми, расположенными на рас-
стоянии 2l друг от друга. 
Электростатическим анало-
гом, применимым  к этой за-
даче, является равномерно за-
ряженный тонкий диск, элек-
трическое поле на оси которо-
го было найдено в главе 1 (за-
дача 1.3.6) и равно 















+
−

ε
σ

=
2
0

2

0

0

1
2 zR

z
Ez ,  

где z0 – расстояние от центра 

диска, σ – поверхностная 
плотность электрического за-
ряда. 

Произведем стандартную замену (10.19)  

Е→ Н, σ/ε0 → σм  
и перейдем в нашу систему координат (рис. 10.7 а). Для правого торца 
с положительным зарядом надо взять z0 = l – z, а для левого, с отрица-
тельным зарядом, z0 = l + z. Складывая поля от обоих торцов с учетом 
их направления, получаем ту же, приведенную выше, формулу для 
Н(z). 

Графики зависимостей В(z) и Н(z) на оси магнита приведены на 

рис. 10.7 б для случая 
R

l
= 10.  

Поля В для соленоида и цилиндрического магнита совпадают как 
внутри, так и снаружи их. Поля Н совпадает у них только снаружи. 

Внутри соленоида Н = В/µ0, а в магните Н противоположно по на-
правлению, а его величина быстро уменьшается с удалением от тор-
цов. Для тонкого длинного магнита можно считать, что Н

 
 = 0 в боль-

шей части его объема, кроме областей в непосредственной близости 

 

l -l 

M 

H 

0 
0 

0µ
B

а) 
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α1 A M 
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1
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-
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Рис. 10.7. К расчету индукции и 

напряженности магнитного поля на оси 

цилиндрического постоянного магнита 

(задача 10.3.8);  

а) Система координат,  

б) Зависимость В(z) и Н(z) на оси магнита 
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его торцов, где Н испытывает скачок в пределах ± .
2

1
M  Отметим, что 

все найденные величины относятся к осевой линии цилиндра. 

Ответ: 
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Вне магнита: 
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Внутри :     
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Задача 10.3.9.  Длинный цилиндр радиуса R изготовлен из ма-
териала с "замороженной" однородной намагниченностью, направ-
ленной вдоль его оси. Индукция магнитного поля в центре торца 
данного цилиндра равна В1. Найти индукцию В2 в центре тонкого 
диска толщины h (h << R), отрезанного от этого цилиндра. 

Решение 

Так как намагниченность М однородна, то объемные молеку-
лярные токи отсутствуют, а на боковой поверхности цилиндра име-
ется круговой поверхностный молекулярный ток плотности i' = М. 
Создаваемое этими токами поле В аналогично полю соленоида с 
такой же поверхностной плотностью тока. Величина магнитной 

индукции в центре торца соленоида равна MiB 001
2

1

2

1
µ=µ=  (гла-

ва 7, задача 7.3.5, замечание 2). Из этого соотношения находим ве-

личину намагниченности материала M = 
0

12

µ
B

.  

Поле в центре тонкого диска с той же намагниченностью мож-
но представить как поле кругового витка с молекулярным током 
I' = hi' = hM (см. рис. 10.8). По известной формуле (глава 7, задача 
7.3.3, замечание 1) величина индукции в центре витка равна 

R

I
B

2
0

′
µ= , откуда следует 

R

h
B

R

h
M

R

I
B 1002

22
=µ=

′
µ= . 
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Ответ: 
R

h
BB 12 = . 

 

Задача 10.3.10.  Постоянный магнит имеет форму тонкого диска 
радиуса R и толщины h (h << R). Магнитный момент диска pm перпен-
дикулярен его плоскости (рис. 10.8). Предполагая, что намагниченность 
диска однородна, найти величину магнитной индукции на оси диска в 
зависимости от расстояния z от его центра. 

Решение 

Найдем намагниченность материала диска: 

hR

p

V

p
M

2

mm

π
== . 

Так как намагниченность однородна, то объ-
емные молекулярные токи отсутствуют, а на боко-
вой поверхности диска в соответствии с (10.16) 
течет поверхностный молекулярный ток плотно-
сти i' = М. Полный поверхностный молекулярный 
ток, текущий по периметру диска, равен  

I' = i' h = Mh = 
2

m

R

p

π
. 

Поскольку диск тонкий, этот ток можно считать линейным и 
создаваемое им магнитное поле будет совпадать с полем на оси 
кольца с током I = I', определяемым следующей формулой (см. Гла-
ва 7, задача 7.3.3)  

2/322

2

0
)(2

1
)(

zR

R
IzB

+
µ= . 

Подставляя сюда значение силы молекулярного тока I', оконча-
тельно получаем 

2/322

0

)(2 zR

p
B m

+π
µ

= . 

Ответ: 
2/322

0

)(2 zR

p
B m

+π
µ

= . 

Замечание. На больших расстояниях от диска z >> R данная 

формула переходит в 
3

0

2 z

p
B m

π
µ

= , что совпадает с известным выра-

жением для магнитной индукции на оси магнитного диполя. 

 

pm Iм 
z 

 

Рис. 10.8. К расчету 
магнитного поля на 
оси нормально на-
магниченного дис-

ка (задача 10.3.10) 
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Вблизи центра диска 
R

Mh
B 0

2

1
)0( µ= , что при тонком диске 

( h R <<1) дает B(0) ≈ 0. Такой же близкой к нулю будет величина 

вектора индукции и внутри диска. Это легко сразу получить из рас-

смотрения задачи методом "магнитных зарядов". Однородно на-

магниченный диск эквивалентен тонкому "конденсатору", заряжен-

ному с поверхностной плотностью зарядов σм = ±М. Как известно 

из электростатики, напряженность поля у наружной стороны пла-

стины конденсатора вдали от его краев Н ≈ 0, а внутри Н = σм = М, 

откуда согласно (10.1) следует B = µ0(H – M) = 0. 

 

Задача 10.3.11 (базовая задача).  Постоянный магнит в виде 
длинного цилиндра с однородной "замороженной" намагниченно-

стью М, направленной вдоль его оси, разрезан пополам и половин-
ки разведены на расстояние, малое по сравнению с его радиусом а.  

Найти: 1) магнитную индукцию В1 и напряженность магнитно-
го Н1 поля в зазоре, а также в остальных частях магнита вдали от 
зазора (В2 и Н2); 2) силу F притяжения двух половинок магнита. 

Решение методом магнитных 
зарядов 

Ввиду разрыва нормальной компо-
ненты вектора М (пунктир на рис. 10.9) 
на границах зазора появляются маг-
нитные заряды противоположного зна-

ка с поверхностной плотностью σм = 

±M (10.18). Таким образом, зазор экви-

валентен тонкому плоскому электриче-
скому конденсатору. Напряженность 
электрического поля внутри плоского 
конденсатора, как известно из электро-

статики, Е = 0εσ  (Глава 1, задача 

1.3.9). Произведя замены Е → Н1, 

0σ ε → σм (10.18), получаем  

Н1 = σм = M,  В1 = µ0Н1  = µ0М. 

Направление вектора Н1 совпадает 
с направлением В1.  

 
B + 

+ 

+ 

+ 

+ 

М 

– 

– 

– 

– 

+ 

М 

 
а) 

 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

– 

– 

– 

– 

+ 

H 

+σ –σ  
б) 

Рис. 10.9. К нахождению 

магнитного поля в зазоре 

постоянного магнита (за-

дача 10.3.11)  

а) Линии поля индукции В 

и намагниченности М 

(пунктир)  

б) Линии поля Н 
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Вне "конденсатора" поле H близко к нулю, т.е. внутри обеих 

половинок магнита вдали от зазора Н2 = 0 и В2 = В1 = µ0(Н2 + М) = 

µ0М. 

Силу, действующую на половинки магнита, можно найти как 
притяжение двух пластин заряженного конденсатора по аналогии с 
соответствующей электростатической задачей: 

F = 
2

1
µ0Н1qм = 

2

1
µ0M⋅Sσм = 

2

1
Sµ0M

 2
. 

Данную силу можно найти и из магнитного давления на грани-
це магнитных сред, используя (10.29), (10.23): 

F = Sp = S(w1 – w2)= 
2

1
SB(H1 – H2) = 

2

1
πa

2µ0М
 2
. 

Решение методом молекулярных токов 

Так как намагниченность однородна, объемные молекулярные 
токи отсутствуют, а на боковой поверхности цилиндрического маг-
нита имеется круговой поверхностный молекулярный ток плотно-
сти i' = М.  Магнитная индукция B внутри длинного цилиндра будет 
та же, что и внутри соленоида с поверхностным током i = i', т.е. 

B = µ0i = µ0M. При этом, в отличие от соленоида, напряженность 
магнитного поля внутри цилиндра равна нулю: 

H2 = 
0

2

µ
B

 – M = 0. 

Если поперечный зазор в цилиндре узкий, то можно пренеб-
речь краевыми эффектами, то есть считать, что силовые линии В не 
отклоняются от продольного направления. Тогда вектор В в зазоре 

сохранит ту же величину B = µ0M в силу сохранения нормальной 
компоненты Вn на границе сред, при этом внутри зазора 

Н1 = B/µ0 = M, а поле Н вдали от зазора останется нулевым.  

Ответ:   1) Н1 = M,  В1 = В2 = µ0М,  H2 = 0.   

2) F = 
2

1
πa

2µ0М
 2 

. 

 

Задача 10.3.12.  Тонкий диск толщины h и радиуса R (h << R) 
имеет однородную "замороженную" намагниченность с вектором на-
магниченности М, лежащим в его плоскости. Найти:  

1) магнитную индукцию В и напряженность магнитного поля Н в 
центре диска;  
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2) в дипольном приближении индукцию В на оси диска на рас-
стоянии z от него. 

Решение 

Ввиду разрыва нормальной компоненты вектора М на боковой 
поверхности диска согласно (10.18) появляются "магнитные заря-

ды" с поверхностной плотностью ϕ=σ cosм M  (рис. 10.10).  

1) Пусть ось ОX параллельна 
вектору намагниченности. Ввиду 
симметрии задачи магнитное поле в 
плоскости диска будет иметь только 
x-компоненту. Рассмотрим бесконеч-
но малый участок боковой поверхно-
сти диска, расположенный под углом 

ϕ к оси OX и имеющий длину Rdϕ и 

площадь hR dϕ. На нем находится 
магнитный заряд 

ϕϕ=ϕσ=ϕ dMhRdSdq cos)()( мм , 

который (по аналогии с точечным 
электрическим зарядом) создает в 
центре диска поле dH с x - проекци-
ей, равной  

ϕϕ
π

−=ϕ
π

−= dMh
RR

dq
dH x

2

2

м cos
4

1
cos

4

1
. 

Интегрируя по углу ϕ, получаем величину поля Н в центре 
диска 

R

h
Md

R

h
MHH x

4
cos

4

2

0

2 −=ϕϕ
π

−== ∫
π

,  

и, затем, магнитную индукцию 

)
4

1()( 00
R

h
MMHBB x −µ=+µ== . 

2) Магнитный момент диска равен pm = MV= MπR
2
h и направ-

лен по оси х. В дипольном приближении (z >> R) индукция магнит-
ного поля на оси z, перпендикулярной оси диполя (Глава 7, задача 
7.3.3, замечание 2), равна: 

 x 

+ + + + 
+ + 

+ + 

– – 
– – 

– – 

– – 

ϕ 

dH 

M 

dqм 

 

Рис. 10.10. К расчету магнитного 
поля в центре касательно намаг-

ниченного диска (задача 10.3.12) 
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3

2

03

0

44
)(

z

hR
M

z

p
zB m

x µ−=
π
µ

−= . 

Ответ: 1) )
4

1(0
R

h
MBB x −µ== , 

R

h
MHH x

4
−== ,  

2) 
3

2

0
4

)(
z

hR
MzBx µ−= . 

 

Задача 10.3.13 (базовая задача).  Шар радиуса R имеет одно-
родную "замороженную" намагниченность с вектором намагничен-
ности М (рис. 10.11). Найти магнит-
ную индукцию В(r) и напряженность 
магнитного поля Н(r) внутри (1) и 
снаружи (2) шара. 

Решение 

Задачу удобно решить методом 

"магнитных зарядов". 

Поскольку намагниченность 

внутри шара однородна, объемных 

магнитных зарядов нет, но на поверх-

ности согласно (10.18) возникают за-

ряды с поверхностной плотностью 

ϑ==ϑσ cos)(м MM n  

(рис. 10.11). Аналогичная электроста-

тическая задача для однородно поля-

ризованного шара была решена выше (Глава 4, задача 4.3.17) где 

было получено, что внутри шара напряженность электрического 

поля 

E = P
03

1

ε
− , 

где Р – вектор поляризации, а снаружи поле совпадает с полем то-

чечного диполя, расположенного в центре шара, имеющего ди-

польный момент Pp
3

3

4
Rπ= .  

Произведя замены (10.19) Е → Н,  
0ε

P
→ M, p → pm, для облас-

ти внутри шара, получаем  

 z 
+ + + + 

+ + 
+ + 

– – 
– – 

– – 

– – 

M 

ϑ 

 
Рис. 10.11. К нахожде-

нию магнитного поля 

однородно намагничен-

ного шара (задача 

10.3.13) 
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MH
3

1
−= , MMHB 00

3

2
)( µ=+µ= . 

Ответ: Внутри шара  MBMH 0
3

2
,

3

1
µ=−= ,  

Снаружи 






 −
π

=
352

)(

4

1
)(

rr
r mm prrp

H , )()( 202 rr HB µ= , 

где Mp
3

3

4
Rm π=  – вектор магнитного дипольного момента шара. 

Замечание. Магнитное поле, порождаемое однородной намаг-

ниченностью внутри конечных тел, называется размагничивающим 

полем (поскольку оно направлено против направления намагничен-

ности). При однородной намагниченности тела это поле будет од-

нородным только для тел в форме эллипсоида или его частных слу-

чаев – шара или сфероида.  

Для эллипсоида размагничивающее поле можно записать в ви-

де MH Nр
ˆ−= , где N̂ – тензор размагничивающих факторов (коэф-

фициентов). В главных осях эллипсоида тензор N̂  диагонален, и 

сумма диагональных элементов всегда равна 1. Поэтому в шаре все 

коэффициенты размагничивания равны 1 3 . Аналогичным спосо-

бом можно решить задачу для длинного цилиндра с поперечной 

намагниченностью (без учета неоднородности поля на торцах, то 

есть, аппроксимируя его длинным сфероидом). В этом случае оба 

коэффициента размагничивания в его поперечном сечении равны 

1 2 , а продольный равен нулю (это используется далее в задаче 

10.4.9).  

Тонкую плоскую пластину без учета неоднородности поля на 

ее краях можно аппроксимировать сплюснутым сфероидом. Тогда 

размагничивающий фактор в перпендикулярном к плоскости пла-

стины направлении будет равен 1, а в плоскости пластины – 0. 

 

Задачи типа 10.4 

Задачи для ферромагнетиков с гистерезисом магнитной 

восприимчивости 

Метод решения.  Для таких сред µ ≠ const, поэтому при нахо-

ждении полей нужно учитывать нелинейную зависимость намагни-
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ченности M(H) или индукции B(H) от напряженности поля Н внут-

ри ферромагнетика, задаваемую петлей гистерезиса ферромагнит-

ного материала. Для связи векторов B, H и М нужно использовать 

общее соотношение (10.1)  H = M
B
−

µ0

 и условия на границах сред 

(10.6), (10.7). При наличии симметрии удобно использовать  закон 

полного тока – интегральное соотношение для поля Н (10.5). 

 

Задача 10.3.14 (базовая задача).  Ферромагнитный материал 

имеет остаточную намагниченность Mr и коэрцитивную силу Hc, а 

участок петли гистерезиса, соответствующий размагничиванию, 

можно приближенно аппроксимировать четвертью эллипса 

(рис. 10.12). Из данного материала изготовлен постоянный магнит в 

виде тонкого тора среднего радиуса R с тонким зазором ширины h 

(h << R). Найти индукцию магнитного 

поля в зазоре. 

Решение 

Ввиду малой толщины тора по срав-

нению с его средним радиусом пренеб-

режем зависимостью магнитного поля по 

толщине тора.  

Пусть Н1 – средняя напряженность 

магнитного поля внутри тора, Н2 – на-

пряженность в зазоре, а силовые линии 

полей магнитной индукции В и полей 

Н1,2 ввиду большой магнитной прони-

цаемости ферромагнетика не выходят 

наружу и являются окружностями. За-

пишем закон  полного тока (10.5) для 

циркуляции вектора Н по окружности 

радиуса R:  

(2πR – h) Н1 + h Н2 = 0. 

Непрерывность нормальной компоненты индукции Вn на гра-

ницах тонкого зазора дает соотношение 

µ0 (Н1 + M1) = µ0Н2. 

Связь M1и Н1 определяется заданной формой кривой размагни-

чивания (эллипс):  

 

Mr 

Hc 

M 

H 

 

Рис. 10.12. Идеализиро-

ванный участок петли 

гистерезиса ферромагне-

тика (задача 10.3.14) 
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1
2

2
1

2

2
1 =+

cr H

H

M

M
. 

Решая данную систему из этих трех уравнений, получаем 

B = µ0H2 , где 

2

2

2
2

2

2
1








 π
+








 π
−=

h

R

H

M

M

h

R
H

c

r

r . 

Ответ: B = µ0 
2

2

2
2

2
1








 π
+








 π
−

h

R

H

M

M

h

R

c

r

r . 

 

Задачи типа 10.5 

Нахождение магнитной энергии и сил в магнитных средах 

Метод решения. Энергию магнитного поля можно найти из 

соотношений (10.23), (10.24). Объемная плотность сил и магнитное 

давление определяются из (10.27)-(10.29). Если магнитное поле 

создается контуром с током, то для нахождения сил удобно исполь-

зовать энергетический метод (Глава 9, (9.8)): 

δA = δWI = const = LI δ2

2

1
, 

где δA – механическая работа, совершаемая искомыми силами при 

малом изменении конфигурации системы, а δWI = const  – происхо-

дящее при этом изменение магнитной энергии при условии, что ток 

через контур поддерживается постоянным, δL – соответствующее 

малое изменение индуктивности контура. 

 

Задача 10.3.15 (базовая задача).  Длинный и тонкий верти-

кально расположенный соленоид, намотанный на тонкостенную 

немагнитную трубку с плотностью намотки n (витков/м), погружен 

одним концом в парамагнитную жидкость с плотностью ρ. После 

включения тока I жидкость в трубке поднялась на высоту h. Найти 

магнитную проницаемость жидкости. Капиллярными эффектами 

пренебречь. 

Решение 

В данной задаче поле Н, строго говоря, не будет совпадать с 
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полем пустого соленоида Н0, поскольку линии Н0 перпендикулярны 

поверхности магнитной жидкости. Действительно, на этой границе 

нормальная компонента поля Н будет иметь скачок 2 1n n nH H M− = , 

вызванный полем возникающих на границе поверхностных "маг-

нитных зарядов" плотности σ = Mn. Однако ввиду малости попе-

речного сечения соленоида поле от этих "магнитных зарядов" будет 

быстро спадать с удалением от границы (по аналогии с графиком 

Н(z) в задаче 10.3.8).  Поэтому в остальной части длинного соле-

ноида поле Н не изменится и будет, как и в вакууме, равно H = nI. 

Тогда магнитная индукция будет B1 = µ0H над жидкостью, и 

B2 = µµ0H – внутри жидкости. Поскольку эти величины не зависят 

от положения уровня жидкости, удобно решить задачу, исходя из 

магнитного давления на границе раздела (10.27): 

p = w2 – w1 = 
2

1
H(B2 – B1) = 

2

1
µ0(µ – 1)H

 2
 = 

2

1
µ0(µ – 1)(nI)

2
. 

Так как w2 > w1, то при смещении границы вверх энергия маг-

нитного поля возрастает (за счет работы источника ЭДС, поддер-

живающего ток в соленоиде). Поскольку токи остаются постоян-

ными, из (9.8) следует, что механическая работа также положитель-

на, то есть силы давления направлены вверх. Это давление, вызы-

вающее подъем жидкости, при равновесии должно компенсиро-

ваться гидростатическим давлением p = ρgh.  

Приравнивая эти два давления, находим µ = 1 + 
2

0 )(

2

nI

gh

µ

ρ
. 

Ответ: µ = 1 + 
2

0 )(

2

nI

gh

µ

ρ
. 

Замечание 1. То, что B1 ≠ B2, не противоречит условию непре-

рывности нормальной компоненты вектора B на границе раздела, 

которое всегда выполняется. Приведенные выражения для величи-

ны полей B1,2 и Н справедливы при достаточно большом удалении 

от границы жидкости. На самой границе поле неоднородно, вектор 

В не перпендикулярен к границе, и часть линий индукции В из 

нижней части, где ее величина больше и линии идут гуще, выходит 

за пределы соленоида, не проходя в верхнюю часть. 

Замечание 2. Несмотря на неоднородность поля в окрестности 

границы раздела сред, при нахождении магнитного давления надо 

использовать величины полей, взятых вдали от границы. Действи-

тельно, при малом смещении приграничной области, где поля не-
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однородны, вся она смещается как целое, и ее магнитная энергия 

остается постоянной. Полная же энергия меняется только из-за из-

менения объемов верхней и нижней части, где поля однородны и 

были найдены выше. 

 

Задача 10.3.16.  Бесконечная плоская пластина-магнит толщи-

ны l однородно намагничена так, что вектор намагниченности М 

перпендикулярен ее плоскости. Найти магнитную энергию W′ еди-

ницы площади пластины. 

Решение 

Ввиду однородности намагниченности объемных молекуляр-

ных токов нет. Поскольку вектор М перпендикулярен поверхности, 

поверхностные молекулярные токи также отсутствуют, и ввиду от-

сутствия токов проводимости и молекулярных токов индукция маг-

нитного поля В везде равна нулю, как внутри, так и вне пластины. 

Учитывая, что внутри пластины В = µ0(Н + М) = 0, получаем  

Н = –М. Это – размагничивающее поле, которое соответствует 

нормальному размагничивающему фактору пластинки N ≈ 1 (см. 

замечание к задаче 10.3.13).Поскольку магнитное поле создается не 

сторонними источниками, а порождается самой намагниченностью, 

то согласно (10.24) плотность энергии 

w = – 
2

1
µ0H M = 

2

1
µ0M

 2
. 

На единицу площади пластины приходится энергия  

W′ = wl = 
2

1
µ0M

 2
l. 

Ответ: W′ = wl = 
2

1
µ0M

 2
l. 

 Задача 10.3.17.  В длинный соленоид вставлен по его оси тон-

кий по сравнению с радиусом соленоида парамагнитный стержень 

радиуса а с магнитной проницаемостью µ. Один конец стержня на-

ходится в середине соленоида, второй совпадает с его торцом. Най-

ти силу, действующую на стержень, если в центре соленоида маг-

нитная индукция равна В0. 

Решение 

Введем декартову систему координат с осью Z, направленной 

по оси соленоида. Пусть стержень расположен в положительной 
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части оси Z. В длинном соленоиде на его оси индукция магнитного 

поля меняется от В0 в середине до величины В1 = 
2

1
В0 в центре 

торца (глава 7, задача 7.3.5, замечание 2). Поскольку вектор индук-

ции направлен вдоль оси соленоида Z и все величины зависят толь-

ко от координаты z, то согласно (10.27) объемная плотность сил, 

действующих в стержне 

zzz
dz

dB

dz

dB
B

dz

dB
M eeeBMf

2

00 2

11
)(

µµ

−µ
=

µµ

−µ
==∇= . 

Дифференциал величины силы, действующей на элемент объе-

ма dV, равен 

)(
2

1

2

1 2

0

2

0

BdSSdz
dz

dB
dVfdF

µµ

−µ
=⋅

µµ

−µ
== . 

Проекцию вектора силы на ось Z находим, интегрируя в преде-

лах от В0 до В1=
2

1
В0. 

2
0

0

2
0

2
1

0

2

0

1

8

3
)(

2

1
)(

2

1
1

0

BSBBSBdSF

B

B
µµ
−µ

−=−
µµ
−µ

=
µµ
−µ

= ∫ . 

Знак минус означает, что сила направлена против оси Z, то есть 

стремится втянуть парамагнитный стержень в центр соленоида. 

Ответ: zBS eF
2
0

0

1

8

3

µµ
−µ

−= . 

 

Задача 10.3.18.  Найти силу притяжения двух половинок тон-

кого тора среднего радиуса R, имеющего квадратное поперечное 

сечение площади S (R >> S ), сделанного из материала с большой 

магнитной проницаемостью µ (µ >> 1). На торе намотано N витков 

провода, по которому идет ток I. 

Решение 

Силы в данной задаче можно найти несколькими способами. Ис-

пользуем здесь энергетический метод (глава 9, (9.8))  

δA = δWI = const. 

Раздвинем половинки тора на расстояние x, малое по сравне-
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нию с размером поперечного сечения  

(рис. 10.13). Учитывая, что элементар-

ная работа при малом раздвижении по-

ловинок δA = Fdx, и выражая энергию 

через индуктивность контура W = 
2

1
LI 

2
, 

получаем  

x

L
I

x

W
F

I ∂
∂

=
∂
∂

=
=

2

const 2

1
. 

Найдем зависимость индуктивности 

контура L от х. Поскольку µ велико 

(µ >> 1), будем считать, что магнитное 

поле сконцентрировано внутри тора, силовые линии полей магнит-

ной индукции В и напряженности Н являются окружностями, и они 

не искажаются при пересечении тонкого зазора. Ввиду малой тол-

щины тора пренебрежем также зависимостью полей от радиуса.  

Пусть Н1 – напряженность магнитного поля в нижней полови-

не, Н2 – в верхней, Н3 – в зазоре. Запишем закон о циркуляции век-

тора Н (10.5) для окружности радиуса R, учитывая, что ее поверх-

ность пересекают N витков с током I: 

πR Н1 + πR Н2 + 2xH3= NI. 

Поскольку зазор тонкий и нормальная компонента индукции Вn 

непрерывна на границах зазора, модуль вектора В будет одинаков 

везде, как в торе, так и в зазоре. Подставляя в последнее соотноше-

ние следующие выражения полей Н1-3 через В 

0

3

0

21 ,
µ

=
µµ

==
B

H
B

HH  

и решая получившееся для В уравнение, находим 

R

xR

NI
xB

π
+

µ
π

µ=
22

1
)( 0 . 

Учитывая, что полный поток магнитной индукции через об-

мотку 

Ф = NSB = LI, 

находим индуктивность L контура  

 

µ 

I 

�

�

µ 

x 

 
 

Рис. 10.13. К расчету силы 

притяжения половинок круг-

лого электромагнита (задача 

10.3.18) 
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R

xR

N
SxL

π
+

µ
π

µ=
22

1
)(

2

0 . 

Отсюда получаем  

2

22

0

2

222
)(









π

+
µ









π

µ−=
∂
∂

=

R

x

I

R

N
S

x

LI
xF . 

Когда половинки тора полностью прижаты (х = 0), сила будет 

равна 

2

2

02

22

0
22

)0( I
R

N
S

I

R

N
SF 








π
µ

µ−=









µ









π

µ−= . 

Отрицательный знак силы означает, что она направлена против 

увеличения расстояния х, то есть вызывает взаимное притяжение 

половинок тора.  

Ответ: 2

2

0
2

I
R

N
SF 








π
µ

µ= .  

Замечание. Силу притяжения можно легко найти и как притя-

жение "магнитных зарядов", образующихся на границах зазоров, 

как было рассмотрено в задаче 10.3.11. Используя полученное там 

выражение для силы и найденную здесь величину поля В, а также 

учитывая наличие двух зазоров, получаем 

F = 2
1

2
Sµ0М

 2
 = Sµ0

2

0

1









µµ
−µ

B = 
2

222

0

22

1









π

+
µ









π









µ
−µ

µ

R

x

I

R

N
S . 

В использованном приближении (µ >> 1, ( 1) 1µ − µ→ ) это вы-

ражение совпадает с приведенным выше. 

 

Задача 10.3.19.  Найти период малых горизонтальных крутиль-

ных колебаний стрелки компаса вокруг вертикальной оси, перпен-

дикулярной бесконечному горизонтальному проводу с током I. 

стрелка расположена над проводом на расстоянии h от него 
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(рис. 10.14а). Стрелку считать тонким цилиндром длины 2l с одно-

родной продольной постоянной намагниченностью M и плотно-

стью ρ.  

Решение 
В положении равновесия 

стрелка установится перпен-

дикулярно проводу, посколь-

ку линии поля В являются 

концентрическими окружно-

стями, плоскость которых 

перпендикулярна направле-

нию тока. 

На торцах цилиндриче-

ской стрелки нормальная 

компонента намагниченности 

имеет разрыв, из-за чего на 

них появятся поверхностные 

"магнитные заряды" проти-

воположного знака с плотно-

стью (10.18) σм = ±М, а пол-

ная величина "заряда" на ка-

ждом торце будет qм = ±σS, 

где S – площадь основания 

цилиндра.  

Ввиду тонкости цилинд-

ра-стрелки можно считать, 

что магнитное поле, созда-

ваемое проводом, на поверх-

ности торца стрелки одно-

родно и имеет индукцию  

B(r) = α
π

µ
=

π

µ
cos

22

00

h

I

r

I
, 

где α – угол между осью Z и перпендикуляром, опущенным из тор-

ца на ось провода (рис. 10.14б).  

Силы со стороны магнитного поля будут приложены к торцам 

стрелки, направлены по касательным к силовой линии (пунктир на 

рис. 10.15б) и равны F1,2 = F = B(r) qм.  

Для расчета момента этих сил относительно оси Z требуется их 

 

I x 

 y 

z 

S N 

 
 

α 
r 

h 

××××I 
F1 

+qм 
–qм 

F2 

x 

z 

x 

F2 

F1 

ϕ 

б) 

в) 

l l 

а) 

I 

M 

B 

 
 

Рис. 10.14. К нахождению периода 

колебаний стрелки компаса над про-

водом с током (Задача 10.3.19). 

а) общий вид б) вид вдоль провода 
в) вид сверху 
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х-компонента 

Fx = F cosα = ±
h

I

π

µ

2

0 qм cos
2α = 

22

2
м0

2 lh

h

h

Iq

′+π

µ
± , 

где l'  = l cosϕ – проекция половины стрелки на ось х.  

При отклонении стрелки от положения равновесия на угол ϕ 

возникает возвращающий момент магнитных сил  

Nz = –2l Fx sinϕ 

(рис. 10.14в). В приближении малых колебаний (ϕ << 1, l ≈ l' ) мо-

мент этих сил будет пропорционален углу ϕ и равен 

ϕ−=ϕ
+π

µ
−= D

lh

hlIq
N z 22

м0 , 

где через D обозначен данный коэффициент пропорциональности. 

Уравнение малых колебаний стрелки имеет вид 

ϕ−=ϕ DJ
..

, 

где 32

3

2
)2(

12

1
SllmJ ρ==  – момент инерции тонкого цилиндра 

длины 2l относительно оси, проходящей через его центр. Для кру-

говой частоты колебаний получаем 

2

02

1

1

2

3








+
πρ

µ
==ω

h

lh

IM

J

D
. 

Ответ: 
2

02

1

1

2

3








+
πρ

µ
=ω

h

lh

IM
. 

Замечание. При малом размере магнитной стрелки по сравне-

нию с расстоянием до провода (l << h) можно использовать диполь-

ное приближение. Дипольный момент стрелки-цилиндра равен 

pm = MV = 2MSl, а действующий на него вращающий момент 

Nz = [pmB]z = – pmB sinϕ, где B = 
h

I

π

µ

2

0 . Подставляя эти выражения в 

уравнение колебаний, получаем 
h

IM

πρ

µ
=ω

2

3 02 , что совпадает с най-
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денным выше ответом при 
h

l
 → 0. 

§ 10.4. Задачи для самостоятельного решения  

Задача 10.4.1.  Бесконечная плоская пластина-магнит намагни-

чена так, что вектор намагниченности М перпендикулярен ее плос-

кости. Найти магнитную индукцию В и напряженность поля Н 

внутри и вне пластины. 

Ответ: внутри В = 0, Н = –М; снаружи В = 0, Н = 0. 

 

Задача 10.4.2.  Бесконечная плоская пластина-магнит намагни-

чена так, что вектор намагниченности М параллелен ее плоскости. 

Найти магнитную индукцию В и напряженность поля Н внутри и 

вне пластины. 

Ответ: внутри В = µ0М, Н = 0; снаружи В = 0, Н = 0. 

 

Задача 10.4.3.  Плоский постоянный магнит граничит с вакуу-

мом и имеет постоянную намагниченность М, параллельную по-

верхности. Снаружи у поверхности вектор магнитной индукции 

имеет величину В и образует угол α с нормалью к поверхности. 

Найти вектор магнитной индукции В1 внутри магнита (модуль и 

угол β с нормалью). 

Ответ:  2
00

2
1 )(sin2 MMBBB µ+αµ+= , 

α

µ+α
=β

cos

/sin
tg 0 BM

. 

Задача 10.4.4.  По бесконечному проводу круглого сечения ра-

диуса a, находящемуся в вакууме, течет постоянный ток I. Магнит-

ная проницаемость материала провода равна µ(r) = 
a

r
α+1 . Найти 

напряженность  поля Н(r), магнитную индукцию В(r), намагничен-

ность М(r), объемную j'(r) и поверхностную i' плотность молеку-

лярных токов и полную величину этих токов I'об и I'. 

Ответ:    

r < a: r
a

I
rH

21
2

)(
π

= ,     В1(r) = r
a

I
r

20
2

)(
π

µµ , 
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М1(r) = r
a

I
32π

α ;      j'1 = r
a

I
32

3

π
α ; 

r ≥ a:  
r

I
rH

π
=

2
)(2 , 

r

I
rB

π
µ=

2
)( 02 ,    М1(r) = 0;  j'2 = 0, 

r = a: i' = 
22 a

I

π
α , I' = – I'об  = αI. 

Указание. Для нахождения молекулярных токов можно рассчи-

тать rot M в декартовых координатах, либо использовать выражение 

ротора в цилиндрических координатах, в которых, учитывая, что 

вектор М имеет только круговую ϕ - компоненту: 

j' = (rot M)z = 
ϕ∂

∂
−

∂
∂

ϕ
rM

r
rM

rr

1
)(

1
. 

Другим способом является использование интегрального соот-

ношения (10.12), как это было сделано в задаче 10.3.6. 

 

Задача 10.4.5.  Круговой тонкий виток, в котором течет ток си-

лы I, лежит на плоской границе раздела вакуума и магнетика с маг-

нитной проницаемостью µ. Найти индукцию магнитного поля на 

оси контура в зависимости от расстояния z от его центра. 

Указание: см. решение задачи 10.3.5. 

Ответ: 0
1

2
BB

µ+
µ

= , где 
2

0 0 2 2 3/2

1

2 ( )

R
B I

R z
= µ

+
 – магнитная 

индукция в отсутствие магнетика. 

 

Задача 10.4.6.  Диск радиуса R из ферромагнетика (µ >> 1) по-

мещен в магнитное поле с вектором индукции В0, параллельным 

его оси. Оценить, при какой толщине l диска индукция в центре 

диска будет отличаться от В0 не более, чем на величину ∆В = ηВ0, 

η = 0,01. 

Указание: считая в первом приближении, что внутри диска 

В = В0, найти поправку ∆В как вклад от поверхностного молекуляр-

ного тока, текущего по боковой поверхности диска (см. рис. 10.10). 

Ответ: l ≤ η R
1

2

−µ
µ

. 
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Задача 10.4.7.  Шар радиуса R имеет однородную "заморожен-

ную" намагниченность с вектором намагниченности М (рис. 10.11).  

Найти: магнитную индукцию В и напряженность магнитного 

поля Н в центре шара. Решить методом молекулярных токов и ме-

тодом "магнитных зарядов". 

Ответ:  MBMH 0
3

2
,

3

1
µ=−= . 

 

Задача 10.4.8.  В однородное магнитное поле с вектором ин-

дукции В0 поместили однородный шар из магнетика с магнитной 

проницаемостью µ. Найти напряженность Н, индукцию В магнит-

ного поля и намагниченность М внутри шара.  

Указание. См. решение задачи 10.3.13. 

Ответ: Н = 
0

0

2

1
3

µ+µ
B

,     0
2

3 BB
+µ
µ

= ,   М = 
0

0

2

1
3

µ+µ
−µ B

. 

 

Задача 10.4.9.  Бесконечно длинный цилиндр из однородного изо-

тропного магнетика с магнитной проницаемостью µ поместили в одно-

родное постоянное магнитное поле с вектором индукции В0, который 

перпендикулярен оси цилиндра. Найти 

величину намагниченности магнетика. 

Указание. См. замечание к задаче 

10.3.13. 

Ответ:  М =
0

0

1

1
2

µ+µ
−µ B

. 

Задача 10.4.10.  Электромагнит с тон-

ким сердечником квадратного сечения со 

стороной a, сделанный  из материала с 

большой магнитной проницаемостью µ, имеет тонкий плоский попе-

речный зазор ширины l, в котором создается магнитное поле с индукци-

ей В. Оценить в дипольном приближении магнитную индукцию в точке 

А, лежащей в плоскости зазора на большом расстоянии r от его центра 

(r >> а, R >> а >> l, где R – средний радиус тора). 

Указание. Использовать метод "магнитных зарядов". 

 

µ 

I 

l R 
A r 

 

Рис.10.15. К расчету магнитно-

го поля вне зазора электромаг-

нита (задача 10.4.10) 
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Ответ: 
3

0

4
)(

r

p
rB m

π
µ

≈ , где la
B

pm
2

0

1

µµ
−µ

= . 

 

Задача 10.4.11.  Два длинных тонких цилиндрических магнита 

одинакового радиуса, имеющие одинаково направленные продольные 

намагниченности М1 и М2 соответственно, соединены торцами. Найти 

величину индукции магнитного поля В1,2 и напряженности Н1,2 внутри 

обоих магнитов. Векторы намагниченности считать постоянными и 

независящими от магнитного поля внутри магнитов. 

Ответ:  В1 = µ0 М1; В2 = µ0 М2 ; Н1,2 = 0.  

Данное решение справедливо вдали от торцов цилиндров. На тор-

цах поле Н испытывает скачки в пределах ±
2

1
М1, ±

2

1
|M1 – M2| и ±

2

1
M2 

соответственно и быстро уменьшается к нулю с удалением от торцов. 

Указание. См. задачу 10.3.8. 

 

Задача 10.4.12.  Длинный тонкий цилиндрический соленоид с 
плотностью намотки n (витков/м) приставлен торцом к длинному 
тонкому цилиндрическому железному сердечнику того же радиуса 
с большой магнитной проницаемостью.  

Найти величину намагниченности М сердечника, индукции 
магнитного поля В и напряженности Н внутри соленоида (1) и же-
лезного сердечника (2), если по соленоиду течет ток силы I.  

Ответ: В1 = В2 = µ0nI, Н1 = nI, Н2 ≈0, М ≈ nI. Данное решение 
справедливо вдали от торцов соленоида и сердечника. 

Указание. Считать, что из-за большой величины магнитной прони-
цаемости сердечника линии индукции В, выходящие из соленоида, кон-
центрируются в сердечнике и не выходят из его боковой поверхности. 

 

Задача 10.4.13.  Намагниченность насыщения материала со-
ставляет Мs и достигается в поле насыщения Hs. Из этого материала 
изготовлен тонкий тор среднего радиуса R, в котором сделан малый 
воздушный зазор l (l << R). На тор намотано N витков провода.  

1) При какой величине силы тока Is через обмотку наступит насы-
щение материала? 2) Как будет меняться индукция в зазоре при I > Is? 

Ответ:  1) Is = (2πRHs + Msl)/N;    
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                       2) B(I) = µ0 ( sM
R

NI
+

π2
) = µ0 (Hs + Мs +

R

II
N s

π

−

2
). 

 

Задача 10.4.14.  Постоянный магнит 
имеет вид тонкого кольца среднего радиуса 
R с узким поперечным воздушным зазором. 
Материал имеет остаточную намагничен-
ность Mr и коэрцитивную силу Hc, а кривую 
намагничивания можно приблизительно ап-
проксимировать прямоугольником 
(рис. 10.16).  

1) Какова ширина зазора hmax, при 
дальнейшем увеличении которой величи-
на индукция в зазоре начнет резко умень-
шаться? 

2) Чему равна величина магнитной 
индукции В в зазоре при его ширине hmax? 

Ответ: hmax =
r

c

M

H
Rπ2 ,  

В(hmax) = µ0(Mr – |Hc|). 

 

Задача 10.4.15.  Постоянный магнит 
имеет вид кольца среднего радиуса R с уз-
ким воздушным поперечным зазором ши-
рины h. Материал  имеет остаточную на-
магниченность Mr и коэрцитивную силу 
Hc, а участок кривой гистерезиса на участ-
ке размагничивания можно аппроксимиро-
вать прямой линией (рис. 10.17).  

Найти магнитную индукцию внутри 
зазора, пренебрегая рассеянием магнитно-
го поля на его краях.  

Ответ:  

c

r

r

H

M

R

h

M
B

π
+

µ
=

2
1

0 . 

 

Mr 

–Hc 

M 

H 

 

Рис. 10.16. Идеализирован-
ная петля гистерезиса по-
стоянного магнита (задача 
10.4.14) 

 

Mr 

Hc 

M 

H 

 

Рис.10.17. Идеализирован-
ный участок размагничива-
ния петли гистерезиса фер-
ромагнетика (задача 10.4.15) 
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Задача 10.4.16.  Бесконечная плоская пластина-магнит толщи-
ны l намагничена так, что вектор намагниченности М образует угол 

α с нормалью к ее поверхности. Найти магнитную энергию W′ еди-
ницы площади пластины. 

Ответ:  W′ = ( )1 2 µ0M
 2 

l cos
2α . 

 

Задача 10.4.17.  Длинный соленоид длины l и радиуса R с 

плотностью намотки n витков на метр и протекающим по нему то-

ком I погружен горизонтально до середины в парамагнитную жид-

кость с магнитной проницаемостью µ. Найти давление, действую-

щее на поверхность жидкости со стороны магнитных сил и полную 

силу, действующую на соленоид. 

Ответ: p = ( )1 2 µ0(µ – 1)n
 2
I

 2
; F = 2lRp, сила направлена вниз. 

 

Задача 10.4.18.  Небольшой шарик объема V из парамагнитно-

го материала с проницаемостью µ переместили из точки с магнит-

ной индукцией В в точку, где магнитное поле отсутствует. Какую 

работу совершили магнитные силы? 

Ответ: 
0

2

2
)1(

µ
−µ−=

B
VA . 

 

Задача 10.4.19.  Найти силу притяжения двух половинок тон-

кого тора радиуса R, имеющего квадратное поперечное сечение 

площади S (R >> S ), сделанных из материалов с большой маг-

нитной проницаемостью µ1 и µ2 соответственно. Обмотка на торе 

имеет N витков и по ней идет ток I. 

Ответ: 2

2

21

21

2

0 I
R

N
SF 









µ+µ

µµ








π

µ= . 
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Задача 10.4.20.  В сердечнике то-

роидального электромагнита радиуса R 

и круглого сечения площади S 

(R >> S ) имеется малый зазор шири-

ны l (l << S ), в который помещена 

пластинка из того же материала 

(рис. 10.18). По обмотке из N витков те-

чет ток I. Магнитная проницаемость 

материала µ (µ >> 1).  

Какую работу нужно совершить 

против магнитных сил, чтобы удалить 

пластинку из зазора? 

Ответ: 








 π
+µπ

µµ
=

l

R
R

NIS
A

2
4

)( 2
0 . 

 

Задача 10.4.21.  Бесконечный прямолинейный тонкий провод 

расположен на расстоянии а над плоской бесконечной поверхно-

стью магнетика с проницаемостью µ. Найти силу, действующую на 

единицу длины провода, если по нему течет ток силы I. 

Ответ: 
a

I
F

2
0

1

1

4 +µ
−µ

π
µ

= . 
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µ 

I 
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Рис. 10.18. Сердечник элек-

тромагнита с магнитной про-

кладкой в зазоре (задача 

10.4.20) 
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Глава 11 

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В RL, RC И RLC ЦЕПЯХ. 
СВОБОДНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 

В КОНТУРАХ 

§ 11.1.  Теоретический материал 

Переходные процессы – процессы, которые возникают в электри-

ческих цепях после того, как один из параметров цепи испытал 

скачкообразное (очень быстрое) изменение. Например, подключен-

ный к цепи источник ЭДС (генератор тока или напряжения) форми-

рует прямоугольный импульс напряжения или тока, или в цепи c 

подключенным постоянным источником ЭДС происходит коммута-

ция отдельных элементов цепи с помощью ключей. 

Квазистационарный ток – изменяющийся со временем ток, 
удовлетворяющий следующим условиям: 

1) Для периодического тока: линейные размеры цепи l много мень-

ше длины волны λ 

l << λ = cT, 

где T – период изменения процесса со временем, с – скорость рас-

пространения электромагнитной волны по цепи, которая близка к 

скорости света.  

Для переходного непериодического процесса: линейные размеры 

цепи должны удовлетворять условию  

l << c∆t , 

где ∆t – длительность интервала времени, за который происходит 

скачкообразное изменение параметра цепи. Это условие позволяет 

пренебречь конечностью скорости распространения электромаг-

нитных полей и считать, что в любом сечении последовательной 

цепи сила тока одинакова. Например, для синусоидального тока 

частотой ν = 50 Гц: l << км6000м
50

103 8

=
⋅

=
ν

=λ
c

. Однако, если 

время скачка параметров ∆t ~ 1 нс, то l << c∆t ~ 0,3 м. 

Для того чтобы считать изменение параметров цепи мгновенными, 

длительность скачка параметров должна быть много меньше τ – 

времени релаксации цепи: ∆t << τ. Величина τ зависит от вида цепи 

и параметров входящих в нее элементов, и будет рассмотрена ниже 

при решении конкретных задач. 
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2) Токи смещения малы по сравнению с токами проводимости 

0

1
ω <<

ρεε
, 

где ρ – удельное сопротивление среды, в которой распространяется 

ток, ε – её диэлектрическая проницаемость. Для металлических 
проводников это условие заведомо хорошо выполняется  при вы-

полнении условия 1 ( 118 c10 −<<ω  [1, §48]). 

Предположение о квазистационарности токов позволяет при 
анализе процессов, происходящих в цепи, использовать те же мето-
ды, что и в цепях постоянного тока (подробнее см. главу 6).  

Рассмотрим взаимосвязь между током и напряжениями на от-
дельных участках цепи (резистор, конденсатор, индуктивность, ко-
торые рассматриваются как элементы с сосредоточенными пара-
метрами). 

Резистор: 

UR = R IR.     (11.1) 
UR – напряжение на резисторе; IR – ток, протекающий через этот ре-
зистор; R – величина сопротивления резистора. 

Конденсатор: 

C

Q
UC = , 

dt

dU
CI C

C = .   (11.2) 

UC – напряжение на конденсаторе; IС – ток, протекающий через 
конденсатор; Q – заряд конденсатора, С – емкость конденсатора. 

Из соотношений (11.2) следует: 

∫+=
t

CCC dtI
C

UU

0

1
)0( ,   (11.3) 

где UС (0) – напряжение на конденсаторе в момент времени t = 0. 

Замечания 

1) Выбор момента времени t = 0 является, вообще говоря, про-
извольным. За этот момент времени удобно выбрать тот момент, ко-
гда происходит скачкообразное изменение одного из параметров 
цепи. 

2) Напряжение и заряд на конденсаторе всегда является непре-
рывной функцией времени, даже в тех случаях, когда ток IС испы-
тывает очень быстрое («скачкообразные») изменения. Это связано с 
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тем, что никакая система не может изменять свою энергию мгно-
венно. 

Индуктивность: 

dt

dI
LU L

L = .      (11.4) 

UL –напряжение на катушке индуктивности, IL – ток, протекающий 

через катушку; L – индуктивность катушки. Напряжение на катуш-

ке индуктивности UL равно взятой с обратным знаком ЭДС самоин-

дукции, возникающей в катушке. Поэтому можно либо учитывать 

напряжение на катушке индуктивности в сумме с другими напря-

жениями в контуре, либо включить этот элемент в состав ЭДС, дей-

ствующих в контуре. Из соотношения (11.4) следует: 

∫+=
t

LLL dtU
L

II

0

1
)0( .    (11.5) 

где IL(0) – сила тока через катушку в момент времени t = 0. 

Реальная катушка наряду с индуктивностью L, обладает также 
омическим (активным) сопротивлением r, и напряжение UrL на ней 
равно 

dt

dI
LrIU L

LrL += .    (11.6) 

Замечание. Ток, протекающий через катушку индуктивности, 
всегда является непрерывной функцией времени, даже в тех случа-
ях, когда напряжение UL испытывает очень быстрые («скачкообраз-
ные») изменения. Как и конденсатор, катушка индуктивности не 
может изменять свою энергию мгновенно. 

Генератор напряжения – устройство, напряжение на выходе 

которого E(t) не зависит от величины тока, протекающего через этот 

генератор. Внутреннее сопротивление такого генератора принима-

ется равным нулю, а в реальности – это источник ЭДС с внутрен-

ним сопротивлением, много меньшим сопротивления внешней це-

пи. 

Генератор тока – устройство, которое обеспечивает силу тока 
в цепи I(t), не зависящую от напряжений на элементах этой цепи. 
Такой генератор имеет бесконечное внутреннее сопротивление, а в 
реальности – это источник ЭДС с внутренним сопротивлением, 
значительно превышающим сопротивление внешней цепи. 

Правила Кирхгофа (более подробно см. §6.1 главы 6) 
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Правило I.  Для каждого узла цепи алгебраическая сумма сил 
токов равна нулю: 

0=∑
i

iI .          (11.7) 

При суммировании знак входящего тока (обычно "+") прини-
мается противоположным знаку выходящего ("–"). 

Правило II. При обходе любого замкнутого контура, выбран-
ного в разветвленной цепи, алгебраическая сумма напряжений на 
элементах цепи (резисторе, конденсаторе, катушке индуктивности) 
равна алгебраической сумме ЭДС, входящих в данный контур: 

∑∑ =
j

j

i

iU E .    (11.8) 

Для использования данных формул сначала нужно выбрать на-
правления токов в каждой ветви цепи, что можно сделать произ-
вольным образом (истинные направления токов определяются по 
знакам полученных решений). Как и для резисторов, напряжения 
на конденсаторах и катушках индуктивности понимаются как раз-
ность потенциалов на их концах в выбранном направлении проте-
кания тока. 

Записывая правила Кирхгофа (11.7) и (11.8) с учётом выражений 

для напряжений на элементах цепи – резисторе, конденсаторе и ка-

тушке индуктивности (11.1) – (11.6), приходим к системе диффе-

ренциальных уравнений. Из этой системы можно получить одно 

уравнение цепи – дифференциальное уравнение, которое (в неяв-

ном виде) описывает изменение во времени одной изучаемой вели-

чины Х (тока, напряжения, заряда). Решение этого уравнения даёт 

зависимость от времени Х(t) в явном виде. В механике аналогами 

уравнения цепи и его решения являются уравнение движения и за-

кон движения соответственно.  

Установившееся значение исследуемой величины X∞∞∞∞ – зна-
чение изучаемой величины Х (тока, напряжения, заряда: X = I, U, Q) 

при t → ∞, т.е. после окончания всех переходных процессов. 

Начальные условия X(0), X
 ′(0) – такие значения исследуемой 

величины X(t) и её производной по времени X
 ′(t), которые они име-

ют сразу после “скачка” (изменения параметров цепи), который 
произошёл при t = 0.  

X(0) = X(t = 0), 

X
 ′(0) = X

 ′(t = 0). 
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RC- и RL-цепи  

Если цепь состоит из резисторов и конденсаторов (RC-цепь) 
или из резисторов и катушек индуктивности (RL-цепь), то в ней 
могут происходить только релаксационные непериодические про-
цессы. В зависимости от сложности цепи, уравнение цепи может 
быть любого порядка, начиная с первого.  

В курсе общей физики рассматриваются только такие цепи, в 
которых уравнение цепи является дифференциальным уравнением 
либо первого, либо второго порядка. 

Уравнение цепи первого порядка 

В этом случае уравнение цепи можно записать в виде: 

[ ] 0
1

=−
τ

+ ∞XX
dt

dX
.   (11.9) 

Решение такого уравнения имеет следующий вид 
τ−

∞ += tAeXtX )( , 

где А –- константа, определяемая из начального условия Х(0). Так 

как AXX += ∞)0( , решение уравнения (11.9) окончательно можно 

записать следующим образом: 

[ ] τ−
∞∞ −−= teXXXtX )0()( .     (11.10) 

Например, если в качестве исследуемой величины выбрана си-
ла тока в цепи, то уравнение цепи имеет вид 

[ ] 0
1

=−
τ

+ ∞II
dt

dI
, 

а его решение 

[ ] τ−
∞∞ −−= teIIItI )0()( . 

Величина τ, входящая в уравнение (11.9) и в его решение 

(11.10) определяет время, за которое величина ∞− XtX )(  умень-

шается в e раз. Эта величина называется временем релаксации. 
Она является одной из основных характеристик цепи, определяется 
только параметрами цепи и не зависит от начальных условий. 

Уравнение цепи второго порядка 

Его можно представить в виде: 

( ) 02 2

2

2

=−Ω+β+ ∞XX
dt

dX

dt

Xd
.   (11.11) 

Решением этого уравнения является функция 
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tt
eBeAXtX 21

11)(
β−β−

∞ ++= ,  22
2,1 Ω−β±β=β , (11.12) 

в которой константы ΩΩΩΩ и β определяются параметрами самой 
цепи, а константы А1 и В1 находятся из начальных условий.  

При ∞→t  значение исследуемой величины, как следует из 

(11.10) и (11.12), стремится к установившемуся значению Х∞. Таким 
образом, решение уравнения цепи в обоих случаях описывает пере-
ходный процесс установления силы тока в цепи (или напряжения 
на элементах цепи) после скачкообразного изменения параметров 
(например, замыкания или размыкания ключа). 

RLC-цепи 

Если электрическая цепь содержит конденсатор, катушку индук-

тивности и резистор, то в ней при определенном соотношении па-

раметров элементов могут происходить колебательные процессы. 

Такую цепь называют колебательным контуром. 

Если в цепи присутствуют и резисторы, и катушки индуктив-

ности, и конденсаторы, то уравнение цепи имеет вид дифференци-

ального уравнения порядка не ниже второго. В простых случаях, 

рассматриваемых обычно в курсе общей физики, это – уравнение 

второго порядка, которое имеет вид: 

( ) 02 2
02

2

=−ω+β+ ∞XX
dt

dX

dt

Xd
.  (11.13) 

В зависимости от соотношения параметров цепи решение этого 

уравнения может описывать как свободные колебания, так и релак-

сационные (непериодические) процессы. 

Величина β, входящая в уравнение (11.13) определяет диссипа-

цию энергии в цепи и называется коэффициентом затухания. Она 

определяется параметрами цепи (R, L, C). Как и в механических ко-

лебательных системах, потери энергии в электрической цепи при-

водят к затухающим колебаниям. В электрическом колебательном 

контуре энергия уменьшается за счет выделения тепла на активном 

сопротивлении (резисторе). В рассматриваемом квазистационарном 

приближении потери на излучение малы и не учитываются. Вели-

чина  

β
=τ

1
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является временем релаксации контура, т.е. временем, за которое 

амплитуда собственных затухающих колебаний уменьшается в е 

раз.  

Величина ω0 зависит только от индуктивности катушки и емко-

сти конденсатора и определяет частоту незатухающих (гармониче-

ских) свободных колебаний в контуре, если бы в нем не было по-

терь (см. (11.14), (11.15)). 

В зависимости от соотношения коэффициента затухания β и 

частоты ω0 уравнение (11.13) описывает следующие различные про-

цессы, происходящие в цепи. 

1) ββββ = 0. 

Если в цепи имеются только L и С элементы, то β = 0. В этом 

случае реализуются свободные незатухающие гармонические 

колебания. При этом уравнение цепи имеет вид: 

02
02

2

=ω+ X
dt

Xd
,   (11.14) 

где 0 1 LCω = – частота собственных гармонических колебаний. 

Решением уравнения (11.14) является 

( )000 cos)( ϕ+ω= tXtX ,   (11.15) 

где Х0 – амплитудное значение исследуемой величины, ϕ0 – началь-

ная фаза колебаний. Константы Х0 и ϕ0 находятся из начальных ус-

ловий, т.е. из значений переменной X(t) и её производной при t = 0.  

В реальной цепи потери энергии всегда существуют, т.е. β > 0 

всегда, но потери за один период могут быть малыми по сравнению 

с запасом энергии в контуре, и тогда приближенно можно считать 

колебания гармоническими. 

2) ββββ < ωωωω0. 

Этот случай возможен, только если в цепи присутствуют все L, 

С и R элементы. При этом реализуются свободные затухающие ко-

лебания.  

Если константа X∞, входящая в уравнение (11.13), отлична от 

нуля (X∞ ≠ 0), то после затухания колебаний (при ∞→t ) соответст-

вующая переменная (ток в цепи, напряжения на элементах цепи 

или установившиеся заряды на конденсаторах) не равна нулю (ана-

лог в механике – колебания со смещённым от нуля положением 
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равновесия из-за приложения к колебательной системе постоянной 

силы).  

Решение уравнения (11.13) в этом случае имеет вид 

( )00 cos)( ϕ+ω+= β−
∞ teXXtX t ,  (11.16) 

где константы Х0 и ϕ0, как и в предыдущем случае, находятся из на-

чальных условий, т.е. из значений переменной X(t) и её производ-

ной при t = 0, а 22
0 β−ω=ω  – частота собственных затухающих 

колебаний.  

При очень слабом затухании (β << ω0) обычно говорят о вели-

чине 0
tX e−β  как о зависящей от времени амплитуде затухающих 

колебаний. 

Выражение (11.16) удобно преобразовать к виду: 

)sincos()( tbtaeXtX t ω+ω+= β−
∞ ,  (11.17) 

где а и b – константы, для определения которых используются на-

чальные условия: 

X(0) = X∞ + а; 

X′(0) = –βа + ωb. 

3) ββββ ≥≥≥≥ ωωωω0 

В этом случае колебания в цепи отсутствуют, и реализуется пе-

реходной процесс установления напряжения на элементах цепи 

(силы тока в цепи). 

Аналогично (11.11) решение уравнения цепи в этом случае 

имеет вид: 

tt
BeAeXtX 21)(

β−β−
∞ ++= ,  где 2

0
2

2,1 ω−β±β=β ,   (11.18) 

а константы А и В определяются из начальных условий.  

В частном случае 2
0

2 ωωωωββββ =  решение уравнения (11.13) имеет 

вид 

( ) teBtAXtX β−
∞ ++=)( .   (11.19) 

Основными характеристиками, которыми определяются по-

тери энергии в любой колебательной системе, в том числе и при 

описании затухающих колебаний, являются: коэффициент затуха-

ния β (определен выше), логарифмический декремент затухания θ и 

добротность Q. 
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Логарифмический декремент затухания θθθθ определяется со-

отношением 

1

ln
+

=θ
n

n

X

X
,      (11.20) 

где Xn и Xn+1 – два последовательных максимальных отклонения 

(амплитуды) колеблющейся величины в одну и ту же сторону. Учи-

тывая, что 1( )

2

1

1 ( / )

t nT
nX e−γ +=

+ γ ω
, где 1

1
arctgt

ω
=

ω γ
, Т – период 

затухающих колебаний, получаем 

Tβ=θ . 

Логарифмический декремент затухания – это величина, обрат-

ная числу колебаний Ne , за которые амплитуда колебаний убывает в 

e ≈ 2,7 раза:  

eN

1
=θ .   (11.21) 

Например, если θ = 0,01, то амплитуда уменьшится в e раз по-

сле 100 колебаний.  

Коэффициент затухания β, частота колебаний ω и логарифми-

ческий декремент затухания связаны следующим соотношением  

ω
πβ

=β=θ
2

T .    (11.22) 

Добротность колебательной системы Q определяется соот-

ношением 

eNQ π=
θ
π

= ,    (11.23) 

При малом затухании (β << ω0) добротность можно также 

представить как 

W

W
Q

∆
π=

β

ω
≈ 2

2

0 ,   (11.24) 

где 〈W〉 – средняя за период энергия, запасённая в цепи, 〈∆W〉 – 

уменьшение энергии за один период колебаний. При очень боль-

шой величине добротности амплитуда уменьшается медленно, и 

форма колебания мало отличается от гармонической. 
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Если при описании затухающих колебаний использовать в ка-

честве основных параметров частоту ω0 и добротность Q, то часто-

ту собственных затухающих колебаний можно представить в виде 









−ω=ω

2

2
0

2

4

1
1

Q
.    (11.25) 

Мощность, подводимая к элементу цепи, равна  

)()()( tItUtP = ,   (11.26) 

где U(t) и I(t) –напряжение на данном элементе (сопротивлении, 

конденсаторе, катушке) и ток через этот элемент. Эта мощность 

может выделяться на резисторе в виде тепла или расходоваться на 

зарядку конденсатора и создание магнитного поля в катушке ин-

дуктивности. 

 

§ 11.2  Основные типы задач (классификация) 

11.1. Задачи на определение временных зависимостей напря-

жения на элементах цепи или силы тока при переходных процессах 

в RC и RL-цепях. 

11.2. Задачи на определение временных зависимостей зарядов, 

напряжений и токов в RLC-цепях. 

11.3. Расчет энергетических характеристик процессов (мощ-

ность, энергия, количество выделенного тепла и т. д.).  

 

§ 11.3  Методы  решения и примеры решения задач 

Методы решения задач типа 11.1 и 11.2 практически совпадают 

и сводятся к процедурам, описанным ниже. 

Из условия задачи нужно определить переменную Х, поведение 

которой следует исследовать (ток, напряжение, заряд). 

Далее для указанной в условиях задачи схемы записать правила 

Кирхгофа (11.7), (11.8) и, пользуясь соотношениями (11.1) – (11.6), 

получить дифференциальное уравнение для искомой величины Х. 

Используя математические преобразования, привести получен-

ное дифференциальное уравнение цепи к стандартному виду (11.9), 

(11.11), (11.13) и определить порядок уравнения.  

Записать начальные условия для Х(0) и Х
 ′
(0). Для определения 

установившегося стационарного значения Х∞ нужно в полученном 
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уравнении цепи приравнять нулю все производные по времени и 

решить это уравнение. 

Исходя из типа полученного уравнения цепи, выбрать решение 

в виде (11.10), (11.12), (11.15), (11.16) - (11.19). 

Из начальных условий найти все неизвестные коэффициенты в 

выбранном решении. 

Проанализировать решение и написать ответ.  

Задачи типа 11.1 

Задачи на определение временных зависимостей напряжения на 

элементах цепи или силы тока при переходных процессах  

в RC- и RL-цепях 

Базовыми задачами этого раздела являются задачи 11.3.1, 

11.3.2, 11.3.3. 

 

Задача 11.3.1 (базовая задача).  Резистор R, незаряженный 

конденсатор C и генератор постоянного напряжения E соединены 

последовательно (последовательная RC-цепь, рис. 11.1 а). Опреде-

лить зависимость напряжения на конденсаторе от времени после 

замыкания ключа К. 

Решение 

По второму правилу Кирхгофа 

(11.8) сумма напряжений на резисто-

ре UR и конденсаторе UC после замы-

кания ключа в любой момент време-

ни должна быть равна E: 

E=+ Rc UU . 

Согласно выражениям (11.1) и 

(11.2)  

UR = R IR ,    
dt

dU
CI C

C = . 

Так как все элементы цепи соединены последовательно, сила 

тока на всех участках цепи одинакова  

CR IItI ==)( . 

Выберем в качестве исследуемой величины напряжение на 

конденсаторе UC. Совершив обход контура по выбранному направ-

 

+    – 

 

Рис.11.1а. Зарядка конденсатора 

в последовательной RC -цепи 

(задача 11.3.1)  
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лению тока и используя записанные выше соотношения, получим 

уравнение цепи: 

E=+
dt

dU
RCU c

c . 

Приведём это уравнение к стандартному виду (11.9)  

0(
1

=−+ E)c
c U

RCdt

dU
. 

До замыкания ключа К напряжение на конденсаторе было рав-

но нулю. Напряжение на конденсаторе не может измениться скач-

ком, следовательно, и сразу после замыкания ключа это напряжение 

будет равно нулю. Таким образом, начальное условие можно запи-

сать в виде: 0)0( =cU . 

В соответствии с (11.10) решением этого уравнения будет 

функция 

)1()( τ−−= t
c etU E , 

где время релаксации τ = RC. График этой зависимости представлен 

на рис. 11.1 б.  

При t = τ напряжение на конденсаторе равно 
1( ) (1 ) 0,63CU t e−= − ≈E E . 

Ответ: )1()( τ−−= t
C etU E . 

Замечание 1. Используя получен-

ный результат, можно определить за-

висимость от времени и всех осталь-

ных параметров цепи: напряжения на 

резисторе, силы тока в цепи и заряда 

конденсатора: 

τ−=−= t
cR etUtU EE )()( ; 

τ−== tR e
RR

tU
tI

E)(
)( ; 

( )τ−−== t
c eCtCUtQ 1)()( E . 

Замечание 2. Если до замыкания ключа конденсатор был заря-

жен до напряжения U0, то начальное условие будет иметь вид 

0)0( UUC = , и напряжение на конденсаторе будет меняться со вре-

менем по следующему закону: 

 
Рис. 11.1б. Зависимость напря-

жения на конденсаторе от вре-

мени при его зарядке в последо-

вательной RC-цепи (задача 

11.3.1)  



Гл. 11. Переходные процессы в RL, RC и RLC-цепях.  359 

( ) τ−−+= t
c eUtU EE 0)( . 

Задача 11.3.2 (базовая задача).  Заряженный до напряжения U0 

конденсатор C и резистор R соединены последовательно (последо-

вательная RC-цепь, рис. 11.2а). Определить зависимость напряже-

ния на конденсаторе от времени после замыкания ключа К. 

Решение 

По второму правилу Кирхгофа 

(11.8) сумма напряжений на резисторе 

UR и конденсаторе UC после замыкания 

ключа в любой момент времени долж-

на быть равна 0: 

0=+ RC UU . 

Аналогично решению задачи 11.3.1 можно записать  

UR = R IR ,    
dt

dU
CI C

C = ,  

cR IItI ==)( . 

Выберем в качестве исследуемой величины напряжение на 

конденсаторе UC. Выполнив обход контура по выбранному направ-

лению тока и используя записанные выше соотношения, получим 

уравнение цепи и приведём его к виду (11.9): 

0
1

=+ C
C U

RCdt

dU
. 

Сразу после замыкания ключа 

напряжение на конденсаторе равно 

U0, то есть 0)0( UUC = . В соответст-

вии с (11.10) решением этого урав-

нения будет функция 
τ−= t

C eUtU 0)( ,  

где время релаксации τ = RC. 

График этой зависимости представлен на рисунке 11.2 б. 

Ответ: RCt
c eUtU −= 0)( . 

Замечание. Режим зарядки и разрядки конденсатора можно полу-

чить, если вместо источника постоянного напряжения и ключа ис-

 

Рис.11.2 а. Разрядка конденса-

тора в последовательной RC-

цепи (задача 11.3.2) 

 

 

Рис.11.2 б Зависимость напряже-

ния на конденсаторе от времени 

при разрядке в последовательной 

RC-цепи (задача 11.3.2) 
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пользовать генератор прямоугольного импульса напряжения 

(рис.11.3 б): 

    E(t) = 0  при t < 0,  t > Tи; 

E(t) = E0 при 0 < t < Tи. 

Здесь длительность импульса должна быть намного больше 

времени релаксации (Tи >> τ ), чтобы за время действия импульса 

напряжение на конденсаторе практически сравнялось с его стацио-

нарным значением E0. 

 

Задача 11.3.3 (базовая задача).  Резистор R, катушка индук-

тивности L и генератор напряжения E соединены последовательно 

(последовательная RL-цепь, рис.11.3 а). Определить зависимость 

напряжения на резисторе от времени, если напряжение генератора 

меняется со временем по закону, показанному на  рис. 11.3б: 

E(t) = 0  при t < 0, t > Tи; 

E(t) = E0 при 0 < t < Tи. 

 
 

Рис.11.3а. Схема к расчёту переходных про-

цессов в последовательной RL-цепи (задача 

11.3.3) 

Рис.11.3б. Сигнал, формируемый 

генератором прямоугольных им-

пульсов напряжения 

 
 

Рис. 11.3в Зависимость напряжения 

на резисторе от времени в последо-

вательной RL-цепи (задача 11.3.3) 

 

При решении считать, что при t < 0 сила тока в цепи равна ну-
лю, а время релаксации существенно меньше длительности им-

пульса (τ << Tи). 
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Решение 

Интервал 0 < t < Tи 

Используя второе правило Кирхгофа (11.8) запишем 

0E=+ LR UU . 

Так как все элементы цепи соединены последовательно, сила 
тока на всех участках цепи одинакова  

LR IItI ==)( . 

Согласно выражениям (11.1) и (11.4)  

UR = R IR ,    
dt

dU

R

L

dt

dI
LU R

L == . 

Выберем в качестве исследуемой величины напряжение на ре-
зисторе UR. Используя записанные выше соотношения, получим 
уравнение цепи: 

0E=+
dt

dU

R

L
U R

R . 

Приведём это уравнение к стандартному виду (11.9)  

0( 0 =−+ )ER
R U

L

R

dt

dU
. 

Сила тока в цепи не может измениться скачком, следовательно, 

начальное условие можно записать в виде 0)0( =RU . 

В соответствии с (11.10) решением полученного уравнения бу-
дет функция 

)1()( 0
τ−−= t

R etU E ,  

где время релаксации R Lτ = . График этой зависимости представ-

лен на рис. 11.3 в. 

Интервал t ≥ Tи 

Рассуждая аналогично первой части данной задачи, запишем 

уравнение цепи для этого промежутка времени 

0=+ R
R U

L

R

dt

dU
. 

Так как согласно условию Tи >> τ, то при t = Tи напряжение на 

резисторе можно считать равным 00и )1()( и EE ≈−= τ−T
R eTU . 
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Тогда получим зависимость напряжения на резисторе от вре-

мени: 
( ) τ−−= и

0)( Tt
R etU E , где время релаксации R Lτ = . 

График этой зависимости представлен на рисунке 11.3в. 

Ответ: ( )RtL
R etU −−= 1)( 0E , при 0 < t < Tи; 

               
( ) RLTt

R etU и

0)( −−= E ,   при t ≥≥≥≥ Tи. 

 

Задача 11.3.4.  Незаряженный конденсатор, резистор и генера-

тор напряжения E(t) соединены в последовательную цепь 

(рис.11.4а). Определить зависимость от времени напряжения на 

конденсаторе UС(t), если генератор напряжения формирует пилооб-

разный сигнал (см. рис.11.4б): 

E(t) = 0 при t < 0, t > T0; 

E(t) = αt при 0 < t < T0. 

Решение 

Так как пилообразный сигнал нельзя описать одной функцией, 

рассмотрим отдельно случаи 0 < t < T0 и t ≥ T0. 

Интервал 0 < t < T0 

ЭДС в цепи не равна нулю, следовательно, конденсатор будет 

заряжаться. Второе правило Кирхгофа (11.8) для этого случая имеет 

вид: 

t
C

q
RI α=+ , 

где I – ток в цепи, q – заряд конденсатора. 

 

 

 

Рис.11.4а. Схема последовательного со-

единения резистора R, конденсатора C и 

генератора напряжения E(t) (задача 

11.3.4) 

 Рис.11.4б. Сигнал, формируемый 

генератором напряжения E(t) (за-

дача 11.3.4) 
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В отличие от базовой задачи 11.3.1 здесь ЭДС не является по-

стоянной величиной, однако, продифференцировав по времени пра-

вую и левую часть этого уравнения, получим следующее уравнение 

относительно силы тока в цепи  

α=+
C

I

dt

dI
R . 

Приводя уравнение цепи к стандартному виду (11.9), имеем: 

0)(
1

=α−+ CI
RCdt

dI
. 

Решение этого уравнения, с учётом начального условия I(0) = 0 

(при t < 0 ток в цепи отсутствовал), согласно (11.10) равно 

)1()( / τ−−α= teCtI , где RC=τ . 

Таким образом, напряжение на конденсаторе в этот промежу-

ток времени меняется по закону  

[ ])1()1()()()()( // τ−τ− −τ−α=−α−α=−α=−= tt
RC eteRCttRIttUttU E

и при t = T0 достигает максимального значения  

[ ])1()(
/

0
0 τ−−τ−α= T

C etTU . 

Интервал t ≥ T0 

Так как здесь ЭДС генератора равна нулю, то конденсатор будет 

разряжаться. В этом случае, используя результат базовой задачи 

11.3.2, имеем: 

[ ] τ−−τ−τ−− −τ−α== /)(/
0

/)(
0

000 )1()()(
TtTTt

CC eeTeTUtU . 

Ответ:  [ ])1()( / τ−−τ−α= t
C ettU    при 0 < t < T0,  

      [ ] τ−−τ−−τ−α= /)(/
0

00 )1()(
TtT

C eeTtU  при t ≥ T0. 

Замечание. В частном случае T0 << RC = τ экспонента может 

быть представлена в виде …+







τ

+
τ

−≈τ−
2

/

2

1
1

tt
e t  Тогда  

τ
α

≈
2

)(
2t

tUC   при 0 < t < T0; 

τ−−

τ
α

≈ /)(
2

0 0

2
)(

Tt
C e

T
tU  при t ≥ T0. 
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Задача 11.3.5.  Конденсаторы С1 и С2, предварительно заря-

женные соответственно до напряжений U1(0) и U2(0) в полярности, 

указанной на рис.11.5, соединяют последовательно с резистором R. 

Определить зависимость от времени силы тока в цепи и напряже-

ний на конденсаторах С1 и С2 после замыкания ключа К.  

При расчёте положить U1(0) > U2(0). 

Решение 

После замыкания ключа К 

резистор R и конденсаторы С1 и 

С2 составляют последователь-

ную замкнутую цепь. Внешнего 

источника – генератора напря-

жения, в этой цепи нет. Поэто-

му второе правило Кирхгофа 

(11.8) с учетом (11.2) для ука-

занной на рисунке 11.5 полярности подключения конденсаторов и 

выбранного направления тока запишется в виде: 

0
2

2

1

1 =++− RI
C

Q

C

Q
. 

Здесь I – сила тока в цепи, Q1 и Q2 – заряды конденсаторов С1 и С2 .  

Продифференцируем по времени правую и левую часть этого 
уравнения. Тогда учитывая, что согласно закону сохранения заряда 

сила тока в цепи равна 
dt

dQ

Cdt

dQ

C
I 2

2

1

1

11
=−= , получим:  

.0
1111

21

2

2

1

1

=







++=++− I

CCdt

dI
R

dt

dI
R

dt

dQ

Cdt

dQ

С
 

Решением этого уравнения по аналогии с базовой задачей 
11.3.2 будет функция 

τ−= teItI )0()( , 

где I(0) – начальное значение тока в цепи, 
21

21

CC

CC
R

+
=τ  – время ре-

лаксации.  

Определим I(0). Так как напряжение на конденсаторе не может 
изменяться скачком, то сразу после замыкания ключа К напряжения 
на конденсаторах С1 и С2 имеют то же значение, что и до замыкания 
ключа, то есть U1(0) и U2(0). Таким образом, напряжение на рези-

 

Рис.11.5. Схема соединения резистора 

R и конденсаторов С1 и С2 в задаче 

11.3.5 
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сторе сразу после замыкания ключа равно )0()0()0( 21 UUUR −= . 

Поэтому согласно закону Ома для участка цепи, начальное значе-
ние силы тока равно  

R

UU
I

)0()0(
)0( 21 −
= . 

Окончательно получим следующую зависимость силы тока в 
цепи от времени:  

τ−−
= te

R

UU
tI

)0()0(
)( 21 . 

Определить зависимость от времени напряжений на конденса-
торах С1 и С2 после замыкания ключа К можно двумя способами. 

Способ 1 

Так как напряжение U1(0) > U2(0), то после замыкания ключа 
конденсатор С1 будет разряжаться, и согласно (11.3), напряжение на 
нём (падение напряжения между точками А и В схемы) будет 
уменьшаться со временем  

∫∫ τ−−=−=
t

t

t

AB dte
C

I
UIdt

C
UtU

01

1

01

1

)0(
)0(

1
)0()( , 

или, с учётом выражения для I(0), полученного выше 

)1(
))0()0((

)0()(
21

221
1

τ−−
+

−
−= t

AB e
CC

CUU
UtU . 

Аналогично, получим напряжение на конденсаторе С2 (напря-

жение на нём увеличивается, т.е. конденсатор заряжается) 

)1(
))0()0((

)0(
1

)0()(
21

221
2

02

2
τ−−

+

−
+=+= ∫ t

t

DB e
CC

CUU
UIdt

C
UtU . 

Способ 2 

После замыкания ключа К в цепи будет происходить зарядка 

конденсатора С2 от значения U2(0) до некоторого установившегося 

значения U∞, и одновременная разрядка конденсатора С1 от значе-

ния U1(0) до установившегося значения U∞.  

Аналогично базовым задачам 11.3.2 (разрядка конденсатора в 

последовательной RC-цепи) и 11.3.1 (зарядка конденсатора в после-

довательной RC-цепи) получим: 

[ ] τ−
∞∞ −−= t

AB eUUUtU )0()( 1 ; 
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[ ] τ−
∞∞ −+= t

DB eUUUtU )0()( 2 , 

где 
21

21

CC

CRC

+
=τ . 

Определим установившееся значение напряжения на конденса-

торах С1 и С2. 

Суммарный заряд, сосредоточенный как на “верхних” (точки А 

и D), так и на “нижних”(точка B) обкладках конденсаторов не из-

меняется во время переходного процесса, то есть 

Q1(0) + Q2(0) = Q1(t)+Q2(t)= Q1(∞) + Q2(∞). 

Учитывая, что Q1(0) = C1U1(0), 

Q2(0) = C2U2(0), 

Q1(∞) = C1U∞, 

Q2(∞) = C2U∞, 

получим установившееся значение напряжения U∞. 

21

2211 )0()0(

CC

UCUC
U

+
+

=∞ . 

Окончательный результат имеет следующий вид 

τ−

+
−

−
+
+

= t
AB e

CC

UUC

CC

UCUC
tU

21

122

21

2211 ))0()0(()0()0(
)( ; 

τ−

+
−

−
+
+

= t
DB e

CC

UUC

CC

UCUC
tU

21

211

21

2211 ))0()0(()0()0(
)( . 

Результаты для напряжений UAB и UDB , полученные первым и 
вторым способом, хотя и имеют разный вид, являются эквивалент-
ными. Покажем это для UAB: 

     =−
+

−
−= τ− )1(

))0()0((
)0()(

21

221
1

t
AB e

CC

CUU
UtU  

=
+

−
+

+

−
−= τ−te

CC

CUU

CC

CUU
U

21

221

21

221
1

))0()0(())0()0((
)0(  

.
))0()0(()0()0(

21

122

21

2211 τ−

+

−
−

+

+
= t

e
CC

UUC

CC

UCUC  
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Ответ: τ−−
= te

R

UU
tI

)0()0(
)( 21 , 

21

21

CC

CRC

+
=τ ; 

)1(
))0()0((

)0()(
21

221
1

τ−−
+

−
−= t

AB e
CC

CUU
UtU . 

)1(
))0()0((

)0()(
21

221
2

τ−−
+

−
+= t

DB e
CC

CUU
UtU . 

 

Задача 11.3.6.  Параллельно соединённые резисторы сопротив-
лением R и R/99 соединены последовательно с катушкой индуктив-
ности L и генератором постоянного напряжения E0 (рис.11.6а). Оп-

ределить, как изменяется со временем напряжение U(t) между точ-
ками A и B при замыкании и размыкании ключа K. 

Решение 

1) Ключ замыкают 

Используя правило Кирхгофа (11.8), составляем уравнение для тока 

I, который протекает через индуктивность L и источник ЭДС E0.  

td

dI
LIR −= 00 E , 

где 0 100R R=  – сопротивление двух па-
раллельно соединенных резисторов R и 
r. Приведём уравнение цепи к виду (11.9)  

0)( 0

0

=−+ EU
dt

dU

R

L
 

или 

0)( 0
0 =−+ EU

L

R

dt

dU
. 

Время релаксации при замыкании ключа равно 01 RL=τ . 

Для определения начального условия U(0) используем тот факт, 

что ток в цепи сразу после включения ключа I(0) имеет то же зна-

чение, что и до включения:  

R
I 0)0(

E
= . 

Тогда при t = 0 имеем 

 

Рис. 11.6а. Схема соеди-
нения элементов цепи в 
задаче 11.3.6 
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0
0

0)0()0( R
R

RIU
E

== . 

Установившееся значение исследуемого напряжения равно 

0E=∞U  (так как катушка не обладает омическим сопротивлением). 

Используя выражение (11.10), получим  

[ ] 














 −−=−−= τ−τ−
∞∞

11 0
0 11)0()(

tt
e

R

R
eUUUtU E . 

2) Ключ размыкают 

Проводя аналогичные расчеты и учитывая изменившиеся на-

чальные условия (U(0) = E0), получим 

















−+= τ−

)11)( 2

0

0

t
e

R

R
tU E ,  где 

R

L
=τ2 . 

Схематично графики этих релаксационных процессов показаны 

на рис. 11.6 б.  

 

Рис. 11.6б. Зависимость напряжения между точками А и В от времени при замыка-

нии и размыкании ключа (задача 11.3.6) 

 

Ответ: при  замыкании ключа 














−−=
L

tR
tU

100
exp99,01)( 0E ; 

при размыкании ключа 














−+=
L

tR
tU exp991)( 0E . 

Замечание. Времена релаксации в рассматриваемых случаях 

имеют существенно разные значения  
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100
02

1 ==
τ
τ

R

R
. 

 

Задача 11.3.7. Параллельно соединенные резистор R и конден-

сатор C подсоединены к генератору тока I(t) (рис. 11.7а), который 

формирует ступенчатый сигнал (рис. 11.7б). 

I(t) = 0 при t < 0,  

I(t) = I0 при t > 0.  

Определить, как изменяется со временем напряжение U на 

конденсаторе и ток, протекающий через конденсатор.  

 

 

 

Рис. 11.7а. Схема параллельного со-

единения резистора R, конденсатора C 

и генератора тока I(t) (задача 11.3.7) 

 
Рис. 11.7б. Ступенчатый сигнал, 

формируемый генератором тока (за-

дача 11.3.7) 

Решение 

Используя первое правило Кирхгофа (11.7), можем записать  

I0 = IR + IC., 

Здесь IR и IC – токи, протекающие через резистор и конденса-

тор, а I0 – полный ток в цепи, создаваемый генератором тока. 

Так как резистор и конденсатор соединены параллельно, второе 

правило Кирхгофа (11.8) запишется в виде 

UUU СR == . 

 

Тогда, используя выражения для напряжений на резисторе и 

конденсаторе (11.1) и (11.2), можно записать  

R

U
IR = ,  

dt

dU
CIC = . 

Получим уравнение цепи  

0I
R

U

dt

dU
C =+  
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или, приводя к стандартному виду (11.9) 

0)(
1

0 =−+ RIU
RCdt

dU
 

Напряжение на конденсаторе не может мгновенно измениться, 

поэтому начальное условие в нашем случае имеет следующий вид: 

U(0) = 0. 

Установившееся значение напряжения на конденсаторе 

U∞ = I∞R = I0R.  

Используя выражение (11.10), получим  

[ ] )1()0()( 0
τ−τ−

∞∞ −=−−= tt eRIeUUUtU , где RC=τ . 

( ) τ−τ− =−= tt
C eIeRI

dt

d
CtI 00 )1()( . 

Ответ: )1()( 0
τ−−= teRItU , τ−= t

C eItI 0)( , где RC=τ . 

 

Задача 11.3.8. Квадратная рамка со стороной а находится в од-

нородном магнитном поле индукции B. В начальный момент плос-

кость рамки параллельна направлению поля. Затем её очень быстро 

поворачивают на 90
0
, так, что ее плоскость становится перпенди-

кулярной направлению магнитного поля. Индуктивность рамки 

равна L, омическое сопротивление проводника, из которого сделана 

рамка, равно R. Определить, как изменится ток в рамке после ее 

поворота. До поворота ток в рамке был равен нулю. 

Решение 

1. При быстром повороте рамки из-за изменения величины по-

тока магнитной индукции внешнего поля через плоскость рамки 

согласно закону электромагнитной индукции возникает ЭДС ин-

дукции 
dt

d
t

Φ
−=)(E  и, как следствие, появляется индукционный ток 

I(t).  

В процессе поворота рамки полный поток магнитной индукции 

Φ(t) через плоскость рамки складывается из потока ФВ(t), обуслов-

ленного наличием внешнего магнитного поля, и потока ΦI(t), созда-

ваемого индукционным током  

)()()( ttt IB Φ+Φ=Φ , 
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где ФВ(t) = Ba
2
 sin α(t), α(t) – угол 

между плоскостью рамки и на-

правлением магнитного поля, ко-

торый изменяется от α = 0 (до по-

ворота рамки) до α = π/2 (после 

поворота), а ΦI(t) = LI(t), где L – 

индуктивность рамки. 

Определим величину индукцион-

ного тока сразу после поворота. 

Так как Φ−== dRtIdtt )()(E , то, проинтегрировав правую и левую 

часть этого уравнения на интервале времени от 0 до ∆t, где ∆t – 

время поворота, получим: 

)]0()([)(

0

Φ−∆Φ−=∫
∆

tdttIR

t

. 

Индукционный ток I(t) всегда ограничен по своей величине и не 

может принимать бесконечно больших значений (это одно из след-

ствий закона Ленца). Поэтому при очень быстром повороте рамки 

(∆t → 0) интеграл ∫
∆t

dttI

0

)(  стремится к нулю, откуда следует 

Ф(∆t) – Ф(0) ≈ 0. 

До поворота рамки Ф(0) = 0, так как ток в рамке отсутствовал, а 

плоскость рамки была параллельна направлению магнитного поля. 

Отсюда следует, что  

Ф(∆t) = ФВ(∆t) + LI(∆t) = Ba
2
 + LI(∆t) = 0. 

Таким образом, сила индукционного тока сразу после поворота 

рамки равна (с точностью до знака)  

L

Ba
tI

2

)( =∆ . 

2) После поворота рамки поток, вызванный внешним полем, не из-

меняется со временем и равен ФВ = Ва
2
.  

Поэтому ЭДС индукции в рамке после окончания поворота сущест-

вует только за счёт изменения силы тока (ЭДС самоиндукции)  

E = RI = – L
dt

dI
. 

 
Рис. 11.8. Зависимость магнитного 

потока через рамку от времени по-

сле окончания её поворота (задача 

11.3.8) 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 372 

Для расчёта зависимости индукционного тока от времени после по-

ворота рамки преобразуем это уравнение к стандартному виду 

(11.9): 

0=+ I
L

R

dt

dI
. 

За начало отсчёта времени примем теперь конец интервала времени 

∆t, за который поворот рамки был завершён. Зная найденное выше 

начальное значение силы тока I(0) = I(∆t), далее, аналогично базо-

вой задаче 11.3.3, получим зависимость силы тока от времени:  

I(t) = 
L

Ba2

e
-t/τ

, где τ = 
R

L
. 

Ответ: 
t

L

R

e
L

Ba
tI

−
=

2

)( . 

Замечание 1. После окончания поворота рамки магнитный по-

ток через её плоскость изменяется по закону 

)1()()( 22 τ−−=−=Φ teBatLIBat , где τ = 
R

L
 (см. рис. 11.8). 

Замечание 2. Термин «очень быстро» в условии задачи имеет 

относительный характер. Для того, чтобы приведённое выше реше-

ние было справедливым, необходимо чтобы время, за которое со-

вершается поворот рамки, было намного меньше времени релакса-

ции ∆t << τ = 
R

L
. В случае сверхпроводящей рамки (R = 0) время 

релаксации τ → ∞. В этом случае решение остаётся справедливым 

и при сколь угодно медленном повороте рамки. 

 

Задача 11.3.9. Определить зависимость от времени напряжения 

U2(t) на конденсаторе С2 в цепи, представленной на рис. 11.9а, если 

генератор напряжения E(t) формирует ступенчатый сигнал 

(рис. 11.9б)  

E(t) = 0   при t < 0, 

E(t) = E0 при t > 0. 

При t < 0 напряжения и токи в цепи равны нулю. При расчёте 

положить С1 = С2 = С, R1 = R2 = R. 
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Рис. 11.9а. Соединение элементов 

цепи в задаче 11.3.9 

Рис. 11.9б. Ступенчатый сигнал, фор-

мируемый генератором напряжения 

Решение 

Для контура (E, C1, C2, R2), согласно второму правилу Кирхгофа 

(11.8), запишем.  

)(222
1 tIRU

C

Q
E=++ . 

Чтобы получить уравнение относительно неизвестной U2, вна-

чале продифференцируем полученное уравнение 

dt

td

dt

dI
R

dt

dU

dt

dQ

C

)(1 221 E
=++ . 

Выразим напряжения на элементах цепи через U2 и учтём, что 

при t > 0 производная 
dt

td )(E
 для ступенчатого сигнала равна нулю. 

Используя первое правило Кирхгофа (11.7) и соотношение 

(11.2), получим: 

I = I1 + I2, 

dt

dQ
I 1= , 

dt

dU
C

dt

dQ
I 22

2 == , 

где Q1 и Q2 – заряды на конденсаторах С1 и С2; I, I1, I2 – токи в цепи 

(см. рис. 11.9 а). 

Так как резистор R1 и последовательная цепочка R2C2 соедине-

ны параллельно, то напряжения на них одинаковы: 

RI1 = U2 + RI2. 

Используем взаимосвязь между током I2 и напряжением U2: 

dt

dU
C

R

U
I 22

1 += . 

Таким образом, получим:  
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dt

dU
C

R

U

dt

dU
C

R

U
II

dt

dQ 2222
21

1 2+=+=+= ; 

2

2
2

2

dt

Ud
C

dt

dI
= . 

Для уравнения цепи имеем:  

0
1

3 2
2

2

2
2

=++ U
RCdt

dU

td

Ud
RC . 

Разделим обе части уравнения на RC  

0
)(

13
22

2

2

2
2

=++ U
RCdt

dU

RCtd

Ud
. 

Это уравнение совпадает с уравнением (11.11) если ввести обо-

значения: 

RC2

3
=β , 

RC

1
=Ω . 

Решение можно представить в виде (11.12) 

tt
eBeAtU 21

112 )(
β−β− += , где 22

2,1 Ω−β±β=β . 

Для нахождения констант А1 и В1 определим начальные усло-

вия. 

Сразу после «скачка» напряжения E(t) от нуля до E0 напряже-

ния на конденсаторах С1 и С2 равны нулю. Тогда в этот момент  

0

2
220

=

==
tdt

dU
RCIRE . 

и начальные условия имеют вид:             








=′

=

.)0(

;0)0(

0
2

2

RC
U

U

E  

откуда получим систему уравнений         

1 1

0
1 1 2 1

0 ;

,

A B

A B
RC

= +



= −β −β
E  

решениями которой являются 
52

0

22

0
11

EE
−=

Ω−β
−=−=

RC
BA . 
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Используя функцию гиперболический синус 
2

)sh(
tt ee

t
γ−γ −

=γ , 

результат можно представить в виде: 

).sh(
5

2
2

2
5

])exp[(
5

])exp[(
5

)(

2200

220220
2

2222

Ω−β=
−

⋅=

=Ω−β+β−+Ω−β−β−−=

β−
Ω−β−Ω−β

β− te
ee

e

tttU

t
tt

t EE

EE

 

Учитывая, что 
RC2

3
=β , 

RC2

522 =Ω−β  окончательно полу-

чим: 

.
2

5
sh

2

3
exp

5

2
)( 0

2 
















−= t
RC

t
RC

tU
E

 

Ответ:  .
2

5
sh

2

3
exp

5

2
)( 0

2 
















−= t
RC

t
RC

tU
E

 

Задачи типа 11.2  

Задачи на определение временных зависимостей зарядов, 

напряжений и токов в RLC-цепях 

Базовыми задачами этого раздела являются задачи 11.3.11 и 

11.3.12. 

 

Задача 11.3.10 (базовая задача).  Конденсатор емкости C за-

ряжается от источника с постоянной ЭДС E0 через индуктивность L 

и сопротивление R (рис. 11.10), причем 2 4R L C= . Определить, 

как изменяется со временем напряжение на конденсаторе. 

Решение 

Второе правило Кирхгофа (11.8) для последовательной RLC-

цепи имеет вид 

dt

dI
LURI −=+ 0E , 

где U – напряжение на конденсаторе, I – ток в цепи.  
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Используя соотношения (11.2) 

dt

dU
CI = , получаем 

02

2

E=++ U
dt

dU
RC

dt

Ud
LC  

или  

LC
U

LCdt

dU

L

R

dt

Ud 0

2

2 1 E
=++ . 

Введем обозначения 
L

R

2
=β , 

LC

1
0 =ω , тогда это уравнение 

окончательно принимает вид (11.13):  

0)(2 0
2
02

2

=−ω+β+ EU
dt

dU

dt

Ud
. 

Учитывая, что 
C

L
R

42 = , получаем 2
02

2
2 1

4
ω===β

LCL

R
, то есть 

реализуется случай 0ω=β . В этом случае решение уравнения цепи 

будет иметь вид (11.19): 

( ) τ−++= teBtAtU 0)( E , 

где 1 2L Rτ = β = , а A и B – константы. 

Для определения констант используем начальные условия  

00 0)0( EE −=⇒=+= AAU ,  

( )
τ

−=






 ++
τ

−===
=

τ−τ−

=

A
BBeeBtA

dt

dU
CI

t

tt

t 00

1
0)0(  

Откуда имеем 0B A= τ = − τE . 

Окончательный ответ запишется в виде 

















τ

+−= τ−t
e

t
tU 11)( 0E , где 

R

L2
=τ  

Ответ: 















τ

+−= τ−t
e

t
tU 11)( 0E , где 

R

L2
=τ . 

 

Рис. 11.10. Схема соединения 

элементов цепи в задаче 11.3.10 
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Задача 11.3.11.  Резистор r, конденсатор C, катушка индуктив-

ности L ( )rCL >>/  и источник постоянного напряжения E0 соеди-

нены в последовательную цепь (рис. 11.11).  

Определить зависимость от времени напряжения на конденса-

торе после замыкания ключа К.  

Первоначально напряжение на конденсаторе и сила тока в цепи 

были равны нулю.  

Решение 

Используя второе правило Кирхго-

фа (11.8) и взаимосвязь между током в 

цепи I и напряжениями на резисторе, 

конденсаторе и индуктивности (11.1)–

(11.4), можем записать: 

dt

dI
LIdt

C
rI −=+ ∫ 0

1
E . 

В качестве независимой переменной возьмём напряжение на 

конденсаторе ∫= Idt
C

UC

1
, то есть ту величину, которую надо оп-

ределить по условиям задачи. Так как элементы схемы соединены 

последовательно, сила тока на всех участках цепи одинакова и рав-

на 
dt

dU
C

dt

dQ
I C== . Тогда уравнение цепи можно записать в виде 

02

2

E=++ C
CC U

dt

dU
rC

dt

Ud
LC . 

Введя обозначения 
LC

12
0 =ω , 

L

r

2
=β  приведём это уравнение к 

виду (11.13).  

0)(2 0
2
02

2

=−ω+β+ EC
CC U

dt

dU

dt

Ud
. 

Стационарное значение напряжения на конденсаторе 

UC∞ найдем, положив равными нулю все производные в этом урав-

нении, откуда следует 

UC∞ = E0. 

 

Рис. 11.11. Зарядка конденсатора 

в последовательной rLC-цепи 

(задача 11.3.11) 
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По условию задачи 
C

L
r << , то есть β << ω0. Поэтому в цепи 

реализуются затухающие колебания и решение уравнения цепи в 

этом случае имеет вид (11.17) 

)sincos()( tbtaeUtU t
CC ω+ω+= β−

∞ , 

где 22
0 β−ω=ω  (см. теоретический материал). Константы a и b, 

входящие в это уравнение, определяются из начальных условий: 

UС(0) = aUC +∞ =0,  

0)0( =ω+β−= ba
dt

dUC .  

Отсюда получаем 

а = – UC∞ = – E0,  

0Eω
β

=
ω
β

=
a

b .  

Подставляя эти коэффициенты в решение, находим ответ: 














 ω
ω
β

+ω−= β−
ttetU

t
C sincos1)( 0E . 

Ответ: 












 ω
ω
β

+ω−= β−
ttetU

t
С sincos1)( 0E . 

Дополнение. Определим добротность Q последовательной rLC-

цепи. Так как β << ω0, то согласно формуле (11.24) 

C

L

rr

L

LC
Q

12

2

1

2

0 ==
β

ω
= . 

 

Задача 11.3.12. Резистор r, конденсатор C, заряженный до на-

пряжения U0 и катушка индуктивности L соединены в последова-

тельную цепь (рис. 11.12).  

Определить зависимость от времени напряжения на конденса-

торе после замыкания ключа К. 
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Решение 

Аналогично задаче 11.3.11 урав-

нение цепи можно записать в виде 

02 2
02

2

=ω+β+ C
CC U

dt

dU

dt

Ud
. 

Запишем начальные условия:  

UС(t = 0) = U0, 

0)0( ==t
dt

dUC . 

Используя решение уравнения цепи в виде (11.17), получим 

)sin(cos)( 0 tteUtU t
C ω

ω
β

+ω= β− . 

Ответ: )sin(cos)( 0 tteUtU t
C ω

ω
β

+ω= β− . 

Задача 11.3.13. В схеме, представленной на рис. 11.13, источник 

напряжения формирует прямоугольный импульс  

E(t) = 0  при t < 0, t > Tи ; 

E(t) = E0 при 0 < t < Tи . 

Длительность импульса Ти существенно больше времени ре-

лаксации. 

1) Определить, при каких значениях R, L и C в схеме будут наблю-

даться затухающие колебания.  

2) Определить зависимость от времени напряжения UС(t) на кон-

денсаторе в режиме затухающих колебаний.  

Решение 

Запишем следующие соотношения:  

I = I1 + I2. (первое правило 

Кирхгофа (11.7)); 

RI + UС = E0 (второе правило 

Кирхгофа (11.8)),  

dt

dU
CI C=2 . 

Напряжения на ёмкости и индуктивности одинаковы: 

 

Рис. 11.12. Разрядка конденсато-

ра в последовательной rLC-цепи 

(задача 11.3.12) 

 

Рис. 11.13. Схема цепи в задаче 

11.3.13 
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dt

dI
LUU LC

1== , 

поэтому  

∫= dtU
L

I C

1
1 . 

Тогда из второго правила Кирхгофа получим следующее уравнение   








 ++= ∫ dtU
Ldt

dU
CRU C

C
C

1
0E . 

Продифференцируем по времени это соотношение и приведём его к 

стандартному виду (11.13)  

02 2
02

2

=ω+β+ CU
dt

dU

dt

Ud
,  

где 
LC

12
0 =ω , 

RC2

1
=β .  

1) Затухающие колебания могут быть только при ω0 > β, т.е. 

RCLC 2

11
> , что соответствует условию 

C

L
R

2

1
> .  

 

2) Затухающие колебания будут иметь следующий вид: 

При 0 < t < Tи 

Начальные условия (t = 0): 

UС(0) = 0, 

RC
I

Cdt

dUC 0)0(
1

)0(
E

== , 

т.к. сразу после включения генератора ток I = I2 =
R

0E .  

Записывая решение уравнения затухающих колебаний в виде 

(11.17), получим: 

te
RC

tU t
C ω

ω
= β− sin)( 0E , где 22

0 β−ω=ω . 

При t ≥ Tи  

Определим начальные условия (t = Ти).  

UС(t = Tи) = 0, 
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так как к моменту времени t = Tи переходной процесс закончился и 

напряжение на конденсаторе равно нулю. 

Сразу после выключения генератора ток, который протекал че-

рез индуктивность L, ещё не изменил своей величины и направле-

ния. Этот ток равен I1 =
R

0E , а ток I, протекающий через резистор R, 

равен нулю. Из первого правила Кирхгофа получим, что 

I  = I1 + I2= 0, то есть I2 = –I1.  

RC
TtI

C
Tt

dt

dUC 0
и2и )(

1
)(

E
−==== . 

Зависимость от времени напряжения на конденсаторе в этом 

случае будет согласно (11.17) иметь вид 

)(sin)( и
)(0 и Tte

RC
tU

Tt −ω
ω

−= −β−E
. 

Ответ: 1) В системе будут затухающие колебания, если 
C

L
R

2

1
> . 

2) при 0 < t < Tи : te
RC

tU t ω
ω

= β− sin)( 0E ; 

при t ≥ Tи       : )(sin)( и
)(0 и Tte

RC
tU

Tt −ω
ω

−= −β−E
,         

где 22
0 β−ω=ω . 

Замечание. Определим добротность Q этой параллельной RLC 

цепи. Согласно (11.24) при ω0 >> β 

L

C
R

LC

RC
Q ==

β

ω
=

2

0 . 

Это выражение не совпадает с формулой для добротности по-

следовательного контура 
C

L

R
Q

1
посл =  (см. дополнение к задаче 

11.3.11). 

Если Q >> 1, то ω ≈ ω0. В этом случае начальная амплитуда ко-

лебаний напряжения на конденсаторе (при t = 0 и при t = Tи) будет 

равна 
QRC

UC
0

0

0

max

EE
=

ω
≈ . 
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Задача 11.3.14. Конденсатор, заря-

женный до разности потенциалов U0, 

разряжается на цепь, состоящую из со-

противления R и индуктивности L, со-

единенных параллельно (рис. 11.14). 

Найти заряды, прошедшие через них 

при разряде конденсатора. Омическим 

сопротивлением катушки индуктивно-

сти пренебречь. 

Решение 

Все элементы схемы (L, R, C) соединены параллельно. Поэтому 

правила Кирхгофа (11.7) и (11.8) можно записать в виде 

dt

dI
LRI L

R = , 

RC RIU = , 

LRC III += . 

Структура этих уравнений такова, что для решения поставлен-

ной задачи (определить QL и QR) нет необходимости находить яв-

ную зависимость токов IR(t) и IL(t) от времени. 

Действительно, проинтегрировав по времени от 0 до ∞ правую 

и левую части первого уравнения, получим  

[ ])0()( LLR IILRQ −∞= . 

Учитывая, что 0)0()( ==∞ LL II , получим  

0=RQ . 

Интегрируя в тех же пределах последнее уравнение и учиты-

вая, что UC(0) = U0, UC(∞) = 0, получим 

0)0( CUQQ CL == . 

Ответ: 0=RQ , 0CUQL = . 

 

Задача 11.3.15. На сколько процентов отличается частота сво-

бодных колебаний в контуре с добротностью Q = 5 от частоты соб-

ственных незатухающих свободных колебаний в таком же контуре, 

но без потерь энергии? 

 

 
 

С 

L 
R 

U0 

 

Рис. 11.14. Схема соединения 

элементов цепи в задаче 

11.3.14 
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Решение 

Используя формулу (11.25) теоретического материала при 

Q = 5, получим: 

995,001,01
4

1
1

2
0

≈−=−=
ω
ω

Q
. 

Ответ: отличие составит 0,5% . 

Замечание. Даже при такой сравнительно небольшой доброт-

ности различием величин ω и ω0  практически можно пренебречь. 

Это довольно типичная ситуация. Даже при Q = 3 отличие состав-

ляет менее 1,5%. Поэтому при выполнении расчетов полезно сде-

лать оценку добротности контура, что часто может упростить даль-

нейшие численные расчеты.  
 

Задача 11.3.16. Колебательный контур содержит последова-

тельно соединённые емкость C = 0,25 мкФ, индуктивность L = 1 Гн 

и активное сопротивление R = 20 Ом. Через какое количество коле-

баний N амплитуда тока в этом контуре уменьшается в е раз? 

Решение 

Используем формулы (11.21) – (11.23) теоретического материа-
ла, а также значение коэффициента затухания β в последовательной 
RLC-цепи (задача 11.3.11): 

π

−
=⇒











=β

πβ

β−ω
=

πβ
ω

=
θ

=

2

1
4

2

22

1
2

22
0

CR

L

N

L

R

N

. 

Для выполнения численного расчета оценим сначала величины 

ω0 и β:  

ω0 = 2000 с
-1

, β = 10 с
-1

. 

Поскольку ω0 >> β, для численного расчета можно использо-

вать приближенную формулу (11.24), из которой 
πβ

ω
=

2

0N . Под-

ставляя в нее найденные численные значения, находим N = 32. 

Ответ: N = 32. 
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Задачи типа 11.3  

Расчет энергетических характеристик процессов (мощность, 
энергия, количество выделенного тепла и др.) 

Метод решения. Для решения задач этого типа требуется сна-
чала найти напряжения и токи, т.е. решить задачу типа 11.1 или 
11.2. 

Кроме стандартных расчётов, требуется также использовать 
выражение (11.26) для мощности, которая выделяется на участке 
цепи. 

В некоторых задачах вопрос сформулирован так, что для ответа 
нет необходимости решать динамическую задачу. Достаточно про-
извести простое интегрирование полученного уравнения. 

 

Задача 11.3.17.  Конденсатор ёмкости C 
заряжается от источника постоянного на-
пряжения E0 через сопротивление R. Опре-

делить зависимость от времени мощности 
P(t), подводимой к конденсатору.  

Решение 

Мощность P(t), подводимая к конденса-
тору, равна (11.26)  

)()()( tItUtP = . 

Здесь U и I – падение напряжения и ток через конденсатор.  
В базовой задаче 11.3.1 получено, что при зарядке конденсатора 

от постоянной ЭДС, напряжение на нём меняется по закону 

)1()( 0
RCtetU −−= E , 

а в замечании 1 к этой же задаче получено, что при зарядке конден-
сатора в последовательной RC-цепи сила тока в ней изменяется по 
закону  

RCte
R

tI −= 0)(
E

. 

Отсюда получаем ( ) RCtRCt ee
R

tP −−−= 1)(
2
0E . 

Ответ: ( ) RCtRCt ee
R

tP −−−= 1)(
2
0E . 

 

Рис. 11.15. Электриче-
ская схема цепи к зада-
че 11.3.17 
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Замечание. Возможно решение этой задачи и другим, энергети-
ческим, способом, что позволяет не находить зависимость силы то-
ка от времени.  

При зарядке конденсатора его энергия изменяется со временем 

по закону 
2

)1(

2

)(
)(

22
0

2 RCteCtCU
tW

−−
==
E

. А значит, для этого не-

обходимо подводить к нему мощность 

( ) RCtRCt ee
Rdt

tdW
tP −−−== 1

)(
)(

2
0E . 

 

Задача 11.3.18.  В последовательном RLC контуре, добротность 

которого Q >> 1 и собственная частота колебаний равна ω, возбуж-
дены затухающие колебания (см. базовую задачу 11.3.12). Через ка-
кое время энергия, запасённая в контуре, уменьшится в n раз? 

Решение 

Энергия, запасённая в последовательном контуре, равна  

22
)(

22
СCULI

tW += , 

где I – сила тока в цепи, а UС – напряжение на конденсаторе. Ис-

пользуя результат базовой задачи 11.3.12 и условие малости затуха-

ния (Q >> 1, ω0 >> β), для напряжения и силы тока можно записать 

следующие приближенные соотношения:  

tetU t
С 00 cos)( ω= β−

E ;     teC
dt

dU
CtI tC

000 sin)( ωω== β−
E . 

Тогда для энергии, запасённой в контуре, получим  

tt eWe
C

tW β−β− == 2
0

2
2
0

2
)(

E
. 

Если за время t энергия уменьшится в n раз, то 

teW
n

W
tW β−== 2

0
0)( . 

Откуда для времени t получим 

tn β= 2ln . 

Так как затухание мало (ω0 >> β), то, используя соотношение 

(11.24) теоретического материала 








β
ω

=
2

0Q , получим n
Q

t ln
0ω

= . 
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Ответ: n
Q

t ln
0ω

= . 

 

§ 11.4  Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 11.4.1. Определить 

зависимость от времени заряда 

Q(t) на обкладках конденсатора C 

в схеме, приведенной на 

рис. 11.16 после замыкания клю-

ча K. 

Ответ: 

( )2
0

1 2

( ) 1 exp( / )
R

Q t C t
R R

= − − τ
+

E ,  где 
21

21

RR

RCR

+
=τ . 

 

Задача 11.4.2. Определить закон изменения силы тока I(t) через 

источник постоянного напряжения E0 после замыкания ключа K в 

схеме, приведенной на рис. 11.17. 

Ответ: 

















τ

−+=
t

RR
tI exp

11
)(

21

0E , 

где 
CR2

1
=τ .  

 

 

Задача 11.4.3. Определить зави-

симость от времени силы тока IL(t) че-

рез катушку индуктивности L в схеме, 

приведенной на рис. 11.18 после за-

мыкания ключа K. 

 

 

Рис. 11.16. Соединение элементов  

цепи в задаче 11.4.1 

 

Рис. 11.17. Соединение элементов цепи 
в задаче 11.4.2 

 

Рис. 11.18. Соединение элемен-
тов цепи в задаче 11.4.3 
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Ответ: 















τ

−−=
t

R
tIL exp1)(

1

0E , 

где 







+=τ

21

11

RR
L . 

 

Задача 11.4.4. Определить зависимость от времени напряжения 

на катушке индуктивности UL(t) после замыкания ключа K в схеме, 

приведенной на рис. 11.19. 

Ответ: 







τ

−
+

=
t

RR

R
tUL exp)(

21

20E , где 







+=τ

21

11

RR
L . 

  

Рис. 11.19. Соединение элементов 

цепи в задаче 11.4.4 

Рис. 11.20. Соединение элементов 

цепи в задаче 11.4.5 

 

Задача 11.4.5. Определить, как изменяется со временем напря-
жение на катушке индуктивности в схеме, представленной на 
рис. 11.20 для двух случаев. Генератор тока формирует: 

1) Ступенчатый сигнал  

I(t) = 0 при t < 0; 

I(t) = I0 при t > 0. 

Ответ:   UL(t) = 0, при t < 0. 

  







τ

−=
t

RItUL exp)( 0 , при t > 0, где 
R

L
=τ . 

2) Прямоугольный импульс  

I(t) = 0 при t < 0, t > T; 

I(t) = I0 при 0 < t < T. 

Ответ: UL(t) = 0, при t < 0, 
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τ

−=
t

RItUL exp)( 0  при 0 < t < T , 

















τ
−

−−







τ

−=
TtT

RItUL expexp)( 0  при t > T. 

 

Задача 11.4.6. Предварительно заряженный до разности потен-
циалов U0 конденсатор емкости C, разряжается через сопротивле-
ние R. Найти зависимость энергии конденсатора от времени.  

Ответ: 






−= t
RC

CU
tWC

2
exp

2
)(

2
0 . 

 

Задача 11.4.7. Конденсатор емкости C заряжается от источника 

ЭДС величины U0 и внутренним сопротивлением r. Определить за-

висимость от времени количества теплоты, выделившейся в цепи 

при зарядке конденсатора.  

Ответ: 

2

0 2
( ) 1 exp

2

CU
Q t t

rC

  = − −    
. 

 

Задача 11.4.8. Две катушки, имеющие 
активные сопротивления r1 и r2, индуктив-
ности L1 и L2, соединены параллельно и 
подключены к конденсатору, ёмкости С, 
заряженному до напряжения U0 (см. 
рис. 11.21). Какие заряды протекут через 
каждую из катушек при разрядке конден-
сатора? 

Ответ: 
21

20
1

rr

rCU
Q

+
= , 

21

10
2

rr

rCU
Q

+
= . 

 

 

Задача 11.4.9. В условиях задачи 11.3.8 определить, чему равен 
полный заряд q, который протечёт через поперечное сечение про-
водника, из которого сделана рамка, после завершения релаксаци-
онного процесса.  

 

Рис. 11.21. Соединение 
элементов цепи в задаче 

11.4.8 
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Ответ: 
R

Ba
q

2

= .  

 

 

Задача 11.4.10. В схеме, представленной на рис. 11.22, опреде-
лить зависимость от времени напряжения U2(t) на конденсаторе С2. 
Генератор напряжения E(t) формирует ступенчатый сигнал:  

E(t) = 0 при t < 0;    

E(t) = E0 при t > 0. 

Первоначально (t < 0) токи 
и напряжения в цепи были 
равны нулю. При расчёте по-
ложить С1 = С2 = С; R1 = R2 = R. 

Ответ: 

( )tetU t γ= β− sh
5

2
)( 0

2

E
,  

где 
RC2

3
=β , 

RC2

5
=γ , 

1
sh ( )

2
t t( t ) e eγ −γγ = −  – гиперболиче-

ский синус.  

 
Задача 11.4.11. Конденсатор C заряжается от источника с по-

стоянной ЭДС E0 через катушку с индуктивностью L и сопротивле-

ние R, причем 2 4R L C= . Определить:  

1) Как изменяется сила тока со временем? 

2) Через какое время сила тока достигнет максимума? 

3) Чему равно напряжение на конденсаторе в этот момент? 

4) Чему равно максимальное значение силы тока? 

 

Ответ: 1) τ−= tet
L

I 0E ; 2) 
R

L
t

2
= ;  3) 

e

e
U

2
0

−
= E ;  

4) 
eR

I 0
max

2E
= . 

 

 

 

Рис. 11.22. Соединение элементов цепи в 
задаче 11.4.10 
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Задача 11.4.12.  Найти силу тока IL(t) в катушке индуктивности L 

после замыкания ключа K в схеме, приведенной на рис. 11.23. Пара-

метры L, C, R удовлетворяют условию 

L > 4CR
2
. 

Ответ: 










β−β
β−β

−=
β−β−

12

120
21

1)(
tt

L

ee

R

E
tI , 

где 2
0

2
1 ω−β+β=β , 2

0
2

2 ω−β−β=β , 

RC2

1
=β ,

LC

12
0 =ω . 

 

 

Задача 11.4.13.  Колебательный контур состоит из конденсато-

ра и катушки с индуктивностью L = 1 Гн, которые соединены по-

следовательно. Чему равно омическое сопротивление контура r, ес-

ли известно, что амплитуда собственных колебаний в нём за время 

0,1 секунды уменьшается в e = 2,718 раз? 

 

Ответ: r = 20 Ом. 

 

Задача 11.4.14.  Для схемы, представленной на рис. 11.24, оп-

ределить заряд q на конденсаторе С как функцию времени после 

замыкания ключа К. При расчёте считать, что добротность Q >> 1. 

 

Ответ: 






 ω
ω

β
+ω−= β− tteCtq t sincos)1(

3

2
)( 0E ,  

где 
L

r

3

2
=β , 

LC

1
0 =ω , 22

0 β−ω=ω . 

 

 

 

К 

E0 С L 

R 

 

Рис.11.23. Электрическая  

схема к задаче 11.4.12 

 

К 

E0 С 

L 

2r 

r 

 

Рис. 11.24. Схема к задаче 

11.4.14 
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Задача 11.4.15. Пространство между пластинами плоского кон-

денсатора (см. рис. 11.25) заполнено двумя слоями диэлектрика. 

Диэлектрические проницаемости слоёв равны ε1 и ε2. Удельные 

проводимости равны λ1 и λ2. Генератор тока I(t) формирует ступен-

чатый сигнал: 

I(t) = 0 при t < 0; 

I(t) = I0 при t > 0. 

Определить, как изменяется со 

временем свободный заряд q(t) на 

границе раздела этих диэлектри-

ков. 

Ответ:  






























εε
λ

−−
λ
ε

−
















εε
λ

−−
λ
ε

ε=
10

1

1

1

20

2

2

2
00 exp1exp1)(

tt
Itq . 

Указание. Конденсатор с утечкой можно рассматривать как па-

раллельно соединённые конденсатор и резистор (см. задачу 11.3.7). 

При решении целесообразно использовать соотношение RλС = εε0 

(глава 6, (6.7)). 
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ε1,λ1 

ε2,λ2 

 

Рис. 11.25. Конденсатор с утечкой 

в задаче 11.4.15 
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Глава 12 

ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА 

§ 12.1. Теоретический материал 

Вынужденные электрические колебания. Если электриче-
ская цепь в своем составе имеет одну (или несколько) ЭДС, вели-
чина которых изменяется по периодическому закону, то в цепи по-
сле окончания переходных процессов установятся вынужденные 
электрические колебания, характер которых определяется законом 
изменения включенных в цепь ЭДС. Мы будем рассматривать толь-
ко такие ЭДС, величина которых изменяется по гармоническому за-
кону, то есть 

E(t) = E0 cos (ωt + ϕ0).   (12.1) 

Уравнение цепи в случае вынужденных колебаний 

)cos(2 00
2
02

2

ϕ+ω=ω+β+ tFX
dt

dX

dt

Xd
  (12.2) 

где X – искомая величина (заряд, напряжение или сила тока), а F0 – 

амплитуда, пропорциональная E0 и, в общем случае, зависящая 

также от частоты и параметров цепи. Решением этого неоднородно-
го уравнения является сумма общего решения однородного уравне-
ния (11.16), которое было рассмотрено в Главе 11, 

)(cos)( 01 ϕ+ω= β− teAtX c
t ,   (12.3) 

где ωс – частота собственных колебаний контура, и частного реше-
ния неоднородного уравнения, которое имеет вид 

( ))(cos)()( ωϕ+ωω= tAtX ,   (12.4) 

где А(ω) – амплитуда вынужденных колебаний, ϕ(ω) – сдвиг фаз 
между колебаниями исследуемой величины и колебаниями сигнала 
источника.  

С течением времени свободные затухающие колебания (12.3) 
затухнут, и в установившемся режиме, который мы в дальнейшем и 
будем рассматривать, будут происходить гармонические колебания 
(12.4). 

Цепи переменного тока – электрические цепи, в составе кото-
рых имеются один (или более) источник ЭДС, величина которой 
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изменяется по гармоническому закону (далее частоту внешней ЭДС 
будем обозначать символом ω) 

E(t) = E0 cos (ωt + ϕ0). 

Считается, что все элементы цепи (резисторы, конденсаторы, 

индуктивности) не изменяют своих параметров со временем. Пред-

полагается, что к рассматриваемому моменту все переходные про-

цессы закончились, после чего Xi (t), т.е. все токи, напряжения и за-

ряды, как в самой цепи, так и на отдельных её участках, также бу-

дут изменяться по гармоническому закону:  

Xi (t) = Ai cos (ωt + ϕi), 

где Аi – амплитуда, ϕi – сдвиг фаз между колебаниями исследуемой 

величины и колебаниями сигнала источника. Ввиду того, что ре-

жим стационарен, амплитуды и фазы не зависят от времени, но они 

могут быть разными на разных элементах цепи. Частота колебаний 

ω имеет одно и то же значение для всех участков цепи и совпадает 

с частотой ω источника ЭДС.  

Строго говоря, переменные токи могут быть и негармониче-

скими токами. Однако, как это общепринято, под термином «пере-

менный ток» мы будем подразумевать только гармонические (сину-

соидальные) токи. 

Квазистационарное приближение. При анализе цепей пере-

менного тока принимается, что можно пренебречь запаздыванием 

распространения электромагнитной волны вдоль контура. Для это-

го требуется, чтобы размер контура был много меньше длины элек-

тромагнитной волны. Квазистационарное приближение позволяет 

применять к цепям переменного тока те же уравнения, что и для 

цепей постоянного тока.  

При расчётах и анализе линейных цепей переменного тока 

обычно используются два метода: метод комплексных амплитуд и 

метод векторных диаграмм. 

Метод комплексных амплитуд. Это основной метод расчета 

любых линейных цепей переменного тока, основанный на формуле 

Эйлера 

tite ti ω+ω=ω sincos . 

В этом методе все гармонически изменяющиеся величины вида 
)cos( ϕ+ωtA (т.е. токи, напряжения и ЭДС) заменяются на соответ-
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ствующие комплексные переменные tii eAe ωϕ , а комплексная вели-

чина Â = ϕiAe называется комплексной амплитудой (далее ком-
плексные амплитуды будут обозначаться значком "^" над симво-
лом). Модуль комплексной амплитуды Â равен амплитуде А соот-
ветствующей реальной переменной физической величины, а аргу-

мент ϕ комплексной экспоненты ϕie определяет фазу. 

Так как частота стационарных вынужденных колебаний на всех 

участках линейной цепи одинакова, то при подстановке решения в 

виде ˆ i t
iA e ω множитель tie ω во всех уравнениях сокращается и его 

можно сразу отбросить, и остаются линейные алгебраические 

уравнения для комплексных амплитуд ˆ
iA .  

Удобство метода комплексных амплитуд при расчете линейных 

цепей связано с тем, что линейные операции намного проще прово-

дить с экспонентой, чем с синусом и косинусом. Например, n-кратное 

дифференцирование по времени приводит просто к умножению ком-

плексной амплитуды на множитель (iω)
n
, благодаря чему линейные 

дифференциальные уравнения переходят в алгебраические уравнения. 

После проведения расчета в комплексной форме нужно вер-

нуться к реальным физическим переменным, взяв действительную 

часть от полученного комплексного решения Â tie ω .  

Отметим, что и мнимая часть от Â tie ω даст то же самое реше-

ние, но записанное в виде Asin (ωt + ϕ′), где, разумеется, фаза ϕ′ бу-

дет уже другой. Выбор формы записи решения определяется удоб-

ством согласования с начальными условиями задачи и не является 

принципиальным (например, см. далее задачу 12.3.7). 

При нелинейных операциях (например, возведение в степень и 

др.) появляются слагаемые с разными частотами, кратными ω, и 

метод комплексных амплитуд теряет свои преимущества. В таких 

случаях, например при расчете мощности, нужно пользоваться ре-

альными переменными. 

Закон Ома для участка цепи для комплексных переменных  

Û = ˆˆZI ,      (12.5) 

где Û – комплексное напряжение на участке цепи, Ẑ  – комплексное 

сопротивление участка цепи, Î – комплексная амплитуда тока. 
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Комплексные сопротивления элементов цепи 

Резистор: активное сопротивление  

Ẑ  = R     (12.6) 

– действительная величина, не зависящая от частоты. Ток и напря-

жение на резисторе совпадают по фазе 

   ÛR = RÎR.                  

Катушка индуктивности: индуктивное сопротивление 

Ẑ (ω) = iωL,    (12.7) 

где L – величина индуктивности катушки. Напряжение на индук-

тивности опережает по фазе ток (ϕ = +π/2): 

   ÛL = iωLÎL = ωLÎL 
2/π+ie .    

Конденсатор: емкостное сопротивление  

Ẑ (ω) = 
Ciω

1
.    (12.8) 

Напряжение на конденсаторе отстаёт по фазе от тока (ϕ = –π/2): 

                 ÛC = 2/
ˆˆ

π−

ω
=

ω
ie

C

I

Ci

I
.    

Правила Кирхгофа в комплексном представлении имеют вид, 

полностью аналогичный правилам Кирхгофа для постоянного тока 

(глава 6):  

1) В любой точке разветвления токов, вследствие закона сохранения 

заряда, выполняется 

0ˆ =∑
k

kI ,     (12.9) 

2) для любого замкнутого контура, выбранного в цепи, 

∑∑ =
m

m
k

kk IZ Êˆˆ ,   (12.10) 

где Îk – комплексная амплитуда тока, kẐ  – комплексное сопротив-

ление k-ого участка цепи (импеданс), 0
ˆ mi
m m e ϕ=E E  – комплексная 

амплитуда m-ой ЭДС, входящей в выбранный контур, ϕm – ее фаза. 

Соотношение (12.10) является следствием подразумеваемого 

везде в данном разделе квазистационарного приближения, которое 
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позволяет применять к цепям переменного тока условие потенци-

альности электрического поля (см. § 11.1 главы 11). 

Если в цепи имеется только один источник ЭДС, то его началь-

ную фазу в формуле (12.10), то его начальную фазу можно взять 

равной нулю и тогда 0
ˆ EE = (действительная величина). При нали-

чии нескольких несинфазных ЭДС фазу одной из них также удобно 

положить нулевой, а фазы остальных задать относительно нее (на-

пример, см. задачу 12.3.19). 

Ввиду формальной аналогии закона Ома и правил Кирхгофа 

для цепей переменного и постоянного тока сохраняют силу все рас-

смотренные в главе 6 правила учета знаков при составлении урав-

нений Кирхгофа, а также метод контурных токов. 

Для правильного учета знаков слагаемых в уравнениях (12.9), 

(12.10) сначала надо выбрать (произвольным образом) направления 

токов во всех участках цепи, принятые за положительные. При 

суммировании токов в узлах в уравнениях (12.9) знаки ставятся в 

соответствии с этими направлениями. 

При составлении уравнений (12.10) при обходе контуров на-

пряжение на участке цепи считается положительным при его про-

ходе по выбранному направлению тока, знак минус будет – при 

противоположном проходе. При наличии в цепи нескольких пере-

менных ЭДС нужно учесть их относительные фазы, заданные в ус-

ловии задачи (пример с двумя сдвинутыми по фазе ЭДС разобран 

ниже в задаче 12.3.19).  

В отличие от цепей постоянного тока, где отрицательный знак в 

полученном решении для тока означал, что его истинное направле-

ние противоположно ранее выбранному, в цепях переменного тока 

отрицательный знак означает сдвиг по фазе на 180° (–Â = Âeiπ
). 

При последовательном соединении элементов цепи (ток на всех 

участках одинаков) общее сопротивление цепи, как это можно ви-

деть из (12.10), равно сумме комплексных сопротивлений отдель-

ных элементов. 

При параллельном соединении элементов цепи, когда одинако-

во напряжение на всех элементах, удобнее использовать не ком-

плексное сопротивление, а комплексную проводимость Ŷ = 1/ Ẑ . В 

этом случае (параллельное соединение) проводимость всей цепи 

равна сумме проводимостей отдельных элементов. 
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Если к цепи подключен один источник ЭДС, то ток Î через ис-
точник и величина его ЭДС Ê  связаны соотношением:  

IZ ˆˆˆ =E , 

где величина Ẑ  называется импедансом цепи 

Ẑ  = Re( Ẑ ) +i Im( Ẑ ) = Z0
ϕie , Z0 = 22 )ˆ(Im)ˆ(Re ZZ + , 

а ее модуль Z0 – полным сопротивлением цепи. Здесь Re( Ẑ ) и 

Im( Ẑ ) – это действительная и мнимая части Ẑ . 

Сдвиг фаз ϕ напряжения относительно тока определяется со-

отношением 

   tg ϕ = 
Z

Z
ˆRe

ˆIm
.      

Метод векторных диаграмм. В данном методе токи, напряже-

ния и ЭДС, действующие в цепи, представляются в виде векторов. 

Модуль вектора равен амплитуде. Угол между векторами численно 

равен сдвигу фаз ϕ между ними. Обычно один из векторов выбира-

ется в качестве исходного направления, от которого отсчитываются 

все сдвиги фаз, т.е. направления остальных векторов. 

Метод векторных диаграмм можно рассматривать как графиче-

скую интерпретацию метода комплексных амплитуд, поскольку 

комплексное число – это вектор на комплексной плоскости, и ал-

гебраические операции (сложение, вычитание) с комплексными 

числами эквивалентны графическим операциям с векторами. 

Напомним, что векторы обозначаются прямым жирным шриф-

том, абсолютные значения – курсивом.  

В последовательной цепи удобно в качестве исходного направле-

ния выбрать вектор тока, в параллельной цепи – вектор напряжения. 

Вектор напряжения на резисторе UR = RI параллелен вектору 

тока I (сдвиг фаз ϕ = 0).  

Модули векторов, отображающих напряжения на индуктивно-

сти и ёмкости, соответственно равны UL = ωLI и UC =
C

I

ω
. Вектор 

UL повернут относительно вектора I на угол +90
0
 (против часовой 

стрелки), а вектор UC – на угол (–90
0
), т.е. по часовой стрелке. 

Правила Кирхгофа в векторном представлении удобно за-
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писать  так: 

∑∑ =
m

выхm
k

входk II ; k n
k m

=∑ ∑U EEEE ,  (12.11) 

где Ik вход и Im вых – векторы токов, входящих и выходящих из каждо-

го узла, векторы Uk – напряжение на k-ом участке выбранного замк-

нутого контура, EEEEn – вектор n-ой ЭДС. 

В отличие от общего метода комплексных амплитуд, метод век-

торных диаграмм целесообразно применять только для простых 

цепей с малым числом элементов, поскольку при большом числе 

векторов диаграммы становятся слишком сложными и теряют свою 

наглядность. 

Мощность в цепи переменного тока. Мгновенная мощность  

Р(t) = U(t) I(t). 

Усредненная по периоду мощность, рассеиваемая в участке 

электрической цепи  

  Р = UэIэ cos ϕ,            (12.12) 

где ϕ – сдвиг фаз между током и напряжением в данном участке, Uэ 

и Iэ – эффективные значения напряжения и тока, являющиеся сред-

неквадратичными значениями соответствующих параметров за пе-

риод Т: 

∫
+

=
Tt

t

э dttI
T

I )(
1 2 , ∫

+

=
Tt

t

э dttU
T

U )(
1 2 . 

Если переменный ток является синусоидальным, то  

Iэ = 
2

0I
,     Uэ = 

2

0U
,   (12.13) 

где I0 и U0 – амплитудные значения тока и напряжения. 

На индуктивных и емкостных элементах РL,C = 0 поскольку 

cos ϕ = 0. Мощность выделяется только на активном сопротивлении 

P = Uэ Iэ = 2
эI  R.   (12.14) 

Мощность источника синусоидальной ЭДС с амплитудой E0 и 

эффективной величиной ЭДС Eэ определяется соотношением 
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Pэдс = 
2

1
E0I0 cosϕ = EэIэ cosϕ,           (12.15) 

где ϕ – сдвиг фаз между ЭДС источника и током через него. По-

скольку на реактивных элементах средняя мощность равна нулю, в 

любой цепи суммарная мощность источников ЭДС равна суммар-

ной мощности, выделяющейся на активных сопротивлениях, вхо-

дящих в цепь 

k
k

эk
m

m RIP ∑∑ = 2
эдс . 

Замечание. В приведенные выше формулы для нахождения 

средней мощности входят только действительные переменные. Ес-

ли цепь рассчитывалась методом комплексных амплитуд, то для 

получения мощности надо предварительно перейти от комплекс-

ных переменных к действительным.  

Впрочем, мощность на участке цепи можно легко найти и через 

комплексные амплитуды тока и напряжения на этом участке  

P = 
2

1
Re (ÛÎ*) = 

2

1
Re (Û*Î),   (12.16) 

где Re – реальная часть, (*) означает комплексное сопряжение. Эта 

формула справедлива и для мощности источника ЭДС, если Û за-

менить на Ê . 

§ 12.2. Основные типы задач (классификация) 

12.1. Задачи с неразветвлёнными цепями.  

12.2. Задачи с разветвлёнными цепями. Расчет фазовращателей 

и мостовых схем. 

12.3. Задачи на определение мощности в цепях переменного 

тока. 

§ 12.3. Методы решения и примеры решения задач 

Задачи типа 12.1  

Задачи с неразветвлёнными цепями 

Метод решения: 1) При расчёте тока и напряжений, дейст-
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вующих в последовательной цепи, вначале рекомендуется опреде-

лить комплексную амплитуду тока Î. Этот ток (см. (12.10)) равен  

∑
=

k
kZ

I
ˆ

ˆ
ˆ E

. 

где  

∑=
m

mEE ˆˆ  

– суммарная ЭДС всех последовательно соединенных источников с 

учетом их относительных сдвигов фаз. Затем определяется ампли-

тудное значение тока и сдвиг его фазы относительно ЭДС. Напря-

жение на резисторах, индуктивностях и конденсаторах рассчитыва-

ется по формулам (12.6) - (12.10). 

2). При расчёте модуля полного сопротивления цепи часто бы-

вает удобно использовать следующее выражение для модуля ком-

плексного сопротивления:  

Z0 = Re( Ẑ )· ϕ+ 2tg1 .   (12.17) 

Этот результат легко получить, используя комплексную форму 

представления  

Ẑ  = Re( Ẑ ) + i Im( Ẑ ) = Re( Ẑ ) 







+

)ˆRe(

)ˆIm(
1

Z

Z
i . 

Сдвиг фаз  

tg φ = 
)Re(

)Im(

Z

Z
.  Т.е. Ẑ  = Re( Ẑ ) (1 + i tg φ). 

Модуль этой величины равен вышеприведенному значению Z0. 

3) Вначале рекомендуется ознакомиться с решениями базовых 

задач 12.3.1-12.3.3, т.к. при решении ряда последующих использу-

ются результаты, полученные в этих задачах.  

 

Задача 12.3.1 (базовая задача). Конденсатор емкостью 20 мкФ 

и резистор, сопротивление которого равно 159 Ом, соединены по-

следовательно с генератором переменного напряжения (частота 

ν = 50 Гц, эффективное напряжение Uэ = 120 В). 

Определить зависимость от времени силы тока в цепи I(t) и напря-



Гл. 12. Цепи переменного тока 401

жений на конденсаторе UC (t) и резисторе UR (t). 

Решение 

Положим, что ЭДС зависит от времени как E = E0 cos(2πνt), где 

E0 = 2 Uэ ≈ 170 В  – амплитуда источника ЭДС. 

При решении этой задачи можно воспользоваться как методом 

векторных диаграмм, так и методом комплексных амплитуд.  

1) Решение методом векторных диаграмм (рис. 12.1) 

Выберем в качестве исходного направления направление вектора 
тока I, поскольку ток одинаков во всей цепи.  

Вектор UR параллелен вектору тока I и имеет 
длину UR = I R.  

Вектор напряжения на конденсаторе UС пер-
пендикулярен к I (сдвинут по фазе на 

угол 
2

π
− ), его длина UС = 

C

I

ω
.  

Все элементы цепи соединены последователь-

но, поэтому EEEE0 = UR + UC (векторная сумма).  

Поскольку исходной для нас является 
зависимость ЭДС от времени, то фазы ос-
тальных напряжений будем отсчитывать от-
носительно вектора EEEE0. Тогда фаза φ напря-

жения UR  и тока I положительна и определяется соотношением  

tg φ = 
RCU

U

R

C

ω
=

1
, а фаза напряжения UC будет равна φ – 

2

π
. 

Учитывая, что UR = E0 cos φ , UC = E0 sin φ и используя извест-

ные из тригонометрии соотношения  

cos φ = 
ϕ+ 2tg1

1
 ,   sin φ = 

ϕ+

ϕ
2tg1

tg
, 

можем записать: 

UR(t)= E0

ϕ+ 2tg1

1
cos(2πνt + φ) , I(t) = 

R

tUR )(
. 

UC(t) = E0 
ϕ+

ϕ
2tg1

tg
cos(2πνt + φ – 

2

π
). 

 

UR 

UC EEEE0 

φ 

I 

 

Рис. 12.1. Векторная диа-
грамма для последова-
тельной RС-цепи (задача 
12.3.1) 
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При данных в условии задачи значениях R, C и ν имеем 

tg φ ≈ 1, т.е. φ = π/4 или 45
0
. Подставляя эти значения и заданные 

величины E0 и ν в предыдущие соотношения, получаем 

UR(t) = 120 cos(100πt + π/4) (В),     UC(t) = 120 cos(100πt – π/4) (В), 

I(t) = UR(t)/R ≈ 0.75 cos(100πt + π/4) (А). 

 

2) Решение методом комплексных амплитуд 

Как и в методе векторных диаграмм, для комплексных 

амплитуд 0Ê , ÛC, ÛR можно записать следующее соотношение:  

0Ê  =ÛC +ÛR , где ÛR = Î R , ÛC = 2/
ˆˆ

π−

ω
=

ω
ie

C

I

Ci

I
. 

Отсюда получим: 0Ê = 








ω
+

Ci
RI

1ˆ  = Ẑ Î , где Ẑ  = Z0 e
iϕ – 

комплексное сопротивление (импеданс) цепи. Здесь  

Z0 = 2

2

)(

1

C
R

ω
+  = R ϕ+ 2tg1 ,  tg φ 0

1
<

ω
−=

RC
.  

В отличие от предыдущего рассмотрения, в этих формулах ϕ 

представляет собой сдвиг фазы ЭДС относительно фазы тока, и 

поэтому ϕ < 0. Окончательный результат в комплексной записи 

будет иметь следующий вид:  

Î = ||

0

0

0

0 ϕ+ϕ− = ii e
Z

e
Z

EE
, ÛR = ÎR, ÛC = )2/|(|

0

0)2/(

0

0 π−ϕπ−ϕ−

ω
=

ω
ii e

CZ
e

CZ

EE
. 

Взяв реальную часть от полученных комплексных переменных, 

получим тот же результат, что и при использовании метода 

векторных диаграмм. 

Ответ: UR(t) = 120 cos(100πt + π/4) (В), 

            UC(t) = 120 cos(100πt – π/4) (В), 

            I(t) = UR(t)/R ≈ 0.75 cos(100πt + π/4) (А). 

 

Задача 12.3.2 (базовая задача). Резистор R, конденсатор С и 

индуктивность L соединены в последовательную цепь (рис. 12.2а) и 

подключены к генератору переменного напряжения 
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E(t) = E0 cos(ωt). 

1) Определить амплитудные значения тока в цепи I0 и напряже-

ний на конденсаторе и индуктив-

ности (UC и UL) и сдвиг фазы тока 

ϕI относительно фазы ЭДС. 

2) При каких частотах ω эти ампли-

туды будут иметь максимальные 

значения? Чему равны эти макси-

мальные значения? При расчётах 

положить, что добротность Q >> 1. 

3) Исследовать случаи ω → 0 и 

ω → ∞. 

Решение 

а) Решение методом комплексных амплитуд 

1. Ток в цепи  

Комплексное сопротивление цепи имеет вид 

ϕ=







ω

−ω+= ieZ
C

LiRZ 0

1ˆ , 
R

C
L

ω
−ω

=ϕ

1

tg . 

Здесь φ – сдвиг фаз между напряжением генератора и током в 

цепи, 

2

2
0

1








ω

−ω+=
C

LRZ  

– модуль полного сопротивления цепи (импеданса). Комплексная 

амплитуда Î тока в цепи равна  

Iii e
Z

e
ZZ

I ϕϕ− ===
0

0

0

00

ˆ
ˆ EEE

, 

где сдвиг фаз ϕI тока относительно напряжения генератора 

определяется соотношением 

R

L
C

I

ω−
ω=ϕ−=ϕ

1

)(tgtg . 

Отсюда сразу получаем, что амплитуда тока в цепи равна  

 

 

L 

C 

R 

E(t) ~ 

 
Рис. 12.2а. Последовательная 

RLC-цепь (задача 12.3.2) 
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2

2

0

0

0
0

1








ω

−ω+

==

C
LR

Z
I

EE
. 

Максимальное значение амплитуды тока, а значит, и 

напряжения на сопротивлении R, достигается на резонансной 

частоте 

LC
pI

1
0 =ω=ω  и равно 

R
I p

0
0

E
= . 

При ω → 0 амплитуда тока также стремится к нулю, а сдвиг 

фаз ϕI → +π/2 (ток опережает напряжение). Если ω → ∞, то ток 

I → 0, а сдвиг фаз ϕI → – π/2 (ток отстает от напряжения). 

2. Напряжение на конденсаторе 

Комплексная амплитуда CÛ  напряжения на конденсаторе равна: 

( /2)( /2)0 0 0

0 0

ˆ 1ˆ
ˆ

Iii
C

I
U e e

i C i C CZ CZZ
φ −π−φ−π= = = =

ω ω ω ω
E E E

.  

Фаза напряжения на конденсаторе ϕС = ϕI 2−π отстаёт от фазы 

тока на 90º. 

Для удобства дальнейшего анализа преобразуем величину 

(iωC Ẑ ), подставив в нее 







ω

−ω+=
C

LiRZ
1ˆ :  

[ ]βω+ω−ω
ω

=ω+ω−=ω 2)(
1

)1(ˆ 22
02

0

2 irCiLCZCi .  

Здесь 0 1 LCω = , 2R Lβ = . Теперь зависимость амплитуды 

напряжения на конденсаторе от частоты ω может быть 

представлена в следующем виде  

22222
0

0
2
0

4)( ωβ+ω−ω

ω
=

E
CU .  

Максимальное значение UС достигается при резонансной час-

тоте 







−ω=β−ω=ω

2

2
0

22
0

2

2

1
12

Q
pC , где Q – добротность контура. 

При ω = ωрС резонансная амплитуда напряжения на конденсаторе 
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равна 

UрС 
)(4 22

0
2

0
2
0

β−ωβ

ω
=

E
. 

Если Q >> 1, то UрС ≈ QE0. 

В области низких частот напряжение на конденсаторе равно 

напряжению генератора UС = 0E , и совпадает с ним по фазе 

(ϕС = 0). В области высоких частот (ω → ∞) UС → 0, а сдвиг фаз 

ϕС → (–π).  

3. Напряжение на катушке индуктивности 

Комплексная амплитуда LÛ  напряжения на индуктивности 

равна 

( )
2

0

0

ˆ ˆ Ii

L

L
U i LI e

Z

π
φ +ω

= ω = E . 

Фаза напряжения на катушке ϕL = ϕI 2+π опережает фазу тока 

на 90º. 

Проводя расчёты, подобные расчётам в пункте 2 настоящей 

задачи, и опуская промежуточные выкладки, получим:  

22222
0

0
2

4)( ωβ+ω−ω

ω
=

E
LU . 

Максимальное значение UL достигается при резонансной 

частоте  

22
0

2
0

2β−ω

ω
=ωpL  

и равно  

UpL = 0 0 0

2

22

0

( )
1

12 1
4

L pL

Q
U

Q

ω
ω = =

 β −β − ω 

E E
. 

Если Q >> 1, то UрL ≈ QE0.  

В области высоких частот (ω >> ω0) индуктивное сопротивление 

велико по сравнению с сопротивлением конденсатора и активным 

сопротивлением, поэтому напряжение на индуктивности фактически 

равно напряжению генератора, т.е. UL = 0E , и совпадает с ним по фа-



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 406 

зе. В области низких частот напряжение на катушке индуктивности 

близко к нулю. 

При малом затухании все три резонансные частоты ϕрI, ϕрC и 

ϕрL практически совпадают. Поскольку амплитуды напряжений на 

всех элементах при этом максимальны, это называется резонансом 

напряжений [1, §50] 

 

б) Решение методом векторных диаграмм 

Векторная диаграмма для последовательной RLC цепи пред-

ставлена на рис. 12.2б (см. также задачу 

12.3.6). Здесь: UR = rI0, UL = ωLI0, 

UC = I0/(ωC), где I0 – амплитуда тока в це-

пи. 

Векторы EEEE0, UR, (UL+ UC) составляют 

прямоугольный треугольник. Поэтому 

можно записать: 

E0
2 
= UR

2 
+ (UL – UC)

2
,   tg φ = (UL – UC)/UR . 

Учитывая взаимосвязь между ампли-

тудой тока в цепи и амплитудами напря-

жений на резисторе, конденсаторе и ин-

дуктивности (12.6)-(12.8), получим: 

2

2

0
0

1








ω
−ω+

=

C
LR

I
E

, UL = ωLI0, 

UC = 
C

I

ω
0 . 

Сдвиг фазы напряжения генератора E(t) относительно тока в 

цепи равен 

R
C

L
ω

−ω
=ϕ

1

tg . 

В примере, показанном на рис.12.2 ϕ > 0, а сдвиг фазы тока 

относительно напряжения генератора φI = –ϕ отрицателен, т.е. ток 

I(t) запаздывает по фазе относительно напряжения генератора E(t). 

Дальнейший расчёт, в соответствии с вопросами 2 и 3 условия за-

 
 

UL 

UC 

UR 

EEEE0 

UL+UC 
φ 

I 

 
Рис. 12.2б. Векторная 

диаграмма для 

последовательной RLC-цепи 

12.3.2
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дачи, можно провести так же, как это сделано выше.  

Ответ:  1) 
2

2

0
0

1








ω

−ω+

=

C
LR

I
E

, 
22222

0

0
2
0

4)( ωβ+ω−ω

ω
=

E
CU , 

22222
0

0
2

4)( ωβ+ω−ω

ω
=

E
LU , 

R

L
C

I

ω−
ω=ϕ

1

tg ; 

2) 
R

I p
0

0

E
= ; UрС ≈ UрL ≈ QE0, 

LC
рез

1
0 =ω≈ω ; 

3) При ω → 0: I → 0, ϕI → +π/2;UС ≈ E0, UR ≈ UL ≈ 0. 

            ω → ωрез: 
R

I p
0

0

E
= , ϕI → 0,  UR ≈ E0,  UрС ≈ UрL ≈ QE0; 

            ω → ∞:  I → 0,  ϕI → – π/2; UL ≈ 0E ,  UR ≈ UС ≈ 0. 

 

Задача 12.3.3 (базовая задача). Конденсатор и резистор со-

единены последовательно и включены в цепь переменного тока с 

напряжением Eэ = 50 В и частотой ν = 50 Гц. Какую емкость должен 

иметь конденсатор для того, чтобы через резистор протекал ток 

I = 0,1 А и напряжение на резисторе было равно UR = 30 В? Напря-

жения и токи понимаются как эффективные. 

Решение 

При решении этой задачи можно использовать два способа. 

Первый способ основан на непосредственном использовании 

результатов задачи 12.3.1. Полученные там соотношения для 

амплитуд тока и напряжения можно поделить на 2 и сразу 

записать их для эффективных значений:  

UR = Eэ 
ϕ+ 2

tg1

1
, tgφ

RCω
−=

1
, где R = 

I

U R , ω = 2πν. 

Отсюда следует C = 
ϕω tgRU

I
 , где tg φ = 1

2

0 −








RU

E
. 

Окончательно получаем 
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С = 
222

1

Rэ U

I

−πν E
. 

Подстановка численных значений дает С = 7,96 мкФ. 

Во втором способе решения используется тот факт, что на 

векторной диаграмме векторы амплитуд EEEE0, U0R и U0C образуют 

прямоугольный треугольник (EEEE0 – гипотенуза, U0R и U0C – катеты, 

см. задачу 12.3.1). Тогда 

U0С = 2
0

2
0 RU−E  , 

или для эффективных значений 

UC = 22
Rэ U−E . 

Напряжение на конденсаторе UC и ток в цепи I связаны 

соотношением UC = 
C

I

ω
, откуда следует: UC = 22

Rэ U−E  = 
C

I

ω
. 

Отсюда получаем тот же ответ 

С = 
22

1

Rэ U

I

−ω E
. 

Ответ:   С = 
222

1

Rэ U

I

−πν E
= 7,96 мкФ. 

 

Задача 12.3.4.  В цепь переменного тока включены 

последовательно генератор с эффективным напряжением 

Eэ = 220 В, конденсатор емкости С, катушка индуктивности L и 

резистор R. Найти напряжение UR на резисторе, если известно, что 

напряжение на конденсаторе UC = 2UR и напряжение на катушке 

индуктивности UL = 3UR (напряжения рассматриваются как 

эффективные). 

Решение 

В последовательной цепи напряжение на индуктивности UL опере-

жает по фазе ток в цепи (и напряжение на резисторе UR) на угол 

+90
0
 (рис. 12.2б). Напряжение на конденсаторе отстает по фазе от 

тока (сдвиг фаз равен – 90
0
). Таким образом, UL и UC находятся в 

противофазе. Соотношения между эффективными величинами на-
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пряжений те же, что и для амплитудных величин, поэтому напря-

жение на участке LC 

(UL + UC) = 3UR – 2UR = UR 

и опережает ток по фазе на 90
0
. Отсюда получаем: 

Eэ
2
 = (UL + UC)

2
 + UR

2
 = 2UR

2
, UR = 

2

эE . 

Ответ:  UR = 
2

эE . 

 

Задача 12.3.5.   В последовательном RLC контуре (см. задачу 

12.3.2) генератор напряжения формирует сигнал следующего вида:  

E(t) = 0   при t < 0,  

E(t) = E0sinωt  при t > 0.  

Здесь 22
0 β−ω=ω , где 

LC

1
0 =ω , 

L

R

2
=β .  

Определить, как изменяется со временем напряжение U(t) на 

конденсаторе С. Вначале (t < 0), ток в цепи и напряжение на 

конденсаторе были равны нулю. 

При расчёте положить, что добротность 1
1

>>=
C

L

R
Q . 

Решение 

Дифференциальное уравнение, описывающее вынужденные 

колебания в данной цепи, имеет вид  

)(
2

2

tU
dt

dU
RC

dt

Ud
LC E=++ ,  

или, для t > 0,          tU
dt

dU

dt

Ud
ωω=ω+β+ sin2 2

0
2
02

2

0E , 

где U – напряжение на конденсаторе, 
L

R

2
=β , 

LC

1
0 =ω  (см.: глава 

11, задача 11.3.10). Решение этого уравнения можно представить в 

виде  

U(ω, t) = U1(t) + U2(ω, t), 
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где U1(t) – решение однородного уравнения (т.е. с нулевой правой 

частью), а U2(ω, t) – частное решение неоднородного уравнения. 

Решение однородного уравнения дает затухающие собственные 

колебания (см. задачу 11.3.10): 

)cossin()(1 tbtaetU cc
t ω+ω= β− , 

где 22
0 β−ω=ωc – частота собственных колебаний. 

Частное решение данного неоднородного уравнения – это 

установившиеся вынужденные колебания, комплексная амплитуда 

которых на конденсаторе ÛC равна (см. задачу 12.3.2) 

ZCi
UC ˆ
ˆ 0

ω
=
E

, где  







ω

−ω+=
C

LirZ
1ˆ . 

Поскольку добротность контура велика, 0ω≈ωc . Учитывая, 

что по условию ω  = 0ω≈ωc , получаем rZ =ˆ , откуда следует 

2/00ˆ π−

ω
=

ω
= i

C e
CRCRi

U
EE

. 

Ввиду того, что по условию E(t) = E0 sinωt = Im(E0
tie ω ), то для 

согласования начальных фаз решение также удобно взять в виде 

мнимой части от комплексного напряжения на конденсаторе: 

U2(ω, t) = Im(ÛC
tie ω
 ) = t

CR
t

CR
ω

ω
−=π−ω

ω
cos)2/sin( 00 EE

. 

Таким образом, общее решение имеет вид 

U(ω, t) = )cossin( tbtae t ω+ωβ− t
CR

ω
ω

− cos0E . 

Константы a и b найдем из начальных условий, учитывая, что 

при t = 0 напряжение и сила тока в цепи были равны нулю 

U(0) = 0: 00 =
ω

−
CR

b
E

, 

U′ (0) = 0: a = 0. 

Подставляя a и b, получаем: 

U(t) =ω−
ω

−= β− te
CR

t cos)1(0E teQ t ω−− β− cos)1(0E . 
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Приближение U(t) к стационарному резонансному значению, 

равному QE0, определяется временем релаксации контура τ = 1/β. 

График зависимости U(t) показан на рис. 12.3. 

Рис.12.3. Установление 

резонансного напряжения на 

конденсаторе U(t) в последова-

тельном колебательном 

контуре (задача 12.3.5) 

 

 

       

t 

QE0 

U(t) 

0

E(t) 

U(t) 

 

Ответ: teQtU t ω−−= β− cos)1()( 0E . 

 

 

Задачи типа 12.2  

Задачи с разветвлёнными цепями 

Метод решения: При решении задач этого раздела в качестве 

независимых переменных рекомендуется выбрать токи, 

действующие на разных участках разветвлённой цепи. Обязательно 

надо выбрать и указать на схеме направления токов, выбранные за 

положительные. Затем, используя правила Кирхгофа (12.4, 12.5), 

надо составить систему уравнений для токов. 

Число уравнений должно быть равно числу неизвестных. После 

решения этой системы уравнений рассчитывается напряжение на том 

участке цепи, который указан в условии задачи. Окончательный 

результат должен быть представлен в действительной форме. 

 

Задача 12.3.6 (базовая задача). Конденсатор емкостью 20 мкФ 

и резистор, сопротивление которого равно 159 Ом, соединены 

параллельно (рис. 12.4 а) с генератором переменного напряжения 

(частота ν = 50 Гц, эффективное напряжение Uэ = 120 В). 

Определить зависимость от времени силы тока в цепи I(t) и то-
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ков через конденсатор IC (t) и резистор IR (t). 
Решение 
Положим, что ЭДС зависит от времени 

как E = E0 cos(ωt), где E0 = 2 Uэ ≈ 170 В  – 

амплитуда источника ЭДС, ω = 2πν = 100π – 

круговая частота. 

1) Решение методом векторных диаграмм 

(рис. 12.4б) 

Выберем в качестве исходного направ-

ление вектора ЭДС EEEE0, поскольку напряжение одинаково на обоих 

элементах цепи.  

Вектор IR параллелен вектору EEEE0 и имеет длину RIR 0E= . По-

этому )cos()()( 0 tRtI R ω= E . 

Ввиду того, что ток через конденса-

тор опережает на 2π  напряжение E0, 

приложенное к нему, вектор тока IС пер-

пендикулярен к EEEE0 и повернут против ча-

совой стрелки, а его длина 

C
Z

I
C

C ω== 0
0

||
E

E
. Отсюда следует 

tCtCtIC ωω−=π+ωω= sin)2/cos()( 00 EE . 

Так как конденсатор и резистор со-

единены параллельно, то по первому правилу Кирхгофа полный 

ток равен сумме токов через конденсатор и резистор I = IR + IC (век-

торная сумма).  

Как видно из рис.12.4б, фаза φ полного тока I относительно EEEE0 

положительна и определяется соотношением 

tg φ = RC
I

I

R

C ω= . 

Амплитуду полного тока можно записать в виде 

2

20
22

0 )(
1

C
R

III CR ω+=+= E или, что удобнее 

ϕ+=
ϕ

= 20
0 tg1

cos R

I
I R E

. 

 

R 

E(t) 

 ~ C 

I IС IR 

 

Рис. 12.4а. Параллельная 

RC-цепь (задача 12.3.6) 

 IC 

EEEE0 IR 

ϕϕϕϕ 

I 

 

Рис. 12.4 б. Векторная 

диаграмма для параллельной 

RС цепи (задача 12.3.6) 
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Зависимость полного тока от времени будет 

)cos()( 0 ϕ+ω= tItI . 

При заданных в условии задачи значениях R, C и ν имеем 

tg φ ≈ 1, т.е. φ = π/4 или 45
0
. Подставляя эти значения и величины E0 

и ν в предыдущие соотношения, получаем 

)100cos(07,1)2cos()( 0 tt
R

tI R π≈πν=
E

 (А), 

)100sin(07,1)2sin(2)( 0 ttCtIC π−≈πνπν−= E (А), 

)4/100cos(51,1)4/2cos()( 0 π+π≈π+πν= ttItI (А). 

2) Решение методом комплексных амплитуд 

Как и в методе векторных диаграмм, для комплексных 

амплитуд токов Î0, ÎC и ÎR  можно записать следующие соотношения:  

Î0 = ÎC + ÎR , где RIR 0
ˆ E= , 2

00
ˆ πω=ω= i
C CeCiI EE . 

Амплитуда ЭДС взята в действительном виде, поскольку она 

одна, фаза ее не имеет значения и может быть положена нулевой. 

Отсюда получим:  Î0 = 






 ω+ Ci
R

1
0E  = 0E Ŷ, где Ŷ = 

ϕieY0  – 

комплексная проводимость цепи. Здесь  

tg φ RCω= ,  Y0 = ϕ+=ω+ 22

2
tg1

1
)(

1

R
C

R
, 

Окончательный результат для полного тока в комплексной 

записи будет иметь следующий вид:  

Î0 = 0E Y0
ϕie . 

Умножая полученные комплексные амплитуды на tie ω и беря 

действительную часть от этих комплексных решений, получим тот 

же результат, что и при использовании метода векторных 

диаграмм. 

Ответ:     )100cos(07,1)2cos()( 0 tt
R

tI R π≈πν=
E

 (А); 

)100sin(07,1)2sin(2)( 0 ttCtIC π−≈πνπν−= E (А); 

)4/100cos(51,1)4/2cos()( 0 π+π≈π+πν= ttItI (А). 
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Задача12.3.7. На участке цепи, изо-

браженном на рис. 12.5а, заданы величи-

ны L, R, C и сила тока через участок RC 

I2 = I0 cos ωt. Найти напряжение U(t), ток 

через катушку I1(t) и сдвиг фазы φ между 

U(t) и напряжением UC на конденсаторе. 

Решение 

Напряжение U(t) можно сразу найти, 

зная ток I2(t) и импеданс правой части 

цепи. В комплексных амплитудах: 

Û = 2
ˆ1
I

Ci
R 









ω
+ 0 0

2
2

2 22

11 i i| |( RC )ˆ ˆR e I e I
C( C )

ϕ − ϕω +
= + =

ωω
, 

где 02
ˆ II = , ϕ0 – угол фазового сдвига напряжения U(t) относительно 

тока I2(t), определяемый из соотношения
RCω

−=ϕ
1

tg 0 < 0. Беря 

действительную часть от Û tie ω , находим напряжение U(t): 

U(t) = )cos(
1)(

00

2

ϕ−ω
ω

+ω
tI

C

RC
. 

Теперь можно найти силу тока в левой части цепи  

2
)2/||(

2

2

1
ˆ1)(ˆ

ˆ 0 Ie
LC

RC

Li

U
I i π−ϕ−

ω

+ω
=

ω
= . 

Действительная часть от Î1
tie ω  дает ток I1(t): 

)2/cos(
1)(

002

2

1 π−ϕ−ω
ω

+ω
= tI

LC

RC
I . 

Чтобы найти сдвиг фазы φ между U(t) и напряжением UC(t), 
запишем выражение для комплексной амплитуды ÛC:  

2
2/

2
ˆ1ˆ1ˆ Ie

C
I

Ci
U i

C
π−

ω
=

ω
= . 

Разность фаз между найденной выше комплексной амплитудой 

Û и ÛС составляет 00
22

ϕ−
π

=






 π
−−ϕ−=ϕ . 

 

R 
U(t) 

С 

L 

I1 I2 

 

Рис. 12.5а. Схема 

электрической LCR цепи к 

задаче 12.3.7 
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Эту задачу можно легко решить и с использованием метода 
векторных диаграмм. 

Векторная диаграмма, соответствующая поставленной задаче, 

представлена на рис. 12.5б.  

В качестве исходного вектора для от-

счета углов фазового сдвига, как и выше, 

берем вектор силы тока I2. Вектор напря-

жения на резисторе UR параллелен векто-

ру I2 и имеет модуль UR = I0R. Вектор на-

пряжения на конденсаторе UC перпенди-

кулярен к I2 (повернут на 
2

π
− ) и его дли-

на 
C

I
UC ω

= 0 .  

Векторы UR, UC образуют прямоугольный треугольник. 

Поэтому амплитуда напряжения U(t) равна 

U0 = =+ 22
CR UU I0 2

2

)(

1

C
R

ω
+ . 

Модуль угла сдвига фаз между U(t) и I2(t) определяется 

равенством  

RCU

U

R

C

ω
==ϕ

1
tg 0 . 

Сам угол ϕ0 отрицателен, поскольку напряжение U(t) 

запаздывает по фазе относительно тока I2(t): 
RCω

−=ϕ
1

tg 0 < 0.  

Модуль угла сдвига фаз ϕ между U(t) и напряжением на 
конденсаторе UC(t) определяется соотношением 

0ctgtg ϕ=ω==ϕ RCUU CR . Напряжение UC(t) запаздывает по 

фазе относительно E(t), поэтому ϕ < 0 и RCω−=ϕtg .  

Амплитуда тока I1(t) равна I10 = 
L

U

L

U L

ω
=

ω
0 . Ток I1(t) в катушке 

индуктивности отстает от напряжения на ней на π/2, поэтому век-

тор I1 перпендикулярен к вектору EEEE и повернут относительно него 

на –π/2. Как видно из рис. 12.4, угол между векторами I1 и I2 по мо-

дулю равен |ϕ1| = (π/2 + |ϕ0|). Сдвиг фаз между токами I1(t) и I2(t) с 

 UR 

UC 

I1 

ϕ0 

ϕ 

I2 

U ϕ1 

 

Рис. 12.5б. Векторная диа-

грамма напряжений и токов 

(задача 12.3.7) 
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учетом отставания тока I1(t) отрицателен и равен ϕ1 = –(π/2 + |ϕ0|).  

Окончательный ответ, с учётом знака сдвига фаз, будет иметь 

следующий вид: 

Ответ: U(t) = )cos(
1)(

00

2

ϕ−ω
ω

+ω
tI

C

RC
, 

RCω
−=ϕ

1
tg 0 ; 

 )2/cos(
1)(

002

2

1 π−ϕ−ω
ω

+ω
= tI

LC

RC
I . 

 

Задача 12.3.8. Определить амплитуду и фазу напряжения U(t) 
на конденсаторе С2 (рис. 12.6). Напряжение генератора изменяется 

по закону E = E0 cos ωt. При расчёте положить С1 = С2 = С3 = С. 

Общая схема решения. Вначале опре-

делим ток Î1, протекающий через цепь RС2. 

Затем, используя соотношение Û =
2

1
ˆ

Ci

I

ω
, 

определим напряжение на конденсаторе С2. 

При расчёте будем использовать метод 

комплексных амплитуд. 

Решение 

Зададим произвольным образом поло-
жительные направления токов в ветвях цепи (стрелки на рис. 12.6). 
Используя правила Кирхгофа, запишем следующие соотношения: 

 Î = Î1 + Î2 ,  (узел С1, С2, С3); 

Ê = 
3

2

1

ˆˆ

Ci

I

Ci

I

ω
+

ω
, (контур E, С1, С3);  

(R + 
2

1

Ciω
) Î1 –

3

2
ˆ

Ci

I

ω
= 0  (контур С2, R, С3). 

Исключив ток Î и учитывая, что С1-3 = С, эти уравнения можно 
представить в следующем виде: 

0Ê  = 
Ci

II

ω
+ 21

ˆ2ˆ
; Î2 = (1 + iωRC) Î1; 

Ci

I
U

ω
= 1

ˆ
. 

Решая эту систему уравнений, получим:  

 

E(t) 

 

Рис. 12.6. Разветвленная RC-
цепь к задаче 12.3.8 
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Û = ||

2

0

)(4923

ˆ
ϕ−

ω+
=

ω+
ie

RCRCi

EE
, 

3

2
tg −=ϕ ωRC 

или, в действительных переменных:  

U(t) = 
2

0

)(49 RCω+

E
cos(ωt – |φ|). 

Ответ:  U(t) = 
2

0

)(49 RCω+

E
cos(ωt – |φ|), 

3

2
tg −=ϕ ωRC. 

 

Задача 12.3.9. Найти напряжение U(t) на конденсаторе (рис. 12.7), 
если параметры схемы таковы, что это напряжение сдвинуто по фазе 

на угол 45
0 
относительно напряжения генератора E(t) = E0 cosωt. 

Решение 

При решении этой задачи можно действовать по стандартной 
методике, используя правила Кирхгофа (см. задачу 12.3.8). Однако 
будет проще свести данную цепь к последовательной RC-цепи.  

Обозначим через Ẑ  комплексное 

сопротивление параллельно соединён-

ных элементов R и C. Тогда падение 

напряжения на этой цепи (его и нужно 

определить по условию задачи ) будет 

равно 

Û =
ZRZR

ZIZ
ˆ1ˆ

ˆˆˆ 00

+
=

+
=

EE
, 

где Ci
RZ

ω+=
1

ˆ

1
 (т.к. R и C соединены параллельно). Начальное 

значение фазы сигнала генератора можно положить равным нулю, 

поэтому Ê  равно E0 – амплитуде сигнала генератора. Учитывая это, 

получим 
Û = ϕ

ω+
=

ω+
ie

RCRCi 2

00

)(42

EE
, 

где tg ϕ = – 
2

1
ωRC. По условию задачи tg ϕ= ±1. Хотя знак фазы не 

был указан, теперь видно, что он должен быть отрицательным. То-

гда ωRC = 2, ϕ = –π/4 и 

 

 

E(t) 

 
Рис. 12.7. Электрическая 

схема цепи к задаче 12.3.9 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 418 

Û = 4/0

22

π−ie
E

. 

Амплитуда напряжения на конденсаторе равна U0 = |Û| = 
22

0E . 

Запишем полную зависимость этого напряжения от времени  

U(t) = Re(Û
tie ω
) = 

22

0E cos(ωt–π/4). 

Ответ: U(t) = 
22

0E cos(ωt–π/4). 

 
 

Задача 12.3.10. В схеме, показанной на рис. 12.8, С1 = С2 = С, 

R1 = R2 = R. Сдвиг фаз между напряжением E генератора переменного 

напряжения (круговая частота равна ω) и напряжением UAB равен 90°.  

1) При каких значениях R, C, ω это возможно?  

2) Чему при этом будет равно от-

ношение амплитуд E и UAB? 

Решение 

Зададим (произвольно) направ-

ления токов во всех участках схемы 
(см. рис. 12.8). Далее запишем урав-

нения Кирхгофа, выбрав в качестве 

переменных токи Î, Î1 и Î2.  

Î = Î1 + Î2;  (для узла C1, C2, R2); 

1

ˆ

Ci

I

ω
 + R2Î2 = Ê (для контура E, C1, R2);  

(R1 + 
2

1

Ciω
) Î1 – R2Î2 = 0 (для контура C2, R1, R2). 

Решая эту систему уравнений, найдем ток Î1, а затем напряже-

ние ÛAB = Î1R:  

0Ê =

































ω
+

+
ω R

Ci
R

Ci

2
1

1
 Î1,   

A 

B 

E(t) R2 R1~ 

I 

I2 

C1 C2

I1 
E(t) 

 
Рис. 12.8. Схема электрической 
цепи к задаче 12.3.10 
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ÛAB = RÎ1, 

или    0Ê  = {1 – 
2)(

1

RCω
 – i

RCω
3

} ÛAB = ÂÛAB 

Разность фаз Ê  и ÛAB определяется фазой комплексного мно-

жителя Â:  

tg ϕ
A

A
ˆRe

ˆIm
=










ω
−ω

−=

2)(

1
1

3

RC
RC

 . 

По условиям задачи tg ϕ = ∞, откуда следует, что ωRC = 1. При 

этом условии Ê  = – 3iÛAB = 3ÛAB 
2/π−ie . Отношение амплитуд 

E/UAB = 3, а напряжение E отстает по фазе от напряжения UAB на 
2

π
. 

Ответ: 1) ωRC = 1; 2) =
ABU

E
 3;  

Задача 12.3.11.  На рис. 12.9 представлена схема цепи. Через I(t) 
обозначен генератор тока I(t) = I0 cos ωt, I0 – амплитуда тока. 

1) Рассчитать комплексное Ẑ  и 
полное Z0 сопротивление цепи (меж-
ду точками А и В). 

2) Найти резонансную частоту ωр, 
т.е. то значение частоты, при котором 
полное сопротивление Z0 имеет экс-
тремальное значение и рассчитать Z0 
при этой частоте. 

3) Определить амплитуду напря-
жения на конденсаторе и амплитуду 
силы тока в Lr цепи при резонансе. 

4) Найти сдвиг фаз между тока-

ми, протекающими через конденсатор и катушку индуктивности 

при резонансе. 

При расчётах в пунктах 2-4 считать, что добротность 

колебательного контура 1
1

>>=
C

L

r
Q . 

C 

A 

B 

r 

L 
I(t) С 

 

Рис. 12.9. Схема электрической 
цепи к задаче 12.3.11 
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Решение 
1) Так как элементы цепи соединены параллельно, удобно 

вначале найти комплексную проводимость цепи  

Lir
CiY

ω+
+ω=

1ˆ . 

Тогда комплексное сопротивление цепи равно 

rCiLC

Lir

Y
Z

ω+ω−
ω+

==
)1(ˆ

1ˆ
2

, 

а полное сопротивление цепи  

222

222

0
)()1(

|ˆ|
rCLC

Lr
ZZ

ω+ω−

ω+
== . 

2) При Q >> 1 сопротивление цепи Z0 имеет максимальное 

значение при ωр ≈ ω0 = 
LC

1
, а реактивное сопротивление катушки 

на частоте ω0 много больше активного сопротивления r, поэтому 
r + iωL ≈ iωL. При таких упрощениях полное сопротивление при 
резонансе может быть представлено в следующем виде  

2рез
0 rQ

rC

L
Z == . 

3) При резонансной частоте ωр ≈ ω0 импеданс и амплитуда 

напряжения между точками А и В достигает максимума. Амплитуды 

токов, текущих через конденсатор и катушку, при этом могут быть 

очень велики по сравнению с I0. Но эти токи почти противофазны, и их 

векторная сумма равна  I0. Такой резонанс называется резонансом 

токов [1, §50]. 

Комплексная амплитуда силы тока в Lr цепи равна 

Lir

ZI
I L ω+

= 0ˆ . 

Отсюда, учитывая результаты пункта 2 данной задачи, 
получаем, что при резонансе токов эта величина становится равной  

rCi

I
I

p
L ω
= 0ˆ , 

а амплитуда тока равна  

0

0

0рез QI
rC

I
I L =

ω
= . 

Амплитуда напряжения на конденсаторе при резонансе равна  
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0
2рез

00
рез IrQZIUC == , 

а амплитуда тока через конденсатор 

0
рез

0
рез QICUI CC =ω= . 

4) Поскольку напряжение на конденсаторе равно напряжению на 

Lr-цепи, то  

)(ˆ1ˆ LirI
Ci

I LC ω+=
ω

. 

Отсюда находим 2ˆ ˆ ( )C LI I i Cr LC= ω −ω . Разность фаз ϕ между 

токами IC и IL равна аргументу комплексного множителя в скобках 

и при резонансе составляет 

QL

C
r

L

r 1
tg −=−=

ω
−=ϕ . 

Таким образом, при большой добротности сдвиг фаз ϕ ≈ π, т.е. токи 

через С и Lr-цепи почти противофазны. 

Ответ: 1) 
rCiLC

Lir

Y
Z

ω+ω−
ω+

==
)1(ˆ

1ˆ
2

, 
222

222

0
)()1( rCLC

Lr
Z

ω+ω−

ω+
= . 

2) ωр ≈ ω0 = 
LC

1
; 2рез

0 rQ
rC

L
Z == . 

3) 0
рез QII L = , 0

2рез IrQUC = . 

4) 
Q

1
tg −=ϕ . 

 

Задача 12.3.12.  Схема цепи изображена на рис. 12.10. Здесь 

E(t) = 0E cos ωt. Определить: 

1) При какой частоте генератора ω сила тока I в цепи 
минимальна? Чему равна амплитуда силы тока при этой частоте? 

2) При какой частоте сила тока I максимальна? Чему равна при 

этом амплитуда силы тока? 

Из решения исключить очевидные случаи (ω → 0) и (ω → ∞). 

При расчёте положить С1 = С2 = С; R L C>> , R >> r 
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Решение 

1) Сила тока в цепи C2L ми-

нимальна при 1 0 21p LCω = ω =  

(резонанс токов, см. предыду-

щую задачу 12.3.11). Сопротив-

ление конденсатора C1 на этой 

частоте равно ( )01 C L Cω =  и 

существенно меньше R (см. условие задачи). Амплитуда силы тока 

через источник ЭДС будет равна RI 00 E= , т.к. r << R, а сопротив-

ление цепи LC2 (параллельное соединение) на частоте ω0 равно 

бесконечности. Очевидно, что при этом ток совпадает с E(t) по фа-

зе. 

2) Для определения второй резонансной частоты вычислим 

комплексное сопротивление всей цепи. Для упрощения расчетов 

пренебрежем влиянием резистора R, т.е. положим R = ∞. Влияние 

этого резистора необходимо учитывать только при частотах ω, 

близких к ω0, когда сопротивление параллельного контура C2L 

становится большим. В таком приближении комплексное 

сопротивление всей цепи равно 

)1(

)1)((ˆ

2
2

2

21
2

LCC

CCLi
rZ

ω−ω
−+ω

+= . 

Из этого соотношения видно, что |ˆ| Z  имеет минимум 

|ˆ| Z min = r, который получается на второй резонансной частоте 

)(

1

21

2
CCL

p
+

=ω . 

Амплитуда силы тока при этой частоте равна  

r
I 0

0

E
= , 

и ток совпадает с E(t) по фазе. Этот случай соответствует резонансу 
напряжений, т.к. амплитуды напряжений на всех участках цепи r, 

C1, R, C2 и L будут максимальны.  

Убедимся теперь в обоснованности использованного прибли-

жения R → ∞. Действительно, импеданс цепочки LC2 на частоте ωр2 

 

R 
~ L 

r 

C2 

C1 

E(t) 

 
Рис. 12.10. Схема электрической  

цепи к задаче 12.3.12 
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будет равен 2L C , что существенно меньше R по условию зада-

чи. 

Ответ: 1) Сила тока минимальна при 1 0 1p LCω = ω = , 

RI 0min0 E= . 

  2) Сила тока максимальна при 2 1 21p L( C C )ω = + , 

rI 0max0 E= . 
 

Расчет фазовращателей и мостовых схем 

Задача 12.3.13. На рис. 12.11а представлена схема простейшего 

фазовращателя (R1 = R2 = R, С1 = С2 = С). Определить амплитуду 

UАВ и фазу ϕ0 выходного напряжения, действующего между точка-

ми А и В, относительно входного напряжения. 

Решение 

Рассмотрим векторную диаграмму напряжений (рис. 12.11б). 

В каждой из параллельных цепей векторы напряжений на соот-

ветствующем конденсаторе и на резисторе всегда взаимно перпен-

дикулярны, т.к. напряжение на конденсаторе отстает от напряжения 

на сопротивлении на 90°. Поскольку в сумме эти два вектора со-

ставляют постоянный вектор EEEE, то точки А и В лежат на окружности 

с диаметром E, а UАВ = E, поскольку прямая АВ проходит через 

центр этой окружности и также является ее диаметром. 

Угол ϕ между вектором EEEE и вектором напряжения на резисторе 

 

 

 

 

~ 
 
E(t) 

UАB А B 

R1 

R2 C1 

C2 

 

D 

E 
 

а 

  A 

 B 

 ϕ 
 ϕ 
 2ϕ 

UR2 

 

UC2 
 

UC1 

 

UR1 

EEEE    

Е D O 

 
 

б 

Рис. 12.11. а – электрическая схема фазовращателя на основе RC-цепей;  

      б – векторная диаграмма напряжений фазовращателя (задача 12.3.13) 
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UR1 определяется соотношением tg φ = 
RCU

U

R1

C1

ω
=

1
. Угол AOE по-

ворота вектора выходного напряжения UАВ относительно входного 

EEEE  вдвое больше угла ABE и равен ϕ0 = 2φ. 

Этот же результат легко получить и методом комплексных ампли-
туд. Ток, протекающий через каждую из RC-цепей, одинаков и равен 

C

i
R

I

ω
−

= 0
ˆ

ˆ E
. 

Напряжения в точках А и В относительно нижнего проводника 

схемы, соответственно, равны ÛА = RÎ, ÛB = 
Ci

I

ω

ˆ
. Выходное 

напряжение равно  

ÛAB = ÛA – ÛB = 0

00
ˆˆ ϕ=

ω
−

ω
+

ie

C

i
R

C

i
R

EE . 

Модуль дроби в данном выражении равен 1, поэтому 

амплитуда выходного напряжения равна E0. Сдвиг фаз равен 

ϕ0 = 2φ, где tg φ = 
RCω
1

. 

Ответ: UAB = E0; ϕ0 = 2 arctg 
RCω
1

. 

 

Задача 12.3.14. Мостовая схема, изображённая на рис. 12.12 а, 

используется для измерения индуктивности. Мост считается сба-

лансированным, когда разность потенциалов (напряжение) между 

точками А и В равна нулю. Найти индуктивность L как функцию R 

и С, используя условие баланса (UAB = 0). 

Решение 

Для достижения баланса в произвольном мосте (рис. 12.12 б) 

необходимо выполнение следующего условия. Так как напряжение 

на цепи ( Ẑ 1+ Ẑ 2) и ( Ẑ 3+ Ẑ 4) равны, то для равенства напряжений в 

точках А и В необходимо, чтобы 
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Î1 Ẑ 1 = Î 2 Ẑ 2 и Î 1 Ẑ 2 = Î 2 Ẑ 4, 

где I1 и I2 – токи в левой и правой цепи.  Из этих соотношений сле-

дует условие баланса моста 

Ẑ 1 Ẑ 4 = Ẑ 2 Ẑ 3.  

В нашем случае Ẑ 1 = r + iωL,  Ẑ 2 = Ẑ 3 = R, Ẑ 4 = 
1

1i C Rω +
.  

Тогда Ẑ 2 Ẑ 3 = R2
, Ẑ 1 Ẑ 4 = 

1/ C

r i L

i C R

+ ω
ω +

 = 
(1 / )

1

C

C

rR i L r

i CR

+ ω
+ ω

= 

        = Ẑ 2 Ẑ 3 = R2
. 

Отсюда следует, что 
r

Lω
 = ωCRC. 

Таким образом, L = rCRC , где rRC = R2
. И, окончательно, 

L = CR2
. 

Ответ: L = CR2
. 

 

 

~ 
R 

RC C R 

r 

L E(t) 
A B 

 
а 

К

E С

К

E С

К

E С

К

E С 

 

A 

Z1 

B 

Z3 

Z2 Z4 

E(t) I1 I2 
~ 

 
б 

 
Рис. 12.12 а – схема электрического моста; б – обобщённое представление мостовых 

схем, кроме Т-мостов (к задаче 12.3.14) 
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Задачи типа 12.3  

Определение мощности в цепях переменного тока 

Метод решения. Мощность на участке цепи переменного тока 

определяется соотношением (12.7) Р = UэIэ cos φ. Здесь Uэ и Iэ – 

эффективные значения напряжения на данном участке и тока через 

него, а φ – сдвиг фаз между током и напряжением. Для решения за-

дач этого раздела необходимо найти соответствующие напряжения 

и токи, что рассматривалось в задачах раздела 12.2.1. В данном раз-

деле эффективные значения будут далее обозначаться без индекса, 

амплитудные значения – с нижним индексом "0". Это же относится 

к модулям векторов на векторных диаграммах. Комплексные ам-

плитуды, как и ранее, обозначаются значком "^" над символом.  

 

Задача 12.3.15.  Катушка с индуктивностью L = 0,318 Гн и ак-

тивным сопротивлением R = 100 Ом подключена к источнику сину-

соидального напряжения с частотой 50 Гц, эффективное значение ко-

торого E = 120 В. Определить мощность, выделяемую в цепи. 

Решение 

Полная мощность, выделяемая в цепи переменного тока, равна 

мощности источника ЭДС P = EI cosφ. Здесь E и I – эффективные 

значения ЭДС и силы тока, а φ – сдвиг фазы между этими величи-

нами. В последовательной цепи импеданс равен 222 LRZ ω+= , 

сила тока ZI E= , а сдвиг фаз между ЭДС и током cos φ = R Z . 

Используя эти соотношения, получаем мощность  

P
222

2

LR

R

ω+
=

E
. 

В рассматриваемом случае P = 72 Вт. 

Ввиду того, что вся мощность выделяется только на активном 

сопротивлении, ее можно также найти из выражения P = I 2R. 

Ответ: P = 
222

2

LR

R

ω+
E

 = 72 Вт. 

 

Задача 12.3.16. Катушка с индуктивностью L и активным со-

противлением r соединена последовательно с резистором (сопро-

тивление равно R) и подключена к источнику переменного напря-

жения частоты ω и с эффективным напряжением E. При каком зна-
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чении сопротивления R в цепи будет выделяться максимальная теп-

ловая мощность и чему она равна? 

Решение 

В последовательной цепи будет течь ток с комплексной ампли-

тудой 

ϕ+
⋅

+
=

ω++
=

tg1

1ˆ 00

irRLirR
I

EE
,  

где tg φ = 
rR

L

+
ω

 – сдвиг фаз напряжения и тока в цепи, EE 20 = – 

амплитуда ЭДС источника тока. Полная мощность, выделяемая в 

цепи, равна: 

ϕ
+

=
ϕ+

⋅
+

=+=+= 2

2

2

2
2

2 cos
tg1

1
)(ˆ

2

1
)(

rRrR
rRIrRIP

EE
 =  

ϕ
ω

=ϕϕ
ω

= 2sin
2

costg

2

2

2

LL

EE
. 

Максимум Р достигается при φ = π/4, в этом случае tg φ = 1. 

Отсюда получаем, что максимальная тепловая мощность достига-

ется при R = ωL – r. 

Ответ: R = ωL – r; Pмакс = 
Lω2

2
E

. 

Дополнение. Для решения можно использовать результат пре-

дыдущей задачи  

P
222

2

LR

R

ω+
=

Σ

ΣE
, 

где RΣ = R + r – полное активное сопротивление цепи. Приравнивая 

нулю производную 
Σ∂

∂
R

P
, находим, что мощность имеет максимум 

при RΣ = ωL, откуда следует R = ωL – r. 

 

Задача 12.3.17. Цепь, состоящую из последовательно соеди-
нённых сопротивления R и катушки индуктивности с неизвестным 
активным сопротивлением r, подключили к источнику синусои-
дального напряжения с ЭДС E. Найти тепловую мощность, выде-
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ляющуюся в катушке, если эффективные значения напряжений на 
сопротивлении и катушке равны, соответственно, UR и UL . 

Решение 

Мощность, которую надо определить, равна Р = ULI cos φ. Ток 

в цепи равен I = 
R

UR . Отсюда Р = 
R

UU LR cos φ. 

Чтобы найти косинус сдвига фаз между током и напряжением 

на катушке индуктивности cosϕ, рассмотрим векторную диаграмму 

данной цепи (рис. 12.13).  

Выберем за исходное направ-

ление вектор тока I. Вектор напря-

жения на катушке UL складывается 

из вектора Ur напряжения на ее ак-

тивном сопротивлении r, который 

параллелен I, и вектора UL0 напря-

жения на ее чисто индуктивном 

компоненте, который перпендику-

лярен I, поскольку UL0 опережает I 

на π/2.  

Вектор UL в сумме с вектором 

UR напряжения на сопротивлении R 

должен равняться вектору ЭДС, приложенной к цепи: EEEE = UL + UR. 

Возведём в квадрат правую и левую части этого равенства:  

E
2 
= UL

2
 + UR

2
 + 2 (ULUR) = UL

2
 + UR

2
 +2ULUR cos φ. 

Выражая отсюда cosϕ и подставляя в выражение для мощно-

сти, окончательно получаем:  PL= 
R2

1
(E

2
 – UL

2
 – UR

2
). 

Ответ: PL= 
R2

1
(E

2
 – UL

2
 – UR

2
).  

 

Задача 12.3.18. К источнику синусоидального напряжения с 

амплитудой E0 подключили последовательно соединённые сопро-

тивление R и катушку с активным сопротивлением. Найти мощ-

ность, потребляемую катушкой, если разность фаз между током в 

цепи и напряжением источника равна φ, а падение напряжения на 

сопротивлении R и катушке равны по величине 

 

 Ur 

EEEE    

φ 

I 

UR 

UL0 UL 

 

Рис. 12.13. Векторная диа-

грамма напряжений к задаче 

12.3.17 
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Решение 

1) Способ 1. Решение методом векторных диаграмм 

Используем результат, полученный в задаче 12.3.17: 

PL= 
R2

1
(E

2
 – UL

2
 – UR

2
) = 

R2

1
(E

2
 – 2U 2

) . 

где учтено, что в нашем случае UL = UR = U, а E = 20E . Для оп-

ределения U используем векторное равенство UL = EEEE – UR 

(рис. 12.13) и тот факт, что напряжение на резисторе и ток в цепи 
совпадают по фазе. Тогда  

UL
2 
= E

2
 + UR

2 
– 2 EEEE⋅UR = E

2
 + UR

2 
– 2EUR cosφ, 

где φ – сдвиг фаз между током и напряжением источника. Ис-

пользуя условие UL = UR = U, получим: U = 
ϕcos2

E
. Окончатель-

но, опуская промежуточные выкладки, получим:  

РL = )tg1(
8cos2

1
1

4

2
2
0

2

2
0 ϕ−=









ϕ
−

RR

EE
. 

2) Способ 2. Аналитическое решение. 

Пусть r – неизвестное активное сопротивление катушки, ω – 
круговая частота тока, L – индуктивность. Поскольку напряжения 
на сопротивлении R и катушке равны по величине, их импедансы 
также равны:  

222 LrR ω+= . 

Сдвиг фаз между напряжением и током в последовательной LR це-

пи определяется очевидным соотношением  

rR

L

+
ω

=ϕtg . 

Решая совместно систему этих двух уравнений, находим  

ϕ+
ϕ−

=
2

2

tg1

tg1
Rr , 

ϕ+
ϕ

=ω
2tg1

tg2
RL . 

Учитывая, что импеданс всей цепи равен 222)( LrRZ ω++= , 

а ток 
Z

I
E

= , мощность, выделяемая на катушке, будет равна 
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P = )tg1(
8)(

2
2
0

222

2
2 ϕ−=

ω++
=

RLrR

r
rI

EE
. 

Ответ: РL= )tg1(
8

2
2
0 ϕ−
R

E
. 

 

Задача 12.3.19. Найти суммарную среднюю мощность обоих 

источников переменной ЭДС для схемы с элементами R, L, C, пока-

занной на рис. 12.14. ЭДС источников равны E1(t) = E10 cosωt; 

E2(t) = E20 sinωt, ω = 1/ LC , стрелки на источниках указывают по-

ложительное направление ЭДС. 

Решение 

Введем комплексные ампли-

туды ЭДС, положив начальную 

фазу первой ЭДС равной нулю. 

Тогда, учитывая, что E2 отстает от 

E1 на π/2, запишем:  

1Ê = E10, 20
2/

202
ˆ EEE ie i −== π− . 

Используем метод контурных токов. Выберем направления 

контурных токов в левой и правой половине контура (пунктир на 

рис. 12.14) и запишем уравнения Кирхгофа, обходя контуры по на-

правлению токов 

10211 )ˆˆ(
1ˆ E=+
ω

+ω II
Ci

ILi ,  20212 )ˆˆ(
1ˆ EiII
Ci

IR −=+
ω

+ . 

Учитывая, что, по условию задачи, ω = 1/ LC , из первого 

уравнения сразу получаем 

102
ˆ ECiI ω= . 

Суммарная мощность P обоих источников ЭДС выделяется в 

виде тепла на резисторе R: 

RCRIPPPP R
2

10

2

221 )(
2

1ˆ
2

1
Eω===+= . 

Ответ: RCP 2
10 )(

2

1
Eω= . 

Дополнение. Найдем среднюю мощность P1,2 каждого источника 

 

 

L 
C 

R 

E1 E2 
 

~ ~ Î1 Î2 

 

Рис. 12.14. Электрическая схема 

цепи к задаче 12.3.19 
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ЭДС. Согласно (12.16), мощность второго источника равна 

2010
*
222

2

1
)ˆˆRe(

2

1
EECIUP ω−== . 

Мощность первого источника Р1 можно найти из закона сохра-

нения энергии 

RCPPP R
2

1021 )(
2

1
Eω==+ , 

откуда следует 

[ ]RCCPPP R
2

10201021
2

1
EEE ω+ω=−= . 

Средняя мощность Р2 получилось отрицательной, поскольку при 

заданных фазовом сдвиге источников ЭДС направление тока через 

второй источник противоположно знаку его ЭДС за счет работы пер-

вого источника, мощность которого всегда положительна. 

Мощность первого источника Р1 можно определить и непо-

средственно, найдя ток Î1 из второго уравнения приведенной выше 

системы: 







ω

+ω+ω= )
1

(ˆ
10201 Ci

RCCI EE ,

[ ]RCCIP 2
102010

*
111

2

1
)ˆˆRe(

2

1
EEEE ω+ω== . 

§ 12.4 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 12.4.1. Резистор (сопротивление R = 100 Ом) и катушка 

индуктивности (L = 0,318 Гн) соединены последовательно и вклю-

чены в цепь переменного тока (эффективное напряжение Uэ =120 В, 

частота ν =50 Гц). Определить зависимость от времени тока в цепи 

I(t) и напряжений на индуктивности UL(t) и резисторе UR(t). 

Ответ: UR(t) = 120 cos(314t – π/4) (В),  

UL(t) = 120 cos(314t + π/4) (В), 

I(t)    = 1,2 cos(314t – π/4) (А). 

 
Задача 12.4.2. Определить полное сопротивление цепи Z0 и 

тангенс сдвига фаз tgφ между напряжением источника переменного 
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тока (частота ω) и полным током в цепи, если резистор R и катушка 
индуктивности L подключены к источнику параллельно. 

Ответ: Z0 = 
ϕ+ 2tg1

R
,  tg φ = +

R

Lω
; 

 

Задача 12.4.3. Катушка с сопротивлением 10 Ом и индуктивно-
стью L включена в цепь переменного тока с частотой 50 Гц. Опреде-
лить индуктивность катушки, если известно, что сдвиг фаз между 
током и напряжением равен 60°. 

Ответ: L = 0,055 Гн. 

 

Задача 12.4.4. Индуктивность L = 0,0184 Гн и резистор R соеди-
нены параллельно и включены в цепь переменного тока частотой 
50 Гц. Найти величину R, если известно, что сдвиг фаз между током 
и напряжением равен 60

0
. 

Ответ: R = 10 Ом. 

 

Задача 12.4.5. Конденсатор с емкостью 1 мкФ и резистор с со-
противлением 1000 Ом включены в цепь переменного тока (частота 
50 Гц). Найти полное сопротивление цепи, если конденсатор и рези-
стор включены:  

1) последовательно; 2) параллельно. 

Ответ:  1) Z0 = 3340 Ом;  2) Z0 = 954 Ом. 

Задача 12.4.6. Имеются две цепи. В первой генератор перемен-
ного напряжения, индуктивность L и резистор R соединены последо-
вательно. Во второй – источник переменного напряжения с той же 
частотой, конденсатор (емкость – С) и резистор R соединены парал-
лельно. При каком соотношении между L, C и R сдвиг фаз между то-
ком и напряжением генератора в обоих случаях будет одинаков по 
абсолютной величине? 

Ответ:  L = CR2
. 

Задача 12.4.7. Источник переменного напряжения (E(t)= E0 cos ωt, 
E0 = 200 В), конденсатор и резистор (R = 50 Ом) соединены в последо-

вательную цепь. Определить разность фаз между током и напряжени-
ем источника, если амплитуда тока в цепи равна 2 А. 

Ответ: Ток отстает на угол φ = 60
0
. 
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Задача 12.4.8. Резистор R и индуктивность L соединены парал-
лельно и включены в цепь переменного тока с эффективным напря-

жением E = 400 В и частотой ν = 50 Гц. 

Найти сопротивление R и индуктивность L, если известно, что 
мощность Р, поглощаемая в этой цепи, равна 400 Вт. Сдвиг фаз меж-
ду током и ЭДС источника равен 45

0
. 

Ответ: 1) 
P

R
2
E

=  = 400 Ом. 2) 
ϕπν

=
tg2

R
L  = 1,27 Гн. 

 

Задача 12.4.9. В цепь переменного тока с эффективным напря-

жением E = 200 В и частотой 50 Гц включена катушка, обладающая 

как индуктивностью, так и активным сопротивлением. Сдвиг фаз 
между током и напряжением равен 15

0
. Определить индуктивность 

катушки, если известно, что она поглощает мощность Р = 400 Вт. 

Ответ: ϕ
ω

= 2sin
2

2

P
L

E
 = 0,08 Гн. 

 

Задача 12.4.10. Последовательный RLC контур (R = 100 Ом, 

L = 1 Гн, C = 1 мкФ) подключён к генератору переменного напряже-

ния (частота ν = 50 Гц). Найти сдвиг фаз между током и напряжени-

ем на концах всей цепи. 

Ответ: �88=ϕ . Ток опережает по фазе напряжение. 

 

Задача 12.4.11. В последовательный контур включён генератор 
переменного напряжения с амплитудой 1,5 В. Амплитуда напряже-
ния на конденсаторе при резонансе равна 30 В. Определить доброт-
ность контура. 

Ответ: Q = 20. 

 

Задача 12.4.12. Определить добротность Q последовательного 

rLC контура (r = 10 Ом, C = 1000 пФ), если его резонансная частота 

νр = 159,2 кГц. 

Ответ: 100
2

1

p

=
πν

=
RC

Q . 
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Задача 12.4.13. Определить ёмкость С, которую надо вклю-

чить последовательно с катушкой (активное сопротивление 

r = 10 Ом, индуктивность L = 3,185 мГн), для того, чтобы цепь 

была настроена в резонанс при частоте ν0 = 50 кГц. Найти доб-

ротность контура Q и напряжение на конденсаторе UС при резо-

нансе, если к контуру приложено напряжение с амплитудой 

Е0 = 1 В. 

Ответ: C = 3185 пФ, Q = 100, UС = 100 В. 

 

Задача 12.4.14. В последовательном rLC контуре при частоте 

генератора ω1 и ω2 (ω2 > ω1) амплитуды силы тока оказались равны-

ми и в n раз меньше амплитуды тока при резонансе. Найти доброт-

ность Q этого контура. 

Ответ: 12

12

21 −
ω−ω

ωω
= nQ . 

 
 

Задача 12.4.15. Схема цепи, в кото-

рой может наблюдаться резонанс токов, 

представлена на рис. 12.15. Здесь 

E(t) = E0 cos ωt, E0 = 100 В. Параметры это-

го параллельного контура равны: 

r = 5 Ом, L = 100 мкГн, С = 100 пФ.  

1) Найти резонансную частоту pΩ , добротность Q и полное 

сопротивление Z0 при резонансе. 
2) Рассчитать амплитуды токов I, I1, I2 при резонансе.  

Ответ:  1) 7
0

1 рад
10

с
p

LC
Ω ≈ ω = = ;         100

2

1
==

C

L

r
Q ; 

                  Ом102 52
0 == rQZ . 

 

Задача 12.4.16. 1) Покажите, что 

ток I в цепи, изображённой на рис. 12.16, 

не зависит от частоты ω, если R, L и С 

подобраны так, что RC = L/R. 

E(t) = E0 cos ωt. 
2). Какова разность фаз ϕ между на-

пряжением на конденсаторе UC и E(t) 

 

 

 

 

E(t) ~ 
r r 

CI L

I1 I2 

 

Рис. 12.15. Электрическая 

схема цепи к задаче 12.4.15 

 

 

 

 

 

E(t) ~ 
R 

R 

C 

L 
 

Рис. 12.16. Схема RLC-цепи к 

задаче 12.4.16  
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E(t) 
~ R 

L I 
R 

L 

A 

B  

Рис. 12.17. Электрическая схема 

цепи к задаче 12.4.17 

 

 

 
 

E(t) ~ R 
L 

С 

 

Рис. 12.18. Электрическая схема 

цепи к задаче 12.4.18 

 

 

 
 

E1(t) ~ 

R 

L C 

E3(t) ~ E2(t) ~ 

 

Рис. 12.19. Электрическая схема 

цепи к задаче 12.4.19 

 

при RC = L/R ? 

Ответ: tg φ = –ωRC = –ωL/R. UC отстает от E(t). 
 

Задача 12.4.17. Сдвиг фаз между 

напряжением E(t) генератора 

переменного напряжения и напряже-

нием UAB равен 90°
 
(рис. 12.17).  

1) При каких значениях R, L, ω 

это возможно?  

2) Чему при этом будет равно 

отношение амплитуд UAB и E? 

Ответ:  1) R = ωL; 2) E/UAB = 3.  
 

Задача 12.4.18. В схеме, 

изображённой на рис. 12.18, сдвиг фаз 

между ЭДС источника переменного 

напряжения (E = E0 cos ωt) и током через 

него равен нулю. Определить частоту 

колебаний ω. 

Ответ:  ω2
 = 







 −1
1

2CR

L

LC
. 

 

Задача 12.4.19. Найти среднюю 

по времени мощность, суммарно 

развиваемую всеми тремя 

источниками переменной ЭДС на 

частоте ω = 1/ LC (рис. 12.19). 
ЭДС источников: 

E1(t) = E3(t) = E0 cos ωt;  E2(t) = E0 sin ωt..  
Стрелки у источников указывают 

положительное направление ЭДС. 

Ответ: RCUP 2
0 )(ω= . 

 



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ. МЕТОДИКА  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧ 436 

 

E(t) 
~ 

R 

L 

L 

R 

A B 

 

Рис. 12.21.Схема фазовра-

щателя на основе RL-цепей 

(задача 12.4.21) 

Задача 12.4.20. Покажите, что напря-

жение UAB между точками А и В (рис. 12.20) 

равно нулю при одновременном выполне-

нии следующих условий: 

(r1/r2) = (R1/R2) + (C1/C2); 
Ответ: ω = (R1R2C1C2)

–1/2
. 

 

Задача 12.4.21. На вход схемы, изо-

бражённой на рис. 12.21, подается сину-

соидальная ЭДС (частота ω, амплитуда 

E0). Определить амплитуду и сдвиг фазы выходного напряжения 

между точками В и А (UBA = ϕB – ϕA) 

относительно фазы ЭДС в зависимости от 

величины сопротивления R. 

Ответ:  
1) Амплитуды входного и выходного 

напряжений совпадают. 
2) Сдвиг фаз равен 2φ, где 

tg φ = ωL/R (UBA опережает ЭДС). 
 

 

Литература к главе 12 

1. Матвеев А.Н. Электричество и магнетизм – М.: Оникс 21 век, 
2005, §§ 48-51. 

2. Сивухин Д.В. Общий курс физики. Электричество. – М., Физ-
матлит, 2006, §§ 127-132, 137. 

3. Калашников С.Г. Электричество. – М.: Физматлит, 2003, §§217-
228. 

4. Тамм И.Е. Основы теории электричества. – М.: Физматлит, 
2003, § 77-80. 

 

 

E(t) ~ 
C 

R2 

I 

r2 
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Рис. 12.20. Электрическая 

схема моста к задаче 12.4.20 
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