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Âìåñòî ïðåäèñëîâèÿ

Äîðîãîé ÷èòàòåëü! Òû äåðæèøü â ñâîèõ ðóêàõ íå ñîâñåì îáû÷íîå ïîñîáèå ïî ôèçèêå.
Îñíîâíîå ìåñòî â íåì çàíèìàåò ðàçãîâîð î ôèçè÷åñêîì ïðèëîæåíèè îäíîãî èç ñàìûõ
èíòåðåñíûõ è çàãàäî÷íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè � äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Öåíòðàëüíûìè ïîíÿòèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíàÿ è
èíòåãðàë, è ýòè ïîíÿòèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ ôèçèêîé, ñ çàêîíàìè îêðóæàþùåé íàñ ïðè-
ðîäû. Ñîçäàííîå âïåðâûå È. Íüþòîíîì è Ã. Ëåéáíèöåì âî âòîðîé ïîëîâèíå XVII
â., íîâîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòèêè íà ïðîòÿæåíèè äâóõ ïîñëåäóþùèõ ñòîëåòèé ïî-
ëó÷èëî áóðíîå ðàçâèòèå, áóäó÷è â öåíòðå âíèìàíèÿ âåëè÷àéøèõ ó÷åíûõ: Ýéëåðà,
Ãàóññà, Ëàãðàíæà, Ëàïëàñà, Êîøè, Ðèìàíà, Âåéåðøòðàññà, Ïóàíêàðå è ìíîãèõ, ìíî-
ãèõ äðóãèõ. Ñîâðåìåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ îãðîìíîå
êîëè÷åñòâî íàïðàâëåíèé, êîòîðûì ïîñâÿùåíû ñîòíè êíèã. Íåñîìíåííî, îíî ñòîèò â
ðÿäó íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

Îäíàêî íå íóæíî çàáûâàòü, ÷òî îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ áûëè
ðàçðàáîòàíû Íüþòîíîì ïðè èññëåäîâàíèè èìåííî ôèçè÷åñêîé çàäà÷è î äâèæåíèè
ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà. Âïîñëåäñòâèè ìíîãèå âîïðîñû èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû è ðàçðåøåíû
ôèçèêàìè, êîòîðûå ïûòàëèñü ïîñòðîèòü àäåêâàòíîå îïèñàíèå ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé.
Ïîýòîìó ïîïûòêà îïåðåòüñÿ â èçó÷åíèè ïðîèçâîäíûõ íà èõ ôèçè÷åñêîå ïðèëîæåíèå
ïðîäèêòîâàíà èñòîðèåé ìàòåìàòèêè è, åñëè õîòèòå, ñàìîé ñóùíîñòüþ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Èìåííî ýòî àâòîð è ïîïðîáîâàë ñäåëàòü â íàñòîÿùåì ïîñîáèè,
ïðåäëîæèâ ÷èòàòåëþ çíàêîìñòâî ñ ðÿäîì èíòåðåñíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ïîäðàçóìå-
âàþùèõ èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäíûõ.

Íè äëÿ êîãî íå ñåêðåò, ÷òî íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà î÷åíü òÿæåëî äàþòñÿ
ìíîãèì ðåáÿòàì. Óñâîèâ ôîðìàëüíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòåïåííûõ ôóíê-
öèé è ñèíóñîèä, îíè çà÷àñòóþ íå îòäàþò ñåáå îò÷åò, ÷ò�î çà ýòèìè ïðàâèëàìè ñòî�èò.
Â ïîäîáíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå êàæóòñÿ øêîëüíèêàì (à òàêæå è íåêîòîðûì ñòó-
äåíòàì) ÷åì-òî ñîâåðøåííî àáñòðàêòíûì, è îíè ÷óâñòâóþò åñòåñòâåííóþ íåïðèÿçíü
ê íîâîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó ÿçûêó. Ñõîäíûå ïðîáëåìû èñïûòûâàë è ñàì àâòîð.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñåì õîðîøî èçâåñòíà íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííîñòü øêîëüíîãî
êóðñà ôèçèêè, êîòîðàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîèñòåêàåò èç íåîáõîäèìîñòè èñïîëü-
çîâàòü â íåì òîëüêî �ýëåìåíòàðíóþ� ìaòåìàòèêó. Àâòîð íè â êîåì ñëó÷àå íå õî÷åò
ýòèì ñêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòàðíóþ ôèçèêó èçó÷àòü íå íóæíî; áîëåå òîãî, îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíäàìåíòîì, áåç êîòîðîãî ïî÷òè íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ïîíèìàíèå îáùåé è
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è çàíèìàòüñÿ âïîñëåäñòâèè ñîáñòâåííîé íàó÷íîé ðàáîòîé. Â
ðàìêàõ ýëåìåíòàðíîãî êóðñà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàññà èíòåðåñíûõ è êðàñèâûõ çàäà÷,
íàïðàâëåííûõ íà òðåíèðîâêó ôèçè÷åñêîé èíòóèöèè, ôèçè÷åñêîãî ÷óòüÿ. Â ïðèëîæå-
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íèè âû íàéäåòå îòäåëüíûå ïðèìåðû, ïîçàèìñòâîâàííûå èç óñëîâèé Âñåðîññèéñêèõ
Îëèìïèàä è çàäà÷íèêà �Êâàíò�, à òàêæå ïðåäëîæåííûå êîëëåêòèâîì ïðåïîäàâàòå-
ëåé ÂÔÒØ ïðè ÔÀËÒ ÌÔÒÈ. Èñïîëüçóéòå èõ â êà÷åñòâå íåáîëüøîé ðàçìèíêè è
ïðîâåðêè óðîâíÿ ñâîèõ çíàíèé.1)

Âñå âêëþ÷åííûå â ïðèëîæåíèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ �ýëåìåíòàðíûìè� ìåòîäàìè;
ïðàâäà èíîãäà îíè òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ �ãîòîâûõ� ôîðìóë (íàïðèìåð äëÿ ÊÏÄ
öèêëà Êàðíî), âûâîä êîòîðûõ íåâîçìîæåí áåç ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è îáû÷íî íå
äàåòñÿ â øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè. È òåì íå ìåíåå. . . Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò
�íåïðåîäîëèìûå� ïðåãðàäû � âñïîìíèì õîòÿ áû äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñîïðî-
òèâëåíèÿ, çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè. À âîçüìåì, ê ïðèìåðó, ñëèâ âîäû èç âàííîé èëè
íàïîëíåíèå áà÷êà. Ýòè ïðîöåññû íå ïîääàþòñÿ îïèñàíèþ â òåðìèíàõ ñðåäíåé ñêîðî-
ñòè, ðàâíîìåðíîãî èëè ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ è äðóãèõ ñðåäñòâ èç �øêîëüíîãî�
àðñåíàëà. È ÷àñòî âîçíèêàåò ñèëüíîå æåëàíèå �çàãëÿíóòü çà øèðìó� è óçíàòü, êàê
æå âñå-òàêè ñìîäåëèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêè ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ. Íàñòîÿùåå ïîñîáèå
ïðèçâàíî ïîìî÷ü âàì íåìíîãî ýòîìó íàó÷èòüñÿ.

Ïîñîáèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïÿòü ãëàâ. Â íèõ ïîñëåäîâàòåëüíî èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â ôèçè÷åñêèõ
çàäà÷àõ. Ïðè ýòîì î÷åðåäíûå ãëàâû è ðàçäåëû êàê ïðàâèëî ïðåäïîëàãàþò çíàíèå
ìàòåðèàëà ïðåäûäóùèõ. Â ãëàâå 1 äàåòñÿ îáçîð òèïè÷íûõ çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòî-
ðûõ èññëåäîâàòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ
âåëè÷èí. Òàê âîçíèêàþò, ñîáñòâåííî, ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà. Â ãëàâå 2
îáñóæäàåòñÿ âàæíûé âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ìåæäó äèñêðåòíûìè è íåïðåðûâíûìè
ìîäåëÿìè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Íà îñíîâå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò äèñêðåòíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ê íåïðåðûâíîìó âûâîäÿòñÿ êëþ÷åâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðàâèëà, ñâÿçàí-
íûå ñ äèôôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì. Òàê, ââîäÿòñÿ â óïîòðåáëåíèå ýêñïîíåíöè-
àëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè, ñòîëü ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ôèçèêå, îïðåäå-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû è ò.ï. Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà îáùåé
ôèëîñîôèè èñïîëüçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â ôèçèêå. Â êà÷åñòâå èë-
ëþñòðàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè, òåðìîäè-
íàìèêè è ýëåêòðè÷åñòâà, ñ êîòîðûìè ñòóäåíòû îáû÷íî èìåþò äåëî íà ïåðâîì êóðñå
ëþáîãî òåõíè÷åñêîãî ÂÓÇà. Â ñëåäóþùåé çà ýòèì ãëàâå 4 àâòîð çíàêîìèò ÷èòàòå-
ëÿ ñ ðÿäîì ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ïîäðàçóìåâàþùèõ íàïèñàíèå è ïîñëåäóþùåå ðåøå-
íèå ïðîñòåéøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïî õîäó èçëîæåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ
âûâîä îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Çà-
êëþ÷èòåëüíàÿ ãëàâà 5 ñîñòàâëåíà èç ÷åòûðåõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê áîëåå ñëîæíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Â ïðîöåññå èõ ðåøåíèÿ äåìîíñòðèðóþòñÿ ìåòîäû
âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ èíòåãðàëîâ, ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà â óðàâíåíèÿõ
îïðåäåëåííîãî âèäà, ââîäÿòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ýòîé ãëàâå òàêæå óïî-
ìèíàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè è ïîäíèìàåòñÿ âîïðîñ î ïðè÷èíàõ íåðàçðåøèìîñòè
áîëüøèíñòâà óðàâíåíèé.

Ðàçóìååòñÿ, â ïîñëåäíèõ äâóõ ãëàâàõ ðå÷ü èäåò òîëüêî îá îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, ò.å. óðàâíåíèÿõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Ïîñëåäíèå íåìíîãî çàòðàãèâàþòñÿ â ãëàâàõ 2 è 3, îäíàêî ñâÿçàííûå ñ íèìè

1)×òîáû íîðìàëüíî ÷èòàòü ìàòåðèàë ïîñîáèÿ, âîâñå íåîáÿçàòåëüíî ñóìåòü ðåøèòü âñå çàäà÷è èç
ýòîãî ñïèñêà. ^
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ðàçäåëû ïðè ïðî÷òåíèè ìîãóò áûòü îïóùåíû áåç óùåðáà äëÿ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà.
Çàâåðøàåò ïîñîáèå óæå óïîìÿíóòîå âûøå ïðèëîæåíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ ïîäáîðêó
èíòåðåñíûõ çàäà÷ èç �øêîëüíîé� ôèçèêè.

Äëÿ ïëîäîòâîðíîãî ÷òåíèÿ ìàòåðèàëà ïîñîáèÿ æåëàòåëüíî õîðîøî çíàòü �ýëå-
ìåíòàðíóþ� ôèçèêó â îáúåìå 9-ãî è 10-ãî êëàññîâ ñïåöøêîëû (ðàçäåëû �ìåõàíèêà�,
�òåðìîäèíàìèêà� è �ýëåêòðè÷åñòâî�), óâåðåííî âëàäåòü ýëåìåíòàðíîé àëãåáðîé è òðè-
ãîíîìåòðèåé, à òàêæå îáëàäàòü íà÷àëüíûìè íàâûêàìè ïî âçÿòèþ ïðîèçâîäíûõ îò
ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé (ñòåïåííûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ). Ïîñëåäíèé ïóíêò, îäíàêî,
íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì; ïîñîáèå ââîäèò â ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíûå ïðàêòè÷åñêè
ñ íóëÿ.

Èòàê, ìû ñ âàìè óâèäèì, íàñêîëüêî äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå çíà÷èìî äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Èñïîëüçîâàíèå äàæå ñàìûõ ýëåìåí-
òàðíûõ îïåðàöèé ñ ïðîèçâîäíûìè è èíòåãðàëàìè ïîçâîëèò óæå íà âàøåì òåïåðåø-
íåì óðîâíå ïîäãîòîâêè ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ çàäà÷ (äâèæåíèå ïëàíåò,
ðåàêòèâíîå äâèæåíèå, è ò.ä.), êîòîðûå ðàíüøå êàçàëèñü íåäîñÿãàåìûìè. Â äîáðûé
ïóòü!



Ãëàâà 1

Ïðèìåðû, êîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèÿ íóæíî
ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

Äàâàéòå âñïîìíèì, êàêèå ÿâëåíèÿ â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ â øêîëüíîì êóðñå
ôèçèêè. Â ìåõàíèêå � ïðåèìóùåñòâåííî äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû,
íàïðèìåð, ïîëåò êàìíÿ â ïîëå òÿæåñòè; â òåðìîäèíàìèêå � ïðîöåññû, â êîòîðûõ îäèí
èç ïàðàìåòðîâ ãàçà (p, V, T ) îñòàâàëñÿ ïîñòîÿííûì (èçîïðîöåññû), è ò.ä. Â ïåðå÷èñ-
ëåííûõ ïðèìåðàõ âàì âñåãäà óäàâàëîñü ñâåñòè çàäà÷ó ê íåñëîæíîìó àëãåáðàè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ. Òàê, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè îäíîìåðíîì äâèæåíèè òåëà ñ ïîñòîÿí-
íûì óñêîðåíèåì (êîòîðîå â ñèëó II-ãî çàêîíà Íüþòîíà ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèþ íà
òåëî ïîñòîÿííîé ñèëû) åãî ñêîðîñòü è êîîðäèíàòà çàâèñÿò îò âðåìåíè ïî çàêîíàì

v(t) = v0 + at, x(t) = x0 + v0t +
at2

2
.

Ïðèìåíåíèå ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîçâîëÿåò ñðàçó ðåøèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷.
Òî÷íî òàê æå ïðè èññëåäîâàíèè èçîïðîöåññîâ, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü
ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ëèíåéíîé ôóíêöèè (äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû, ñîâåðøåííîé
ãàçîì), ÷òî òîæå äåëàåòñÿ ïðîñòåéøèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

À òåïåðü âñïîìíèì òå ìíîãî÷èñëåííûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ òàê ïðîñòî îáîéòèñü
ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêîé íå óäàâàëîñü. Åñëè ãîâîðèòü î ìåõàíèêå, òî äâèæåíèå
ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû � äîâîëüíî ðåäêîå ÿâëåíèå; êàê ïðàâèëî, ñèëû ïåðå-
ìåííû. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè. Ïðèâåäåì
êîíêðåòíûå ïðèìåðû è âñïîìíèì, êàê âàì äî ñèõ ïîð óäàâàëîñü ïðåîäîëåâàòü òðóä-
íîñòè.

Ïðèìåð 1.1. Ñêàòûâàíèå øàðèêà ñ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïîä äåéñòâèåì
òÿæåñòè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Èç âåðõíåé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ðàñïîëîæåííîãî
ãîðèçîíòàëüíî öèëèíäðà ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè íà÷èíàåò ñêàòûâàòüñÿ ìàëåíüêèé
øàðèê (ðèñ. 1). Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü åãî äâèæåíèå âïëîòü äî ìîìåíòà îòðûâà îò
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.2)

2)Äâèæåíèå ïîñëå îòðûâà íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ èíòåðåñà, ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
ñâîáîäíûì ïàäåíèåì.

9
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Èç ðèñ. 1 ìû âèäèì, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû òÿæåñòè mg sin ϕ, âûçûâàþùàÿ ñêà-
òûâàíèå, èçìåíÿåòñÿ â õîäå äâèæåíèÿ øàðèêà, ïîñêîëüêó óâåëè÷èâàåòñÿ óãîë ϕ. Çíà-
÷èò òàêîå äâèæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóñêîðåííûì, è äëÿ åãî îïèñàíèÿ ìû íå ìîæåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå çàâèñèìîñòÿìè êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè òåëà
îò âðåìåíè. Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ñðåäñòâà øêîëüíîé ôèçèêè, âû ìîãëè îïðåäå-

j

R

mg

N

Ðèñ. 1. Ñêàòûâàíèå øàðèêà ñ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà

ëèòü ïîëîæåíèå øàðèêà â ìîìåíò îòðûâà îò ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (ϕ∗), à òàêæå
åãî ñêîðîñòü â ýòîò ìîìåíò (v∗). Â ñàìîì äåëå, âû÷èñëÿÿ ïîëíóþ ýíåðãèþ øàðèêà â
íà÷àëå ñêàòûâàíèÿ (êîãäà ϕ = 0, v = 0) è â ìîìåíò îòðûâà (∗), çàïèøåì óñëîâèå åå
ñîõðàíåíèÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ:

mgR = mgR cos ϕ∗ +
mv2

∗
2

.

Ê ýòîìó óðàâíåíèþ íóæíî åùå äîáàâèòü, ñîáñòâåííî, óñëîâèå îòðûâà � îáðàùåíèå
ñèëû ðåàêöèè N â íîëü. Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ñèë mg cos ϕ è N ñîîáùàåò øàðèêó
öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå (èíûìè ñëîâàìè, èñêðèâëÿåò åãî òðàåêòîðèþ), òî â
ìîìåíò îòðûâà

mg cos ϕ∗ =
mv2

∗
R

.

Èç ïîëó÷åííûõ äâóõ óðàâíåíèé íåòðóäíî âûðàçèòü èñêîìûå ϕ∗ è v∗:

v∗ =

√
2

3
gR, cos ϕ∗ =

2

3
.

Ìû ñ÷àñòëèâû è ðàäóåìñÿ æèçíè, íî åñëè áû íàñ ïîïðîñèëè íàéòè, êàê â õîäå äâèæå-
íèÿ èçìåíÿëèñü ñî âðåìåíåì ñêîðîñòü è êîîðäèíàòà øàðèêà (çàâèñèìîñòè v(t), ϕ(t)),
èëè ñêîëüêî âðåìåíè ïðîøëî îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî ìîìåíòà îòðûâà, íàì ïðèøëîñü
áû ðàçâåñòè ðóêàìè. Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, ïî÷åìó.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðèêà (II-îé çàêîí Íüþòîíà) èìåþò âèä



m
∆v

∆t
= mg sin ϕ (â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè)

m
v2

R
= mg cos ϕ−N (â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè) ;

(1.1)

ê íèì íóæíî åùå äîáàâèòü î÷åâèäíîå êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

v = R
∆ϕ

∆t
.
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Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðûé â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðèõîäèò íà óì â êà÷åñòâå
ïàíàöåè îò âñåõ áåä, íå äàåò îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Åñëè çàïèñàòü åãî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ øàðèêà ϕ äî ìîìåíòà îòðûâà, ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

mgR = mgR cos ϕ +
mv2

2
,

ïîçâîëÿþùåå íàéòè ëèøü çàâèñèìîñòü v(ϕ), íî íå v(t) è ϕ(t).
Ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ñèëû, âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé

(1.1), ïåðåìåííû. Áîëåå òîãî, îíè íå ïðîñòî ïåðåìåííû, íî çàâèñÿò íåïîñðåäñòâåííî
îò êîîðäèíàòû øàðèêà ϕ, èçìåíåíèå êîòîðîé èìè æå è ïðîèçâîäèòñÿ.3) Ïîëó÷àåòñÿ
íå÷òî âðîäå ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, íàïîäîáèå ñëèâíîãî áà÷êà ñ ïîïëàâêîì èëè
öåíòðîáåæíîãî ðåãóëÿòîðà ÷àñòîòû âðàùåíèÿ äâèãàòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàïèñè
ñêîðîñòè v = R·∆ϕ/∆t è óñêîðåíèÿ ∆v/∆t ìû âûíóæäåíû ðàññìàòðèâàòü êàê ìîæíî
ìåíüøèå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàëûå èçìåíåíèÿ ∆ϕ è ∆v
� òàêèå, ÷òîáû çà âðåìÿ ∆t èçìåíåíèåì óãëà ϕ, à ñ íèì è ñèë â (1.1) ìîæíî áûëî áû
ïðåíåáðå÷ü.

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò èìåòü ñìûñë, åñëè ìû ñìîæåì ïðè-
ïèñàòü ñèëàì îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ (ò.å. çíà÷åíèÿ, âçÿòûå ïðè ôèêñèðîâàííûõ v è
ϕ). È âìåñòå ñ òåì ìû äîëæíû ñîõðàíèòü â óðàâíåíèÿõ ïðèðàùåíèÿ ∆v, ∆ϕ è ∆t,
êîòîðûå âíîñÿò �íåîïðåäåëåííîñòü�. Áîëåå òîãî, íàøå îïèñàíèå äâèæåíèÿ, î÷åâèäíî,
íå äîëæíî çàâèñåòü îò òîãî, êàêèå ∆v, ∆ϕ è ∆t ðàññìàòðèâàòü � èìåííî òàêèå èëè,
ñêàæåì, âäâîå ìåíüøèå. Ïîýòîìó èäåàëüíî òî÷íîå îïèñàíèå, êàê âû íàâåðíîå óæå
äîãàäàëèñü, ïîëó÷èòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè
dt è ñâÿçàííûõ ñ íèìè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðèðàùåíèé dϕ è dv; ñèìâîë �d� çäåñü
ïðîñòî çàìåíÿåò ïðèâû÷íîå âàì �∆�. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàøè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíû çàïèñûâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ :

dv

dt
= g sin ϕ , v = R

dϕ

dt
. (1.2)

Ïðè ∆t → 0 âåëè÷èíà v = R ·∆ϕ/∆t, ïåðåõîäÿùàÿ â R · dϕ/dt, ñîîòâåòñòâóåò ëèøü
òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè t, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî áåðåòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëîå ïðè-
ðàùåíèå dt. Òàê âîçíèêàåò ïîíÿòèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è
ê ìãíîâåííîìó óñêîðåíèþ dv/dt.

Èç-çà òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.2) ñîäåðæàò íå òîëüêî èñêîìûå ôóíêöèè v è ϕ, íî è
èõ ïðèðàùåíèÿ dv è dϕ (à òàêæå ïðèðàùåíèå âðåìåíè dt), èõ ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ íå
îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè øàðèêà, íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè v(t) è
ϕ(t). Îíè õàðàêòåðèçóþò äâèæåíèå âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, ïîêà øàðèê íàõîäèòñÿ
íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. È â ýòîì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ñèñòåìû (1.2) îò ëþáè-
ìûõ âàìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ïîñëåäíèå íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà x âõîäèò áåç
êàêèõ-ëèáî ïðèðàùåíèé; âñÿêîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå äàåò ëèøü îãðàíè÷åííîå
(â ëó÷øåì ñëó÷àå ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî êîðíåé.

3)Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.1) íóæíî ëèøü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû ðåàêöèè N
ïîñëå íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòåé v(t), ϕ(t), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ êàêèì-òî íåèçâåñòíûì íàì ïîêà
ñïîñîáîì èç äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé.
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Èòàê, ïðîèçâîäíàÿ åñòü ïðîñòî îòíîøåíèå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì áåñêîíå÷íî
ìàëûõ ïðèðàùåíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, è íè÷åãî ñâåðõúåñòåñòâåííîãî â ýòîì ïî-
íÿòèè íåò. Òåì íå ìåíåå, ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíîé (âìåñòî îòíîøåíèÿ
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé) â ñâîå âðåìÿ áûëî êà÷åñòâåííûì ñêà÷êîì â ñîçíàíèè åñòå-
ñòâîèñïûòàòåëåé; ýòîò �ñêà÷îê� ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ òàêîâûì è äëÿ íàñ ñ âàìè.
Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ìíîãèõ ïîäîáíûé ñêà÷îê ïðåâðàùàåòñÿ ñêîðåå â íåïðåîäîëèìûé
áàðüåð. Ïîýòîìó îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîìî÷ü âàì â ïîíè-
ìàíèè ñóòè íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Ðåàëüíîñòü òàêîâà, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ
ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå. Òî, ÷òî èíîãäà ìû ìîæåì îò ïðîèçâîä-
íûõ ïåðåéòè ê îòíîøåíèþ êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (∆, à íå d) � ëèøü ðåäêèé ÷àñòíûé
ñëó÷àé. Â ýòîì ìû óáåäèìñÿ èç ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1.2. Äâèæåíèå ïóëè â äåðåâÿííîé äîñêå.

Åùå îäèí ïðèìåð äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì èçìåíÿþùåéñÿ ñèëû � äâèæåíèå ïóëè â
äåðåâÿííîé äîñêå (ðèñ. 2). Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ïóëè: Fñîïð = −αv, ãäå êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α ïîñòîÿíåí è çàâèñèò îò ñâîéñòâ äåðåâà, à òàêæå îò ôîðìû è
ðàçìåðîâ ïóëè.4) Çíà÷èò, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 (t = 0 �
íà÷àëî äâèæåíèå â äîñêå) èìååò âèä

v

x0

Ðèñ. 2. Äâèæåíèå ïóëè â äîñêå

m
dv

dt
= −αv (1.3)

(m � ìàññà ïóëè). Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äâèæåíèå ëîäêè ïî
èíåðöèè, äâèæåíèå øàðèêà â ãëèöåðèíå è ìíîæåñòâî äðóãèõ ïîäîáíûõ ÿâëåíèé. Ïðè
çàïèñè (1.3) îïÿòü íóæíî èñïîëüçîâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ, ïîñêîëüêó
ñèëà â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåìåííà; òîëüêî çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt
èçìåíåíèåì ñèëû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïðèïèñàâ åé îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. Òàê ñíîâà
âîçíèêàþò ïîíÿòèÿ ìãíîâåííûõ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ââîäèòü
ïðè èññëåäîâàíèè ëþáûõ íåðàâíîìåðíûõ äâèæåíèé.

4)Ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, ëèíåéíûå ïî ñêîðîñòè, ïðèíÿòî íàçûâàòü âÿçêèì òðåíèåì.
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Â øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè ïðîèçâîäíûå îáû÷íî íå èñïîëüçóþòñÿ, è óðàâíåíèå
(1.3) çàïèñûâàåòñÿ â êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ:

m
∆v

∆t
= −αv ; (1.4)

ïðè ýòîì âñå ðàâíî ãîâîðèòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû ∆t è ∆v äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî ìà-
ëûìè � èíà÷å íå ïîëó÷èòñÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ. Ìû òàêæå çíàåì èç
øêîëû, ÷òî

v =
∆x

∆t
; (1.5)

∆x åñòü ïóòü, ïðîéäåííûé ïóëåé çà âðåìÿ ∆t (èíûìè ñëîâàìè, èçìåíåíèå êîîðäèíàòû
x ïóëè çà âðåìÿ ∆t). Ïîñêîëüêó ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t, î÷åâèäíî, îäèí è òîò æå
â îïðåäåëåíèÿõ ñêîðîñòè (∆x/∆t) è óñêîðåíèÿ (∆v/∆t), ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1.5) â
(1.4) íà ∆t ìîæíî ñîêðàòèòü, è ýòî ïðèâåäåò íàñ ê óðàâíåíèþ

m∆v = −α∆x . (1.6)

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ïîä äåéñòâèåì ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíî ïðîéäåííîìó ïóòè. Íàì íè÷åãî íå îñòàåòñÿ, êðîìå êàê ïðîñóììèðîâàòü
âñå ïîäîáíûå ïðèðàùåíèÿ ïî ìåðå äâèæåíèÿ ïóëè âïëîòü äî ñàìîé îñòàíîâêè:∑

∆v = vêîíå÷ − víà÷ = −v0 (ïîñðåäñòâîì v0 îáîçíà÷åíà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïó-
ëè);

∑
∆x = L � ïðîéäåííûé äî îñòàíîâêè ïóòü. Â ðåçóëüòàòå

mv0 = αL .

Îòñþäà ìîæíî íàéòè L, åñëè èçâåñòíû m, v0 è α. Íàïðîòèâ, ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðå-
äåëåíèå äëèíû ïðîáåãà L ïîçâîëÿåò îöåíèòü êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ α, êîòîðûé
÷àñòî áûâàåò òðóäíî ðàññ÷èòàòü òåîðåòè÷åñêè.

Ïðîèçâîäÿ òàêæå ñóììèðîâàíèå ñîîòíîøåíèé (1.6) íå äî ñàìîé îñòàíîâêè, à äî
ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïóëè x (0 < x < L) â õîäå äâèæåíèÿ, ïîëó÷èì

m (v(x)− v0) = −αx .

Äàííàÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïóëè v îò ïðåîäîëåííîãî åþ ê
äàííîìó ìîìåíòó ðàññòîÿíèÿ x (ñì. ðèñ. 3). Óðàâíåíèå (1.6), òàêèì îáðàçîì, ñïðà-
âåäëèâî äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé è ÿâëÿåòñÿ òåì ðåäêèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì,
êîãäà ìû èìååì âîçìîæíîñòü îáîéòèñü áåç ïðîèçâîäíûõ (ò.å. áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðè-
ðàùåíèé). Îäíàêî íà ýòîì �øêîëüíîå� ðåøåíèå çàäà÷è çàêàí÷èâàåòñÿ. Èìåííî, ìû íå
ìîæåì ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè è ïðîéäåííîãî
ïóòè îò âðåìåíè (v(t), x(t)). Â ñàìîì äåëå, ïåðåïèñûâàÿ òî÷íîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
(1.3) â âèäå

m
dv

v
= −αdt (1.7)

(óìíîæèâ (1.3) íà dt è ïîäåëèâ íà v), ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðèðàùåíèÿ dv
è dt íå ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó â îáû÷íîì ñìûñëå ñëîâà, áóäó÷è ñâÿçàííûìè
ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé v. Êëþ÷ ê íàõîæäåíèþ çàâèñèìîñòè v(t), êàê âû íàâåðíîå
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x

v x( )

v0

L

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïóëè îò ïðîéäåííîãî ïóòè

óæå äîãàäàëèñü, ñîñòîèò â ñóììèðîâàíèè óðàâíåíèé âèäà (1.7), çàïèñàííûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíî âäîëü âñåãî äâèæåíèÿ ïóëè. Îäíàêî ïîäîáíîå ñóììèðîâàíèå èç-çà íàëè÷èÿ
v â çíàìåíàòåëå òåïåðü ðàâíîñèëüíî âû÷èñëåíèþ ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû
1/v (ðèñ. 4), ÷åãî ìû äåëàòü ïîêà íå óìååì. Çàäà÷ó ïðèäåòñÿ îòëîæèòü äî ëó÷øèõ
âðåìåí.5)

v

1/v

v0

dv

v

0

Ðèñ. 4. Ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû

Ïðèìåð 1.3. Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è ñâîäÿùèåñÿ ê íèì äâèæåíèÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà ÿâëåíèé (ñì. ðèñ. 5, 6, 7, 8) ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ ñ ïåðåìåííîé ñèëîé:

ax + ω2x = 0 . (1.8)

Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ

ω2 =

{
g

R
,

k

m
,

g sin α

l
,

g

l

}
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (1.8) óñêîðåíèå ax, ïðèâîäÿùåå ê èçìåíåíèþ ïîëî-
æåíèÿ òåëà x, çàâèñèò îò ýòîãî ïîëîæåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî
ñèëà ñíîâà ïåðåìåííà. Òóò è âîçíèêàåò òðóäíîñòü ñðîäíè òîé, ÷òî îáñóæäàëàñü â
ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ. Óæå â 9-îì êëàññå âû çíàëè, ÷òî óðàâíåíèå (1.8) îïèñûâà-
åò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, îäíàêî åãî ðåøåíèå äàâàëîñü ëèáî áåç äîêàçàòåëüñòâà,

5)Ñì. ãëàâó 4, çàäà÷ó 4.1.
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j

x

R

r

r=const

Ðèñ. 5. Äâèæåíèå â òîííåëå âäîëü õîðäû ïëàíåòû

x
m

k

Ðèñ. 6. Ïðóæèííûé ìàÿòíèê

ëèáî èç àíàëîãèè êîëåáàíèé ñ âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì. Çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû
è ñêîðîñòè òåëà îò âðåìåíè (ò.å. ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.8)) â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé èìåþò âèä

x(t) = xm sin(ωt + θ0) , v(t) = vm cos(ωt + θ0) ,

ïðè÷åì vm = ωxm;6) ω ñóòü êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, êâàäðàò êîòîðîé ñòîèò â
óðàâíåíèè. Îíà ñâÿçàíà ñ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

ω =

√ æåñòêîñòü
èíåðòíîñòü .7)

Òå æå ñàìûå çàâèñèìîñòè x(t), v(t), à òàêæå è ñîîòíîøåíèå vm = ωxm äëÿ àìïëèòóä,
ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíî âûâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ. Â ñàìîì äåëå, ìû óæå
çíàåì, ÷òî ìãíîâåííûå óñêîðåíèå è ñêîðîñòü â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ax =
dv

dt
, v =

dx

dt
;

6)Äàííîå ñîîòíîøåíèå â øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè âûâîäèòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
7)Ïðîâåðüòå ýòó îáùóþ çàêîíîìåðíîñòü íà ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì.

a

x

Ðèñ. 7. Âúåçä ñîñòàâà íà ãîðêó
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j

l

m

Ðèñ. 8. Ìàÿòíèê â ñòåííûõ ÷àñàõ

çíà÷èò óñêîðåíèå åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé, ò.å. âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êî-
îðäèíàòû òåëà ïî âðåìåíè:

ax =
d2x

dt2
.

Åñëè êîîðäèíàòà òåëà èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

x(t) = xm sin(ωt + θ0) , (1.9)

òî åãî ñêîðîñòü è óñêîðåíèå åñòü

v =
dx

dt
= ω xm cos(ωt + θ0), ax =

dv

dt
= −ω2 xm sin(ωt + θ0) .

Èìåííî ïîýòîìó ôóíêöèÿ (1.9) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.8), à vm = ωxm. Àìïëè-
òóäà xm è ôàçà θ0 â (1.9) îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè êîëåáàíèé, à ÷àñòîòà
ω � ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû.8)

Ïðèìåð 1.4. Ïîëåò ðàêåòû ñ íåïðåðûâíûì âûáðîñîì òîïëèâà.

Ðàññìîòðèì ïîëåò ðàêåòû ñ íåïðåðûâíûì âûáðîñîì òîïëèâà. Ïðè îòñóòñòâèè
êàêèõ-ëèáî âíåøíèõ ñèë äëÿ îïèñàíèÿ òàêîãî äâèæåíèÿ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (â ñèëó çàìêíóòîñòè ñèñòåìû �ðàêåòà + ðåàêòèâíàÿ
ñòðóÿ�). È òóò ïîÿâëÿþòñÿ äâå òðóäíîñòè. Âî-ïåðâûõ, èçìåíåíèå èìïóëüñà ðàêåòû
ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ èçìåíåíèåì åå ñêîðîñòè, íî è ñ óìåíüøåíèåì åå ìàññû âñëåä-
ñòâèå âûáðîñà ðåàêòèâíîé ñòðóè.9) Âî-âòîðûõ, èìïóëüñ ñòðóè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ, çàâèñèò îò ïåðåìåííîé ñêîðîñòè
ðàêåòû v. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ñêîðîñòü ãàçà u îòíîñèòåëüíî ðàêåòû â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ ïîñòîÿííà è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî ïàðàìåòðàìè äâèãàòåëÿ, à ñêîðîñòü
ñàìîé ðàêåòû v, î÷åâèäíî, èçìåíÿåòñÿ â õîäå ïîëåòà, òî ñêîðîñòü ñòðóè îòíîñèòåëüíî

8)Áîëåå ïîäðîáíî î êîëåáàíèÿõ ðå÷ü ïîéäåò â êîíöå ãëàâû 4 (çàäà÷à 4.8).
9)Îá ýòîì òèïå äâèæåíèÿ ñïåöèàëüíî ãîâîðÿò êàê î äâèæåíèè ñ èçìåíÿþùåéñÿ ìàññîé.
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íåïîäâèæíîé ñèñòåìû (â ïðîåêöèè íà íàïðàâëåíèå ïîëåòà ðàêåòû), ðàâíàÿ v−u, òî-
æå ïåðåìåííà. Óæå äî çàïèñè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîÿâëÿåòñÿ ïðåä÷óâñòâèå,
÷òî òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîëó÷èòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçìåíåíèé
ìàññû è ñêîðîñòè ðàêåòû çà áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ dt.

Ïóñòü dm′ � âûáðîøåííàÿ çà âðåìÿ dt ìàññà ãàçà; v(t) � ñêîðîñòü ðàêåòû â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå â ìîìåíò t (â íà÷àëå ïðîìåæóòêà dt). Ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåíèÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîãî (ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ) ïðîìåæóòêà âðåìåíè dt ñîñòîèò â òîì,
÷òî â õîäå íåãî ñêîðîñòü ðàêåòû v â âûðàæåíèè v − u äëÿ ñêîðîñòè ñòðóè ìîæåò
ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííîé. Èíûìè ñëîâàìè, ñêîðîñòè âûáðîøåííûõ ãàçîâ â íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìå â òå÷åíèå âðåìåíè dt ìîæíî ïðèïèñûâàòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå v − u. À
âîò ñ òî÷êè çðåíèÿ äâèæåíèÿ ñàìîé ðàêåòû áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå åå ñêîðîñòè
dv, ïðîèñõîäÿùåå çà âðåìÿ dt, î÷åíü äàæå ñóùåñòâåííî � îíî îïðåäåëÿåò òèï äâèæå-
íèÿ, êîòîðîå, î÷åâèäíî, äàëåêî îò ðàâíîìåðíîãî. Èòàê, èìïóëüñ ñèñòåìû â íà÷àëå è
â êîíöå ïðîìåæóòêà âðåìåíè dt îäèí è òîò æå, è ðàâåí, ñîîòâåòñòâåííî,

(m− dm′) · v + v · dm′ = (m− dm′) · (v + dv) + (v − u) · dm′

ðàêåòà ïîðöèÿ ñòðóè ðàêåòà ïîðöèÿ ñòðóè .

Ïîñëå ñîêðàùåíèé è ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷èì

mv = mv + mdv − dm′dv − udm′ . (1.10)

Ñëàãàåìîå dm′dv áåñêîíå÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè, è åãî ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñòðîãîñòüþ ìîæíî îòáðîñèòü, ÷åãî íåëüçÿ áûëî áû ñäåëàòü ïðè êîíå÷íûõ ∆m′ è
∆v. Èòàê, èç (1.10) âûòåêàåò óðàâíåíèå mdv = udm′. Åñëè dm ñóòü èçìåíåíèå ìàññû
ðàêåòû çà âðåìÿ dt, òî dm = −dm′, è

mdv = −udm .

Â òàêîé ôîðìå óðàâíåíèå, íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì Ìåùåðñêîãî, ñîäåðæèò òîëüêî ïå-
ðåìåííûå âåëè÷èíû m è v, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàêåòå, à òàêæå èõ áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè-
ðàùåíèÿ. Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå, çàïèñàííîå â âèäå dv = −(dm/m)u
(u = const), ïîõîæå íà òî, ÷òî áûëî ïîëó÷åíî ïðè èññëåäîâàíèè ïîëåòà ïóëè â äîñêå.
Ñóììèðóÿ ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ ïî ìåðå äâèæåíèÿ ðàêåòû îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà
(êîãäà ñêîðîñòü è ìàññà ðàêåòû ðàâíû v0, m0) äî íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåí-
òà t (êîãäà v = v(t), m = m(t)), ìû íàéäåì çàâèñèìîñòü v(m). Îíà îáúÿñíÿåò, êàê
ñêîðîñòü ðàêåòû ñâÿçàíà ñ åå òåêóùåé ìàññîé. Åñëè çàäàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó èçìå-
íÿåòñÿ ìàññà ðàêåòû âñëåäñòâèå âûáðîñà ñòðóè ãàçà, íàïðèìåð,

m(t) = m0 − µt

(µ � ïîñòîÿííûé ìàññîâûé ðàñõîä ãàçà, êã/ñåê), èç ôóíêöèè v(m) àâòîìàòè÷åñêè ïî-
ëó÷èòñÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàêåòû îò âðåìåíè, õàðàêòåðèçóþùàÿ åå äâèæåíèå.
Íî âñå, êàê ìû âèäèì, îïÿòü óïèðàåòñÿ â ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû. Â äàëü-
íåéøåì ìû íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü è íå òàêèå ïëîùàäè � ôóíêöèè áóäóò êóäà ñëîæíåå.
Îäíàêî ÿ íåìíîãî çàáåãàþ âïåðåä.
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Ïðèìåð 1.5. Íàõîæäåíèå ìàññû íåîäíîðîäíûõ òåë.

Ïðåäñòàâèì ñåáå àñòåðîèä, ïëàíåòó èëè çâåçäó, êîòîðûå èìåþò ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó
(ïî îïðåäåëåííûì ïðè÷èíàì ôîðìà êðóïíûõ íåáåñíûõ òåë áëèçêà ê ñôåðå). Äóìàþ,
âàì ïîíÿòíî, ÷òî ïëîòíîñòü âåùåñòâà ó íåáåñíûõ òåë â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðàçëè÷íà; êðî-
ìå òîãî, âíóòðåííîñòè ñôåðè÷åñêèõ íåáåñíûõ òåë, î÷åâèäíî, òîæå ñôåðè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íû. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ìîæíî çàäàòü â âèäå ôóíêöèè ρ(r),
ãäå r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïëàíåòû äî ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ñ äàííîé ïëîòíîñòüþ;
0 ≤ r ≤ R (R � ðàäèóñ ïëàíåòû). Ôóíêöèÿ ρ(r) ìîæåò áûòü êàêîé óãîäíî; åå âèä çà-
âèñèò îò ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàâøèõ ïðè îáðàçîâàíèè íåáåñíîãî òåëà, êàê,
âïðî÷åì, è îò åãî àêòèâíîñòè â äàííûé ìîìåíò. Äëÿ èëëþñòðàöèè, îäíàêî, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìîäåëüíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð ëèíåéíóþ ρ(r) = αr + β (α, β � ïîñòî-
ÿííûå).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ðàññ÷èòàòü ìàññó òàêîé ïëàíåòû? Â ñëó÷àå ρ = const åùå
÷óòü ëè íè â ìëàäøèõ êëàññàõ øêîëû âàñ ó÷èëè, ÷òî

M =
4

3
πR3ρ .

Íî òåïåðü ρ 6= const. È òóò íà ïîìîùü îïÿòü ïðèõîäèò ëîãèêà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âå-
ëè÷èí. Íà ñåé ðàç, âîñïîëüçîâàâøèñü ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ìûñëåííî ðàçäåëèì
ïëàíåòó íà ìíîæåñòâî ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ � ñäåëàåì èç íåå ýòàêóþ êàïóñòó (ðèñ. 9).
Âñå ñëîè ïîõîæè, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñëîé ðàäèóñà r è ìàëîé òîë-
ùèíû ∆r. Åñëè ∆r óñòðåìèòü ê íóëþ, ò.å. ïåðåéòè ê áåñêîíå÷íî ìàëîé òîëùèíå dr,
òî â ïðåäåëàõ òîíêîãî ñëîÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé è ðàâíîé
ρ(r). Áîëåå òîãî, îáúåì òàêîãî ñëîÿ åñòü

dV = 4πr2dr ,

ò.ê. áåñêîíå÷íî òîíêèé ñôåðè÷åñêèé ñëîé ðàäèóñîì r ïî îáúåìó ýêâèâàëåíòåí ïëîñ-
êîìó ëèñòó ñ òîé æå òîëùèíîé dr è ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè 4πr2. Â ðåçóëüòàòå ìàññà
íàøåãî ñëîÿ ðàâíà

dm = 4πr2ρ(r)dr .

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ ìàññó ïëàíåòû, íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ìàññû âñåõ òîíêèõ
ñëîåâ. Òóò íàì óæå ïðèäåòñÿ èñêàòü ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè r2 ·ρ(r), íî ýòî
íàñ íå äîëæíî ïóãàòü � â äàëüíåéøåì ìû íàó÷èìñÿ íàõîäèòü ïëîùàäè äëÿ áîëüøîãî
íàáîðà òèïîâ ôóíêöèè ρ(r).

Çäåñü óìåñòíî ñêàçàòü, ÷òî ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí íàçûâàåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì. Òî åñòü èíòåãðèðîâàíèå � ýòî ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñóììèðîâàíèÿ,
ñâîåîáðàçíîå �íåïðåðûâíîå� ñóììèðîâàíèå. Óæå ñåé÷àñ âàì äîëæíî áûòü ïîíÿòíî,
÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïîñòîÿííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàáîòå ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Ñàìè
æå áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè (îòñþäà è îáîçíà-
÷åíèå �d�).

Êàêîå áû ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå ìû íè èçó÷àëè, ïî÷òè âñåãäà ïðèäåì ê âûâîäó:
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ â ñèñòåìå, òàêèå, ÷òî òå èëè
èíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ìîæíî ïðè ýòîì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Òîëüêî òîãäà ìû
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r

dr

Ðèñ. 9. Íàõîæäåíèå ìàññû ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî
òåëà ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ

áóäåì ïîëó÷àòü àäåêâàòíîå îïèñàíèå ÿâëåíèÿ. Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî òèïè÷íûõ
ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1.6. Ðàáîòà ãàçà â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðîöåññå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè èçîòåðìè÷åñêîãî è àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðàáîòû ãàçà ïðèõîäèòñÿ ñíîâà âû÷èñëÿòü ïëîùàäè ïîä ãðàôèêàìè ãèïåðáîë (p ∼ 1/V
â èçîòåðìè÷åñêîì è p ∼ 1/V γ â àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññàõ); ýòî íóæíî, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÊÏÄ öèêëà Êàðíî:

η = 1− Tmin

Tmax

.

Ñîáñòâåííî, ïîýòîìó äàííàÿ ôîðìóëà ïðèâîäèòñÿ â 10-ì êëàññå áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà.10)

Ïðèìåð 1.7. Ðàçëåò îäíîèìåííûõ çàðÿäîâ ïîä äåéñòâèåì Êóëîíîâñêîãî
îòòàëêèâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà îäíîèìåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäà, íàõîäÿùèåñÿ ïåðâîíà-
÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè r0 äðóã îò äðóãà, íà÷èíàþò ðàç-
ëåòàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èì-
ïóëüñà è ýíåðãèè â äàííîì ïðèìåðå ïîçâîëÿþò íàéòè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö îò ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó íèìè:





q1q2

4πε0r0

=
q1q2

4πε0r
+

m1v
2
1

2
+

m2v
2
2

2

0 = m1v1 + m2v2 .

10)Ïîäðîáíåå î òåðìîäèíàìèêå èäåàëüíîãî ãàçà ðå÷ü ïîéäåò â ïðèìåðå 3.2 (ãëàâà 3), à òàêæå â
çàäà÷å 4.5 (ãëàâà 4).
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè m1 = m2 = m ïîëó÷àåòñÿ | v1 | = | v2 | = v, è

v(r) =

√
q1q2

4πε0m
·
[

1

r0

− 1

r

]
, (r ≥ r0) .

Íî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, óâû, íè÷åãî íå ìîãóò ñêàçàòü î òîì, êàê ìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü
ðàçëåòàþùèõñÿ ÷àñòèö ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Äëÿ îòâåòà íà ïîäîáíûé âîïðîñ íóæíî
îïÿòü ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, êîòîðîå èç-çà ïåðåìåííîãî õàðàêòåðà ñè-
ëû äîëæíî áûòü çàïèñàíî â áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ, ò.å. ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðîèçâîäíîé:

m
dv

dt
=

q1q2

4πε0r2
. (1.11)

Ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìû ïîëó÷èëè ñâÿçü ìåæäó v è r. Èç íåå ìîæíî
âûðàçèòü r ÷åðåç v è ïîäñòàâèòü â (1.11); çàòåì ïåðåíåñòè r2(v) òóäà, ãäå íàõîäèòñÿ
dv, à dt � â äðóãóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â èòîãå íóæíî áóäåò ñóììèðîâàòü âûðàæåíèå
âèäà

mr2(v) dv =
q1q2

4πε0

dt

îò íà÷àëà ðàçëåòà (t = 0, v = 0) äî èíòåðåñóþùåãî íàñ ìîìåíòà âðåìåíè t; òàê ìû
ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü v(t), à ñ íåé è r(t). Îïÿòü íóæíî íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü õèòðóþ
ïëîùàäü � íàó÷èìñÿ.

Ïðèìåð 1.8. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ.

Åùå îäèí ïðèìåð � ïðîòåêàíèå òîêà ÷åðåç êîíäåíñàòîð è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè
ïðè ïîäêëþ÷åíèè èõ ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî òîêà. Â ïåðâîì
ñëó÷àå âåëè÷èíà

I =
dq

dt
=

U − q/C

R

åñòü èíòåíñèâíîñòü ïðîòåêàíèÿ çàðÿäà ïî öåïè (ñèëà òîêà), ðàâíàÿ ñêîðîñòè èçìåíå-
íèÿ çàðÿäà q íà ïëàñòèíàõ êîíäåíñàòîðà (U � ÝÄÑ èñòî÷íèêà). Ýòî óðàâíåíèå ïîõîæå
íà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïóëè â äîñêå; äîáàâèëîñü òîëüêî �âíåøíåå âîçäåéñòâèå� U/R.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

L
dI

dt
= U − I ·R ,

êîòîðîå èìååò òó æå ñòðóêòóðó. Ïðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ ïðèìåíèìû òàêæå è
â ñëó÷àå ïåðåìåííîãî âîçäåéñòâèÿ U(t).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, (ò.å. ðàç-
âèòèå, èçìåíåíèå ÷åãî-òî âî âðåìåíè), îáëàäàþò ñõîæåé ñòðóêòóðîé: â îäíîé ÷àñòè
(ñëåâà) ñòîèò ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êàêîé-òî ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, à â
äðóãîé (ñïðàâà) � �ñèëîâîå âîçäåéñòâèå�, êîòîðîå âûçûâàåò äàííîå èçìåíåíèå. Ýòî
óíèâåðñàëüíûé çàêîí. Ìàòåìàòè÷åñêè æå ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû
âûðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîäíîé:

dv

dt
,

dq

dt
,

dI

dt
,
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è ò.ä. Íàäåþñü, ïîñëå ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ âàì ïîíÿòíî, îòêóäà â ôèçèêå âîçíè-
êàåò ïîíÿòèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè, ïîäðàçóìåâàþùåå èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäíûõ.
Äîëæåí áûòü òàêæå ïîíÿòåí îñíîâíîé ïóòü ïðè ðàáîòå ñ äèôôåðåíöèàëàìè � �íåïðå-
ðûâíîå ñóììèðîâàíèå�, èëè, êàê åãî íàçûâàþò, èíòåãðèðîâàíèå.

À ïîêà äàâàéòå çàäóìàåìñÿ âîò íàä ÷åì. Åñëè ìû åùå òîëêîì íå çíàåì, ÷òî òà-
êîå ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë, è êàê è ñ ÷åì èõ åäÿò, òî, ìîæåò áûòü, ìû ïîïûòàåìñÿ
ðåøàòü íåêîòîðûå èç ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷, íå ïåðåõîäÿ ê áåñêîíå÷íî ìàëûì âåëè-
÷èíàì? Òàê, ïðèìåíèìî ê äâèæåíèþ ðàêåòû âìåñòî íåïðåðûâíîãî èñòå÷åíèÿ ãàçà
ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîðöèîííûå âûáðîñû: ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t ðà-
êåòà ìãíîâåííî âûáðàñûâàåò ìàëóþ ïîðöèþ ãàçà ∆m′. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå äâèæåíèå
ïîñëå N âûáðîñîâ áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé N àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âû-
ðàæàþùèõ ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà íà êàæäîé ñòàäèè. Õóäî áåäíî, ïîñëå
ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷èì v(N) � ñêîðîñòü ðàêåòû íà N -îì �øàãå�, à ñ íåé è çàâèñèìîñòü
v(m) ñêîðîñòè îò òåêóùåé ìàññû ðàêåòû (ò.ê. m = m0 − N∆m′). Íî ÷òî ïðîèçîé-
äåò, åñëè â ýòîì ðåøåíèè ìû íà÷íåì óìåíüøàòü ∆t è ∆m′, ñîõðàíÿÿ èõ îòíîøåíèå
µ = ∆m′/∆t (ìàññîâûé ðàñõîä ãàçà) ïîñòîÿííûì? Ïðèäåì ëè ìû òàêèì îáðàçîì ê
ðåøåíèþ óæå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è î ïîëåòå ðàêåòû ñ íåïðåðûâíûì èñòå÷åíèåì òîï-
ëèâà, â êîòîðîé ïîòðåáîâàëîñü èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèàëû è âû÷èñëÿòü ïëîùàäü
ïîä ãèïåðáîëîé? Îáñóæäåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ ãëàâà ïîñîáèÿ.



Ãëàâà 2

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé ìîäåëè ê
íåïðåðûâíîé

Ðàññìîòðåííàÿ â ñàìîì êîíöå ïðåäûäóùåé ãëàâû ìîäåëü äâèæåíèÿ ðàêåòû ìîæåò
áûòü íàçâàíà äèñêðåòíîé. Äèñêðåòíîå � ýòî íå÷òî, ñîñòîÿùåå èç îòäåëüíûõ çâåíüåâ,
ýòàïîâ. Ê ïðèìåðó, ëåñòíèöà â äîìå ïîçâîëÿåò ïîäíÿòüñÿ íà ñòðîãî îïðåäåëåííûå
âûñîòû hN = N∆h (ãäå ∆h � âûñîòà ñòóïåíüêè), ò.å. ÿâëÿåòñÿ �äèñêðåòíîé�. Ãîðêà
æå äëÿ âêàòûâàíèÿ êîëÿñîê ïîçâîëÿåò ïîäíÿòüñÿ íà ëþáóþ âûñîòó â ñâîèõ ïðåäåëàõ,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Îñòàíîâèìñÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 2.1. Äâèæåíèå ðàêåòû ñ äèñêðåòíûìè âûáðîñàìè òîïëèâà.

Îïèøåì äâèæåíèå ðàêåòû ñ äèñêðåòíûìè âûáðîñàìè òîïëèâà. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïîñëå âûáðîñà íåáîëüøîé ïîðöèè ∆m′ ñêîðîñòü ðàêåòû ìåíÿåòñÿ íà ∆v;
âëèÿíèåì æå ýòîãî èçìåíåíèÿ íà ñêîðîñòü ãàçîâ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòå-
ìû â ñèëó ìàëîñòè ∆v ïðåíåáðåæåì. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ âûáðîñà N -îé
ïîðöèè èìååò âèä

(m0 −N∆m′) vN−1 + ∆m′ vN−1 = (m0 −N∆m′) vN + ∆m′ (vN−1 − u)

ðàêåòà áåç N -îé N -àÿ ïîðöèÿ ðàêåòà áåç N -îé N - àÿ ïîðöèÿ ;
ïîðöèè ïîðöèè

çäåñü vk � ñêîðîñòü ðàêåòû ïîñëå k-ãî âûáðîñà. Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì ñâÿçü
ñêîðîñòåé äî è ïîñëå N -ãî âûáðîñà:

vN = vN−1 + u
∆m′

m0 −N∆m′ .

Òàêîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì � îíî ñâÿçûâàåò âåëè÷èíû íà äâóõ
ñîñåäíèõ øàãàõ ìåæäó ñîáîé. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî
N . Â ÷àñòíîñòè, ïðè N = 1 (1-ûé âûáðîñ)

v1 = v0 + u
∆m′

m0 −∆m′ ,

ïðè N = 2

v2 = v1 + u
∆m′

m0 − 2∆m′ ,

22
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è ò.ä. Êîãäà ìû çàïèøåì âñå ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ âïëîòü äî N -ãî îäíî ïîä äðóãèì, òî
ñðàçó îáðàòèì âíèìàíèå íà ëþáîïûòíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè èõ ïðîñóììèðîâàòü,
âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ñîêðàòÿòñÿ, è ìû ïîëó÷èì ñâÿçü vN ñ v0:

vN = v0 + u ∆m′
N∑

n=1

1

m0 − n∆m′ . (2.1)

Òåïåðü íà÷íåì óìåíüøàòü ∆m′ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàññîâûé ðàñõîä òîïëèâà

µ =
∆m′

∆t

îñòàâàëñÿ íåèçìåííûì.11) Ðàññìàòðèâàåìûå íà÷àëüíîå è òåêóùåå (ñïóñòÿ N âûáðî-
ñîâ) çíà÷åíèÿ ìàññû ðàêåòû (m0 è M = m0 − N∆m′, ñîîòâåòñòâåííî) ïðè ýòîì íå
ìåíÿþòñÿ, à âîò êîëè÷åñòâî âûáðîñîâ N , ïðèõîäÿùååñÿ íà òî æå ñàìîå óìåíüøåíèå
ìàññû ðàêåòû, âîçðàñòàåò. Â ïðåäåëå ∆m′ → 0

N =
m0 −M

∆m′ →∞ ,

è ñóììà â (2.1) ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, íåïðåðûâíûì îáðàçîì
ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà.12) Ïðè N → ∞ âìåñòî çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàêåòû îò
÷èñëà âûáðîñîâ (vN) èìååò ñìûñë ââåñòè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò òåêóùåé ìàññû
ðàêåòû: v(M). Âåëè÷èíû M è v òåïåðü èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì. Ñ ó÷åòîì
ýòèõ çàìå÷àíèé óðàâíåíèå (2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v(M) = v0 + u

M∫

m0

dm′

m
,

ïðè÷åì äèôôåðåíöèàë dm′ ïîëó÷àåòñÿ èç êîíå÷íîé âåëè÷èíû ∆m′ â ðåçóëüòàòå ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà. Ñèìâîëîì

M∫
m0

îáîçíà÷åíà íåïðåðûâíàÿ ñóììà (èíòåãðàë) ïî âñåì
çíà÷åíèÿì m ìàññû ðàêåòû îò åå ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ m0 è äî èíòåðåñóþùå-
ãî íàñ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ M . Îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàþ íà òî, ÷òî â çíàìåíàòåëå
ñòîèò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ìàññû ðàêåòû m = m0 − n∆m′, êîòîðîå ïî ñîâåðøåíèè
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ∆m′ → dm′ èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå ñóììèðîâàíèÿ (èíòåãðèðî-
âàíèÿ) íåïðåðûâíûì îáðàçîì îò m0 äî M .

Çàìåíÿÿ dm′ íà −dm (dm � èçìåíåíèå ìàññû ðàêåòû), íàéäåì:

v(M) = v0 − u

M∫

m0

dm

m
.

11)∆t ñóòü âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè âûáðîñàìè.
12)�Ðàññòîÿíèå� ìåæäó ñîñåäíèìè ñëàãàåìûìè ∆m′ ïðè ñîâåðøåíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ñòàíî-

âèòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëûì è ìîæåò áûòü çàìåíåíî äèôôåðåíöèàëîì dm′. Ìàëàÿ âåëè÷èíà êàæäîãî
ñëàãàåìîãî â ñóììå êîìïåíñèðóåòñÿ áîëüøèì èõ êîëè÷åñòâîì.
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Òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç äèôôåðåí-
öèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ Ìåùåðñêîãî mdv = −udm, îïèñûâàþùåãî ïîëåò ðàêåòû ñ
íåïðåðûâíûì âûáðîñîì òîïëèâà.13) Ìû îïÿòü ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëå-
íèÿ ïëîùàäè ïîä ãèïåðáîëîé (ðèñ. 10), òîëüêî íåñêîëüêî èíûì ïóòåì � ïîñëå ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà â äèñêðåòíîé ìîäåëè. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïîëåòå
ðàêåòû ïðèäåòñÿ ïîêà îòëîæèòü.14)

×òîáû, íàêîíåö, íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü ïëîùàäü ïîä ãèïåðáîëîé, ðàññìîòðèì åùå
îäèí ïðèìåð ïåðåõîäà îò äèñêðåòíîé ìîäåëè ê íåïðåðûâíîé.

m

1/m

m0mM

dm

Ðèñ. 10. Óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ðàêåòû ïðîïîðöèîíàëüíî
ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû

Ïðèìåð 2.2. Èçîòåðìè÷åñêàÿ îòêà÷êà ãàçà èç áàëëîíà.

Ïóñòü ó íàñ åñòü áàëëîí îáúåìà V, â êîòîðîì çàêëþ÷åíî ν0 ìîëü èäåàëüíîãî ãàçà ïðè
òåìïåðàòóðå T . Áóäåì ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå (èçîòåðìè÷åñêè) îòêà÷èâàòü èç
áàëëîíà íåáîëüøèå ïîðöèè ãàçà, ïîäñîåäèíÿÿ ìàëåíüêèé ïóñòîé ðåçåðâóàð îáúåìîì
∆v ¿ V . Îðãàíèçîâàâ èçîòåðìè÷åñêîå ïåðåòåêàíèå ÷àñòè ãàçà â îáúåì ∆v, îòñîåäè-
íèì åãî, óäàëèì èç íåãî âåñü ãàç è ñíîâà ïîäñîåäèíèì ê áàëëîíó. Âîïðîñ: êàêîâî
áóäåò äàâëåíèå è êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â áàëëîíå ïîñëå N ïîäîáíûõ îïåðàöèé?

Íà N -îì øàãå â ñèëó T = const èìååì:

pN−1V = pN (V + ∆v)

äî çàïîëí. ïîñëå çàïîëí.

(äàâëåíèå â îáúåäèíåííîì ñîñóäå V +∆v, î÷åâèäíî, âñþäó îäèíàêîâî ïîñëå óñòàíîâ-
ëåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ). Êðîìå òîãî, çàïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ
ãàçà â ìàëîì îáúåìå ∆v:

pN ∆v = ∆νN RT ;

çäåñü ∆νN � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, îòêà÷åííîå íà N -îì øàãå. pN , òàêèì îáðàçîì,
ïðîïîðöèîíàëüíî ∆νN . Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî N , è ìû

13)Ñì. ãëàâó 1, ïðèìåð 1.4.
14)Ñì. ãëàâó 4, çàäà÷ó 4.6.
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îïÿòü ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé:



p1 = p0
V

V + ∆v

p2 = p1
V

V + ∆v

.........................

pN = pN−1
V

V + ∆v
.

Íà ñåé ðàç ïóòåì èõ ïåðåìíîæåíèÿ, âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ p óäàåòñÿ ñîêðà-
òèòü, ÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü äàâëåíèÿ íà N -îì øàãå îòêà÷êè ñ íà÷àëüíûì
äàâëåíèåì:

pN = p0

(
V

V + ∆v

)N

, ∆νN =
p0∆v

RT

(
V

V + ∆v

)N

.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåñëîæíî íàéòè, ÷òî ïîñëå N -ãî øàãà â áàë-
ëîíå îñòàëîñü êîëè÷åñòâî âåùåñòâà

νN =
pNV

RT
=

p0V

RT

(
V

V + ∆v

)N

.

Âåëè÷èíó νN ìîæíî ïîñ÷èòàòü èíà÷å, ïðîñóììèðîâàâ âñå îòêà÷åííûå ïîðöèè ∆νk è
âû÷òÿ èõ èç ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâà ν0:

νN = ν0 −∆ν1 −∆ν2 − ...−∆νN =
p0V

RT
− p0∆v

RT

N∑
n=1

(
V

V + ∆v

)n

=

=
p0

RT

[
V −∆v

(
V

V +∆v

)− (
V

V +∆v

)N+1

1− V
V +∆v

]
= ... =

p0V

RT

(
V

V + ∆v

)N

.

Êàê íè ñòðàííî, ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ òîò æå ñàìûé, îäíàêî ìû îòâëåêëèñü îò ñóòè.
Ïóñòü ïîðöèè îòêà÷èâàþòñÿ çà âðåìÿ ∆t êàæäàÿ; òîãäà tN = N∆t � âðåìÿ îòêà÷êè

N ïîðöèé. Òåïåðü áóäåì óñòðåìëÿòü ∆t è ∆v ê íóëþ òàê, ÷òîáû îáúåìíàÿ ñêîðîñòü
îòêà÷êè (ë/ñåê) îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé:

q =
∆v

∆t
= const ;

â ðåçóëüòàòå ìû áóäåì èìåòü íåïðåðûâíûé ïðîöåññ îòêà÷êè. Ïðè òàêîé îòêà÷êå çíà-
÷åíèå äàâëåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t åñòü

p(t) = lim
∆t, ∆v→0

p0

(
V + ∆v

V

)−N(t)

=

{
çàìåíèì ∆v íà q∆t ,
N íà t/∆t

}
=

= lim
∆t→0

p0

(
1 +

q∆t

V

)− t
∆t

.
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Â ëþáîì êóðñå âûñøåé ìàòåìàòèêè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

lim
x→0

(1 + αx)1/x = eα , (2.2)

ãäå ÷èñëî e = 2, 718..., ïîäîáíî ÷èñëó π, ñóòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
êîíñòàíòà. Äàííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì è òðàíñöåíäåíòíûì. Èñõîäÿ èç
äâóõ ïîñëåäíèé óðàâíåíèé, ïîëó÷èì:15)

p(t) = p0 lim
∆t→0

[
1 +

(
−∆t

t

)(
−qt

V

)]− t
∆t

=

{
â äàííîì ñëó÷àå α = −qt

V

}
=

= p0 exp

(
−qt

V

)
.

Ìû óñòàíîâèëè çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ â áàëëîíå îò âðåìåíè ïðè íåïðåðûâíîé èçî-
òåðìè÷åñêîé îòêà÷êå ñ ïîñòîÿííûì îáúåìíûì ðàñõîäîì q (q � îáúåì, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç íàñîñ çà åäèíèöó âðåìåíè). Õàðàêòåðíûé âèä ýòîé ôóíêöèè, íàçûâàåìîé ýêñ-
ïîíåíòîé (èëè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé), ïîêàçàí íà ðèñ. 11. Ýêñïîíåíòà åñòü
÷àñòíûé ñëó÷àé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè y(x) = ax è èìååò îãðîìíîå çíà÷åíèå äëÿ
îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

t

p t( )

p0

1/2

1/4
1/8

1/16

t 2t 3t 4t

Ðèñ. 11. Èçìåíåíèå äàâëåíèÿ â áàëëîíå ïðè
íåïðåðûâíîé èçîòåðìè÷åñêîé îòêà÷êå

Òàêîé æå ðåçóëüòàò, ðàçóìååòñÿ, äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ, åñëè ñðàçó íàïèñàòü äèô-
ôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî îáúåìà dv = qdt îòêà÷èâàåìîãî
çà âðåìÿ dt ãàçà:

pV = (p + dp)(V + dv) .

Ýòî åñòü óñëîâèå èçîòåðìè÷íîñòè ïåðåòåêàíèÿ ãàçà â ïîäñîåäèíåííûé ê áàëëîíó ìà-
ëûé ðåçåðâóàð dv. Êàê è â ñëó÷àå ñ ðàêåòîé, ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âåëè÷èíîé dpdv
ìîæíî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ ïðåíåáðå÷ü (îíà èìååò äðóãîé ïîðÿäîê ìàëîñòè
ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíàìè dp è dv). Ñëåäîâàòåëüíî,

V dp = −pdv ;

15)Çàïèñü exp(−qt/V ) îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è e−qt/V (÷èñëî e â ñòåïåíè −qt/V ).
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dp < 0, ò.ê. äàâëåíèå ïðè îòêà÷êå íåïðåðûâíî óìåíüøàåòñÿ. Äåëÿ ýòî óðàâíåíèå íà
pV è âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå îáúåìíîãî ðàñõîäà q, ïðèâåäåì åãî ê âèäó

dp

p
= − q

V
dt . (2.3)

×òîáû èç äàííîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü p(t), íóæíî âíîâü ñ÷èòàòü ïëî-
ùàäü ïîä ãèïåðáîëîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñóììèðîâàíèè (2.3) ïî õîäó îòêà÷êè îò
ñàìîãî íà÷àëà (t = 0) äî èíòåðåñóþùåãî ìîìåíòà t â ñèëó q = const ïîëó÷èì:

p(t)∫

po

dp

p
= −qt

V
. (2.4)

Âîçâåäåíèå ÷èñëà �e� â ñòåïåíü, ðàâíóþ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (2.4),16)

ïðèâåäåò ê ñîîòíîøåíèþ

exp




p(t)∫

p0

dp

p


 = exp

(
−qt

V

)
. (2.5)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ïëîùàäü ïîä ãèïåðáîëîé â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà ñòîÿùåìó â
(2.5) èíòåãðàëó, âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî p(t) < p0, è
ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïîëó÷àòñÿ dp < 0; ïëîùàäü æå äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé
âåëè÷èíîé. Íó à òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî èç ðàññìîòðåíèÿ äèñêðåòíîé îòêà÷êè ìû óæå
óñòàíîâèëè èñêîìóþ çàâèñèìîñòü p(t):

p(t) = p0 exp

(
−qt

V

)
.

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû, íàéäåì:

p(t)

p0

= exp




p(t)∫

p0

dp

p


 . (2.6)

Ââåäåì îïåðàöèþ � ln�, îáðàòíóþ âîçâåäåíèþ ÷èñëà �e� â ëþáîþ ñòåïåíü:

ln (eα) = α ; (2.7)

ñëåäîâàòåëüíî, exp (ln eα) = eα. Îáîçíà÷àÿ x = eα, ïîëó÷èì âàæíîå ñâîéñòâî:

eln x = x . (2.8)

Ôóíêöèÿ ln x íîñèò íàçâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà; îíà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèåé äëÿ ýêñïîíåíòû.17) Çäåñü ìû íå áóäåì ïåðå÷èñëÿòü âñå åå ñâîéñòâà, ïîñêîëüêó

16)Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèèðîâàíèåì.
17)Ðåêîìåíäóþ âàì ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñòðîèòü ãðàôèê ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè, íàéäÿ ïðåäâà-

ðèòåëüíî îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, íóëè è ò.ï. Èñõîäèòå èç òîãî, ÷òî ýêñïîíåíòà
è íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì åñòü âçàèìíî îáðàòíûå ôóíêöèè (ñì. (2.7), (2.8)).
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ñåé÷àñ âàæíî äðóãîå. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ ln ê �ïåðåâåðíóòîìó� óðàâíåíèþ (2.6):

ln

(
p0

p(t)

)
= ln


exp


−

p(t)∫

p0

dp

p





 = −

p(t)∫

p0

dp

p
≡

p0∫

p(t)

dp

p
= Sïîä ãèï.18)

Â ðåçóëüòàòå äîëãîæäàííàÿ ïëîùàäü ïîä ãèïåðáîëîé â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 12):

Sïîä ãèï. =

p2>p1∫

p1

dp

p
= ln

(
p2

p1

)
.

Îòñþäà ëåãêî óñòàíîâèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷èñëà e. Ïîëàãàÿ p1 = 1 è p2 = e
(e = 2.718... > 1), ïîëó÷èì, ÷òî ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû íà îòðåçêå [1, e]
ðàâíà ln(e) = 1 (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (2.7) ïðè α = 1).

Ýëåìåíòàðíî âûâîäèòñÿ òàêæå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèè. Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ëîãàðèôìà ÿâëÿåòñÿ åãî àääèòèâíîñòü:

ln a + ln b = ln (ab) , ln a− ln b = ln
(a

b

)
.

Ñ ó÷åòîì âòîðîãî ñâîéñòâà ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì ãè-
ïåðáîëû â âèäå

p2∫

p1

dp

p
= ln p2 − ln p1 .

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
dp

p
= d(ln p) ,

ïîñêîëüêó òîëüêî ïðè èíòåãðèðîâàíèè (ñóììèðîâàíèè) äèôôåðåíöèàëîâ îò ëîãàðèô-
ìà íà îòðåçêå [p1, p2] ïîëó÷àåòñÿ ðàçíîñòü åãî êîíå÷íîãî è íà÷àëüíîãî çíà÷åíèé. Äåëÿ
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà dp, íàéäåì èñêîìîå ïðàâèëî:

d(ln p)

dp
=

1

p
.

Åãî ëåãêî óñòàíîâèòü íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôîðìóëû (2.8), îäíà-
êî òàêîé ïóòü îñíîâàí íà çíàíèè ïðàâèë âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé îò ñëîæíîé ôóíêöèè
è îò ýêñïîíåíòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü åùå íåçíàêîìû ÷èòàòåëþ. Î íèõ ðå÷ü ïîéäåò
â ãëàâàõ 4 è 5 (ïðîèçâîäíàÿ îò ýêñïîíåíòû óïîìèíàåòñÿ òàêæå â êîíöå ïðèìåðà 2.6
íàñòîÿùåé ãëàâû).

Ïðèìåð 2.3. Âåðåâêà â ïîëå òÿæåñòè.
18)Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè âàæíîå ñâîéñòâî èíòåãðàëà: ïðè âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ ïåðåä

èíòåãðàëîì ïîÿâëÿåòñÿ çíàê �−�. Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ýòî äîêàçàòü.
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p

1/p

p1 p2

ln( / )p p2 1

Ðèñ. 12. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè ïîä ãèïåðáîëîé

Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ îëèìïèàäíóþ çàäà÷ó: â ïîëå òÿæåñòè âèñèò îäíîðîäíàÿ âå-
ðåâêà ìàññîé m è äëèíîé l, êîíåö A êîòîðîé ïîäâåøåí íà âûñîòå h íèæå êîíöà B
(ðèñ. 13). Ñïðàøèâàåòñÿ, íà ñêîëüêî ñèëà íàòÿæåíèÿ âåðåâêè â òî÷êå B áîëüøå ñèëû
íàòÿæåíèÿ â òî÷êå A, è ÷åìó ðàâíà ñèëà íàòÿæåíèÿ T (y) íà ïðîèçâîëüíîé âûñîòå y
îò íèæíåé òî÷êè âåðåâêè? Äàâàéòå ïîäðîáíî â ýòîì ðàçáåðåìñÿ.

A

B

h

y

Ðèñ. 13. Ïðîâèñàíèå âåðåâêè ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè

Ïðåäñòàâèì âåðåâêó â âèäå öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç òî÷å÷íûõ ìàññ ∆m, ñîåäèíåí-
íûõ íåâåñîìûìè íåðàñòÿæèìûìè ñòåðæíÿìè äëèíîé ∆l. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì äèñêðåòíóþ ìîäåëü âåðåâêè. Åñëè â öåïî÷êå N ãðóçèêîâ, òî ∆m = m/N ;
∆l = l/(N + 1) (êîëè÷åñòâî ñòåðæíåé ðàâíî N + 1). Òåïåðü ðàññìîòðèì n-ûé ãðó-
çèê. Ïîìèìî ñèëû òÿæåñòè, íà íåãî äåéñòâóþò òàêæå ñèëû Tn è Tn+1 ñî ñòîðîíû
ñòåðæíåé, íàïðàâëåííûå ïîä óãëàìè αn è αn+1 ê ãîðèçîíòó, ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 14).
Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ n-ãî ãðóçèêà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñèñòåìû:





Tn cos αn = Tn+1 cos αn+1

Tn+1 sin αn+1 − Tn sin αn = g∆m
∀n = 1, 2, ..., N .

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Tn cos αn îäèíàêî-
âà âñþäó âäîëü öåïî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, T1 cos α1 = TN+1 cos αN+1 = Tk+1, ãäå Tk+1 �
ñèëà íàòÿæåíèÿ íèçøåãî çâåíà, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî (αk+1 = 0); ïðè
ýòîì T1 = TA, TN+1 = TB. Çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíîé
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an+1

an

Tn+1

Tn

n

g mD

Ðèñ. 14. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà çâåíî öåïî÷êè

êîìïîíåíòû ñèëû, íà÷èíàÿ îò k-ãî ãðóçèêà è çàêàí÷èâàÿ 1-ûì:




−Tk+1 sin αk+1 + Tk sin αk = g∆m

−Tk sin αk + Tk−1 sin αk−1 = g∆m

.............................................

−T2 sin α2 + T1 sin α1 = g∆m .

Ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî αk+1 = 0, áóäåì èìåòü:

T1 sin α1 = (k − 1) g∆m.

Àíàëîãè÷íî, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñèëû îò k + 1-ãî
ãðóçèêà äî N -ãî è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì, ÷òî TN+1 sin αN+1 = (N + 1− k)g∆m. Èç
ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

T1 sin α1 + TN+1 sin αN+1 = Ng∆m = mg .

Âåñ öåïî÷êè, êàê è äîëæíî áûòü, óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëàìè íàòÿæåíèÿ íà êîíöàõ.
Èçìåíèì íóìåðàöèþ. Íèæíåå çâåíî (ãîðèçîíòàëüíîå) íàçîâåì íóëåâûì è ïîéäåì,

ñêàæåì, ïî ïðàâîé ÷àñòè öåïî÷êè (ðèñ. 15). Ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî îòäåëüíî íå ðàññìàò-
ðèâàòü, ïîñêîëüêó äî óðîâíÿ òî÷êè A öåïî÷êà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè
(ðèñ. 13). Â ñàìîì äåëå, åñëè ìû íà äàííîì óðîâíå ìûñëåííî çàêðåïèì ïðàâóþ ÷àñòü,
ôîðìà öåïî÷êè íå èçìåíèòñÿ; íèæå òî÷êè A ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ êóñîê öåïî÷êè, êîí-
öû êîòîðîãî ïîäâåøåíû íà îäèíàêîâîé âûñîòå. Ñèììåòðèÿ òàêîãî êóñêà î÷åâèäíà.
Çàïèøåì åùå ðàç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ n-ãî ãðóçà:





Tn cos αn = Tn+1 cos αn+1

Tn+1 sin αn+1 − Tn sin αn = g∆m .
(2.9)

Âîçâîäÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (2.9), ïîëó÷èì:

T 2
n+1 − T 2

n = (g∆m)2 + 2g∆mTn sin αn .

Èç öåïíîãî õàðàêòåðà óðàâíåíèé (2.9) ñëåäóåò, ÷òî

Tn sin αn = T0 sin α0 + n · g∆m .
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Ðèñ. 15. Öåïî÷êà ñ èçìåíåííîé íóìåðàöèåé çâåíüåâ

Òàê êàê α0 = 0, íà îñíîâàíèè äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë èìååì:

T 2
n+1 − T 2

n = (g∆m)2 + 2 (g∆m) n (g∆m) = (g∆m)2 [1 + 2n] .

Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ëþáîãî n = 0, 1, 2, .... Åñëè âñå èõ âûïèñàòü
îäíî ïîä äðóãèì è ñëîæèòü, òî ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñèëû, êàê âèäíî, ñîêðàòÿò-
ñÿ, è îñòàíóòñÿ òîëüêî êðàéíèå:

T 2
n+1 − T 2

0 = (g∆m)2
n∑

k=0

[1 + 2k] =

{
n∑

k=0

k =
0 + n

2
(n + 1)

}
=

= (g∆m)2 [n + 1 + n (n + 1)] = (g∆m)2 (n + 1)2 .

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî T 2
n = T 2

0 + (g∆m)2 n2. Ïî ñóòè äåëà ýòî åñòü çàêîí, ïî êî-
òîðîìó ñèëà íàòÿæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì (n-îì) çâåíå çàâèñèò îò åãî ðàññòîÿíèÿ äî
íèæíåé òî÷êè, èçìåðÿåìîãî âäîëü öåïî÷êè. Â ñàìîì äåëå, ìàññà è äëèíà çâåíà, ðàâ-
íûå ∆m = m/N è ∆l = l/(N + 1), ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó:

∆m =
m

l

(N + 1)

N
∆l .

Çíà÷èò
T 2

n = T 2
0 +

(
mg

l

(N + 1)

N

)2

(sn)2 ,

ãäå sn = n∆l � ðàññòîÿíèå îò n-ãî ãðóçèêà äî íóëåâîãî. Óñòðåìëÿÿ N → ∞, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê íåïðåðûâíîé âåðåâêå, ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü

T (s) =

√
T 2

0 + (mg)2
(s

l

)2

.

Åñëè áû ìû çíàëè, êàêîâà äëèíà ó÷àñòêà âåðåâêè ìåæäó óðîâíÿìè òî÷åê A è B
(ðèñ. 13), òî ìîãëè áû ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ôîðìóëû îòâåòèòü íà âîïðîñ çàäà÷è.
Íî èç óñëîâèÿ èçâåñòåí òîëüêî ïåðåïàä âûñîò hAB, è ïîýòîìó íàì ñêîðåå íóæíà
çàâèñèìîñòü T (y) ñèëû íàòÿæåíèÿ îò âûñîòû, à íå îò ðàññòîÿíèÿ s. Êðîìå òîãî, ñèëà
íàòÿæåíèÿ T0 â íèæíåé òî÷êå òîæå îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ðåêîìåíäóþ âàì ñäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî), ÷òî â ðàì-
êàõ äèñêðåòíîãî ðàññìîòðåíèÿ íàéòè çàâèñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ â n-îì çâåíå îò
âûñîòû

yn = ∆l
n∑

k=1

sin αk ,

íà êîòîðîé îíî íàõîäèòñÿ, â ÿâíîì âèäå íå óäàåòñÿ. Îäíàêî âñå ðåçêî ìåíÿåòñÿ, åñëè
âåðíóòüñÿ ê íåïðåðûâíîé âåðåâêå. Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì ρ = m/l åå ïîãîííóþ
ïëîòíîñòü. Íà ïðîèçâîëüíîé âûñîòå y âûäåëèì áåñêîíå÷íî ìàëåíüêèé ýëåìåíò äëèíû
dl è çàïèøåì óñëîâèå åãî ðàâíîâåñèÿ â ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ ê íåìó (ðèñ. 16):

dT = gρdl sin α .

Çäåñü α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé, à dT � ïðèðàùåíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ íà ýëåìåíòå
dl. Íî èç ãåîìåòðèè ñëåäóåò, ÷òî dl sin α = dy åñòü âûñîòà ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè
òî÷êàìè ýëåìåíòà dl. Çíà÷èò dT = gρdy. Ñóììèðóÿ àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âäîëü
âñåé âåðåâêè îò ñàìîãî íèçà è äî óðîâíÿ y, ïîëó÷èì èñêîìóþ çàâèñèìîñòü:

T (y)− T0 = gρy .

Îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî y â ïðåäåëàõ âåðåâêè, ïðè÷åì, êàê äëÿ ïðàâîãî, òàê

B

h

y

yA

yB

adl

dl
dy

a

Ðèñ. 16. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ íåïðåðûâíîé âåðåâêè

è äëÿ ëåâîãî êóñêà. Â ÷àñòíîñòè, TA = T0 + gρyA, TB = T0 + gρyB, îòêóäà èñêîìàÿ
ðàçíèöà ñèë íàòÿæåíèÿ â òî÷êàõ ïîäâåñà

TA − TB = gρ (yB − yA) = gρh = mg
h

l
;

îíà ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíà h. Âîò òàêîå ëþáîïûòíîå è ëåãêîå ðåøåíèå. Çàìåòèì,
÷òî ïî èìåþùèìñÿ äàííûì íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ñèëå íàòÿæåíèÿ T0 â ñàìîé íèæ-
íåé òî÷êå âåðåâêè. Äåëî â òîì, ÷òî T0 çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè AB íå
òîëüêî â âåðòèêàëüíîì, íî è â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, êîòîðîå íå ïðèâåäåíî â
óñëîâèè.
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Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ T (s) è T (y), ïîëó÷èì òàêæå ôóíêöèþ s(y):

s(y) =

√
y2 +

2lT0

mg
y .

Ïðèìåð 2.4. Ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãîé âîëíû ïî ðåçèíîâîìó øíóðó.

Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð � ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãîé âîëíû ïî ðåçèíîâîìó øíóðó. Ïóñòü
ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü øíóðà ρ, ñèëà íàòÿæåíèÿ â íåì T , à ñèëà òÿæåñòè îòñóòñòâó-
åò. Åñëè âáëèçè îäíîãî êîíöà ïî øíóðó ðåçêî óäàðèòü ïàëêîé, ïî íåìó ïîáåæèò
ãîðá (âîçìóùåíèå, âîëíà), êîòîðûé äîéäåò äî ïðîòèâîïîëîæíîãî êîíöà, îòðàçèòñÿ
è ïðîéäåò îáðàòíî (ðèñ. 17). Íåïëîõî áûëî áû íàéòè ñêîðîñòü åãî ïåðåìåùåíèÿ v.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñêîðîñòü çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ T è ρ, íî êàêèì îáðàçîì? Äëÿ
îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ íàì ñ âàìè íóæíî áóäåò ðàññìîòðåòü äèñêðåòíóþ è
íåïðåðûâíóþ ìîäåëè øíóðà.

v

Ðèñ. 17. Âîëíà, áåãóùàÿ ïî ðåçèíîâîìó øíóðó

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòêëîíåíèå ó÷àñòêîâ øíóðà â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè y ïðè
ïðîõîæäåíèè ãîðáà ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ãîðáà â íàïðàâëåíèè x (âäîëü øíó-
ðà).19) Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëèò ñèëüíî óïðîñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðåäñòàâèì
øíóð â âèäå íàáîðà N îäèíàêîâûõ ãðóçèêîâ ìàññîé ∆m, ñîåäèíåííûõ íåâåñîìûìè
ïðóæèíêàìè íåêîòîðîé æåñòêîñòè k (ìû îïÿòü ïåðåõîäèì îò íåïðåðûâíîãî øíóðà ê
äèñêðåòíîé öåïî÷êå).

Òåïåðü ñäåëàåì åùå îäíî î÷åíü ñìåëîå, íî âìåñòå ñ òåì äîñòàòî÷íî ðàçóìíîå ïðåä-
ïîëîæåíèå: êàæäûé ãðóçèê ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû ñìåùàåòñÿ òîëüêî â ïîïåðå÷íîì
íàïðàâëåíèè (y), è íå äâèæåòñÿ â ïðîäîëüíîì (x). Îïðàâäàíèÿìè, îäíàêî, ñåé÷àñ
çàíèìàòüñÿ íå áóäåì � ïîâåðèì àâòîðó ïîñîáèÿ íà ñëîâî. Âîëíà, â êîòîðîé ÷àñòè-
öû ïåðåäàþùåé åå ñðåäû (â äàííîì ñëó÷àå ýëåìåíòû öåïî÷êè) ñìåùàþòñÿ ïîïåðåê
íàïðàâëåíèÿ åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íîé. Ðàññìîòðèì ïðîõîæäåíèå
òàêîé âîëíû ÷åðåç ó÷àñòîê øíóðà, ñîäåðæàùèé (n− 1)-ûé, n-ûé è (n + 1)-ûé ãðóçè-
êè. Èõ îòêëîíåíèÿ îò îñè øíóðà â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, yn−1(t),
yn(t) è yn+1(t), à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ïî îñè x îäèíàêîâî è ñîñòàâëÿåò ∆x.

Èç ðèñ. 18 âèäíî, ÷òî èçáûòî÷íîå óäëèíåíèå ïðóæèíêè A âñëåäñòâèå îòêëîíåíèÿ
ãðóçèêîâ ñîñòàâëÿåò

δlA =
∆x

cos ϕA

−∆x ,

19)Î âîëíàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîäîáíîìó îãðàíè÷åíèþ, ãîâîðÿò êàê î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.
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ïîýòîìó èçáûòîê ñèëû íàòÿæåíèÿ â íåé ïî ñðàâíåíèþ ñ íåäåôîðìèðîâàííûì ó÷àñò-
êîì öåïî÷êè åñòü

δTA = k∆x

[
1

cos ϕA

− 1

]
.

Ïîëíîå íàòÿæåíèå ïðóæèíêè A ðàâíî TA = T + δTA. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðóæèíêè B:

x

yn-1

yn

yn+1

n-1

n

n+1

A
B

jA

jB

Dx Dx

Ðèñ. 18. Îòêëîíåíèå ãðóçîâ ïðè ïðîõîæäåíèè
ïîïåðå÷íîé âîëíû ïî äèñêðåòíîé öåïî÷êå

TB = T + δTB.
Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ n-ãî ãðóçèêà. Ìû óæå çíàåì, ÷òî óñêîðåíèå åñòü

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè:20)

an =
d2yn

dt2
= ÿn .

Çíà÷èò
∆m ÿn = −[TA sin ϕA + TB sin ϕB] .

Òàê êàê óãëû ϕA, ϕB ìàëû â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé ìàëîñòè âîçìóùåíèÿ, òî cos ϕA,B ≈
1 è sin ϕA,B ≈ tg ϕA,B. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â âèäå

∆m ÿn ≈ −[TA tg ϕA + TB tg ϕB] =

{
tg ϕA =

yn − yn−1

∆x
, tg ϕB =

yn − yn+1

∆x

}
=

= −T

[
yn − yn−1

∆x
− yn+1 − yn

∆x

]
− δTA tg ϕA − δTB tg ϕB .

Èç-çà ìàëîñòè îòêëîíåíèé ãðóçèêîâ â íàïðàâëåíèè y èìååò ìåñòî òàêæå îöåíêà
δTA,B ¿ T , è ïîïðàâêàìè ê ñèëå íàòÿæåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñ òîé æå òî÷íîñòüþ, ñ
êàêîé sin ϕA,B áûë çàìåíåí íà tg ϕA,B.21) Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàáîòàòü ñ óðàâíåíèåì
äâèæåíèÿ

∆m ÿn = −T

[
yn − yn−1

∆x
− yn+1 − yn

∆x

]
. (2.10)

Ïîïðîáóåì ñíà÷àëà íàéòè ñêîðîñòü âîëíû, íå ïåðåõîäÿ ê íåïðåðûâíîìó øíóðó,
ò.å. íå óñòðåìëÿÿ N →∞ è ∆x → 0. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ñàìóþ ïðîñòóþ âîëíó,

20)Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ òî÷êîé íàä ôóíêöèåé.
21)Â îñíîâå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ëåæèò ò.í. Òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèé cosx è sin x.
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êàêóþ òîëüêî ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü � ñèíóñîèäàëüíóþ; â æèçíè ÷àñòî áûâàåò òàê,
÷òî çà êàæóùåéñÿ ïðîñòîòîé ñêðûâàåòñÿ îãðîìíàÿ çíà÷èìîñòü. Ïî îïðåäåëåííûì
ïðè÷èíàì âîëíû, èìåþùèå ôîðìó ñèíóñîèäû, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûìè â ïðèðîäå. Êðîìå òîãî, â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âîëíà ñ áîëåå
ñëîæíîé ôîðìîé íà ñàìîì äåëå ïðåäñòàâèìà â âèäå íåêîòîðîé êîìáèíàöèè âñå òåõ
æå ñèíóñîèä ñ ðàçíûìè àìïëèòóäàìè è ÷àñòîòàìè.

Ïî öåïî÷êå ïîáåæèò ñèíóñîèäàëüíàÿ âîëíà, åñëè �òðÿñòè� íà÷àëüíîå çâåíî ïî çà-
êîíó y0(t) = A sin(ωt). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (2.10), îïèñûâàþùåãî
ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü î÷åíü âàæíûé âûâîä: ñèíóñîèäàëü-
íàÿ âîëíà ïðè äâèæåíèè âäîëü öåïî÷êè ñîõðàíÿåò ñâîþ ôîðìó (ò.å. ïåðåìåùàåòñÿ
áåç èñêàæåíèÿ, èëè, êàê ãîâîðÿò, áåç äèñïåðñèè).22) Èíûìè ñëîâàìè, äâèæåíèå n-ãî
ãðóçèêà, êîòîðîå äëÿ äàííîãî âèäà âîëíû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ãàðìîíè÷åñêèìè êîëå-
áàíèÿìè, â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåòñÿ ñëåäóþùèì çà íèì (n + 1)-ûì ãðóçèêîì ñïóñòÿ
íåêîòîðîå âðåìÿ ∆τ , ïðè÷åì ýòî âðåìÿ îäèíàêîâî äëÿ âñåõ n. Â ðåçóëüòàòå èìååò
ìåñòî ïðîñòîå �çàïàçäûâàíèå� äâèæåíèÿ êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ãðóçà ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðåäûäóùèì, à íå èçìåíåíèå â õàðàêòåðå äâèæåíèÿ. Èñêîìàÿ ñêîðîñòü âîëíû, î÷å-
âèäíî, ñâÿçàíà ñî âðåìåíåì çàïàçäûâàíèÿ ∆τ ñîîòíîøåíèåì v = ∆x/∆τ . Ïîýòîìó
äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ íàì íóæíî ñâÿçàòü ∆τ ñ ∆x, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.10).

Ìàòåìàòè÷åñêè óñëîâèå çàïàçäûâàíèÿ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

yn+1(t) = yn(t−∆τ) ,

ò.å. ñ (n + 1)-ûì ãðóçèêîì â ìîìåíò t ïðîèñõîäèò òî æå, ÷òî ñ n-ûì ïðîèñõîäèëî íà
âðåìÿ ∆τ ðàíüøå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

yn−1(t) = yn(t + ∆τ) .

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìóëó (2.10), â êîòîðîé îòêëîíåíèÿ âñåõ ãðó-
çèêîâ, åñòåñòâåííî, îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ìîìåíòó t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
òîëüêî äëÿ ôóíêöèè yn:

ρv ∆τ ÿn = −T

v

[
yn(t)− yn(t + ∆τ)

∆τ
− yn(t−∆τ)− yn(t)

∆τ

]
; (2.11)

çäåñü ìû çàìåíèëè ∆m íà ρ∆x (ρ � ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü øíóðà), à ∆x íà v∆τ . Äâè-
æåíèå n-ãî ãðóçà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

yn(t) = A sin(ωt− θ) (2.12)

(ôàçà θ îòðàæàåò çàïàçäûâàíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëîì öåïî÷êè). Ïðèáëèæåíèå ìà-
ëîñòè âîçìóùåíèé òðåáóåò, ÷òîáû îòêëîíåíèÿ ãðóçèêîâ îò îñè áûëè ìíîãî ìåíüøå
õàðàêòåðíîé äëèíû âîëíû, êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, â ñëó÷àå ñèíóñîèäàëü-
íîé ôîðìû ðàâíà v · 2π/ω. Â ðåçóëüòàòå êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ (2.11)
ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ A ¿ 2πv/ω.

22)Îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà òðåáóåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêîãî çíàêîìñòâà ñ òåîðèåé âîëí, è ñåé÷àñ
âàì ïðèäåòñÿ ïðèíÿòü åãî íà âåðó.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè yn(t) èç (2.12) â óðàâíåíèå (2.11) è íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, çàêëþ÷àþùèõñÿ â íàõîæäåíèè ðàçíîñòè ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ, ìû
ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

v2 =
T

ρ

(
sin(ω∆τ/2)

ω∆τ/2

)2

. (2.13)

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè âîëíû:

ω∆x

2

√
ρ

T
= sin

(
ω∆x

2v

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ T , ρ, ∆x ïî öåïî÷êå áåç èñêàæåíèÿ ìîãóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òîëüêî âîëíû ñ ÷àñòîòàìè

ω ≤ 2

∆x

√
T

ρ
.23)

Ñêîðîñòü âîëíû ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò

v =
ω∆x

2

/
arcsin

(
ω∆x

2

√
ρ

T

)
,

ò.å. ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé.
À òåïåðü ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîìó øíóðó, óñòðåìèâ ∆x →

→ 0. Âñïîìèíàÿ, ÷òî
lim
α→0

(
sin α

α

)
= 1 ,

èç (2.13) ïîëó÷èì:

v =

√
T

ρ
. (2.14)

Ìû âèäèì ñ âàìè, ÷òî ñêîðîñòü âîëíû â íåïðåðûâíîì øíóðå îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ÷à-
ñòîò, è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: íàòÿæåíèåì è ïëîòíîñòüþ øíóðà.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ òàêîé ñêîðîñòüþ ïî íåïðåðûâíîìó øíóðó ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîç-
ìóùåíèå ëþáîé ôîðìû (íå îáÿçàòåëüíî ñèíóñîèäàëüíîé, ðèñ. 19) è ÷àñòîòû, ïðè÷åì
â õîäå äâèæåíèÿ âîëíû íå ïðîèñõîäèò åå èñêàæåíèÿ (âîëíà ñîõðàíÿåò ñâîþ ôîðìó).
Îáîñíîâàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îäíàêî, òðåáóåò îñíîâàòåëüíîãî çíàêîìñòâà ñ òåî-
ðèåé âîëí.

Ôîðìóëó (2.14) ìîæíî ïîëó÷èòü èíûì ñïîñîáîì. Èçëàãàåìûé íèæå ìàòåðèàë âû-
õîäèò çà ïðåäåëû øêîëüíîé ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòèêå, îäíàêî îí ïîëåçåí äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ îáùåé êóëüòóðû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ. Åùå ðàç ïîâòîðþ,
÷òî íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî òðóäíîãî äëÿ ïîíèìàíèÿ â òîì, ÷òî áóäåò èçëîæåíî íè-
æå, íåò. Íóæíî ëèøü ñîâåðøèòü íåáîëüøîé ñêà÷îê â ìûøëåíèè, êîòîðûé íà ñåé

23)Ðåêîìåíäóþ âàì ñàìîñòîÿòåëüíî äàòü îáúÿñíåíèå íàëè÷èþ ïîäîáíîãî îãðàíè÷åíèÿ.
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x'

f x'( )

Ðèñ. 19. Ôîðìà âîëíû, áåãóùåé ïî øíóðó

ðàç ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ è îïðåäåëåíèè åå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.24)

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî øíóðà õàðàêòåðèçóþùåå âîëíó ñìåùåíèå �y�, î÷åâèä-
íî, åñòü ôóíêöèÿ êàê îò âðåìåíè, òàê è îò èçìåíÿþùåéñÿ íåïðåðûâíûì îáðà-
çîì ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x. Òî åñòü âìåñòî ñìåùåíèé îòäåëüíûõ ãðóçîâ yn(t)
(n = 0, 1, ..., N) òåïåðü íóæíî ðàáîòàòü ñ íåïðåðûâíî ìåíÿþùåéñÿ âäîëü îñè x ôóíê-
öèåé y(t, x). Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y(t, x) ïî âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííîé
êîîðäèíàòå x (ãðóçèêè íå ñìåùàþòñÿ ïî îñè x!) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè, è îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∂y/∂t. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

an =
∂

∂t

(
∂y

∂t

)
=

∂2y

∂t2
.

Ïîñìîòðèì íà áåãóùåå ïî øíóðó âîçìóùåíèå â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t. Â
ïðåäåëå N →∞ (êîãäà ∆x → dx) îòíîøåíèÿ

yn − yn+1

∆x
,

yn+1 − yn

∆x

â óðàâíåíèè (2.10) åñòü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè y ïî ïåðåìåííîé x, îïðåäåëÿþùèå òàí-
ãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê øíóðó â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ. Îíè íàçûâàþòñÿ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî êîîðäèíàòå x è îáîçíà÷àþòñÿ êàê ∂y/∂x. Ëåãêî çàìå-
òèòü, ÷òî ýòè ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â ñîñåäíèõ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ïî x òî÷êàõ,
îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà áåñêîíå÷íî ìàëîå ðàññòîÿíèå dx.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñòðåìëåíèè ∆x → dx óðàâíåíèå (2.10) ïåðåõîäèò â

ρdx
∂2y

∂t2
= −T

(
∂y

∂x
(t, x)− ∂y

∂x
(t, x + dx)

)
.

Åñëè ïîäåëèòü äàííîå óðàâíåíèå íà dx, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî îòíîøåíèå
∂y
∂x

(t, x + dx)− ∂y
∂x

(t, x)

dx

åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè ∂y/∂x ïî ïåðåìåííîé x, ò.å. âòîðàÿ ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ∂2y/∂x2. Â èòîãå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè y(t, x), îïèñûâàþùåå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå âîçìóùåíèÿ, èìååò âèä

∂2y

∂t2
=

T

ρ

∂2y

∂x2
.

24)Ïðè âêëþ÷åíèè äàííîãî ìàòåðèàëà â ïîñîáèå àâòîð îðèåíòèðîâàëñÿ íà �ïðîäâèíóòûõ� øêîëüíè-
êîâ è ñòóäåíòîâ, óæå çíàêîìûõ ñ ïîíÿòèåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû ïîñîáèÿ
ìîãóò áûòü îïóùåíû ïðè ïðî÷òåíèè áåç óùåðáà äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëàãàåìîãî äàëüøå ìàòåðèàëà.
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Ýòî òàê íàçûâàåìîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ïîäîáíîãî ðîäà óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî
â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

∂2y

∂t2
= a2 ∂2y

∂x2

(a2 � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñî ñâîéñòâàìè ïåðåäàþùåé âîëíó ñðåäû),
îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ñàìîé ðàçíîîáðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû (íàèáî-
ëåå ÿðêèå ïðåäñòàâèòåëè � çâóê, ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû). Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü,
÷òî äàëåêî íå âñå âîëíû ïîä÷èíÿþòñÿ âîëíîâîìó óðàâíåíèþ. Òàê, åñëè áû ìû íå
ñäåëàëè ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè îòêëîíåíèé ýëåìåíòîâ øíóðà îò îñè x, ó íàñ ïî-
ëó÷èëîñü áû êóäà áîëåå ñëîæíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå äàæå è âûïèñûâàòü íå õî÷åò-
ñÿ. Âîëíîâîå óðàâíåíèå êàê ïðàâèëî ïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ âîëí ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøîé àìïëèòóäû.

Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå x′, ñâÿçàííîé ñ âîçìóùåíèåì, îíî
íåïîäâèæíî è èìååò íåêîòîðóþ ôîðìó y = f(x′) (ðèñ. 19).25) Ïîñêîëüêó x′ = x ± vt
(v � ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ãîðáà; çíàê �−� ñîîòâåòñòâóåò âîëíå, áåãóùåé âïðàâî, ò.å.
â îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ x; �+� õàðàêòåðèçóåò âîëíó, áåãóùóþ âëåâî), ôóíêöèÿ

y = f (x± vt)

è åñòü îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ; îíà îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âîçìóùåíèÿ
ñî âðåìåíåì â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå. Ïîäñòàâèì ýòó ôóíêöèþ â âîëíîâîå óðàâíå-
íèå. Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé t ïåðåìåííàÿ x ñ÷èòàåòñÿ
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, è íàîáîðîò. Åñëè ξ = x ± vt è f ′ = df/dξ � ïðîèçâîäíàÿ îò
ôóíêöèè f(ξ) ïî ñâîåìó àðãóìåíòó, òî

∂2y

∂x2
= f ′′,

∂y

∂t
=

df

dξ

∂ξ

∂t
= ±v

df

dξ
,

∂2y

∂t2
= ±v

∂

∂t

(
df

dξ

)
= ±v

d2f

dξ2

∂ξ

∂t
= v2f ′′ .

Ïîäñòàâëÿÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå â âîëíîâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî v2f ′′ = (T/ρ)f ′′,
îòêóäà

v =

√
T

ρ
.

Ïðèìåð 2.5. Ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé ñðåäû ê ñïëîøíîé.

Ïîçíàêîìèìñÿ ñ åùå îäíèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Íà ñåé ðàç äèñêðåòíàÿ ìîäåëü
áóäåò îòðàæåíèåì ôèçè÷åñêîé ñóòè ÿâëåíèÿ, à ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïðî-
ñòî ñèëüíî óïðîñòèò åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå. Ðå÷ü èäåò î ìåõàíèêå äâèæåíèÿ
æèäêîñòè è ãàçà (ãèäðîìåõàíèêå).

25)Òåì ñàìûì ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî âîëíà íå èñêàæàåòñÿ â õîäå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ò.å. ñîõðàíÿåò
ñâîþ ôîðìó.
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Â áîëüøèíñòâå ïðîòåêàþùèõ â ãèäðîñôåðå è íèæíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû ãèäðîìå-
õàíè÷åñêèõ ÿâëåíèé, çàêëþ÷àþùèõñÿ â ðàçíîîáðàçíûõ ïåðåìåùåíèÿõ âîäû è âîçäó-
õà, äâèæåíèå ïðîèñõîäèò íà ìàñøòàáàõ L, êîòîðûå ìíîãî áîëüøå ñðåäíåãî ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè ñðåäû (äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l). Ïðåäñòàâüòå ñåáå ïëû-
âóùåãî äåëüôèíà èëè ëåòÿùóþ â íåáå ïòèöó ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ îáòåêàíèÿ âñòðå÷íûì
ïîòîêîì ñðåäû. Ïîíÿòíî, ÷òî êàðòèíà òàêîãî îáòåêàíèÿ ôîðìèðóåòñÿ âáëèçè äâèæó-
ùèõñÿ â ñðåäå òåë, è ïàðàìåòðû ïîòîêà (ñêîðîñòü, ïëîòíîñòü, òåìïåðàòóðà) ìåíÿþòñÿ
íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà 10−4 ÷ 102 ì â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ. Òî æå êà-
ñàåòñÿ è íåæèâîé ïðèðîäû, íàïðèìåð âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè èëè òîðíàäî, à
òàêæå èñêóññòâåííûõ (ñîçäàííûõ ÷åëîâåêîì) ÿâëåíèé, íàïðèìåð îáòåêàíèÿ ñàìîëåòà
èëè êàòåðà. Âî âñåõ óêàçàííûõ ïðèìåðàõ ìàñøòàá ðàçâèòèÿ è ïåðåñòðîéêè òå÷åíèÿ
íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäèò äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë. Ïîýòîìó �çåðíè-
ñòîñòü� ñðåäû íèêàê íå âëèÿåò íà õàðàêòåð ïîòîêà � ãàç èëè æèäêîñòü ñ íàøåé òî÷êè
çðåíèÿ äâèæóòñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ ìàññà, ò.å. âåäóò ñåáÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà.

Èòàê, ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû ðàáîòàåò â òåõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, â
êîòîðûõ l/L ¿ 1. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ? Î÷å-
âèäíî, íàïðèìåð, ÷òî îáòåêàíèå ñïóòíèêà ïîòîêîì ðàçðåæåííîãî âîçäóõà â âåðõíèõ
ñëîÿõ àòìîñôåðû íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ñïëîøíîñðåäíîå � òàì ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó ìîëåêóëàìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà è äàæå ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ ñàìîãî
àïïàðàòà è, ñîîòâåòñòâåííî, ìàñøòàáîâ èçìåíåíèÿ òå÷åíèÿ. Îäíàêî â íàøåé ïîâñå-
äíåâíîé æèçíè â îñíîâíîì âñòðå÷àþòñÿ êàê ðàç ñïëîøíîñðåäíûå ÿâëåíèÿ.

×òî äàåò ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé ñðåäû ê ñïëîøíîé? Äîïóñòèì, ìû çàõîòåëè îïè-
ñàòü ìåõàíèêó ïîòîêà âîçäóõà îêîëî îáòåêàåìîãî òåëà, ïðîñëåäèâ çà äâèæåíèåì êàæ-
äîé îòäåëüíî âçÿòîé ìîëåêóëû. Çàäà÷à ýòà ñîâåðøåííî íåðåàëüíàÿ � âåäü ìû ñ âàìè
ïðåêðàñíî çíàåì, ÷òî â 1 ëèòðå âîçäóõà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ñîäåðæèòñÿ ∼ NA

ìîëåêóë. À ïðè ïåðåõîäå ê ñïëîøíîé ñðåäå ó íàñ ïîÿâëÿåòñÿ øàíñ. Â ñïëîøíîé ñðåäå
ìîæíî ãîâîðèòü î ïëîòíîñòè âåùåñòâà â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè, ò.å. îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ρ(~r, t), ~r = (x, y, z). Ìîæíî òàêæå ââåñòè èìïóëüñ
åäèíèöû ìàññû ãàçà ~v(~r, t),26) äàâëåíèå p(~r, t) è òåìïåðàòóðó T (~r, t). Òóò ê ìåõàíè-
êå ïðèñîåäèíÿåòñÿ òåðìîäèíàìèêà, êîòîðàÿ òàêæå ðàññìàòðèâàåò ãàç êàê öåëîå, à
íå êàê íàáîð îòäåëüíûõ ìîëåêóë (÷òî äåëàåòñÿ â ÌÊÒ). Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïèñà-
íèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèè ρ(~r, t), p(~r, t), ~v(~r, t); òåìïåðàòóðó â
êàæäîé òî÷êå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç p è ρ ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Óêà-
çàííûå ôóíêöèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò êàðòèíó òå÷åíèÿ: ïî íèì ìîæíî ïîñòðîèòü
ëèíèè òîêà (âäîëü êîòîðûõ äâèæóòñÿ ÷àñòèöû æèäêîñòè), èçîáàðû, ëèíèè ïîñòîÿí-
íîé ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè
õàðàêòåðèñòèêè, îïèñûâàþùèå âîçäåéñòâèå ïîòîêà íà òåëî, íàïðèìåð, ñèëó ñîïðî-
òèâëåíèÿ, íàãðåâ, è ò.ä.

Îòêóäà áåðóòñÿ óêàçàííûå ôóíêöèè? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ðàññìîòðåíèÿ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè â ïðîèçâîëüíîì îáúåì÷èêå âíóòðè ñïëîøíî-
ñðåäíîãî ïîòîêà âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå ρ, p, ~v â ïðîñòðàíñòâå
è âî âðåìåíè. Òàêèå óðàâíåíèÿ ÷åì-òî ïîõîæè íà âîëíîâîå óðàâíåíèå � îíè ñîäåðæàò
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäè-

26)Èìååòñÿ â âèäó âåêòîð ñêîðîñòè.
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íàòàì (x, y, z) è ïî âðåìåíè (t). Îäíàêî óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû (ñ.ñ.)
ñóùåñòâåííî ñëîæíåå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, è ïîïûòêà ðåøèòü èõ â êàæäîé êîíêðåò-
íîé çàäà÷å ïî÷òè âñåãäà çàêàí÷èâàåòñÿ íåóäà÷åé. Î ïðè÷èíàõ ýòîãî ìû ïîãîâîðèì
ïîçäíåå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ óðàâíåíèÿ ñ.ñ. ñî âñå áîëüøèì óñïåõîì ðåøàþòñÿ íà
êîìïüþòåðàõ. Òóò òîæå âîçíèêàþò òðóäíîñòè, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâåííî
óñòóïàþò òðóäíîñòÿì ïðÿìîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ìîëåêóë. Ò.å. ïåðåõîä
ê ñ.ñ. âñå ðàâíî íà ìíîãî ïîðÿäêîâ óìåíüøàåò çàòðàòû ïî èññëåäîâàíèþ è ðàñ÷åòó
òå÷åíèé æèäêîñòè è ãàçà.

Ïðèìåð 2.6. Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä.

Ìîæíî ïðèâîäèòü åùå ìíîãî ïðèìåðîâ äèñêðåòíûõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì íåïðåðûâ-
íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Òàê, îáû÷íàÿ ãèòàðà ïîçâîëÿåò èçâëåêàòü òîëüêî îïðå-
äåëåííûå íîòû, ïîñêîëüêó íà åå ãðèôå åñòü ïîðîæêè (ëàäû), òîãäà êàê íà ñêðèï-
êå ìîæíî èçâëå÷ü çâóê ëþáîé âûñîòû. Â ñòàðûõ ñïîðòèâíûõ âåëîñèïåäàõ ñêîðîñòè
ïåðåêëþ÷àþòñÿ ðû÷àæêîì, êîòîðûé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì (â
òî âðåìÿ êàê ìíîæåñòâî �çâåçäî÷åê�, î÷åâèäíî, äèñêðåòíî) � ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü
íóæíîå ïîëîæåíèå íà ñëóõ; â ñîâðåìåííûõ æå âåëîñèïåäàõ ïåðåêëþ÷åíèå ñêîðîñòåé
äèñêðåòíîå � ðû÷àæîê çàíèìàåò òîëüêî îïðåäåëåííûå ïîëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñêîðîñòÿì. Íî ýòî âñå ïðèìåðû èç îáëàñòè òåõíèêè. Â ïðèðîäå ïîäîáíûå ñèòóàöèè
òîæå âîçíèêàþò ñïëîøü è ðÿäîì. Î÷åíü õîðîøèé ïðèìåð, êîòîðûé èìååò ïðÿìîå
îòíîøåíèå ê íàøåé òåìå, ñâÿçàí ñ ÿäåðíîé ôèçèêîé.

Âñåì èçâåñòíû ðàäèîàêòèâíûå ýëåìåíòû, ÿäðà êîòîðûõ ñïîñîáíû äåëèòüñÿ ñ îá-
ðàçîâàíèåì áîëåå ëåãêèõ ýëåìåíòîâ. Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, óðàí. Àòîì óðàíà ìîæåò
ðàñïàñòüñÿ, êîãäà åìó âçäóìàåòñÿ � òóò ïðåäóãàäàòü íè÷åãî íåëüçÿ. Íî åñëè ó íàñ
åñòü êóñîê óðàíîâîé ðóäû, â êîòîðîì ýòàê N ∼ 1023 àòîìîâ óðàíà, òî ðàñïàäû â
òàêîì êóñêå áóäóò ïðîèñõîäèòü ñ íåêîòîðîé ïåðèîäè÷íîñòüþ, è èçëó÷åíèå ëåãêèõ
ÿäåð áóäåò èìåòü âïîëíå îïðåäåëåííóþ èíòåíñèâíîñòü. Ïðè÷èíà êðîåòñÿ â òîì, ÷òî
â áîëüøîé ñèñòåìå àòîìîâ ðàáîòàþò íåêèå îáùèå ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíî-
ñòè, óïðàâëÿþùèå ïðîöåññîì. Ñòàòèñòèêà ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñðåäíåì êîëè÷åñòâå
ðàñïàäîâ, ïðîèçîøåäøèõ â êóñêå óðàíîâîé ðóäû çà íåêîòîðîå âðåìÿ ∆t, âìåñòî èõ
ôàêòè÷åñêîãî êîëè÷åñòâà. Òàê îòêðûâàåòñÿ ïóòü ê ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîìó îïèñàíèþ
ïðîöåññà ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà.

Ââåäåì ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ðàñïàäà êàæäîãî àòîìà çà åäèíèöó âðåìåíè (λ).
Âåëè÷èíà λ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè àòîìà; åå ìîæíî îöåíèòü
òåîðåòè÷åñêè èñõîäÿ èç ìîäåëè àòîìíîãî ÿäðà è çàêîíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. ×òî
îçíà÷àåò ýòà âåðîÿòíîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàñïàäà â ñèñòå-
ìå, ñîñòîÿùåé èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àòîìîâ (íàïðèìåð, â êóñêå óðàíîâîé ðóäû)?
Îíà îçíà÷àåò, ÷òî äîëÿ ðàñïàâøèõñÿ çà âðåìÿ ∆t àòîìîâ â êóñêå ðóäû â ñðåäíåì
ñîñòàâëÿåò λ∆t. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ìû âîçüìåì äåñÿòîê îäèíàêîâûõ êóñêîâ óðà-
íîâîé ðóäû èç N ∼ NA àòîìîâ27) è ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëèì, ñêîëüêî ðàñïàäîâ
ïðîèçîøëî â êàæäîì èç íèõ çà ìàëîå âðåìÿ ∆t, òî ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷èòñÿ

27)Çäåñü NA = 6.02 · 1023 � ÷èñëî Àâîãàäðî. Ââåäåíèå ÷èñëà Àâîãàäðî â äàííîì ñëó÷àå óêàçûâàåò
ëèøü íà õàðàêòåðíûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû äëÿ êîëè÷åñòâà àòîìîâ â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåëàõ.
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îäíî è òî æå ÷èñëî N · λ∆t. Åùå ðàç ïîä÷åðêíó, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ îäíîãî àòîìà
âåëè÷èíà λ íå ïîçâîëÿåò ñêàçàòü íè÷åãî êîíêðåòíîãî î ìîìåíòå åãî ðàñïàäà � íà
òî îíà è âåðîÿòíîñòü. Îäíàêî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà àòîìîâ äàííàÿ âåðîÿòíîñòü îïðå-
äåëÿåò ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà ðàñïàäà; îíà ïîçâîëÿåò
ðàññ÷èòàòü ñðåäíåå ÷èñëî ðàñïàäîâ çà åäèíèöó âðåìåíè.

Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå íà îäíî ëþáîïûòíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêîå êî-
ëè÷åñòâî ðàñïàäîâ çà âðåìÿ ∆t ñ òî÷êè çðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà äîëæíî ïðèíèìàòü
òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ìû çàìåíÿåì
ôàêòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî ñðåäíèì çíà÷åíèåì N · λ∆t, êîòîðîå, î÷åâèäíî, ïðèíèìàåò
íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ∆t). Òàêèì îáðàçîì,
ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî àòîìîâ â êóñêå ðóäû èçìå-
íÿåòñÿ íå äèñêðåòíî, à íåïðåðûâíî, ò.å. ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ N(t).
Òàê ìû îïÿòü ïðèõîäèì ê áåñêîíå÷íî ìàëûì êîëè÷åñòâàì. Äàííàÿ ëîãèêà ãîâîðèò,
÷òî çà ñêîëü óãîäíî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt â ñèñòåìå ðàñïàäàåòñÿ î÷åíü ìà-
ëîå ÷èñëî àòîìîâ dN , êàê-òî ñâÿçàííîå ñ dt. Ýòî ÷èñëî äîëæíî áûòü êàòàñòðîôè÷åñêè
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì åùå íå ðàñïàâøèõñÿ àòîìîâ N(t). Òîëüêî â
òàêîì ñëó÷àå ìû ñìîæåì ââåñòè ìãíîâåííóþ èíòåíñèâíîñòü ðàñïàäà (êîòîðàÿ, î÷å-
âèäíî, çàâèñèò îò N), ïðèïèñàâ åé êîíêðåòíîå çíà÷åíèå. Â ñàìîì äåëå, óìåíüøåíèå
÷èñëà àòîìîâ â ñèñòåìå çà âðåìÿ dt åñòü

dN = −(λdt)N ,

ãäå çíàê �−� ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî dN < 0 � ÷èñëî àòîìîâ â êóñêå ðóäû óìåíüøàåòñÿ
ñî âðåìåíåì èç-çà ðàñïàäà. Çíà÷èò, èíòåíñèâíîñòü ðàñïàäà (êîëè÷åñòâî ðàñïàäîâ çà
åäèíèöó âðåìåíè) ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíà N :

dN

dt
= −λN . (2.15)

Óðàâíåíèå ïîäîáíîãî òèïà óæå ãäå-òî âñòðå÷àëîñü, íå ïðàâäà ëè?!
Âåðîÿòíîñòü λ ðàñïàäà êàæäîãî àòîìà çà åäèíèöó âðåìåíè îò t íå çàâèñèò (îíà

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñòðîåíèåì àòîìíîãî ÿäðà). Ïîýòîìó ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ â óðàâíåíèè (2.15) èíòåãðèðîâàíèå ñâîäèòñÿ âñåãî-íàâñåãî ê âû÷èñëåíèþ ïëî-
ùàäè ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû:

N(t)∫

N0

dN

N
= −λt .

Äåëàòü ýòî ìû óæå íàó÷èëèñü. Â ðåçóëüòàòå íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü N(t) èìååò
âèä

N(t) = N0 exp(−λt) . (2.16)
Ñîïîñòàâèì åå ñ ðåçóëüòàòàìè âûìûøëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî îïðåäåëåíèþ èñòèí-
íîãî ÷èñëà åùå íå ðàñïàâøèõñÿ àòîìîâ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Äàííûå òàêîãî
ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâèìû â âèäå òî÷åê íà ïëîñêîñòè (t, N), ò.å. ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-
íûìè; êàæäûé ïîñëåäóþùèé øàã tn áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óìåíüøåíèþ N íà åäèíè-
öó (ðèñ. 20). Ñðàâíèâàÿ ïîäîáíóþ äèñêðåòíóþ çàâèñèìîñòü ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
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(2.16) íà ïðèâû÷íûõ íàì âðåìåíàõ (ïîðÿäêà îäíîé ñåêóíäû), ìû íå óâèäèì ðàçíè-
öû! Òåì áîëåå íå áóäåò ðàçíèöû íà êóñêå êðèâîé äëèòåëüíîñòüþ â ãîä, òûñÿ÷ó ëåò è
ò.ä. Ðàçíèöà ñòàíåò çàìåòíà ëèøü ïîä �ìèêðîñêîïîì�, êàê è ðàçíèöà ìåæäó äèñêðåò-
íûì è íåïðåðûâíûì âèäåíèåì ñòðîåíèÿ âåùåñòâà. Ýòîò ìèêðîñêîï äîëæåí îáëàäàòü
î÷åíü áîëüøèì óñèëåíèåì; äèñêðåòíûé õàðàêòåð ðàñïàäà íà÷íåò ïðîÿâëÿòüñÿ íà ïðî-
ìåæóòêàõ âðåìåíè ∆t ∼ 10−10 ñåê è ìåíüøå (äëÿ ðàçíûõ ðàäèîàêòèâíûõ ýëåìåíòîâ
ýòî âðåìÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íî). À äëÿ ÷åëîâå÷åñêèõ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ (1 ñåê,
1 ãîä) è, òåì áîëåå, äëÿ êîñìè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ (106 ÷ 109 ëåò) èäåàëüíî ïîäõîäèò
íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü.

t

N t( )

t
n-1 t

n
t
n+1

íåïðåðûâíàÿ

çàâèñèìîñòü

Ðèñ. 20. Äèñêðåòíàÿ è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòè äëÿ
÷èñëà îñòàâøèõñÿ àòîìîâ â óðàíîâîé ðóäå

Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè,
êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç óðàâíåíèé (2.15) è (2.16). Îáîçíà÷àÿ â íèõ
x = −λt (íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, dx = −λdt) è y(x) = N/N0 (íîâàÿ ôóíêöèÿ), ïîëó÷èì,
ñîîòâåòñòâåííî:

dy

dx
= y, y(x) = ex .

Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ýêñïîíåíòà ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè âíîâü äàåò ýêñïîíåí-
òó. Â áîëåå îáùåì âèäå, ó÷èòûâàÿ ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü α â ïîêàçàòåëå, äàííûé
ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

d (eαx)

dx
= α eαx . (2.17)

Èìåííî èç-çà ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî ñâîéñòâà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò íåâå-
ðîÿòíî áîëüøîå çíà÷åíèå êàê äëÿ �÷èñòîé� ìàòåìàòèêè, òàê è äëÿ åå ôèçè÷åñêèõ
ïðèëîæåíèé. Îíà ïîñòîÿííî âîçíèêàåò â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñàìîé ðàçíîîáðàçíîé
ïðèðîäû, â ÷åì âû óáåäèòåñü íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ â ãëàâàõ 4 è 5. Çàìåòèì,
÷òî ïðàâèëî (2.17) ìîæåò áûòü âûâåäåíî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà e
(ñì. (2.2)). Ïðèâåäåííûå çäåñü ðàññóæäåíèÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå òîæå âîñõîäÿò ê äàí-
íîìó îïðåäåëåíèþ, ïîñêîëüêó èñïîëüçóþò âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì
ãèïåðáîëû (ñì. ïðèìåð 2.2).

Ïðèìåð 2.7. ×àñòèöà ìåæäó ñáëèæàþùèìèñÿ ñòåíêàìè.
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Äàâàéòå ðàññìîòðèì åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò äèñêðåò-
íîé ìîäåëè ê íåïðåðûâíîé. Ïóñòü èìååòñÿ ÷àñòèöà, êîòîðàÿ ëåòàåò ìåæäó äâóìÿ
ñòåíêàìè, óïðóãî îòðàæàÿñü îò íèõ (ðèñ. 21). Ïåðâàÿ ñòåíêà íåïîäâèæíà, à âòîðàÿ
ïðèáëèæàåòñÿ ê íåé ñî ñêîðîñòüþ u = const. Èíòåðåñíî, çà êàêîå âðåìÿ tn ÷àñòèöà
îòðàçèòñÿ îò äâèæóùåéñÿ ñòåíêè n ðàç? Ñèëû òÿæåñòè, ðàçóìååòñÿ, íåò, è ÷àñòèöà
ëåòàåò ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåíêàì, ïðèîáðåòàÿ ïîñëå êàæäîãî îòðàæåíèÿ îò ïîäâèæ-
íîé ñòåíêè äîïîëíèòåëüíóþ ñêîðîñòü 2u.

u

v

Ðèñ. 21. ×àñòèöà ìåæäó ñáëèæàþùèìèñÿ ñòåíêàìè

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà
íà÷àëà äâèæåíèå îò íåïîäâèæíîé ñòåíêè â ñòîðîíó ïîäâèæíîé ñî ñêîðîñòüþ v0. Åñëè
l0 � íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè, òî ñòîëêíîâåíèå ñ ïîñëåäíåé ïðîèçîéäåò
ñïóñòÿ âðåìÿ t1, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

v0t1 + ut1 = l0 .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå äëÿ âðåìåíè t2 ìåæäó 1-ûì è 2-ûì ñîóäà-
ðåíèÿìè:

(v0 + 2u) t2 + ut2 = 2 (l0 − ut1) ;

ìíîæèòåëü �2� â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò ïðîëåòó ÷àñòèöû òóäà è îáðàòíî. Ïîõî-
æèì îáðàçîì áóäåò âûãëÿäåòü ñîîòíîøåíèå äëÿ t3:

(v0 + 4u) t3 + ut3 = 2 (l0 − ut1 − ut2) .

Äëÿ âðåìåíè tn ìåæäó (n− 1)-ûì è n-ûì ñîóäàðåíèÿìè â ðåçóëüòàòå èìååì:

(v0 + 2(n− 1)u) tn + utn = 2

{
l0 − u

n−1∑

k=1

tk

}
.

×òîáû îïðåäåëèòü èñêîìîå âðåìÿ τ , â òå÷åíèå êîòîðîãî ÷àñòèöà ñîâåðøàåò n ñî-
óäàðåíèé, íóæíî íàéòè âñå tk. Ïîëó÷åííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ tk
êîíå÷íî ìîæåò áûòü ðåøåíà, îäíàêî ýòî ïîòðåáóåò îò íàñ äîâîëüíî áîëüøèõ óñèëèé.

Ãîðàçäî ïðîùå äåëî îáñòîèò â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû
v0 çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü ñòåíêè u (ò.å. v0/u À 1). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ äî-
âîëüíî ïðàâäîïîäîáíà, îñîáåííî åñëè ñòåíêà ñóùåñòâåííî ìàññèâíåå ÷àñòèöû. Ïðè
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ýòîì, êàê îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïåðåéòè îò äèñêðåòíîãî ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû ê íåïðåðûâíîìó. Â ñàìîì äåëå, åñëè ñîóäàðåíèÿ ïðîèñõîäÿò î÷åíü ÷àñòî, ìû
íå çàìå÷àåì äèñêðåòíîñòè â èçìåíåíèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Èíûìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå
v0/u À 1 ìîæíî ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè: v(t). Íåïðåðûâíîñòü, êàê è â ïðèìåðå ñ ÿäåðíûì ðàñïàäîì, ÿâëÿåòñÿ êàæó-
ùèìñÿ ýôôåêòîì íà �áîëüøèõ� âðåìåíàõ. Ïîä �áîëüøèì� âðåìåíåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ
âðåìÿ, çà êîòîðîå ñóùåñòâåííî óñïåâàåò ñìåñòèòüñÿ �ìåäëåííàÿ� ñòåíêà.

Èòàê, â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè íåïðåðûâíîì ðàññìîòðåíèè ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà
v(t), à ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè ñîñòàâëÿåò l(t) = l0 − ut. Çà âðåìÿ dt ñêîðîñòü
÷àñòèöû óâåëè÷èâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó dv, ïðè÷åì áûñòðîòà ýòîãî
èçìåíåíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äàåòñÿ âûðàæåíèåì

dv

dt
=

2u

2(l0 − ut)/v(t)
≡ uv(t)

l0 − ut
. (2.18)

Â äàííîì ñîîòíîøåíèè è çàêëþ÷åíà âñÿ ëîãèêà ïåðåõîäà ê áåñêîíå÷íî ìàëûì èç-
ìåíåíèÿì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû ïîìíèì, ÷òî ÷àñòèöà âñå-òàêè äâèæåòñÿ äèñêðåòíî,
è ïîñëå ïðîëåòà �òóäà è îáðàòíî� äëèòåëüíîñòüþ T = 2(l0 − ut)/v(t) åå ñêîðîñòü
èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó 2u âñëåäñòâèå îòðàæåíèÿ îò ñòåíêè.28) Çíà÷èò, íà ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè T ïðèõîäèòñÿ èçìåíåíèå ñêîðîñòè âåëè÷èíîé 2u, è óñêîðåíèå ðàâíî
2u/T , ÷òî çàïèñàíî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.18). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ òî÷êè
çðåíèÿ �ìåäëåííîãî� íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé íå óñïåâàåò ñëåäèòü çà áîëòàíèåì ÷àñòè-
öû òóäà-ñþäà, åå ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ïî÷òè íåïðåðûâíî, è ÷åì áîëüøå îòíîøåíèå v/u,
òåì ñëàáåå îùóùàåòñÿ äèñêðåòíîñòü â äâèæåíèè ÷àñòèöû. Êîãäà v/u →∞, ñ ïîëíûì
ïðàâîì ìîæíî ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè åå ñêîðîñòè è ââåñòè ìãíîâåííîå
óñêîðåíèå dv/dt. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.18) åñòü áûñòðîòà èçìåíåíèÿ ñêî-
ðîñòè ÷àñòèöû ïðè íåïðåðûâíîì ðàññìîòðåíèè åå äâèæåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ïðàâàÿ
îòðàæàåò áûñòðîòó èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïðè äèñêðåòíîì ðàññìîòðåíèè. Ïîíÿòíî, ÷òî
â ïðåäåëå v/u →∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðåõîäèò â ëåâóþ, îäíàêî äàæå äëÿ êîíå÷íîãî îò-
íîøåíèÿ v/u À 1 ìîæíî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïðèðàâíÿòü èõ äðóã äðóãó, ÷òî è áûëî
ñäåëàíî ïðè íàïèñàíèè (2.18).

Óðàâíåíèå (2.18) è åñòü òîò �ñïàñàòåëüíûé êðóã�, êîòîðûé èçáàâëÿåò íàñ îò íåîá-
õîäèìîñòè ðåøàòü ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèâîäÿ åãî ê
âèäó

dv

v
=

udt

l0 − ut

è çàïèñûâàÿ àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âäîëü âñåãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îò íà÷àëüíîãî
ìîìåíòà (êîãäà t = 0, v = v0) äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t (êîãäà v = v(t)), ìû ìîæåì
ïðîèçâåñòè ñóììèðîâàíèå:

v(t)∫

v0

dv

v
=

t∫

0

udt

l0 − ut
.

28)Ïðè íàïèñàíèè ñîîòíîøåíèÿ T = 2(l0 − ut)/v(t) ìû ïðåíåáðåãëè ñìåùåíèåì ìåäëåííîé ñòåíêè
çà âðåìÿ T îäíîãî ïðîëåòà ÷àñòèöû òóäà è îáðàòíî.
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Åñëè âíèìàòåëüíî ïðèñìîòðåòüñÿ ê ýòèì èíòåãðàëàì, òî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
îíè èìåþò àáñîëþòíî îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòîå ïðàâèëî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè äàåò: udt ≡ −d (l0 − ut). Ââîäÿ ïåðåìåííóþ
x = l0 − ut, âû áåç òðóäà ïðåîáðàçóåòå ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èíòåãðàë
ê óæå çíàêîìîìó âèäó

−
l0−ut∫

l0

dx

x
;

ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëàì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t. Ìû óæå
çíàåì, êàê âû÷èñëÿòü ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ãèïåðáîëû, è ìîæåì ñìåëî çàïèñàòü
ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ:

ln
v(t)

v0

= − ln

(
l0 − ut

l0

)
. (2.19)

Îñòàëîñü âñåãî-íàâñåãî âîçâåñòè ÷èñëî �e� â ñòåïåíü (2.19), ÷òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü
ñêîðîñòè ÷àñòèöû îò âðåìåíè:

v(t) =
v0l0

l0 − ut
.

Ðîñò ñêîðîñòè, êàê âèäíî, ïîëó÷èëñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì (ðèñ. 22). Ìîìåíò t∗ = l0/u
ñîîòâåòñòâóåò �ñõëîïûâàíèþ� ñòåíîê; ïîíÿòíî, ïî÷åìó ïðè t → t∗ ñêîðîñòü ÷àñòèöû
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.

v0

v t( )

t

t
*

Ðèñ. 22. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ÷àñòèöû îò âðåìåíè
ïðè íåïðåðûâíîì ðàññìîòðåíèè åå äâèæåíèÿ

Ìû, òåì íå ìåíåå, ïîêà åùå íå îòâåòèëè íà âîïðîñ çàäà÷è: ÷åìó ðàâíî âðåìÿ
τ , çà êîòîðîå ïðîèçîéäåò n ñîóäàðåíèé ñ äâèæóùåéñÿ ñòåíêîé. Âîñïîëüçóåìñÿ âñå
òîé æå íåïðåðûâíîé ìîäåëüþ äâèæåíèÿ, ñ÷èòàÿ ÷òî v0/u À 1. Çà âðåìÿ dt ÷àñòèöà
èñïûòûâàåò dn ñîóäàðåíèé, ïðè÷åì

dn

dt
=

1

2(l0 − ut)/v(t)
. (2.20)

Äåéñòâèòåëüíî, íà ïðîìåæóòîê âðåìåíè T = 2(l0−ut)/v(t), ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîëåòó
òóäà è îáðàòíî, ïðèõîäèòñÿ îäíî ñîóäàðåíèå ñ ïîäâèæíîé ñòåíêîé. Ðàçäåëèâ ïåðå-
ìåííûå â óðàâíåíèè (2.20), ïðîèíòåãðèðóåì åãî (èíûìè ñëîâàìè, ïðîèçâåäåì ñóììè-
ðîâàíèå ïîäîáíûõ ñîîòíîøåíèé íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû). Çäåñü íàì
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ïðèãîäèòñÿ çàâèñèìîñòü v(t), êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà ïåðåä ýòèì:

n(t)∫

0

dn =

t∫

0

v(t)dt

2 (l0 − ut)
=

t∫

0

v0l0dt

2 (l0 − ut)2 = {x = l0 − ut} = −v0l0
2u

l0−ut∫

l0

dx

x2
.

Òàê êàê
d

dx

(
1

x

)
= − 1

x2
,

òî dx/x2 = −d (1/x), è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ìîæíî ëåãêî ïðîñóììèðîâàòü:
x2∫

x1

dx

x2
= −

x2∫

x1

d

(
1

x

)
= −

[
1

x2

− 1

x1

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà óäàðîâ îò âðåìåíè èìååò âèä

n(t) =
v0l0
2u

[
1

l0 − ut
− 1

l0

]
.

Îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü
t(n) =

1

u

(
l0 − v0l0

2un + v0

)

îïðåäåëÿåò âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ñîâåðøåíèÿ n ñîóäàðåíèé; îíà è äàåò îòâåò íà
âîïðîñ çàäà÷è. Òåïåðü ìû ìîæåì ìûñëåííî âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé ìîäåëè, â êîòîðîé
âåëè÷èíà n äèñêðåòíà: n = 1, 2, .... Çàìåíÿÿ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ t(n) åå äèñêðåò-
íûìè çíà÷åíèÿìè tn, äëÿ èñêîìîãî âðåìåíè íàéäåì:

tn =
l0
u

[
1− v0

v0 + 2un

]
.

Òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê íè ñòðàííî, ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé, åñëè â íèõ ñîâåðøèòü ðÿä óïðîùåíèé â ïðåäïîëîæåíèè v0/u À 1.

Íàäåþñü, ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû äàëè âàì íåïëîõîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîîòíîøå-
íèè ìåæäó äèñêðåòíûìè è íåïðåðûâíûìè ìîäåëÿìè ôèçèêè. Êàêàÿ ìîäåëü â êàêîì
ñëó÷àå óäîáíåå, çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è. ×àñòî áûâàþò íóæíû îáå. Ôèçèêà
âñå æå â ñóùåñòâåííî áîëüøåé ñòåïåíè îñíîâûâàåòñÿ íà íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ ïðè-
ðîäíûõ ÿâëåíèé, à ÿçûêîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ëþáèìûå âàìè
ôóíêöèè è ïðîèçâîäíûå. Î íèõ ìû ïðîäîëæèì ðàçãîâîð â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïî-
ñîáèÿ, ÷åìó, ïî óáåæäåíèþ àâòîðà, äîëæíî ñïîñîáñòâîâàòü ýòî ìàëåíüêîå ââåäåíèå.



Ãëàâà 3

Çíà÷åíèå ïîíÿòèé ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé äëÿ
îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé

Óæå äîâîëüíî äàâíî âû çíàêîìû ñ ïîíÿòèåì ôóíêöèè. Âñïîìíèì õîòÿ áû ïîñëåä-
íèé ïðèìåð: v(t), n(t) åñòü ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå äâèæåíèå ÷àñòèöû ìåæäó
ñòåíêàìè. Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ìû òàêæå ïîñòîÿííî ñòàëêèâàëèñü ñ ðàçëè÷íûìè
ôóíêöèîíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè: v(t), m(t), ϕ(t), v(ϕ), è ò.ä. (ñì. ãëàâû 1, 2). Âîç-
íèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïîñòîÿííî èñïîëüçóþòñÿ
èìåííî ôóíêöèè? À òåïåðü åùå ïîÿâèëèñü ïðîèçâîäíûå, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ è ïðî÷èå îáúåêòû èç îáëàñòè âûñøåé ìàòåìàòèêè. Ìîæíî ëè äàòü íåêîå îáùåå
îáúÿñíåíèå ïîäîáíîìó ôàêòó? Äàâàéòå ïîïûòàåìñÿ ýòî îáñóäèòü.

Îñíîâíîé çàäà÷åé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè, êàê âû íàâåðíîå óæå äîãàäûâàåòåñü, ÿâ-
ëÿåòñÿ îïèñàíèå ëèáî êàêîãî-òî ïðîöåññà âî âðåìåíè, ëèáî ñòðóêòóðû íåêîé �íåïî-
äâèæíîé� ñèñòåìû. Îá ýòèõ äâóõ òèïàõ çàäà÷ íóæíî ïîãîâîðèòü ïîäðîáíåå.29)

3.1. Ïðîöåññû
Âñÿêèé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì îïðåäåëåííîé ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, íàïðèìåð ìàññû ðàêåòû è åå ñêîðîñòè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ðàêåòû íóæíû ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñè-
ìîñòè m(t) è v(t); ïîäñòàâèâ â íèõ ëþáîå èíòåðåñóþùåå íàñ âðåìÿ t, ìû ñðàçó íàéäåì
ìàññó è ñêîðîñòü â ýòîò ìîìåíò. Áîëåå òîãî, ñòðóêòóðà ôóíêöèè â öåëîì, êàê ïðà-
âèëî, ìîæåò ñêàçàòü ìíîãîå î õàðàêòåðå îïèñûâàåìîãî åé ïðîöåññà. Èíûìè ñëîâàìè,
íàì âîâñå íå îáÿçàòåëüíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ìàññû è ñêîðîñòè ðàêåòû â îòäåëüíûå
ìîìåíòû âðåìåíè; çíàíèÿ òîãî, ÷òî ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ñêàæåì, ïî ëî-
ãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíó v(t) ∼ ln t âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîíèìàíèÿ îñîáåííîñòåé
äâèæåíèÿ ðàêåòû.

Ôóíêöèÿ � ýòî óíèâåðñàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå çàâèñèìîñòè îäíèõ
âåëè÷èí îò äðóãèõ. Â ñëó÷àå ñ ðàêåòîé åå ìàññà m è ñêîðîñòü v åñòü ôóíêöèè îò âðå-
ìåíè ïîëåòà t, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Åñëè ìû èñêëþ÷èì âðåìÿ
èç äàííûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð âûðàçèâ t èç m(t) è ïîäñòàâèâ â v(t), òî ïîëó÷èì
ôóíêöèþ v(m), äàþùóþ èíôîðìàöèþ î ñâÿçè ñêîðîñòè ðàêåòû ñ åå ìàññîé â õîäå
ïîëåòà, è ò.ä. Èòàê, âñÿêèé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòÿìè íåêîòîðûõ ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí f , g, . . . îò âðåìåíè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê íàéòè õàðàêòåðèçóþùèå
êîíêðåòíóþ ñèñòåìó ôóíêöèè f(t), g(t), . . . ? Îòâåò î÷åíü ïðîñòîé: èç óíèâåðñàëüíûõ

29)Â äàííîé ãëàâå òàêæå óïîìèíàþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, îäíàêî ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàçäåëû
ìîãóò áûòü îïóùåíû áåç óùåðáà äëÿ îñòàâøåãîñÿ ìàòåðèàëà ïîñîáèÿ.

47
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óðàâíåíèé âèäà

df

dt
= �âîçäåéñòâèå, èçìåíÿþùåå âåëè÷èíó f � ,

dg

dt
= �âîçäåéñòâèå, èçìåíÿþùåå âåëè÷èíó g� .

Îá ýòîì çàêîíå ìû óïîìèíàëè åùå â ïðîøëîé ãëàâå. Ïðèñóòñòâóþùåå â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ �âíåøíåå âîçäåéñòâèå� ìîæåò çàâèñåòü îò ñàìèõ âåëè÷èí f è g, èçìåíåíèå
êîòîðûõ èì âûçâàíî. Ïîäîáíîå ñâîéñòâî, èìåíóåìîå îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïðèñóùå áîëü-
øèíñòâó ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Ê ïðèìåðó, ñêîðîñòü çàðÿäêè êîíäåíñàòîðà çàâèñèò îò
ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ åãî çàðÿäà q:

dq

dt
=

U − q/C

R
.

Âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó òàêæå ìîæåò íåêîòîðûì çàäàííûì îáðàçîì çàâèñåòü îò âðå-
ìåíè, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñ ñèëîé òÿãè ñàìîëåòà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ìàíåâðîâ,
êîíòðîëèðóåìîé ëåò÷èêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ìàòåìàòè÷å-
ñêè îïèñûâàåòñÿ ïðèìåðíî òàêèìè óðàâíåíèÿìè:





df

dt
= Ff (f, g, t, ...)

dg

dt
= Fg(f, g, t, ...)

............................ ,

ãäå ìíîãîòî÷èå ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå
è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óðàâíåíèé. Â ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ â öåíòðå âíèìàíèÿ îêàçû-
âàåòñÿ îäíà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà è îäíî óðàâíåíèå: df/dt = F (f, t). Òàêîâ ìàòåìà-
òè÷åñêèé ÿçûê ôèçèêè, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïðîöåññàõ.

3.2. Ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå ñîñòîèò â èçìåíåíèè êàêîé-ëèáî âåëè÷è-
íû îò òî÷êè ê òî÷êå â ïðîñòðàíñòâå, íî íå âî âðåìåíè. Ê ïðèìåðó, â �øòèëü� ñîâñåì
íåò âåòðà, è âîçäóõ â àòìîñôåðå ïðàêòè÷åñêè íåïîäâèæåí. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà ñòà-
òè÷íîñòü òàêîé ñèñòåìû, ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, êàê èçìåíÿåòñÿ òåìïåðàòóðà è
ïëîòíîñòü âîçäóõà ñ âûñîòîé, è ò.ï. Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò íå î ïðîöåññå, à î
íåïîäâèæíîé êàðòèíå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åãî-òî â ïðîñòðàíñòâå. Èññëåäîâàòü òàêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå � çíà÷èò íàéòè ôóíêöèþ f(x, y, z), õàðàêòåðèçóþùóþ íåêîòîðóþ ôèçè-
÷åñêóþ âåëè÷èíó â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Òåïåðü íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû (x, y, z).

Ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûìè; â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f
çàâèñèò îò âñåõ òðåõ êîîðäèíàò. Îäíàêî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ âûðîæäåííûå ñëó÷àè �
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äâóìåðíûå è îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð ðàñïðåäåëåíèå âûñîòû ãîð ïî
ïîâåðõíîñòè çåìíîãî øàðà (îòñ÷èòûâàåìîé îò óðîâíÿ ìîðÿ) èëè èçìåíåíèå òåìïå-
ðàòóðû âîäû âäîëü òåïëîòðàññû. Óíèâåðñàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f(x, y, z),
ðàçóìååòñÿ, íåò. Òåì íå ìåíåå, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òàêîå óðàâíåíèå óäàåòñÿ íàïèñàòü;
îíî ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè f ïî êàæäîé èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â
îòäåëüíîñòè (ò.å. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f/∂x, ∂f/∂y, ∂f/∂z).

3.3. Ïðîöåññû, ðàñïðåäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå
Î÷åíü ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèðîäå ÿâëåíèÿ, â êîòîðûõ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïðåòåð-
ïåâàåò èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè, è ïðè ýòîì êàê-òî ðàñïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå â êàæ-
äûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ ïîäîáíîé ñèòóàöèåé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü
ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ âîëíû ïî øíóðó: îòêëîíåíèå øíóðà y åñòü ôóíêöèÿ îò òî÷-
êè ïðîñòðàíñòâà x è ìîìåíòà âðåìåíè t (y = y(x, t)), è îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2y

∂t2
=

T

ρ

∂2y

∂x2
.

Ðàçóìååòñÿ, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî èíûì, è êàê ïðà-
âèëî ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûì. Îäíàêî îáùåé ÷åðòîé âñåõ ïîäîáíûõ ÿâëåíèé ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îíè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé îò t è îò x, y, z, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà èç
íåêîåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Òàêîâ óíèâåðñàëüíûé ïóòü ìàòåìàòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ áîëüøèíñòâà ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Âûâîä : ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè (åñëè ýòî ïðîöåñ-
ñû), ôóíêöèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò (åñëè ýòî ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ), è ôóíêöèÿìè êàê âðåìåíè, òàê è ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò (åñëè ýòî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ïðîöåññû). Âñå ýòè ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ èç íàøèõ ñ âàìè ëþáèìûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îòðàæàþùèõ êàêèå-òî îáùèå çàêîíîìåðíîñòè â ôèçè÷å-
ñêîé ñèñòåìå (íàïðèìåð, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ). ×òîáû íå áûòü ãîëîñëîâíûìè, äàâàéòå
ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè, òåðìîäèíàìèêè
è ýëåêòðè÷åñòâà.

Ïðèìåð 3.1. Îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè.

Êàêèå çàäà÷è ðåøàåò ìåõàíèêà? Äî áåçîáðàçèÿ îäíîòèïíûå: ïðîñëåäèòü çà äâèæåíè-
åì òåë, ò.å. çà èçìåíåíèåì èõ ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Çíà÷èò,
äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ íóæíî íàéòè ôóíêöèè x(t), y(t) è z(t) (â îáùåì âèäå ~r(t) � çà-
âèñèìîñòü ðàäèóñ-âåêòîðà îò âðåìåíè). Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè ôóíêöèè, ìîæíî òàêæå
ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè ~v(t). Èòàê, â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ôóíêöèÿ-
ìè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü, à ïåðåìåííîé � âðåìÿ. Îñíîâíîå
óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ýòèõ ôóíêöèé ñî âðåìåíåì (ò.å. äâèæåíèå òåëà),
åñòü II çàêîí Íüþòîíà:

d(m~v)

dt
= ~F (~r,~v, t) .30) (3.1)

30)Ñèëà ìîæåò çàâèñåòü êàê îò êîîðäèíàò òåëà (íàïðèìåð ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû), òàê è îò åãî
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Åñëè ìàññà òåëà íåèçìåííà â õîäå äâèæåíèÿ (m = const), òî åå ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä
çíàêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä

m
d~v

dt
= ~F . (3.2)

Ýòî îñíîâíîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîòîðûé âàì âñòðå÷àëñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî øêîëü-
íîãî êóðñà ôèçèêè.

Ñðàçó áðîñàåòñÿ â ãëàçà îäíî îáñòîÿòåëüñòâî: â óðàâíåíèå (3.1) ïîìèìî ôóíê-
öèè ~v(t) âõîäèò òàêæå ôóíêöèÿ ~r(t) (â êà÷åñòâå àðãóìåíòà â ïðàâîé ÷àñòè). Ñëå-
äîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íà ñàìîì äåëå ñîäåðæèò äâå ôóíêöèè, è äëÿ íèõ
òðåáóåòñÿ ïàðà óðàâíåíèé. Âòîðîå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, åñòü ïðîñòî êèíåìàòè÷åñêàÿ
ñâÿçü ~v = d~r/dt. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò óäîáíî îñòàâèòü â óðàâíåíèè (3.1)
òîëüêî îäíó ôóíêöèþ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû çàìåíèòü ñêîðîñòü ~v ïðîèçâîäíîé d~r/dt â îñíîâíîì óðàâíåíèè (3.1). Â
÷àñòíîñòè, ïðèìåíèìî ê (3.2) ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

m
d

dt

(
d~r

dt

)
≡ m

d2~r

dt2
= ~F

(
~r,

d~r

dt
, t

)
.

Îíî ñîäåðæèò òîëüêî ôóíêöèþ ~r(t) è åå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ~r(t), èç êîòîðîé íåòðóäíî ïîëó÷èòü ~v(t) ïðîñòûì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì. Âòîðîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî âîçìîæíî). Èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè (ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ, äâèæåíèå â ïîëå òÿãîòåíèÿ, è ò.ï.) âû óæå çíàåòå, ÷òî ýòîò ôóíäàìåíòàëü-
íûé çàêîí òåì èëè èíûì îáðàçîì ñâÿçûâàåò êîîðäèíàòû òåëà è ìîäóëü åãî ñêîðîñòè.
Ïðåäñòàâëÿÿ äàííóþ çàâèñèìîñòü â âèäå ~r(v),31) ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

m
d~v

dt
= ~F (~r(v), ~v, t) .

Òåïåðü óðàâíåíèå ñîäåðæèò òîëüêî ôóíêöèþ ~v(t) è åå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè; ðå-
øàÿ åãî, ìû íàéäåì ýòó ôóíêöèþ. ×òîáû ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ~r(t), âîâñå íå íàäî
ïðîèçâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ~v(t) � äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü îïðåäåëåííóþ óæå ôóíê-
öèþ ~v(t) â çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ~r(v). Ïîäîáíûé ïóòü ðåøåíèÿ ìû, â ÷àñòíîñòè,
íàìå÷àëè â çàäà÷å î ðàçëåòå îäíîèìåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ïîä äåéñòâèåì
êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ.32)

Ïðèìåð 3.2. Îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìèêè.

Ïîñìîòðèì, êàê îáñòîÿò äåëà â òåðìîäèíàìèêå. Âî âñÿêîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðî-
öåññå äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè; ïî ïðè÷èíàì, ðàçîáðàííûì â

ñêîðîñòè (âñïîìíèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ïóëè â äîñêå), à òàêæå èçìåíÿòüñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó ñî
âðåìåíåì ïîä âëèÿíèåì íåêèõ âíåøíèõ ôàêòîðîâ.

31)v = |~v | � ìîäóëü ñêîðîñòè.
32)Ñì. ãëàâó 1, ïðèìåð 1.7.



Îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðè÷åñòâà 51

ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, åãî ïî÷òè âñåãäà ïðèõîäèòñÿ çàïèñûâàòü â äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìå:

dQ = dU + pdV . (3.3)
Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ÿâëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì èç òðåõ îñíîâíûõ ôóíêöèé:
(p, V, T ) èëè (p, ρ, T ). Ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, êî-
òîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå T = f(p, V ).33) Â ÷àñòíîñòè, â èäåàëüíîì ãàçå
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

T (p, V ) =
pV

νR
.

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äâå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè;
òðåòüÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ïîêà ó íàñ åñòü ëèøü
îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, à èìåííî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (3.3), è ïàðà
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð p è V .

Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà, ò.å. äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà-
÷åíèé òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé íà âñåì åãî ïðîòÿæåíèè, íóæíî ïðèâëå÷ü äî-
ïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ê ïðèìåðó, â õîðîøî èçâåñòíûõ âàì èçîïðîöåññàõ
ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé îäíà òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âåëè÷èíà èç íàáîðà (p, V, T ), â
àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå íåò òåïëîîáìåíà ñèñòåìû ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé (dQ = 0),
â ïîëèòðîïè÷åñêîì ïðîöåññå ðåàëèçóåòñÿ ñâÿçü dQ = νcdT (c = const � ìîëÿðíàÿ
òåïëîåìêîñòü ãàçà). È ýòî ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü âñåõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå òåîðåòè÷åñêè
ìîãóò ïðîèñõîäèòü ñ ãàçîì. Òàêîå ìíîãîîáðàçèå îáúÿñíÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòî. Äåëî âñå
â òîì, ÷òî ìû àáñîëþòíî ñâîáîäíû â âûáîðå ñïîñîáà ïîäâîäà òåïëà dQ ê ãàçó. Èíû-
ìè ñëîâàìè, ó íàñ èìååòñÿ îäíà ñòåïåíü ñâîáîäû, è ìû âîëüíû ðàñïîðÿæàòüñÿ åé
ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ ïðè îðãàíèçàöèè êîíêðåòíîãî ïðîöåññà. Ôèêñèðîâàíèå ýòîé
ñòåïåíè ñâîáîäû, íàïðèìåð íàëîæåíèå óñëîâèÿ T = const, è äàåò òî äîïîëíèòåëüíîå
óðàâíåíèå, êîòîðîå íàðÿäó ñ (3.3) ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèé
òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ.

Ïðèìåð 3.3. Îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðè÷åñòâà.

×òî êàñàåòñÿ ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà, òî â ýòîì ðàçäåëå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è
ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ
ìû ïîëó÷àëè äîâîëüíî íåñëîæíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà

df

dt
= F (f, t) , (3.4)

â êîòîðûõ ïîä âåëè÷èíîé f ïîíèìàëñÿ çàðÿä êîíäåíñàòîðà, òîê â êîíòóðå ñ êàòóøêîé
èíäóêòèâíîñòè è ò.ï., à ôóíêöèÿ F (f, t) îêàçûâàëàñü ëèíåéíîé ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.
Èíîãäà íàì óäàâàëîñü äàòü îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è, íå ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.4), îïèñû-
âàþùåå èçìåíåíèå îñíîâíîãî ôèçè÷åñêîãî ïàðàìåòðà öåïè ñî âðåìåíåì. Â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ ýòî áûëî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, à òàêæå ñ

33)Çäåñü f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.
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ïðèâëå÷åíèåì ïðîñòûõ è ëîãè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, âðîäå ðàâåíñòâà íóëþ
òîêà â êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîé çàðÿäêè êîíäåíñàòîðà. Èìåé-
òå â âèäó, ÷òî ðåøàòü â ëîá îñíîâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íóæíî äàëåêî íå
âñåãäà � âû âåäü íå ñòàíåòå âûçûâàòü áóëüäîçåð äëÿ òîãî, ÷òîáû ñíåñòè ñòåíó äîìà
è ïðîíèêíóòü âíóòðü, åñëè ìîæíî ïðîñòî âîéòè ÷åðåç îòêðûòóþ äâåðü! Â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ, îäíàêî, òîëüêî ðåøåíèå f(t) óðàâíåíèÿ (3.4) äàåò îòâåò íà èíòåðåñóþùèé
íàñ âîïðîñ; ôóíêöèÿ f(t) âñåãäà ñîäåðæèò íàèáîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî
ïðîèñõîäèò ñ ñèñòåìîé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Âûáîð òîãî èëè èíîãî ïóòè ðåøå-
íèÿ � äåëî ñóãóáî ëè÷íîå, îäíàêî çà÷àñòóþ îí ïðåäîïðåäåëÿåòñÿ öåëüþ, êîòîðóþ ìû
ïðåñëåäóåì ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Äðóãîé òèï çàäà÷ âñòðå÷àåòñÿ â ýëåêòðîñòàòèêå è ìàãíèòîñòàòèêå. Â äàííûõ
ðàçäåëàõ ôèçèêè ýëåêòðè÷åñòâà èññëåäóþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàã-
íèòíîé êîìïîíåíò ñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå.34) À ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé ~E(~r) è ~B(~r); ðàäèóñ-
âåêòîð ~r = (x, y, z) çàäàåò ïîëîæåíèå òî÷êè íàáëþäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ðàçóìååòñÿ,
èíîãäà ìû èìååì äåëî ñ òåìè èëè èíûìè óïðîùåííûìè ñèòóàöèÿìè, íàïðèìåð â
çàäà÷àõ ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, êîãäà âìåñòî çàâèñèìîñòè îò òðåõ ïåðåìåííûõ
(x, y, z) â ôóíêöèÿõ ~E(~r) è ~B(~r) óäàåòñÿ âûäåëèòü çàâèñèìîñòü îò îäíîé ïåðåìåííîé
r =

√
x2 + y2 + z2 ≡ |~r |; ïîäîáíûå óïðîùåíèÿ ñèëüíî îáëåã÷àþò æèçíü.

Îáùåå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ îò çàäàííîé êîíôèãóðàöèè
çàðÿäîâ è òîêîâ â ïðîñòðàíñòâå (óðàâíåíèå Ëàïëàñà), íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ äëÿ
âàñ ñëèøêîì ñëîæíûì, è ÿ íå áóäó åãî çäåñü ïðèâîäèòü. Òåì íå ìåíåå, äîâîëüíî ÷à-
ñòî óäàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè ýòîãî
óðàâíåíèÿ � çàêîíàìè Êóëîíà è Áèî-Ñàâàðà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ïîëÿ îò
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ. Åñëè æå ìû èìååì äåëî íå ñ òî÷å÷íûìè, à ñ ðàñïðåäåëåííûìè â
ïðîñòðàíñòâå ïî íåêîòîðîìó çàêîíó çàðÿäàìè è òîêàìè, òî çàðÿæåííóþ îáëàñòü íóæ-
íî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèå ýëåìåíòû, î÷åâèäíî,
ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè, è çàïèñàòü äëÿ êàæäîãî èç íèõ, ñêàæåì, çàêîí
Êóëîíà. Çàòåì, åñòåñòâåííî, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ñóììèðîâàíèå (èíòåãðèðîâàíèå)
ïîëåé îò âñåõ ìàëûõ ýëåìåíòîâ çàðÿæåííîé îáëàñòè â îáùóþ êàðòèíó.

Íàêîíåö, â ïðèðîäå âñòðå÷àþòñÿ áîëåå ñëîæíûå ÿâëåíèÿ, ê ïðèìåðó ýëåêòðî-
ìàãíèòíûå âîëíû, â êîòîðûõ ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ íåêîòîðûì îáðàçîì
ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå, è ïðè ýòîì ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïîäîáíîãî ðîäà
ÿâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ~E(~r, t) è ~B(~r, t), õàðàêòåðèçóþùèìè çàâèñèìîñòü
êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è îò âðåìåíè.
Êàê íàéòè ýòè ôóíêöèè? Èíîãäà èõ ñòðóêòóðó óäàåòñÿ óñòàíîâèòü èñõîäÿ èç äî-
âîëüíî íåñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, êàê â ñëó÷àå ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé
èëè ñôåðè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïîñòîÿííîé ÷àñòîòû. Â îáùåì æå ñëó-
÷àå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè �
òàê íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Íå õî÷ó ëèøàòü âàñ ñåãîäíÿ ñïîêîéíîãî ñíà,
âûïèñûâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ. Íà äàííîì ýòàïå âàì íóæíî îñîçíàòü ëèøü òî, ÷òî âñå
ýëåêòðè÷åñòâî îñíîâûâàåòñÿ ïî ñóòè äåëà íà îäíèõ è òåõ æå óðàâíåíèÿõ ñ ïðîèçâîä-
íûìè (óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà), ïîäîáíî òîìó êàê ìåõàíèêà îñíîâûâàåòñÿ íà II-îì

34)Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñòàöèîíàðíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîçäàþùèå åãî çàðÿäû íåïîäâèæíû; ñòà-
öèîíàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå ïîðîæäàåòñÿ ïîñòîÿííûìè òîêàìè.
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çàêîíå Íüþòîíà.

Íàäåþñü, èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèìåðîâ âàì ïîíÿòíî, íàñêîëüêî âàæíûì
ñðåäñòâîì äëÿ îïèñàíèÿ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé ñëóæàò ôóíêöèè è ïðîèçâîäíûå. Ïî-
ïûòàåìñÿ åùå ðàç îñìûñëèòü ôèëîñîôèþ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà. Â äðåâíåé
Ãðåöèè æèë ìûñëèòåëü Ãåðàêëèò, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èçâåñòíîå âûñêàçûâàíèå
îá óñòðîéñòâå íàøåãî ìèðà: �âñå òå÷åò, âñå ìåíÿåòñÿ�. Ãåðàêëèò, êîíå÷íî æå, èìåë
â âèäó èçìåíåíèå îêðóæàþùåãî ìèðà ñî âðåìåíåì, è ïðè ýòîì íå îãðàíè÷èâàë îá-
ëàñòü äåéñòâèÿ äàííîãî çàêîíà ïðèðîäíûìè ÿâëåíèÿìè, ïåðåíîñÿ åãî â æèçíü ëþäåé
è îáùåñòâà. Òóò, íàâåðíîå, îí áûë íå äî êîíöà ïðàâ � â æèçíè âñòðå÷àþòñÿ âåùè
íåèçìåííûå è íåïîêîëåáèìûå. Íå â íàøåé ñ âàìè âëàñòè, îäíàêî, ãîâîðèòü î ÷åëî-
âå÷åñêîé æèçíè òàêæå îïðåäåëåííî, êàê ìû ìîæåì ãîâîðèòü, ñêàæåì, î äâèæåíèè
ïëàíåò. À âîò î ïðèðîäå ïîãîâîðèòü ìîæíî âñåãäà, è òóò Ãåðàêëèò ñîâåðøåííî ïðàâ:
âñå â ïðèðîäå ìåíÿåòñÿ � íå âî âðåìåíè, òàê â ïðîñòðàíñòâå, à ìîæåò è âî âðåìåíè,
è â ïðîñòðàíñòâå îäíîâðåìåííî. Íàì ñ âàìè òåïåðü óæå ÿñíî, ÷òî èçìåíåíèå ôè-
çè÷åñêîé âåëè÷èíû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé, à áûñòðîòà èçìåíåíèÿ � ïðîèçâîäíîé.35)

Ëþáûå èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò ïîä âëèÿíèåì íåêèõ �âîçäåéñòâèé�, êîòîðûå, êàê ïðà-
âèëî, ñàìè ðåàãèðóþò íà ñîâåðøàåìûå èìè èçìåíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðèðîäíûå ÿâ-
ëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè ôóíêöèè ñ
èõ ïðîèçâîäíûìè.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðè ðåøåíèè äàåò íå îòäåëüíîå ÷èñëî (êîðåíü èëè
íàáîð êîðíåé), êàê àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, à íåïðåðûâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷èñåë � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè àðãóìåíòà â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëàõ. Â ïîñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ðàçíîîá-
ðàçíûìè ôèçè÷åñêèìè çàäà÷àìè, ñâîäÿùèìèñÿ ê ïðîñòûì è áîëåå ñëîæíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

35)Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû â ïðîñòðàíñòâå � ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
êîîðäèíàòàì.



Ãëàâà 4

Ïðèìåðû çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê ïðîñòåéøèì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Â ïðîøëûõ ãëàâàõ ìû äîñòàòî÷íî ãîâîðèëè î íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Òåïåðü äàâàéòå ïîçíàêîìèìñÿ ñ ðÿäîì
çàäà÷, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê äîâîëüíî ïðîñòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ýòî
áóäåò âàì ïîëåçíî äëÿ ñèñòåìàòèçàöèè ïðåäñòàâëåíèé î âîçìîæíîñòÿõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Çàäà÷à 4.1. Äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè âèäàìè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ: ñóõîå òðåíèå
(ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè, à îïðåäåëÿåòñÿ äàâëåíèåì è ìåõàíè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà äâóõ òåë), âÿçêîå òðåíèå (êîãäà ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè òåëà) è àýðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå
(êîãäà ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè). Ñ ñóõèì òðåíèåì
âû èìåëè äåëî åùå â 9 êëàññå, è äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñ òàêèì òðåíèåì îáõîäèëèñü
îáû÷íîé ìàòåìàòèêîé. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïî ïîðÿäêó îñòàâøèåñÿ äâà òèïà ñèë.

4.1.1. Âÿçêîå òðåíèå
Âÿçêîå òðåíèå èìååò ìåñòî ïðè äâèæåíèè òåë â æèäêîñòè è ãàçå ñ íåáîëüøèìè ñêî-
ðîñòÿìè, ïðè äâèæåíèè ïóëè â äåðåâÿííîé äîñêå, è ò.ï. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â òàêîì
ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

m
dv

dt
= −αv , (4.1)

ãäå α � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäû
è ôîðìîé òåëà. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ÷àñòèöà ìàññîé m, èìåþùàÿ ñêîðîñòü
v0, ïîïàäàåò â ñðåäó, ãäå íà íåå äåéñòâóåò ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ (ñì. ðèñ. 2, ãëàâà 1).
Íóæíî èññëåäîâàòü åå äâèæåíèå, ò.å. íàéòè çàâèñèìîñòè ïðîéäåííîãî ïóòè è ñêîðîñòè
îò âðåìåíè, äëèíó ïðîáåãà äî ïîëíîé îñòàíîâêè, è ò.ï.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â (4.1), ïîëó÷èì dv/v = −αdt/m. Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ñî-
îòíîøåíèå (ò.å. ïðîèçâåäåì ñóììèðîâàíèå) îò ìîìåíòà ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â ñðåäó
(t = 0) äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t, êîãäà ñêîðîñòü òåëà ðàâíà v(t):

v(t)∫

v0

dv

v
= ln

(
v(t)

v0

)
= − α

m

t∫

0

dt = − α

m
t .
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Çíà÷èò, ñêîðîñòü òåëà èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî óæå èçâåñòíîìó íàì çàêîíó

v(t) = v0 exp
(
− α

m
t
)

. (4.2)

Îíà äîâîëüíî áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, ñòàðòóÿ ñ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ v0 ïðè t = 0,
ïðè÷åì çàìåäëåíèå òåëà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå îòíîøåíèå α/m (ðèñ. 23). Ýòî è
ïîíÿòíî: ÷åì áîëüøå âÿçêîñòü ñðåäû è ëåã÷å òåëî, òåì áûñòðåå îíî áóäåò îñòàíàâ-
ëèâàòüñÿ. Âåëè÷èíà τ = m/α åñòü õàðàêòåðíîå âðåìÿ òîðìîæåíèÿ; ñòðîãî ãîâîðÿ,
â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.2) ñêîðîñòü òåëà îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè t → ∞, îäíàêî äàæå
âðåìåíè ïîðÿäêà 5τ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ óìåíüøåíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè â
ñîòíþ ðàç.

t

v t( )

v0

a/m

Ðèñ. 23. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè òåëà îò âðåìåíè ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è m

Òåïåðü íàéäåì çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ÷àñòèöåé ïóòè îò âðåìåíè: s(t). Î÷åâèä-
íî, ÷òî v = ds/dt. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ñêîðîñòè â ïðàâóþ ÷àñòü (4.1),
ìû ìîæåì ñîêðàòèòü íà dt, ÷òî ïðèâåäåò íàñ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåí-
íûìè:

mdv = −αds .

Ïðîèçâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå îò íà÷àëà äâèæåíèÿ (s = 0, v = v0) äî ïðîèçâîëüíîãî
ìîìåíòà âðåìåíè, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè îò ñêîðîñòè:

s =
m

α
(v0 − v) ;

ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå ìû óæå ïîëó÷àëè â ïåðâîé ãëàâå.36) ×òîáû èç íåãî íàéòè
èíòåðåñóþùóþ íàñ çàâèñèìîñòü ïóòè îò âðåìåíè, îñòàëîñü ïîäñòàâèòü v(t) èç (4.2):

s(t) =
mv0

α

[
1− exp

(
− α

m
t
)]

. (4.3)

Ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè ïîêàçàí íà (ðèñ. 24); ïî ñâîåé ñòðóêòóðå îíà â òî÷íîñòè ñîâ-
ïàäàåò ñ ôóíêöèåé q(t), îïèñûâàþùåé ïðîöåññ çàðÿäêè êîíäåíñàòîðà. Ìàêñèìàëüíûé
ïðîéäåííûé äî îñòàíîâêè ïóòü

smax = s(t →∞) =
mv0

α
.
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t

s t( )

smax

Ðèñ. 24. Çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè
ïðè äâèæåíèè ïîä äåéñòâèåì âÿçêîãî òðåíèÿ

Íå íóæíî, îäíàêî, äóìàòü, ÷òî ÷àñòèöà íà ñàìîì äåëå äâèæåòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî
äî ïîëíîé îñòàíîâêè. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (4.2) î÷åíü áûñòðî ñâîäèò åå ñêî-
ðîñòü íà íåò, è ïðèáëèæàåò ïðîéäåííûé ïóòü ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ mv0/α. Åñëè
îò ìîìåíòà ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â ñðåäó ïðîéäåò, ñêàæåì, âðåìÿ 10m/α, åå ñêîðîñòü
áóäåò ñîñòàâëÿòü âñåãî-íàâñåãî 10−4v0, è ìû ìîæåì ïðîñòî íå îùóòèòü îñòàòî÷íîãî
äâèæåíèÿ. Áîëåå òîãî, óðàâíåíèå (4.1) ãîäèòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òîëüêî ñ �ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèìè� ñêîðîñòÿìè, ïðè êîòîðûõ èìïóëüñ òåëà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò
èìïóëüñ îòäåëüíûõ ìîëåêóë ñðåäû. Ïðè î÷åíü ñèëüíîì çàìåäëåíèè ìîãóò âñòóïèòü
â ñèëó äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû, ñâÿçàííûå, íàïðèìåð, ñ íåáîëüøîé àñèììåòðèåé
÷àñòèöû, íåðîâíîñòüþ åå ïîâåðõíîñòè, è ò.ä. Îäíàêî âñå �äðàìàòè÷åñêèå ñîáûòèÿ�
ïîäîáíîãî ðîäà, ïðèâîäÿùèå ê îòêëîíåíèþ îò ðåøåíèÿ (4.3), íà÷èíàþòñÿ òîëüêî â
íè÷òîæíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êîíå÷íîé òî÷êè îñòàíîâêè mv0/α, ïðåäñêàçàííîé ñ ïî-
ìîùüþ (4.3). È åñëè ìû íå îáëàäàåì î÷åíü òî÷íûìè ïðèáîðàìè, íàì áóäåò êàçàòüñÿ,
÷òî ÷àñòèöà îñòàíîâèëàñü ñòðîãî íà ðàññòîÿíèè mv0/α ñïóñòÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå
âðåìÿ.

Ôîðìóëó (4.3) ìîæíî ïîëó÷èòü èíûì ñïîñîáîì. Åñëè ïîäñòàâèòü v = ds/dt íå â
óðàâíåíèå (4.1), êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ðàíüøå, à â åãî ðåøåíèå (4.2), ìû ïðèäåì ê
ïðîñòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè s(t):

ds

dt
= v0 exp(−t/τ), τ =

α

m
.

Ëþáîé óâàæàþùèé ñåáÿ øêîëüíèê äîëæåí ñóìåòü ðàçäåëèòü â íåì ïåðåìåííûå è
ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t:

s(t)∫

0

ds = s(t) =

t∫

0

exp(−t/τ)dt = {ââåäåì ïåðåìåííóþ ξ = −t/τ ; dt = −τdξ} =

= −τv0

−t/τ∫

0

eξdξ .

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî ìû íå óìååì èíòåãðèðîâàòü ýêñïîíåíòó, òî ïîëó÷åííîå
ðàíåå ðåøåíèå (4.3) ïîçâîëèò íàì íàó÷èòüñÿ ýòî äåëàòü. Â ñàìîì äåëå, èç ñðàâíåíèÿ

36)Ñì. ïðèìåð 1.2.
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(4.3) ñ ïîñëåäíèì ñîîòíîøåíèåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñâÿçü

e−t/τ − 1 =

−t/τ∫

0

eξdξ .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îáùåå ïðàâèëî: äëÿ ëþáîãî x1 èíòåãðàë

x1∫

0

exdx = ex1 − 1 .

Ïîñêîëüêó òàêîå æå ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýêñïîíåíòû äî íåêî-
òîðîãî x2, ìû ìîæåì çàïèñàòü

x2∫

0

exdx = ex2 − 1 .

Åñëè òåïåðü âû÷åñòü îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì:

x2∫

0

exdx−
x1∫

0

exdx = ex2 − ex1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ïëîùàäåé â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü ïëîùàäü ïîä
ãðàôèêîì ýêñïîíåíòû â ïðîìåæóòêå ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2. Çíà÷èò îáùåå ïðàâèëî
èíòåãðèðîâàíèÿ ýêñïîíåíòû â ïðîèçâîëüíûõ ïðåäåëàõ èìååò âèä

x2∫

x1

exdx = ex2 − ex1 .

Èç íåãî ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî exdx = d(ex), ò.ê. òîëüêî ïðè ñóììèðîâàíèè äèôôå-
ðåíöèàëîâ îò ýêñïîíåíòû ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàçíîñòü åå êîíå÷íîãî è íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèé íà îòðåçêå [x1, x2]. Äåëÿ ïîñëåäíþþ ñâÿçü íà dx, íàéäåì äî áåçîáðàçèÿ
ïðîñòîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè:

d(ex)

dx
= ex ;

òîëüêî íå ãîâîðèòå, ÷òî âû íå çíàëè åãî ðàíüøå. Â ýòîì ïðèìåðå ìíå õîòåëîñü ëèøíèé
ðàç ïîêàçàòü, êàê èç ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêîé çàäà÷è ìîæíî óñòàíîâèòü âàæíûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèé (âñïîìíèòå òàêæå çàäà÷ó îá îòêà÷êå ãàçà èç ñîñóäà,
ðàçîáðàííóþ â ãëàâå 2).
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4.1.2. Àýðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå
Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äàííîãî òèïà ïðèõîäèò íà ñìåíó âÿçêîìó òðåíèþ ïðè óâåëè-
÷åíèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ â ñðåäå (îíî, â ÷àñòíîñòè, äåéñòâóåò íà ñàìîëåò â õîäå
ïîëåòà). Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåïåðü èìååò âèä

m
dv

dt
= −βv2 , (4.4)

ãäå ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò β çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñðåäû è ôîðìû òåëà. Çàäà÷à
îïÿòü çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ïðîöåññà òîðìîæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ïîïàäàíèè â
ñðåäó ñ ñîïðîòèâëåíèåì.

Ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ëåãêî ðàçäåëÿþòñÿ: dv/v2 = −βdt/m. Ïðîèí-
òåãðèðóåì äàííîå ñîîòíîøåíèå îò ìîìåíòà ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â ñðåäó (t = 0) äî
ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t:

v(t)∫

v0

dv

v2
=

{
ò.ê. d(1/v)

dv
= − 1

v2
, òî dv

v2
= −d

(
1

v

)}
= −

v(t)∫

v0

d

(
1

v

)
=

1

v0

− 1

v(t)
= − β

m
t .

Îòñþäà ëåãêî âûðàçèòü èíòåðåñóþùóþ íàñ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè:

v(t) =
v0

1 + (βv0t/m)
. (4.5)

Òîðìîæåíèå ÷àñòèöû òåïåðü ïðîèñõîäèò ïî ãèïåðáîëè÷åñêîìó çàêîíó; ÷åì áîëüøå
ïàðàìåòð βv0/m, òåì îíî èíòåíñèâíåå.37)

×òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè s(t), ïîäñòàâèì v = ds/dt
â (4.5):

ds

dt
=

v0

1 + (βv0t/m)
.

Ýòî óðàâíåíèå òàêæå ïîçâîëÿåò áåç òðóäà ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå è ïðîèçâåñòè èíòå-
ãðèðîâàíèå îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî ìîìåíòà t:

s(t) =

s(t)∫

0

ds = v0

t∫

0

dt

1 + (βv0t/m)
=

{
ξ =

βv0t

m
, dξ =

βv0

m
dt

}
=

m

β

βv0t/m∫

0

dξ

1 + ξ
=

=

{
dξ

1 + ξ
=

d (1 + ξ)

1 + ξ
= d[ln (1 + ξ)]

}
=

m

β

βv0t/m∫

0

d[ln (1 + ξ)] .

Ïîñêîëüêó ln(1) = 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

s(t) =
m

β
ln

(
1 +

βv0t

m

)
; (4.6)

37)Îòìåòèì, ÷òî òåìï çàìåäëåíèÿ ïîä äåéñòâèåì àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çàâèñèò òàêæå
îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû v0. Â ñëó÷àå âÿçêîãî òðåíèÿ çàìåäëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ìàññîé
òåëà è êîýôôèöèåíòîì ñîïðîòèâëåíèÿ.
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äàííàÿ çàâèñèìîñòü ïîêàçàíà íà ðèñ. 25. Â îòëè÷èå îò äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì âÿç-
êîãî òðåíèÿ, ïðîéäåííûé ÷àñòèöåé ïóòü òåïåðü íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì. Èíûìè ñëîâàìè, àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷-
íî äëÿ ïîëíîé îñòàíîâêè òåëà. Õîòÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå òåìï àýðîäèíàìè÷åñêîãî
çàìåäëåíèÿ ìîæåò áûòü äàæå âûøå, ÷åì â ñëó÷àå âÿçêîãî òðåíèÿ, ïî ìåðå òîðìîæå-
íèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîå òðåíèå ïîñòåïåííî ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå âÿçêîãî (ðàññ÷èòàííîãî
äëÿ òîé æå ñêîðîñòè); ýòî è ïðèâîäèò ê íåîãðàíè÷åííîñòè ïðîéäåííîãî ïóòè â ðàìêàõ
çàâèñèìîñòè (4.6). Íå íóæíî, îäíàêî, çàáûâàòü, ÷òî ïðè òîðìîæåíèè òåëà â áîëüøèí-
ñòâå ñðåä àýðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ðàíî èëè ïîçäíî óñòóïàåò ìåñòî âÿçêîìó,
êîòîðîå è çàâåðøàåò ïðîöåññ òîðìîæåíèÿ âïëîòü äî ïîëíîé îñòàíîâêè òåëà.

t

s t( )

Ðèñ. 25. Çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè
â ñëó÷àå àýðîäèíàìè÷åñêîãî òðåíèÿ

Çàäà÷à 4.2. Íàïîëíåíèå áà÷êà.

Åùå îäèí ëþáîïûòíûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé � çàäà÷à î íàïîëíåíèè òóàëåòíîãî áà÷êà. Ïóñòü áà÷îê èìååò ôîðìó ïàðàë-
ëåëåïèïåäà ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S∗ (ðèñ. 26). Ïðè íàïîëíåíèè åãî âîäîé ïîäíè-
ìàåòñÿ ïîïëàâîê, êîòîðûé ïîñòåïåííî çàêðûâàåò êðàí ïîäà÷è âîäû. Äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíÿ âîäû h â áà÷êå ïëîùàäü îòâåðñòèÿ êðàíà
S óìåíüøàåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó

S(h) = S0[1− (h/hmax)] . (4.7)
Çäåñü S0 = S(0) � ïëîùàäü ïîëíîñòüþ îòêðûòîãî îòâåðñòèÿ, à hmax � ïðåäåëüíûé
óðîâåíü âîäû (ïðè h = hmax â ñèëó (4.7) S = 0, ò.å. êðàí çàêðûò è óðîâåíü áîëüøå
íå ìåíÿåòñÿ). Åñëè p0 � çàäàííûé íàïîð â òðóáå, ïî êîòîðîé ïîäàåòñÿ âîäà, à pa �
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, òî â ñèëó óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

p0 = pa +
ρv2

2
,

ãäå v � ñêîðîñòü âûòåêàþùåé èç êðàíà ñòðóè. Ïîñëåäíÿÿ, òàêèì îáðàçîì, íå çàâèñèò
îò ïëîùàäè îòâåðñòèÿ êðàíà è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïåðåïàäîì äàâëåíèé p0 − pa; â
äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü v ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.38) Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáúåìíûé

38)Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàïîð â òðóáå íå çàâèñèò îò ñòåïåíè îòêðûòîñòè êðàíà. Ýòî, êîíå÷íî, íå
ñîâñåì òàê, îñîáåííî äëÿ íåáîëüøèõ âîäîïðîâîäíûõ ñèñòåì. Îäíàêî â ñëó÷àå òèïè÷íîãî ãîðîäñêîãî
âîäîñíàáæåíèÿ êàæäûé îòäåëüíî âçÿòûé ïîòðåáèòåëü î÷åíü ñëàáî âëèÿåò íà çíà÷åíèå p0, ÷òî ìû è
èñïîëüçóåì ïðè ðåøåíèè.
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ðàñõîä âîäû ÷åðåç êðàí Q = vS òàêæå åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò h. Ïîñòóïèâøèé â

h

S
*

S

Ðèñ. 26. Ïîïëàâêîâûé ðåãóëÿòîð íàïîëíåíèÿ
òóàëåòíîãî áà÷êà

áà÷îê çà âðåìÿ dt îáúåì âîäû dV = Qdt ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ óðîâíÿ â áà÷êå íà
dh. Ò.ê. îáúåì â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñîõðàíÿåòñÿ, òî dV = S∗dh, îòêóäà âûòåêàåò
ñîîòíîøåíèå S∗dh = Qdt = vSdt. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (4.7) äëÿ S è äåëÿ íà
S∗dt, ìû ïîëó÷èì îñíîâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîöåññà íàïîëíåíèÿ
áà÷êà:

dh

dt
=

vS0[1− (h/hmax)]

S∗
.

Îíî íàïîìèíàåò óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå çàðÿäêó êîíäåíñàòîðà èëè óñòàíîâëåíèå
òîêà â êàòóøêå èíäóêòèâíîñòè. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì:

h(t)∫

0

dh

[1− (h/hmax)]
= −hmax ln

(
1− h(t)

hmax

)
=

vS0

S∗

t∫

0

dt =
vS0

S∗
t .

Îòñþäà ëåãêî íàéòè çàâèñèìîñòü óðîâíÿ âîäû â áà÷êå îò âðåìåíè:

h(t) = hmax

[
1− exp

(
− vS0

hmaxS∗
t

)]
; (4.8)

ýòî ñòàíäàðòíûé ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ, ãðàôèê êîòîðîãî ïðèâåäåí íà ðèñ. 24. Âå-
ëè÷èíà τ = hmaxS∗/vS0 åñòü õàðàêòåðíîå âðåìÿ íàïîëíåíèÿ; îíî ïðîïîðöèîíàëüíî
îáúåìó áà÷êà hmaxS∗.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íåóæåëè íàïîëíåíèå áà÷êà ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî äîë-
ãî? Íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî æå, íåò. Ïîñòóïëåíèå âîäû â áà÷îê ïðåêðàùàåòñÿ â íåêî-
òîðûé ìîìåíò T , êîãäà óðîâåíü âîäû h áëèçîê ê hmax, íî åùå íå ðàâåí åìó, è ñâÿçàíî
ýòî ñ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì âîäû. Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòâåðñòèå êðàíà â
õîäå çàêðûòèÿ ñîõðàíÿåò öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó, òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ðàäè-
óñà îòâåðñòèÿ rσ â íåì îáðàçóåòñÿ ìåíèñê, ñïîñîáíûé óäåðæàòü ïåðåïàä äàâëåíèé
p0 − pa:

2σ

rσ

= p0 − pa ;

σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ âîäû. Èìåííî ïðè ðàäèóñå îòâåðñòèÿ
r = rσ êðàí ïåðåñòàíåò ïðîïóñêàòü âîäó, è íàïîëíåíèå áà÷êà çàêîí÷èòñÿ. Çíà÷åíèþ

rσ = 2σ/(p0 − pa)
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ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäü îòâåðñòèÿ êðàíà Sσ = πr2
σ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàíà

ñ îêîí÷àòåëüíûì óðîâíåì hσ â áà÷êå ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû (4.7):

Sσ = S0[1− (hσ/hmax)] .

Ïðåäïîëîæèâ òàêæå, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íå âëèÿåò íà ïðîöåññ âïëîòü äî
êîíå÷íîãî ìîìåíòà T , ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå (4.8) (êîòîðîå ïîëó÷åíî áåç
ó÷åòà äåéñòâèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â îòâåðñòèè) äëÿ îïðåäåëåíèÿ T ïî
èçâåñòíîìó hσ:

hσ = h(T ) = hmax[1− exp (−T/τ)] .

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî íàéòè âðåìÿ íàïîëíåíèÿ T :

T = τ · ln
[

S0 (p0 − pa)
2

4πσ2

]
=

{
v =

√
2 (p0 − pa)

ρ

}
=

= hmax

(
S∗
S0

) √
2 (p0 − pa)

ρ
ln

[
S0 (p0 − pa)

2

4πσ2

]
.

Äàííûé ðåçóëüòàò íåòðóäíî ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, îäíàêî áîëüøîé òî÷íîñòè
îí íå äàñò, ïîñêîëüêó â ðåàëüíîñòè ôîðìà îòâåðñòèÿ êðàíà äàëåêà îò êðóãîâîé. Êðî-
ìå òîãî, â òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè íóæíî áûëî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ è âÿçêîñòè âîäû íà çàâåðøàþùèõ ñòàäèÿõ ïðîöåññà (êîãäà îòâåðñòèå â
êðàíå ìàëî); ýòè ôàêòîðû ìîãóò èçìåíèòü T â ðàçû.

Çàäà÷à 4.3. Âûòåêàíèå âîäû èç áàêà ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè.

Äîïóñòèì, ÷òî â áàêå ñ íà÷àëüíûì óðîâíåì âîäû h0 èìååòñÿ íåáîëüøîå îòâåðñòèå
âáëèçè äíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè, êàê óðîâåíü èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì èç-çà âûòåêàíèÿ
âîäû ÷åðåç îòâåðñòèå.

Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ, î÷åâèäíî, çàâèñèò îò óðîâíÿ âîäû h(t) â êàæäûé ìîìåíò.
Ïðîñòåéøèé ïóòü ê ðåøåíèþ îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî äàâëåíèå â âûòå-
êàþùåé ñòðóå ðàâíî àòìîñôåðíîìó, ò.å. ñòðóÿ íå ðàñøèðÿåòñÿ è íå ñæèìàåòñÿ âäîëü
ñâîåé äëèíû. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå ñîâñåì òàê, îäíàêî ñåé÷àñ íàñ âïîëíå óñòðîèò
ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü (åå ìû èñïîëüçîâàëè è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å). Ïîñêîëüêó ïî-
íèæåíèå óðîâíÿ � ïðîöåññ äîñòàòî÷íî ìåäëåííûé (åñëè, êîíå÷íî, îòâåðñòèå â áàêå
íå ñëèøêîì áîëüøîå), òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âåðòèêàëüíûì äâèæåíèåì âîäû
â ñîñóäå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è çàïèñàòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè â ñëåäóþùåì âèäå:

pa + gρh = pa + ρ
v2

2
,

íà ïîâåðõíîñòè â âûòåêàþùåé
âîäû â ñîñóäå ñòðóå

îòêóäà v =
√

2gh � çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè âîäû â îòâåðñòèè îò óðîâíÿ âîäû â áàêå.
Òåïåðü çàïèøåì, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îáúåìà æèäêîñòè,
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âûòåêàþùåé çà âðåìÿ dt. Åñëè S0 � ïëîùàäü îòâåðñòèÿ, S1 � ïëîùàäü äíà áàêà, à
dh � ïîíèæåíèå óðîâíÿ çà âðåìÿ dt, òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáúåìà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

S1dh = −S0v(h)dt ;

çíàê �−� ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ óðîâíÿ (dh < 0). Äåëÿ îáå ÷àñòè íà dt è ïîä-
ñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ v, ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dh

dt
= −α

√
h , (4.9)

ãäå êîýôôèöèåíò α = S0

√
2g/S1. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâ-

íåíèå îò t = 0 (êîãäà h = h0) äî ïðîèçâîëüíî èíòåðåñóþùåãî íàñ ìîìåíòà t:
h(t)∫

h0

dh√
h

=



ò.ê.

d
(√

h
)

dh
=

1

2
√

h
, òî dh√

h
= 2d

(√
h
)


 =

= 2

h(t)∫

h0

d
(√

h
)

= 2
[√

h (t)−
√

h0

]
= −αt .

Îòñþäà áåç òðóäà íàõîäèì çàêîí, ïî êîòîðîìó èçìåíÿåòñÿ óðîâåíü âîäû â áàêå:

h(t) =

(√
h0 − αt

2

)2

.

Ìû âèäèì, ÷òî èñòå÷åíèå âîäû èç áàêà äëèòñÿ êîíå÷íîå âðåìÿ τ = 2
√

h0/α (ðèñ. 27).
Â ìîìåíò t = τ ïðîèçâîäíàÿ dh/dt, ðàâíàÿ â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.9) −α

√
h, îáðàùàåòñÿ

â íîëü, ò.å. ãðàôèê ôóíêöèè h(t) êàñàåòñÿ îñè t â òî÷êå t = τ . Ïðè t = 0 ïðîèçâîäíàÿ,
î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è ðàâíà α

√
h0. ×åì áîëüøå ïîñòî-

ÿííàÿ α = S0

√
2g/S1, òåì ìåíüøå âðåìÿ èñòå÷åíèÿ τ ; ïîñëåäíåå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

èñõîäíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ =

√
2h0

g

(
S1

S0

)
.

Ýòó ôîðìóëó íåòðóäíî ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, îòêðûâàÿ ðàçíîå êîëè÷åñòâî
îòâåðñòèé è èçìåíÿÿ òàêèì îáðàçîì ïëîùàäü S1, à òàêæå âàðüèðóÿ íà÷àëüíûé óðî-
âåíü âîäû h0. Âîîáùå âîäîáà÷êîâàÿ òåìà î÷åíü èíòåðåñíà, îäíàêî ïîðà ïåðåéòè ñ íåå
íà òåìó áèîëîãè÷åñêóþ.

Çàäà÷à 4.4. Äâèæåíèå ìóðàâüÿ ïî ðàñòÿãèâàåìîìó æãóòó.

Âåñüìà ïîó÷èòåëüíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïî äëèííîìó è õîðîøî ðàñòÿæèìîìó æãóòó,
îäèí êîíåö êîòîðîãî íåïîäâèæåí (ïðèêðåïëåí ê ñòåíêå), à äðóãîé îòòÿãèâàåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u, ïîëçåò ìóðàâåé (ðèñ. 28). Ñêîðîñòü ìóðàâüÿ îòíîñèòåëüíî
æãóòà òàêæå ïîñòîÿííà è ðàâíà v, è íàïðàâëåíà â ñòîðîíó äâèæóùåãîñÿ êîíöà æãóòà.
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t

h t( )

h0

t

Ðèñ. 27. Çàâèñèìîñòü óðîâíÿ âîäû â áàêå îò âðåìåíè

u

v
x

L

Ðèñ. 28. Ìóðàâåé íà ðàñòÿãèâàåìîì æãóòå

Âîçíèêàåò âîïðîñ: äîáåðåòñÿ ëè ìóðàâåé äî ýòîãî êîíöà, è åñëè äîáåðåòñÿ, òî çà êàêîå
âðåìÿ? Íà÷àëüíàÿ äëèíà æãóòà L0, à ìóðàâåé ñòàðòóåò îò íåïîäâèæíîãî êîíöà.

Â ìîìåíò âðåìåíè t, êîãäà ìóðàâåé íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè x = x(t) îò ñòåíêè,
äëèíà æãóòà ñîñòàâëÿåò L(t) = L0 +ut; î÷åâèäíî, ÷òî L > x. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷àñòîê
æãóòà, ïî êîòîðîìó â äàííûé ìîìåíò ïîëçåò ìóðàâåé, èìååò ñêîðîñòü

w = u
x(t)

L(t)
≡ ux(t)

L0 + ut
< u

îòíîñèòåëüíî ñòåíêè. ×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñû çàäà÷è, íóæíî íàéòè çàâèñèìîñòü
x(t). Êàê âû, íàâåðíîå, óæå äîãàäàëèñü, ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòî-
ðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç äîâîëüíî ïðî-
ñòûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ñêîðîñòü ìóðàâüÿ îòíîñèòåëüíî ñòåíêè, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ðàâíà dx/dt. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà æå ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóïåðïîçèöèè
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìóðàâüÿ îòíîñèòåëüíî æãóòà (v) è ñêîðîñòè ó÷àñòêà æãóòà, íà
êîòîðîì ìóðàâåé ïðåáûâàåò â äàííûé ìîìåíò, îòíîñèòåëüíî ñòåíêè (w). Ìû, òàêèì
îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

dx

dt
= v + w ≡ v +

ux

L0 + ut
.

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì â ñðàâíåíèè ñ òåìè, ÷òî
ìû ïîëó÷àëè ðàíüøå, ò.ê. â íåì íå óäàåòñÿ ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå. Ïåðåïèøåì åãî
â òàêîì âèäå, ÷òîáû íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ x(t) è åå ïðîèçâîäíûå áûëè ñëåâà, à âñå
îñòàëüíûå ÷ëåíû, õàðàêòåðèçóþùèå íå çàâèñÿùåå îò x �âîçäåéñòâèå�, ñïðàâà:

dx

dt
−

(
u

L0 + ut

)
x = v . (4.10)
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Ïîäîáíàÿ ôîðìà çàïèñè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.
Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèíÿòà îïðåäåëåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ.

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò 1-ûé ïîðÿäîê, ò.ê. ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ îò
èñêîìîé ôóíêöèè. Êîýôôèöèåíò, ñòîÿùèé ïðè ôóíêöèè x(t), çàâèñèò îò ïåðåìåííîé
t, ïîýòîìó íàøå óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê òèïó óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Áîëåå òîãî, â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò �âíåøíåå âîçäåéñòâèå� v, îêàçûâàþùåå
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðåøåíèå; óðàâíåíèå, â êîòîðîì åñòü âíåøíåå âîçäåéñòâèå,
íàçûâàþò íåîäíîðîäíûì. Äà, è ïîïàëè æå ìû ñ ìóðàâüåì âïðîñàê!.. Îäíî äóøó ãðå-
åò � â íàøåì óðàâíåíèè ôóíêöèÿ x(t) è åå ïðîèçâîäíàÿ dx/dt ñòîÿò â 1-îé ñòåïåíè,
ò.å. â íåì, íåò ïðîèçâåäåíèé âèäà xα (dx/dt)β. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ, ãäå ôóíêöèÿ è
åå ïðîèçâîäíàÿ âõîäÿò â 1-îé ñòåïåíè è íå ïåðåìíîæàþòñÿ ìåæäó ñîáîé (à òàêæå
íå ÿâëÿþòñÿ àðãóìåíòàìè áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð sin(x)), íàçûâàþòñÿ
ëèíåéíûìè. Â êëàññèôèêàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàêèì îáðàçîì, íà-
áëþäàåòñÿ àíàëîãèÿ ñ êëàññèôèêàöèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ (4.10) ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ �ñïàñèòåëüíûì êðóãîì�. Â ñèëó
ëèíåéíîñòè ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìûì ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòî-
ÿííûõ, ïîçâîëÿþùèì �ðàçîáðàòüñÿ� ñ íåîäíîðîäíîñòüþ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
Õî÷ó îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî äàííûé ìåòîä ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. Ñóòü åãî â ñëåäóþùåì.

Äàâàéòå çàáóäåì íà âðåìÿ ïðî ñëàãàåìîå v â ïðàâîé ÷àñòè (4.10) è ðåøèì îäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå èìååò âèä

dx

dt
−

(
u

L0 + ut

)
x = 0 .

Ïðè ýòîì ñîâåðøåííî íå âàæíî, êàêèå êîýôôèöèåíòû ñòîÿò ïðè x è dx/dt (ïîñòîÿí-
íûå èëè ïåðåìåííûå) � ãëàâíîå, ÷òî óðàâíåíèå ëèíåéíîå. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, êàê
ïðàâèëî, ãîðàçäî ëåã÷å ðåøàòü, íåæåëè íåîäíîðîäíîå; â äàííîì ñëó÷àå ìû ìîæåì
ïðîñòî ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî îò íåêîòîðîãî ìîìåíòà t0 > 0
äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t:

ln

[
x(t)

x(t0)

]
= ln

[
L0 + ut

L0 + ut0

]

(îò t0 = 0 èíòåãðèðîâàòü íåëüçÿ, ò.ê. x(0) = 0, è ëîãàðèôì áóäåò ïëîõî ñåáÿ ÷óâñòâî-
âàòü). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü

x(t) =

(
x(t0)

L0 + ut0

)
[L0 + ut] .

Íåèçâåñòíóþ êîíñòàíòó x(t0)/[L0 + ut0] îáîçíà÷èì ÷åðåç C. Ýòî � òàê íàçûâàåìàÿ
ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäåëû èí-
òåãðèðîâàíèÿ íå îïðåäåëåíû (â íàøåì ñëó÷àå íå îïðåäåëåí ïàðàìåòð t0). Ê ñëî-
âó ñêàçàòü, èíòåãðàë ñ íåîïðåäåëåííûìè ïðåäåëàìè íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì è
îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî ñèìâîëîì

∫
. Ïî ñâîåìó ñìûñëó íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ñóòü

ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ îò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð
∫

xdx =
x2

2
+ C ,
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òîãäà êàê îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, èñïîëüçîâàâøèéñÿ íàìè äî ñèõ ïîð, ÿâëÿåòñÿ ðàç-
íîñòüþ äâóõ çíà÷åíèé îäíîé è òîé æå ïåðâîîáðàçíîé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíåìó è
íèæíåìó ïðåäåëó.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä x(t) = C[L0 + ut]; ýòî
íå åñòü îêîí÷àòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ çàâèñèìîñòè x(t), ïî-
ñêîëüêó îíà îïèñûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì (4.10). Òåì íå ìåíåå, íà îñíîâå
ïîëó÷åííîãî áåç îñîáûõ ïðîáëåì ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
âàðèàöèè ïîñòîÿííîé ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êàê ýòî
ñäåëàòü? Íóæíî âñåãî-íàâñåãî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è ó ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, íî òîëüêî
â íåì �ïîñòîÿííàÿ� C çàâèñèò îò t, ò.å. âàðüèðóåòñÿ ïîä âëèÿíèåì ïðàâîé ÷àñòè �
îòñþäà è íàçâàíèå ìåòîäà. ×òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü C(t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò èñêî-
ìûé âèä ðåøåíèÿ, íóæíî ïîäñòàâèòü x(t) = C(t) · [L0 + ut] â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå
(4.10):

dC

dt
[L0 + ut] + Cu− u

L0 + ut
C[L0 + ut] = v .

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé,
â äàííîì ñëó÷àå C(t) è L0 + ut. È, î ÷óäî! Ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ôóíêöèþ C,
ñîêðàùàþòñÿ, è ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòåéøåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dC

dt
[L0 + ut] = v ,

äîïóñêàþùåå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ:

dC =
vdt

L0 + ut
.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå îò ñàìîãî íà÷àëà äâèæåíèÿ, êîãäà
t = 0 è C = C0 (çíà÷åíèå, êîòîðîå ìû îïðåäåëèì ÷óòü ïîçæå), äî ïðîèçâîëüíîãî
ìîìåíòà t:

C(t)− C0 = v

t∫

0

dt

L0 + ut
=

v

u

t∫

0

d(L0 + ut)

L0 + ut
=

v

u
ln

(
L0 + ut

L0

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ C(t) â ñîîòíîøåíèå x(t) = C(t) · [L0 + ut], ìû ïîëó÷èì èíòåðå-
ñóþùóþ íàñ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ ìóðàâüÿ îò âðåìåíè:

x(t) =

[
C0 +

v

u
ln

(
1 +

ut

L0

)]
(L0 + ut) . (4.11)

Îñòàëîñü íàéòè ïîñòîÿííóþ C0. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ìû çíàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò t = 0 (êîãäà L(t) = L0) ìóðàâåé íàõîäèëñÿ ó ñòåíêè, ò.å. x(0) = 0. Ïîëàãàÿ â
(4.11) t = 0, ìû, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(
C0 +

v

u
ln(1)

)
L0 = 0 ,
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îòêóäà âûòåêàåò çíà÷åíèå C0 = 0 (ïîñêîëüêó ln(1) = 0). Èòàê, îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå
èìååò âèä

x(t) =
v

u
[L0 + ut] ln

(
1 +

ut

L0

)
. (4.12)

Ôóíêöèÿ (4.12) ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, äîïîëçåò ëè ìóðàâåé äî
ïîäâèæíîãî êîíöà èëè íåò. Åñëè ýòî ïðîèçîéäåò â êàêîé-òî ìîìåíò τ , òî â äàííûé
ìîìåíò ðàññòîÿíèå îò ìóðàâüÿ äî íåïîäâèæíîé ñòåíêè ñîâïàäåò ñ òåêóùåé äëèíîé
æãóòà: x(τ) = L0 + uτ . Ñ ó÷åòîì (4.12) ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ τ :

v

u
[L0 + uτ ] ln

(
1 +

uτ

L0

)
= L0 + uτ .

Îòñþäà
τ =

L0

u

[
eu/v − 1

]
. (4.13)

Ïîäîáíîå ðåøåíèå èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî îòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé
u/v. ×åì áîëüøå u/v, òåì äîëüøå ìóðàâüþ ïðèäåòñÿ ïîëçòè, îäíàêî êàêèì áû íè
áûëî ýòî îòíîøåíèå, ìóðàâåé âñåãäà äîïîëçåò äî êîíöà æãóòà (ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïîñëåäíèé íå ïîðâåòñÿ îò ñèëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ). Åñëè æå u/v = 0 (ò.å. u = 0, è
æãóò ñîõðàíÿåò ñâîþ äëèíó L0), òî è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü â (4.13) îáðàùàþòñÿ
â íîëü, îäíàêî èõ îòíîøåíèå â ñèëó î÷åâèäíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé äîëæíî
áûòü êîíå÷íûì è ðàâíûì L0/v. Ìû, òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè
ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè
ðàâíà

eξ = 1 + ξ + ... ,

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûå ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ξ ïðè ξ → 0.39) Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïðåäåëîâ.

Çàäà÷à 4.5. Ïîëèòðîïè÷åñêèå ïðîöåññû.

Î÷åíü âàæíûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâÿ-
çàí ñ òåðìîäèíàìèêîé èäåàëüíîãî ãàçà, à èìåííî ñ òàê íàçûâàåìûìè ïîëèòðîïè÷å-
ñêèìè ïðîöåññàìè (ïðîöåññàìè ñ ïîñòîÿííîé òåïëîåìêîñòüþ). Ãàçó ìîæíî ñîîáùèòü
òåïëî ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ; â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ó íåãî áóäåò ðàçíàÿ òåïëî-
åìêîñòü. Òåïëîåìêîñòü ìîæåò ìåíÿòüñÿ â õîäå ïðîöåññà, îäíàêî âî ìíîãèõ ïðîöåñ-
ñàõ îíà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìàëîå êîëè÷åñòâî òåïëà dQ,
ïîäâåäåííîå ê ãàçó, ñâÿçàíî ñ ïðîèçâîäèìûì èì èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû ãàçà dT
ñîîòíîøåíèåì dQ = CdT , ãäå òåïëîåìêîñòü C = const âíå çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿ-
íèÿ ãàçà â õîäå ïðîöåññà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè çàïèøåòñÿ
â âèäå CdT = CV dT + pdV , èëè

(C − CV ) dT = pdV ; (4.14)
39)Ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå åñòü ξ2/2, çà íèì èäåò ξ3/3! è ò.ä. Âñå âìåñòå îíè ñîñòàâëÿþò òàê íàçû-

âàåìûé ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè.
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âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå òåïëîåìêîñòè ðàññ÷èòàíû äëÿ ν ìîëåé ãàçà. Ê çàïèñàííîìó
â òàêîì âèäå çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íóæíî åùå äîáàâèòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
pV = νRT . Äèôôåðåíöèðóÿ åãî, ïîëó÷èì pdV + V dp = νRdT . Îòñþäà ìîæíî âûðà-
çèòü dT è ïîäñòàâèòü â (4.14), ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèÿ òåìïåðàòóðó:

(c− cV )

(
pdV + V dp

R

)
= pdV ;

çäåñü c è cV � ñîîòâåòñòâóþùèå ìîëÿðíûå òåïëîåìêîñòè. Âñïîìèíàÿ, ÷òî R = cp−cV ,
è âûïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå

(cp − c) pdV = (c− cV ) V dp . (4.15)
Åãî ðåøåíèå åñòü ôóíêöèÿ p(V ), îïèñûâàþùàÿ ïîëèòðîïè÷åñêèé ïðîöåññ; îíà ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå íåêîòîðîé êðèâîé â ïëîñêîñòè (p, V ).

Ïðîñòåéøèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (4.15) ÿâëÿþòñÿ óæå èçâåñòíûå âàì èçîáàð-
íûé è èçîõîðíûé ïðîöåññû. Îíè ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà c = cp è c = cV , ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñàìîì äåëå, ïðè c = cp èç (4.15) âûòåêàåò óðàâíåíèå dp = 0, êîòîðîå èìååò ðåøåíèå
p = const; àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè c = cV ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå V = const. Äàëåå,
îäíàêî, ìû ñäåëàåì àêöåíò íà áîëåå ñëîæíûõ è íå ñîâñåì ïðèâû÷íûõ äëÿ âàñ ïîëèò-
ðîïè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, â êîòîðûõ c 6= cp, cV . Åñëè ýòî òàê, òî â óðàâíåíèè (4.15) îáå
÷àñòè íå âûðîæäåíû, è äëÿ åãî ðåøåíèÿ íóæíî ïðîèçâåñòè ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ:

(cp − c)
dV

V
= (c− cV )

dp

p
.

Èíòåãðèðóÿ îò íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà (p0, V0) äî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (p, V ), ïîëó÷èì:

(cp − c) ln

(
V

V0

)
= (c− cV ) ln

(
p

p0

)
, ò.å.

(
V

V0

)cp−c

=

(
p

p0

)c−cV

.

Ìû, òàêèì îáðàçîì, âûâåëè îáùåå óðàâíåíèå ïîëèòðîïè÷åñêîãî ïðîöåññà, êîòîðîå
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

pc−cV V c−cp = const . (4.16)
Âûõîäèò, ÷òî ïîëèòðîïè÷åñêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè. Ðàñ-
ñìîòðèì èõ íàèáîëåå âàæíûå ñâîéñòâà. Èç (4.16), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè
c = cV V = const, à ïðè c = cp p = const. Åñëè c = 0, ò.å. dQ = 0 è òåïëî ê ãàçó íå
ïîäâîäèòñÿ, òî â ñèëó (4.16) èìååì pV (cp/cV ) = const � õîðîøî çíàêîìîå íàì óðàâíå-
íèå àäèàáàòû. Åñëè æå c → ∞, ò.å. âíå çàâèñèìîñòè îò ïîäâîäà òåïëà òåìïåðàòóðà
íåèçìåííà (dT = 0), ðåøåíèå (4.16), ïåðåïèñàííîå â âèäå pV (c−cp)/(c−cV ) = const, ïåðå-
õîäèò â pV = const � óðàâíåíèå èçîòåðìû. Òàêèì îáðàçîì, âñå èçâåñòíûå âàì åùå ñî
âðåìåí äåòñêîãî ñàäèêà èçîïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîëèòðîïè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà, ò.å. ïðîöåññà, â êîòîðîì ó ãàçà ñîõðàíÿåòñÿ îäíà è òà æå òåïëîåìêîñòü.

Èññëåäóåì ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèâîé (4.16). Äëÿ ýòîãî îò ôèçè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ (p, V ) ïåðåéäåì ê íîðìèðîâàííûì ïåðåìåííûì p̄ = p/p0 è V̄ = V/V0,40) ãäå

40)Íîðìèðîâêà ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü ïðîöåññû ñ ðàçëè÷íûìè àáñîëþòíûìè çíà÷åíèÿìè äàâëåíèÿ
è îáúåìà.
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(p0, V0) � íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ãàçà, è çàïèøåì (4.16) â âèäå

p̄(V̄ ) = V̄

�
cp−c

c−cV

�
.

Ïðîèçâîäíàÿ îò äàííîé ôóíêöèè åñòü

dp̄

dV̄
=

(
cp − c

c− cV

)
V̄

�
cp+cV −2c

c−cV

�
.

Çíàê ïðîèçâîäíîé îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì êîýôôèöèåíòà α = (cp − c)/(c− cV ). Åñëè

cV < c < cp ,

òî α > 0, è ôóíêöèÿ p̄(V̄ ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ðèñ. 29); ïðè ýòîì åå âûïóêëîñòü
èëè âîãíóòîñòü çàâèñèò îò çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ò.å. îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó c
è (cp + cV )/2. Â ñëó÷àå, êîãäà c = (cp + cV )/2, ïðîöåññ èìååò ôîðìó ïðÿìîé ëèíèè ñ
óãëîì íàêëîíà 45o â ïëîñêîñòè (p̄, V̄ ). Åñëè æå

c < cV èëè c > cp ,

òî α < 0, è ïðîöåññ âíåøíå ïîõîæ íà èçîòåðìó è àäèàáàòó (ðèñ. 30). Ðåêîìåíäóþ âàì
ñàìèì ðàçîáðàòüñÿ â òîì, êàêèå îáëàñòè íà äèàãðàììå (p, V ) ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåñ-
ñàì ñî çíà÷åíèåì òåïëîåìêîñòè èç ïðîìåæóòêîâ 0 < c < cV è cp < c < ∞.

p

V
p0

V0

c c c=( + )/2V p

p

V
p0

V0

( + )/2< <c c c cV p p

p

V
p0

V0

c c c cV V p< <( + )/2

Ðèñ. 29. Ïîëèòðîïè÷åñêèå ïðîöåññû ñ èäåàëüíûì ãàçîì ïðè cV < c < cp

Îñîáîå âíèìàíèå ÿ õî÷ó îáðàòèòü íà òî, ÷òî âîçìîæíû òàêæå ïðîöåññû ñ îòðè-
öàòåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìû áóäåì î÷åíü áûñòðî ðàñøèðÿòü
ãàç, òî äàæå ïðè ïîäâîäå òåïëà åãî òåìïåðàòóðà áóäåò ïàäàòü, è òåïëîåìêîñòü ãàçà
îêàæåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Â ñëó÷àå, êîãäà c < 0,

dp̄

dV̄
< 0,

d2p̄

dV̄ 2
=

(cp − c)

(c− cV )2
· [cp + cV − 2c] · V̄

�
cp−c

c−cV
−2
�

> 0 .

Ïîñìîòðèì, êàêèå îáëàñòè íà äèàãðàììå (p, V ) ñîîòâåòñòâóþò ïîäîáíûì ïðîöåññàì.
Îòíîøåíèå (cp − c)/(c − cV ) åñòü ôóíêöèÿ îò c; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç f(c). Óðàâíåíèå
(4.16) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

p̄(V̄ ) = V̄ f(c) .
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p

V

p
0

V
0

Ðèñ. 30. Ïîëèòðîïè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè c < cV èëè c > cp

Ïîñêîëüêó
df

dc
= − R

(c− cV )2
< 0 ∀c ,

òî ïðè èçìåíåíèè c îò −∞ äî 0 ôóíêöèÿ f(c) ìîíîòîííî óáûâàåò îò f(−∞) = −1 äî
f(0) = −(cp/cV ) = −γ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîöåññû ñ îòðèöàòåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ
ëåæàò â îáëàñòè ìåæäó àäèàáàòîé è èçîòåðìîé (ðèñ. 31).41)

p

V

p
0

V
0

c<0

èçîòåðìà

àäèàáàòà

Ðèñ. 31. Ïîëèòðîïè÷åñêèå ïðîöåññû ñ îòðèöàòåëüíîé
òåïëîåìêîñòüþ

Çàäà÷à 4.6. Äâèæåíèå ðàêåòû ñ íåïðåðûâíûì âûáðîñîì òîïëèâà.

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè â ãëàâå 1 äâèæåíèå ðàêåòû ñ íåïðåðûâíûì âûáðîñîì òîï-
ëèâà.42) Òîãäà ìû íå ìîãëè ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ; òåïåðü æå äëÿ
íàñ ýòî áóäåò ïðîùå ïàðåíîé ðåïû. Óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî mdv = −udm, â êîòîðîì
m � ìàññà ðàêåòû, v � åå ñêîðîñòü, u � ñêîðîñòü âûáðàñûâàåìûõ ãàçîâ îòíîñèòåëüíî
ðàêåòû, íåïîñðåäñòâåííî äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðîâàíèå. Ïî-
ñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ u = const, òî èíòåãðèðîâàíèå îò íà÷àëà äâèæåíèÿ

41)Ìû, åñòåñòâåííî, ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíî è òî æå ñîñòîÿ-
íèå (p0, V0).

42)Ñì. ïðèìåð 1.4.
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(v = 0, m = m0) äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t äàåò:
m(t)∫

m0

dm

m
= ln

(
m(t)

m0

)
= −1

u

v(t)∫

0

dv = −v(t)

u
.

Çàäàâàÿ çàêîí m(t) èçìåíåíèÿ ìàññû ðàêåòû (âñëåäñòâèå âûáðîñà òîïëèâà), ìû ëåãêî
íàéäåì çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàêåòû îò âðåìåíè. Íàèáîëåå ïðîñòûì è, âìåñòå ñ òåì,
ðåàëèñòè÷íûì çàêîíîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé: m(t) = m0 − µt; îí ñîîòâåòñòâóåò ïîñòî-
ÿííîìó ðàñõîäó òîïëèâà µ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçðàñòàíèå ñêîðîñòè ðàêåòû îïèñûâàåòñÿ
ôóíêöèåé

v(t) = u · ln
(

m0

m0 − µt

)
.43)

Áîëåå ïîêàçàòåëüíîé, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, êàê îñòàòî÷íàÿ ìàññà
ðàêåòû ñâÿçàíà ñî ñêîðîñòüþ, äî êîòîðîé ýòó ìàññó óäàëîñü ðàçîãíàòü:

m(v) = m0 · exp (−v/u) ; (4.17)

äàííîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Öèîëêîâñêîãî. Èç íåãî âèäíî, ÷òî íà õè-
ìè÷åñêîì òîïëèâå, äàþùåì u ∼ 1 ÷ 10 êì/ñåê, â ïðÿìîì ñìûñëå ñëîâà äàëåêî íå
óëåòèøü � äî áîëüøîé ñêîðîñòè ðàçãîíèòñÿ íè÷òîæíàÿ ÷àñòü ïåðâîíà÷àëüíîé ìàñ-
ñû. Åñëè èñïîëüçîâàòü �íåéòðîííûå� äâèãàòåëè, âûáðàñûâàþùèå ïðîäóêòû ÿäåðíîãî
ðàñïàäà òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ ñî ñêîðîñòÿìè u ∼ 103 êì/ñåê (÷òî ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà
1% îò ñêîðîñòè ñâåòà c = 3 · 108 ì/ñ), ìîæíî ðàçîãíàòüñÿ äî ñêîðîñòåé v ∼ u, èçðàñ-
õîäîâàâ ÷óòü áîëüøå 60% íà÷àëüíîé ìàññû. Îäíàêî äëÿ äîñòèæåíèÿ îêîëîñâåòîâûõ
ñêîðîñòåé è òàêèå äâèãàòåëè íå ãîäÿòñÿ � íóæíû �ôîòîííûå� ðàêåòû, ò.å. ðàêåòû,
ðåàêòèâíîé ñòðóåé ó êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïó÷îê ñâåòîâûõ êâàíòîâ (ôîòîíîâ). Ñâåò òî-
æå îáëàäàåò èìïóëüñîì, è åñëè óñòàíîâèòü â õâîñòå ðàêåòû ìîùíûé ëàçåð, òî ðàêåòà
áóäåò ðàçãîíÿòüñÿ. Â ñëó÷àå ôîòîííîãî äâèãàòåëÿ u = c, è äëÿ ðàçãîíà, ê ïðèìåðó,
äî ñêîðîñòè v = c/2 íà ãåíåðàöèþ ñâåòîâîé �ñòðóè� íóæíî èçðàñõîäîâàòü ìàññó

∆m = m0 −m(c/2) = m0

[
1− e−1/2

] ≈ 0, 4m0 .

Ïðè òàêèõ ñêîðîñòÿõ, îäíàêî, ðåøåíèå (4.17) ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Ïðè÷èíà
ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèôè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè äâè-
æåíèè òåë ñ îêîëîñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè, êîòîðûå òðåáóþò ìîäèôèêàöèè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàêåòû.

Çàäà÷à 4.7. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ.

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, èìåþùèå ìåñòî ïðè çàðÿäêå êîíäåíñàòîðà è ïðè óñòàíîâëåíèè
òîêà â êàòóøêå, îïèñûâàþòñÿ óæå íàäîåâøèìè âàì óðàâíåíèÿìè

dq

dt
=

U − q/C

R
,

dI

dt
=

U − IR

L
.

43)Ðåêîìåíäóþ âàì ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñòðîèòü åå ãðàôèê è âûÿñíèòü, ÷òî ñ íèì ïðîèñõîäèò ïðè
èçìåíåíèè µ.
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Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðîâàíèÿ îò íóëåâûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
çàðÿäà è òîêà ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ

q(t) = UC

[
1− exp

(
− t

RC

)]
, I(t) =

U

R

[
1− exp

(
−R

L
t

)]
.

Òèïè÷íûé âèä ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 24. Õàðàêòåðíûå âðåìåíà óñòà-
íîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ öåïè â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè çàâèñèìîñòÿìè åñòü RC (äëÿ
çàðÿäà) è L/R (äëÿ òîêà).

Çàäà÷à 4.8. Êîëåáàíèÿ.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ åùå îá îäíîì ÿâëåíèè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ íåñëîæíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ýòî � ëþáèìûå âàìè ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,44) ðàñ-
ñìîòðåííûå â ãëàâå 1 (ïðèìåð 1.3). Îáùåå óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé èìååò
âèä

d2x

dt2
+ ω2

0x = 0 .

Çäåñü x(t) � ñìåùåíèå êîëåáëþùåãîñÿ òåëà îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à
ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè ñèñòåìû. Äàííîå óðàâíåíèå, â îòëè÷èå îò âñåõ ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé, ðàñ-
ñìîòðåííûõ â ýòîé ãëàâå, èìååò âòîðîé ïîðÿäîê, òàê êàê ñîäåðæèò âòîðóþ ïðîèç-
âîäíóþ îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü

x(t) = A cos(ω0t) + B sin(ω0t) ≡ C sin (ω0t + ϕ) ,

ïðè÷åì
C =

√
A2 + B2, ϕ = arcsin

A√
A2 + B2

.

Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûì êîëåáàíèÿì ñèñòåìû, ò.å. êîëåáàíèÿì,
ïðîòåêàþùèì èñêëþ÷èòåëüíî áëàãîäàðÿ åå âíóòðåííèì ñâîéñòâàì. Ïîñòîÿííûå A
è B (èëè C è ϕ) îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à èìåííî, ñêîðîñòüþ è ïîëî-
æåíèåì òåëà â ìîìåíò t = 0; îíè, êàê ïðàâèëî, èçâåñòíû èç èìåþùèõñÿ â êîíêðåòíîé
çàäà÷å äàííûõ.

Åñëè íà êîëåáëþùååñÿ òåëî ïîìèìî �âíóòðåííåé� ñèëû −ω2
0x (íàïðèìåð, ñèëû

óïðóãîñòè ïðóæèíû â ìàÿòíèêå, ðàâíîé −kx) äåéñòâóåò åùå êàêàÿ-íèáóäü âíåøíÿÿ
ñèëà F (x, ẋ, t),45) òî óðàâíåíèå êîëåáàíèé áóäåò íåîäíîðîäíûì:

m
d2x

dt2
= −kx + F (x, ẋ, t) ,

44)Òåðìèí �ãàðìîíè÷åñêèå� ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì, ïðîòåêàþùèì ïî çàêîíàì ñèíóñà è êîñèíó-
ñà.

45)Ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà ìàÿòíèê â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ãðóçà x è îò åãî ñêîðîñòè
ẋ, ÷òî ó÷òåíî ïðè íàïèñàíèè àðãóìåíòîâ ôóíêöèè F ; îíî òàêæå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì ïî
çàäàííîìó çàêîíó. Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.
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èëè
d2x

dt2
+ ω2

0x = f (x, ẋ, t) ;

f = F/m. Èç ìíîãîîáðàçèÿ âíåøíèõ ñèëîâûõ âîçäåéñòâèé ïðèíÿòî âûäåëÿòü ò.í.
äèññèïàòèâíûå ñèëû (ðàçíîîáðàçíûå ñèëû òðåíèÿ), êîòîðûå âñåãäà îòíèìàþò ýíåð-
ãèþ ó êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Òàê, ïðè äåéñòâèè íà òåëî âÿçêîãî òðåíèÿ óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ èìååò âèä

m
d2x

dt2
= −kx− α

dx

dt
+ F (x, ẋ, t) ,

èëè
d2x

dt2
+ 2σ

dx

dt
+ ω2

0x = f (x, ẋ, t) ,

ãäå α > 0 ñóòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, σ = α/2m, ω2
0 = k/m, à ïîä f ïîíèìàåòñÿ ëþ-

áàÿ íå äèññèïàòèâíàÿ ñèëà (íàïðèìåð, ìàãíèòíàÿ ñèëà Ëîðåíöà, íå ïðîèçâîäÿùàÿ
ðàáîòû íàä òåëîì, èëè êàêàÿ-íèáóäü ìåõàíè÷åñêàÿ ñèëà, ñîîáùàþùàÿ åìó ýíåðãèþ).
Î êîëåáàíèÿõ, îïèñûâàåìûõ òàêèì óðàâíåíèåì, ãîâîðÿò êàê î âûíóæäåííûõ êîëåáà-
íèÿõ ñ çàòóõàíèåì. Òåðìèí �âûíóæäåííûå� ñâÿçàí ñ äåéñòâèåì íà ñèñòåìó âíåøíåé
ñèëû f , â òî âðåìÿ êàê òåðìèí �çàòóõàíèå� îòðàæàåò íàëè÷èå òðåíèÿ â ñèñòåìå.

Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ íå äèññèïàòèâíûõ ñèë (f = 0) èìåþò ìåñòî ñîáñòâåííûå
êîëåáàíèÿ ñ çàòóõàíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

d2x

dt2
+ 2σ

dx

dt
+ ω2

0x = 0 . (4.18)

Êàê âèäíî, äèññèïàòèâíûå ñèëû ïðèíÿòî îòíîñèòü ñêîðåå êî âíóòðåííèì ñèëàì, ïðè-
ñóùèì ñàìîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå, íåæåëè êî âíåøíèì. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.18) õîðîøî èçâåñòíî è èìååò âèä

x(t) = Ce−σt sin (ωt + ϕ) , ω =
√

ω2
0 − σ2 ; (4.19)

çäåñü ÿ ïðèâîæó åãî áåç äîêàçàòåëüñòâà.46) Õî÷ó îòìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè íå ñëèø-
êîì áîëüøîãî òðåíèÿ (0 < σ < ω0) êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò íå ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé
ω0, à ñ íåñêîëüêî óìåíüøåííîé ÷àñòîòîé ω =

√
ω2

0 − σ2. Ïîñòîÿííûå C è ϕ, êàê
è ðàíüøå, îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ñêîðîñòüþ è ïîëîæåíèåì òåëà â
ìîìåíò t = 0).

Ðåêîìåíäóþ âàì ïîïûòàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå (4.19), ïîñòðîèòü
êà÷åñòâåííûé ãðàôèê ôóíêöèè x(t) è ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ìàÿòíèêîì ïðè
ω0 = σ (êîãäà ôàêòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω îáðàùàåòñÿ â íóëü) è ω0 < σ (êîãäà
ω ñòàíîâèòñÿ ìíèìîé âåëè÷èíîé). Äàì ëèøü íåáîëüøóþ ïîäñêàçêó: ïðè ω0 < σ ñèëû
òðåíèÿ äîìèíèðóþò íàä óïðóãèìè ñèëàìè, è êîëåáàíèÿ îòñóòñòâóþò êàê òàêîâûå �
ëþáîå ñîîáùåííîå ñèñòåìå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äâèæåíèå àïåðèîäè÷åñêèì
îáðàçîì çàòóõàåò. Âàæíî ïîíèìàòü, êàê ìàòåìàòè÷åñêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò
êîëåáàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ê àïåðèîäè÷åñêîìó ïðè ïëàâíîì óâåëè÷åíèè σ (è ôèêñèðî-
âàííîé ω0).

46)Äàííûé ìàòåðèàë ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì êóðñå îáùåé ôèçèêè (òåîðèÿ êîëåáàíèé
è âîëí), à òàêæå â êóðñå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Åñëè òðåíèå â ñèñòåìå îòñóòñòâóåò, à âíåøíÿÿ íå äèññèïàòèâíàÿ ñèëà f íå çà-
âèñèò îò x è ẋ, òî âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì
óðàâíåíèåì

d2x

dt2
+ ω2

0x = f(t) . (4.20)

Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè âîçíèêàåò ÿâëåíèå, íàçûâàåìîå ðåçîíàíñîì.47) Ðåçîíàíñ èìå-
åò ìåñòî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âíåøíåå âîçäåéñòâèå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî ãàðìî-
íè÷åñêîìó çàêîíó f(t) = fm sin(Ωt), ïðè÷åì åãî ÷àñòîòà Ω ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííîé
÷àñòîòîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ω0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïîäîáíîì ñëó÷àå ðå-
øåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü

x(t) = − fm

2ω0

t · cos(ω0t) ,

ò.å. àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Ôè-
çè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçîíàíñà äîâîëüíî ïðîñòà. Ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû âû-
íóæäàþùåé ñèëû ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ìàÿòíèêà âîçäåéñòâèå íà íåãî ïðîèñõîäèò
â òàêò ñ ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè, è ñèëà f íå èñïûòûâàåò ñîïðîòèâëåíèÿ ñî ñòî-
ðîíû ñèëû óïðóãîñòè. Â ðåçóëüòàòå ñîâåðøàåìàÿ åé çà îäèí ïåðèîä êîëåáàíèé ðàáîòà
ïîëîæèòåëüíà, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîëíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà.

Â çàêëþ÷åíèå õî÷ó ïðåäëîæèòü ÷èòàòåëþ íåìíîãî çàêðåïèòü íàâûêè â ðåøåíèè
ïðîñòûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñàìîñòîÿòåëüíî èññëåäîâàòü îñòàâøèåñÿ
íå ðàçîáðàííûìè çäåñü çàäà÷è, êîòîðûå áûëè óïîìÿíóòû â ãëàâå 1 â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðîâ. Ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè ìàññû ñôåðû ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîò-
íîñòè (ïðèìåð 1.5), âûâîäå ôîðìóëû äëÿ ÊÏÄ öèêëà Êàðíî (ïðèìåð 1.6), à òàêæå îá
îïèñàíèè ðàçëåòà îäíîèìåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ïîä äåéñòâèåì êóëîíîâñêîãî
îòòàëêèâàíèÿ (ïðèìåð 1.7). Çàäà÷à î ñêàòûâàíèè øàðèêà ñ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà,
ñ êîòîðîé, ñîáñòâåííî, è íà÷àëîñü ïîñîáèå (ïðèìåð 1.1), íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ; ïî ýòîé ïðè÷èíå åå ïðèäåòñÿ îòëîæèòü äî çíàêîìñòâà ñ
çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâîé, ãäå ðàññêàçûâàåòñÿ î áîëåå ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ.

47)Ðåçîíàíñ ðåàëèçóåòñÿ è ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ â ñèñòåìå; ïîñëåäíåå, îäíàêî, ïðèâîäèò ê îñëàáëå-
íèþ ýôôåêòà.



Ãëàâà 5

Çàäà÷è, ñâîäÿùèåñÿ ê áîëåå ñëîæíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Íàñëàäèâøèñü âäîâîëü �ïðîñòûìè� çàäà÷àìè, òðåáóþùèìè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîä-
íûõ, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
ÿâëåíèÿ.

Çàäà÷à 5.1. Êåïëåðîâî äâèæåíèå.

Çàêîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ñïóòíèêîâ âîêðóã öåíòðà
òÿãîòåíèÿ, áûëè îòêðûòû Èîãàííîì Êåïëåðîì â íà÷àëå XVII-ãî âåêà. Êåïëåð çà-
íèìàëñÿ àíàëèçîì óæå èìåâøèõñÿ ê òîìó âðåìåíè â áîëüøîì êîëè÷åñòâå äàííûõ
àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé çà äâèæåíèåì ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ñðåäè õàî-
ñà íà ïåðâûé âçãëÿä íèêàê íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ÷èñåë åìó óäàëîñü ðàçãëÿäåòü
êðàñèâûå è ïðîñòûå çàêîíîìåðíîñòè, à èìåííî: îðáèòû ïëàíåò èìåþò ýëëèïòè÷åñêóþ
ôîðìó, ïðè÷åì èõ ïàðàìåòðû îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ïîñëåä-
íåå î÷åâèäíî õîòÿ áû èç òîãî, ÷òî ó âñåõ ïëàíåò åäèíûé öåíòð òÿãîòåíèÿ � Ñîëíöå.
Äâèæåíèå ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíûì, îäíàêî
îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì ïîñòîÿíñòâà ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè. Â çàêîíàõ Êåïëå-
ðà ïðèðîäà â î÷åðåäíîé ðàç îáíàðóæèâàåò ðàçóìíîñòü ñâîåãî óñòðîéñòâà.

Îäíàêî Êåïëåð íå äàë íèêàêîãî ôèçè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ îòêðûòûì çàêîíàì; åãî
ðàáîòû íîñèëè ñêîðåå ôèëîñîôñêèé õàðàêòåð, ÷òî áûëî îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ëþ-
áûõ íàó÷íûõ èçûñêàíèé òîãî ïåðèîäà. Ïîñëå îòêðûòèÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïëàíåò
ïðîøëî ÷óòü áîëüøå ïÿòèäåñÿòè ëåò, è àíãëèéñêèé åñòåñòâîèñïûòàòåëü ïî èìåíè Èñà-
àê Íüþòîí äàë èì ñòðîãîå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. À ïîïóòíî, â êà÷åñòâå
�áåñïëàòíîãî ïðèëîæåíèÿ�, îí ñôîðìóëèðîâàë ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ìåõàíèêè,
çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, è ðàçðàáîòàë îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ �
íåïëîõîé óðîæàé äëÿ îäíîé çàäà÷è è îäíîãî ÷åëîâåêà. Ïðîèçâîäíûå ïîíàäîáèëèñü
Íüþòîíó äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé â îïèñàíèè íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ, ñ êî-
òîðûìè ÿ âàñ ïîçíàêîìèë â ãëàâå 1. Ñåé÷àñ ìû ïîïûòàåìñÿ âîñïðîèçâåñòè òåîðå-
òè÷åñêèé ïóòü âûâîäà çàêîíîâ Êåïëåðà, ñòàâ íåíàäîëãî ñîó÷àñòíèêàìè èõ âòîðîãî
îòêðûòèÿ.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì äâèæåíèå êàêîé-íèáóäü îäíîé ïëàíåòû ìàññîé m âîêðóã
Ñîëíöà, èìåþùåãî ìàññó M . Ïîñêîëüêó äàæå äëÿ ñàìîé òÿæåëîé ïëàíåòû (Þïèòå-
ðà) m ≈ M/2000, Ñîëíöå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì, à âçàèìíûì
ãðàâèòàöèîííûì ïðèòÿæåíèåì ïëàíåò ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè).
Êðîìå òîãî, è Ñîëíöå, è ïëàíåòà ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè íà ôîíå
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ðàçäåëÿþùèõ èõ ðàññòîÿíèé. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäëîæåíèÿõ äâèæåíèå ïëàíåòû
âîêðóã íåïîäâèæíîãî òî÷å÷íîãî öåíòðà òÿãîòåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

m
d~v

dt
= −G · Mm

r3
· ~r , (5.1)

ãäå ~r � ðàäèóñ-âåêòîð ïëàíåòû îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà; r = |~r |. Ýòî äâèæåíèå ïëîñêîå,
òàê êàê íåò ñèë, ñòðåìÿùèõñÿ âûâåñòè ïëàíåòó èç ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ. Èíòóèòèâíî
ïîíÿòíî (äàæå åñëè ìû íå çíàåì çàêîíîâ Êåïëåðà), ÷òî â õîäå äâèæåíèÿ èçìåíÿåòñÿ
êàê äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà ~r, òàê è åãî íàïðàâëåíèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîì ϕ
ìåæäó ~r è íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì C�O (ðèñ. 32). Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.1) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèé r(t) è
ϕ(t). Íî êàê èõ âûäåëèòü èç âåêòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ (5.1)? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàëåêî
íå òàê ñëîæíî, êàê ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä; íóæíî ëèøü ïðèíÿòü
âî âíèìàíèå íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå âåêòîðà

r

j

C O

Ðèñ. 32. Ïîëîæåíèå ïëàíåòû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

~r çà âðåìÿ dt, êàê âèäíî èç ðèñ. 33, ñêëàäûâàåòñÿ èç ðàäèàëüíîãî óäëèíåíèÿ dr è
òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé rdϕ. Çíà÷èò, ñêîðîñòü ïëàíåòû â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè ñêëàäûâàåòñÿ èç ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû vr = dr/dt è îêðóæíîé êîìïîíåíòû
vτ = rdϕ/dt; â âåêòîðíîé ôîðìå ~v = ~vr + ~vτ . Òåïåðü ïîñìîòðèì, èç êàêèõ êîìïîíåíò
ñîñòîèò óñêîðåíèå ïëàíåòû. Çà âðåìÿ dt èçìåíÿþòñÿ êàê ðàäèàëüíàÿ, òàê è îêðóæíàÿ
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Ïðèðàùåíèå êàæäîé êîìïîíåíòû â îòäåëüíîñòè ñêëàäûâàåòñÿ
èç òåõ æå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: dvr è vrdϕ äëÿ âåêòîðà ~vr è −vτdϕ è dvτ äëÿ âåêòîðà
~vτ ; íà ïåðâîì ìåñòå ñòîÿò ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, à íà âòî-
ðîì � â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè (ðåêîìåíäóþ âàì ñàìîñòîÿòåëüíî â ýòîì óáåäèòüñÿ).
Â èòîãå óñêîðåíèå òàêæå èìååò ðàäèàëüíóþ è îêðóæíóþ ñîñòàâëÿþùèå, êîòîðûå ïî
ìîäóëþ ðàâíû

ar =
dvr

dt
− vτ

dϕ

dt
, aϕ = vr

dϕ

dt
+

dvϕ

dt
. (5.2)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (5.1)

~a ≡ d~v

dt
= ~ar + ~aτ = −GM

r3
· ~r ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 



~ar = −GM

r3
· ~r

~aτ = 0 ,
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dj

dr

r

rdj

Ðèñ. 33. Êîìïîíåíòû ïðèðàùåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ïëàíåòû

ïîñêîëüêó ~ar ‖ ~r, ~aτ⊥~r (âåêòîðà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, êîãäà ðàâíû èõ êîìïîíåíòû ïî
ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì, â äàííîì ñëó÷àå ïî íàïðàâëåíèÿì ~r è ~τ). Ñ ó÷åòîì
ïðåäñòàâëåíèÿ (5.2) äëÿ êîìïîíåíò óñêîðåíèÿ ýòà ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì (â ñêàëÿðíîì âèäå):





dvr

dt
− vτ

dϕ

dt
= −GM

r2

vr
dϕ

dt
+

dvτ

dt
= 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà vr = dr/dt è vτ = rdϕ/dt, ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèé r(t) è ϕ(t):





d2r

dt2
− r

(
dϕ

dt

)2

= −GM

r2

2

(
dr

dt

dϕ

dt

)
+ r

d2ϕ

dt2
= 0 .

(5.3)

Ïðè íàïèñàíèè âòîðîãî óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ìû èñïîëüçîâàëè ïðàâèëî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé:

d

dt

(
r
dϕ

dt

)
=

dr

dt

dϕ

dt
+ r

d2ϕ

dt2
.

Ñèñòåìà (5.3) îêàçàëàñü äîâîëüíî ñëîæíîé � â íåå âõîäÿò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé è
èõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å. óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. À ñ ðåøåíèåì íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äåëî îáñòîèò êóäà õóæå, ÷åì ñ ëèíåéíûìè. Êðîìå
òîãî, óðàâíåíèÿ èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê, äà è íàëè÷èå äâóõ èñêîìûõ ôóíêöèé r(t) è
ϕ(t), òåñíî ïåðåïëåòåííûõ ìåæäó ñîáîé, ñóùåñòâåííî îñëîæíÿþò äåëî. Íóæíî ÷òî-òî
ïðåäïðèíÿòü. . .

Êëþ÷ ê ðåøåíèþ íàøåé ïëàíåòíîé çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äàâàéòå çàáóäåì
íà âðåìÿ, ÷òî ìû èùåì ôóíêöèè r(t) è ϕ(t). ×òî, åñëè ïîïûòàòüñÿ ñíà÷àëà íàéòè
çàâèñèìîñòü r(ϕ), êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ïëàíåòû?
Â ñàìîì äåëå, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ìû óæå íàøëè ôóíêöèè r(t) è ϕ(t), òî ìîæíî èç
íèõ èñêëþ÷èòü âðåìÿ t, è ýòî äàñò íàì çàâèñèìîñòü r îò ϕ. Íî êàê èñêëþ÷èòü ïåðå-
ìåííóþ t, íå ðåøèâ ïðåäâàðèòåëüíî ñèñòåìó è íå íàéäÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè r(t)
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è ϕ(t)? Íà ñàìîì äåëå ñäåëàòü ýòî î÷åíü ïðîñòî. Íóæíî ëèøü ïîíèìàòü, ÷òî ïðèðà-
ùåíèå dt ïåðåìåííîé t ïîðîæäàåò ïðèðàùåíèÿ dϕ è dr, êîòîðûå êàê-òî ñîîòíîñÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé; èõ îòíîøåíèå dr/dϕ åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò èñêîìîé ôóíêöèè r(ϕ). Ìû
ìîæåì çàïèñàòü

dr

dt
=

dr

dϕ
· dϕ

dt
,

ïðîñòî óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ïðèðàùåíèå dϕ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðè-
ðàùåíèþ dt. Òàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè r ïî âðå-
ìåíè, âõîäÿùåé â óðàâíåíèÿ (5.3), â ïðîèçâîäíóþ îò vr = dr/dt ïî íîâîé ïåðåìåííîé
ϕ. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

d2r

dt2
=

d

dt

(
dr

dt

)
=

d

dt

(
dr

dϕ
· dϕ

dt

)
=

{
ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ôóíêöèé

}
=

=
d

dt

(
dr

dϕ

)
· dϕ

dt
+

dr

dϕ
· d

dt

(
dϕ

dt

)
=

{
â ïåðâîì ñëàãàåìîì óìíîæèì
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà dϕ

}
=

=
d

dϕ

(
dr

dϕ

)
· dϕ

dt
· dϕ

dt
+

dr

dϕ
· d2ϕ

dt2
=

(
dϕ

dt

)2

· d2r

dϕ2
+

dr

dϕ
· d2ϕ

dt2
.

Ïîäñòàâèì äàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ dr/dt è d2r/dt2 â ñèñòåìó (5.3):




(
dϕ

dt

)2
d2r

dϕ2
+

d2ϕ

dt2
dr

dϕ
− r

(
dϕ

dt

)2

= −GM

r2

2

(
dϕ

dt

)2
dr

dϕ
+ r

d2ϕ

dt2
= 0 .

(5.4)

Êàê âèäíî, ïðîñòîé çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè r ïî âðåìåíè ïðîèçâîäíûìè
ïî ïåðåìåííîé ϕ äîáèòüñÿ çàìåòíûõ óïðîùåíèé íå óäàëîñü. Â íîâîé ñèñòåìå (5.4)
âñå ðàâíî îñòàëèñü ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè ϕ ïî âðåìåíè (dϕ/dt, d2ϕ/dt2), êîòîðûå
íå ïîçâîëÿþò îêîí÷àòåëüíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé ϕ. ×òîáû âñå-òàêè ïîëó÷èòü ðå-
øàåìîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî ôóíêöèþ r(ϕ) è åå ïðîèçâîäíûå ïî ϕ, íóæíî
ïðèâëå÷ü íà ïîìîùü äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ.

Ñèëà òÿãîòåíèÿ, óïðàâëÿþùàÿ äâèæåíèåì ïëàíåòû, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé, ò.å.
íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà ïëàíåòû ~r. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò ýòîé ñèëû îò-
íîñèòåëüíî öåíòðà òÿãîòåíèÿ ðàâåí íóëþ � ó ñèëû ïðîñòî íåò ïëå÷à (ðèñ. 34). Ê
÷åìó ïðèâîäèò ðàâåíñòâî íóëþ �âðàùàòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ� íà ïëàíåòó, êîèì ÿâëÿ-
åòñÿ ìîìåíò ñèëû? Â ñëó÷àå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñèëû îçíà-
÷àåò ïîñòîÿíñòâî êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (èìïóëüñà) òåëà p = mv. Â ñëó÷àå æå ðàâåí-
ñòâà íóëþ ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî öåíòðà ïîñòîÿííûì îêàçûâàåòñÿ
ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíîãî òîãî æå öåíòðà (ò.å. èìååò ìåñòî àíàëîãèÿ
âðàùàòåëüíîãî è ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèé). Íó à ÷òî òàêîå ìîìåíò èìïóëüñà? Ýòà
âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå, êàê è ìîìåíò ñèëû. Ìîìåíò èìïóëüñà ïëàíåòû îòíîñè-
òåëüíî Ñîëíöà L ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîé ñîñòàâëÿþùåé mv ·sin α åå èìïóëüñà
íà ðàññòîÿíèå r äî Ñîëíöà:

L = mvr · sin α ,
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ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~r è m~v (ðèñ. 34). Ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó L ñóòü êî-
ëè÷åñòâî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ; â ñëó÷àå òâåðäîãî òåëà L = I · ω, ãäå I � ìîìåíò
èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, à ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Èìåííî èç-çà öåí-

F

r

a

mv
r

Ðèñ. 34. Ê îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà ñèëû òÿãîòåíèÿ è ìîìåíòà èìïóëüñà
ïëàíåòû îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà

òðàëüíîãî, à íå �çàêðó÷èâàþùåãî� õàðàêòåðà ñèëû òÿãîòåíèÿ ìîìåíò èìïóëüñà ïëà-
íåòû ñîõðàíÿåòñÿ. Âåëè÷èíà v · sin α = vτ , âõîäÿùàÿ â îïðåäåëåíèå L, åñòü îêðóæíàÿ
êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïëàíåòû; îíà ñâÿçàíà ñ ôóíêöèÿìè r è ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vτ = r
dϕ

dt
.

Çíà÷èò, â õîäå äâèæåíèÿ

L = mvτ · r = mr2 · dϕ

dt
= const .

Èç äàííîãî îáñòîÿòåëüñòâà âûòåêàåò ëþáîïûòíîå ñëåäñòâèå. Çà âðåìÿ dt ðàäèóñ-
âåêòîð ïëàíåòû ~r �çàìåòàåò� ïëîùàäü

dS =
1

2
r · (r + dr) · sin (dϕ) ≈ 1

2
r2dϕ

ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåíåáðåæèìî ìàëîãî ñëàãàåìîãî drdϕ (ïëîùàäüþ ìàëåíüêîãî
òðåóãîëüíèêà, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîùàäüþ áîëüøîãî,
ðèñ. 35). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü çàìåòàíèÿ ïëîùàäè ðàäèóñ-âåêòîðîì ïëàíåòû,
èëè åå ñåêòîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü, ðàâíà

σ =
dS

dt
=

1

2
r2 · dϕ

dt
=

L

2m
, (5.5)

ïðè÷åì σ = const â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà ïëàíåòû. Ìû ïîëó÷èëè II-îé
çàêîí Êåïëåðà:

σ =
dS

dt
=

L

2m
= const .

À òåïåðü âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå (5.4). Äàâàéòå èñêëþ÷èì èç íåå ïðîèçâîäíóþ d2ϕ/dt2,
à âìåñòî ïðîèçâîäíîé dϕ/dt ïîäñòàâèì âåëè÷èíó L/mr2 èç (5.5):

(
L

mr2

)2

·
[

d2r

dϕ2
− r

]
+

dr

dϕ

[
−2

r
· dr

dϕ

(
L

mr2

)2
]

= −GM

r2
.
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dj

dr

r t( )

r t dt( + )
rdj

Ðèñ. 35. Ê îïðåäåëåíèþ ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ ïî âðå-
ìåíè: [

d2r

dϕ2
− 2

r

(
dr

dϕ

)2

− r

]
= −GM(mr)2

L2
; (5.6)

åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ r(ϕ), îïðåäåëÿþùàÿ ôîðìó îðáèòû ïëàíå-
òû. Ýòî óðàâíåíèå íåëèíåéíîå, ïîðÿäîê ó íåãî âòîðîé, è òàê ïðîñòî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü åãî íå ïîëó÷èòñÿ. ×òî æå äåëàòü? Ñ÷àñòüå îò ïðåä÷óâñòâèÿ ñêîðîãî óñïåøíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è îïÿòü óñêîëüçàåò èç ðóê! Ïîïðîáóåì ñ âàìè îò íå÷åãî äåëàòü çàìå-
íèòü ôóíêöèþ r(ϕ) íà ôóíêöèþ w(ϕ) = 1/r(ϕ). Ïîñêîëüêó r = 1/w, âõîäÿùèå â (5.6)
ïðîèçâîäíûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dr

dϕ
=

d

dϕ

(
1

w

)
= − 1

w2

dw

dϕ
,

d2r

dϕ2
=

d

dϕ

(
− 1

w2

dw

dϕ

)
=

2

w3

(
dw

dϕ

)2

− 1

w2

d2w

dϕ2
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (5.6), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2

w3

(
dw

dϕ

)2

− 1

w2
· d2w

dϕ2
− 2w

(
− 1

w2

dw

dϕ

)2

− 1

w
+

GMm2

L2

1

w2
= 0 .

È, î ÷óäî! Ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå (dw/dϕ)2, ñîêðàùàþòñÿ! Ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà
−w2 ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

d2w

dϕ2
+ w =

GMm2

L2
.

Ýòî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Óðàâíåíèå ëèíåéíîå, åãî ðå-
øåíèå õîðîøî èçâåñòíî. . . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

w(ϕ) =
GMm2

L2
+ A · cos(ϕ− ϕ0)

óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óðàâíåíèþ. Çäåñü A è ϕ0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ôèçè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå êîòîðûõ ìû îáñóäèì ÷óòü ïîçæå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ r(ϕ) ïîëó÷àåòñÿ
ðåøåíèå

r(ϕ) =
1

(GMm2/L2) + A · cos(ϕ− ϕ0)
≡ p

1 + e · cos(ϕ− ϕ0)
,

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ
p =

L2

GMm2
, e = A · L2

GMm2
;
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íå ïóòàéòå âòîðóþ ïîñòîÿííóþ ñ ÷èñëîì �e = 2.718...�. Âåëè÷èíà p íàçûâàåòñÿ ïà-
ðàìåòðîì ýëëèïñà, à e � åãî ýêñöåíòðèñèòåòîì. Îáå ýòè ïîñòîÿííûå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ýíåðãèåé E è ìîìåíòîì èìïóëüñà L ïëàíåòû íà êîíêðåòíîé îðáèòå
(ïðè çàäàííûõ M è m). È åñëè äëÿ p äàííîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî (â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ), òî äëÿ e ïðèäåòñÿ äàâàòü îáîñíîâàíèå, ÷åì ìû çàéìåìñÿ íåñêîëüêî ïîçæå.
Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ϕ0 çàâèñèò îò òîãî, îòêóäà îòñ÷èòûâàòü óãîë ϕ. Åñëè çà íà÷à-
ëî îòñ÷åòà ϕ âçÿòü òî÷êó íàèáîëüøåãî ïðèáëèæåíèÿ ïëàíåòû ê Ñîëíöó (ïåðèãåé),
òî ïðè A > 0 èìååì ϕ0 = 0, à ïðè A < 0 � ñîîòâåòñòâåííî ϕ0 = π, è óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè â îáùåì âèäå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

r(ϕ) =
p

1 + |e| · cos ϕ
. (5.7)

Ïðè ϕ = 0 çíàìåíàòåëü â (5.7) ìàêñèìàëåí è ðàññòîÿíèå r ìèíèìàëüíî. Â äàëüíåéøåì
ìû ìîæåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûå e è A ïîëîæèòåëüíûìè,
÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü |e| ïðîñòî íà e.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå êðèâîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (5.7) ïðè e = 0 ñîîòâåò-
ñòâóåò îêðóæíîñòè, ïðè 0 < e < 1 � ýëëèïñó, ïðè e = 1 � ïàðàáîëå, à ïðè e > 1 �
ãèïåðáîëå (ðèñ. 36). Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ïëàíåòû ìîæåò áûòü ëèáî
îãðàíè÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå (êîãäà 0 ≤ e < 1), ëèáî íåîãðàíè÷åííûì (ïðè e ≥ 1).
Íàñ ñåé÷àñ èíòåðåñóåò ïåðâûé òèï äâèæåíèÿ, ò.å. äâèæåíèå ïî ýëëèïòè÷åñêîé îð-
áèòå (îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì ñëó÷àåì). Àíàëèçèðóÿ àñòðîíîìè÷åñêèå
òàáëèöû, Èîãàíí Êåïëåð, êîòîðûé åùå è çíàòü íå çíàë î ïðîèçâîäíûõ, II-îì çàêîíå
Íüþòîíà è çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà, ïðèøåë èìåííî ê ýëëèïòè÷åñêèì
îðáèòàì. Äàííûé ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò I-ûé çàêîí Êåïëåðà: äâèæåíèå ïëàíåò ïðîèñ-
õîäèò ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì, â ôîêóñå êîòîðûõ íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. Óðàâíåíèå
(5.7) ïðè e < 1 ñóòü óðàâíåíèe ýëëèïñà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ
ôîêóñîì (ðèñ. 37). Ýëëèïñ � ýòî âûòÿíóòàÿ îêðóæíîñòü. Ïðè ϕ = 0

r = rp =
p

1 + e
, (5.8)

à ïðè ϕ = π

r = ra =
p

1− e
; (5.9)

òàêîâû çíà÷åíèÿ r â òî÷êàõ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà óäàëåíèÿ ïëàíåòû îò Ñîëíöà,
êîòîðûå, ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ ïåðèãååì è àïîãååì. Ëåãêî ïðîâåðèòü, õîòÿ ýòî
è òàê î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî â ýòèõ äâóõ òî÷êàõ âåêòîð ñêîðîñòè ïëàíåòû ïåðïåíäè-
êóëÿðåí åå ðàäèóñ-âåêòîðó (ðèñ. 37). Çíà÷èò, â äàííûõ òî÷êàõ ñïðàâåäëèâû ïðîñòûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà:

L = mvara = mvprp . (5.10)

Ïðè äâèæåíèè ïëàíåòû ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿãîòåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ åå ïîëíàÿ
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E. Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êàõ ïåðèãåÿ è àïîãåÿ

E =
mv2

a

2
− GMm

ra

=
mv2

p

2
− GMm

rp

= const .
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e=0

0< <1e

e=1

e>1

Ðèñ. 36. Âîçìîæíûå îðáèòû ïðè äâèæåíèè â ïîëå ñèëû òÿãîòåíèÿ

j

r
p r

a

r

Ðèñ. 37. Ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà

Ïîñêîëüêó â ñèëó (5.10) va = L/mra, vp = L/mrp, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü òîëüêî äëÿ êîîðäèíàò ïëàíåòû ra è rp:

E =
L2

2mr2
a

− GMm

ra

=
L2

2mr2
p

− GMm

rp

.

Óìíîæàÿ åãî íà 2m, âûäåëèì â ñðåäíåé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëíûé êâàäðàò, äîáàâèâ
ñëàãàåìîå (GMm2/L)

2 âî âñå òðè ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

2mE +

(
GMm2

L

)2

=

(
L

ra

)2

− 2 · L

ra

· GMm2

L
+

(
GMm2

L

)2

=

=

(
L

rp

)2

− 2 · L

rp

· GMm2

L
+

(
GMm2

L

)2

,

ò.å.
2mE +

(
GMm2

L

)2

=

(
L

ra

− GMm2

L

)2

=

(
L

rp

− GMm2

L

)2

. (5.11)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, òîëüêî åñëè
(

L

ra

− GMm2

L

)
= −

(
L

rp

− GMm2

L

)
;
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ðåøåíèå ra = rp, ïðè êîòîðîì â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò çíàê �+�, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì
è ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòî äâèæåíèþ ïî îêðóæíîñòè. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
âûðàæåíèÿ (5.8) è (5.9) äëÿ rp è ra, ïîëó÷èì

L

p
· [1− e + 1 + e] ≡ 2L

p
=

2GMm2

L
,

îòêóäà
p =

L2

GMm2
. (5.12)

Äàííîå ñîîòíîøåíèå ìû óæå ïîëó÷èëè ðàíüøå, êîãäà îïðåäåëÿëè ïàðàìåòð p. Òàêèì
îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.11) íà äàåò íè÷åãî, êðîìå ïîäòâåðæäåíèÿ ïðà-
âèëüíîñòè âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé. À ÷òî ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé ÷àñòè (5.11)?
Çàïèñûâàÿ ðàâåíñòâî

(
L

rp

− GMm2

L

)2

= 2mE +

(
GMm2

L

)2

,

èçâëå÷åì èç íåãî êîðåíü:

L

rp

− GMm2

L
= +

√
2mE +

(
GMm2

L

)2

.

Â ñëó÷àå ñ ra ïåðåä êîðíåì íóæíî áûëî áû âçÿòü çíàê �−�, ïîñêîëüêó äîëæíî áûòü
ra > rp. Äëÿ rp ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

rp =
L

GMm2

L
+

√
2mE +

(
GMm2

L

)2
=

p

1 +
√

1 + 2mE · ( L
GMm2

)2
.

Ñðàâíèâàÿ äàííîå âûðàæåíèå ñ (5.8), íàéäåì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé e:

e =

√
1 + 2mE ·

(
L

GMm2

)2

. (5.13)

Äëÿ êîíñòàíòû A èìååì:

A =
GMm2

L
· |e| =

√
2mE +

(
GMm2

L

)2

.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèåé E è
ìîìåíòîì èìïóëüñà L ïëàíåòû íà äàííîé îðáèòå. Èíûìè ñëîâàìè, êîíêðåòíûì çíà-
÷åíèÿì E è L ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííàÿ (åäèíñòâåííàÿ) îðáèòà, ïàðàìåòðû
êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5.12) è (5.13).

Èç (5.13) âûòåêàåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè (e = 0) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

E = − 1

2m
·
(

GMm2

L

)2

=

{
íà îêðóæíîñòè r ≡ p =

L2

GMm2

}
=

= − L2

2mp2
= −(mvp)2

2mp2
= −mv2

2
,
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êîòîðîå âû íàâåðíÿêà ïîëó÷àëè ðàíüøå èñõîäÿ èç áîëåå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé. Äâè-
æåíèå ïî ýëëèïòè÷åñêîé (ò.å. ïî îãðàíè÷åííîé) îðáèòå ñ çàäàííûì ìîìåíòîì èì-
ïóëüñà L ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïîëíîé ýíåðãèè, îïðåäåëåííûì èç íåðàâåíñòâà

− 1

2m

(
GMm2

L

)2

< E < 0 ,

÷òî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç (5.13) ïðè íàëîæåíèè óñëîâèÿ 0 < e < 1. Ïðè E = 0
èç (5.13) ïîëó÷àåòñÿ e = 1, ò.å. èìååò ìåñòî íåîãðàíè÷åííîå äâèæåíèå ïî ïàðàáîëå.
Åñëè æå E > 0, òî ïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî ãèïåðáîëå ñ e > 1.

Èòàê, îãðàíè÷åííîå äâèæåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè E < 0. Ìû òåîðåòè÷åñêè ïî-
ëó÷èëè çàêîíû, óñòàíîâëåííûå Êåïëåðîì ýêñïåðèìåíòàëüíî � íå çäîðîâî ëè ýòî?!
Ïðåäñòàâëÿåòå, íàñêîëüêî áûë ñ÷àñòëèâ Íüþòîí, êîãäà îí ïðèøåë ê òåì æå ðåçóëü-
òàòàì. ×òî êàñàåòñÿ III-ãî çàêîíà Êåïëåðà, òî âû áåç òðóäà ñìîæåòå åãî âûâåñòè, åñëè
ðàññìîòðèòå äâèæåíèå ïëàíåòû âî âñå òåõ æå ïåðèãåå (p) è àïîãåå (a); íóæíî áóäåò,
îäíàêî, åùå ââåñòè ïîíÿòèå áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà è âñïîìíèòü, ÷åìó ðàâíà åãî
ïëîùàäü. Ñåé÷àñ ìû íå áóäåì òðàòèòü íà ýòî âðåìÿ. À äëÿ òîðæåñòâåííîãî çàâåð-
øåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîãî ðàññêàçà î Êåïëåðîâîì äâèæåíèè ïîñìîòðèì, êàê íàéòè
èñõîäíûå ôóíêöèè ϕ(t) è r(t), õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ïëàíåòû ñî
âðåìåíåì. Ïîíÿòíî, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî òåïåðü íàéòè îäíó èç íèõ, ê ïðèìåðó ϕ(t);
ïîäñòàâèâ åå â óðàâíåíèå òðàåêòîðèè

r(ϕ) =
p

1 + e cos(ϕ(t))
,

ìû ïîëó÷èì âòîðóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ r(t). Ïîñëåäíþþ ìîæíî òàêæå îïðåäå-
ëèòü èç ñîîòíîøåíèÿ r2 = L/mϕ̇, îòðàæàþùåãî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.
Òàê êàê æå íàéòè çàâèñèìîñòü ϕ(t)? Åñëè âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.4) ïîäñòà-
âèòü r(ϕ), ïîëó÷èòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ(t):

d2ϕ

dt2
+

[
e sin ϕ

1 + e cos ϕ

](
dϕ

dt

)2

= 0 .

Ðåøåíèå äàííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíàêîìûå íàì �ýëå-
ìåíòàðíûå� ôóíêöèè âðîäå f(t) = at + b, t2, sin (ωt), exp(t/τ), ln(t/τ) è ò.ï.; ϕ(t)
ñâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè, è åå îïðåäåëåíèå äëÿ âàøåãî
óðîâíÿ çíàíèé ïîêà íå ïî ñèëàì.48) Êà÷åñòâåííûé âèä äàííîé ôóíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ
0 < e < 1 ïîêàçàí íà ðèñ. 38; ïðè e → 0 îíà ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ ϕ(t) = ϕ0 + ωt,
ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè. Åñëè æå e ≥ 1, òî ϕ(t) âûãëÿäèò
ñîâñåì èíà÷å (ñì. ðèñ. 39; ïðåäåëüíûé óãîë ϕmax ≤ π). Ôóíêöèÿ r(t) â ñëó÷àå äâèæå-
íèÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå èìååò âèä äåôîðìèðîâàííîé ñèíóñîèäû: �âåðøèíû� ó
íåå ðàñòÿíóòû, à �âïàäèíû� ñæàòû (ðèñ. 38).

Ñèòóàöèÿ, êîãäà óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ(t) îêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìûì â èç-
âåñòíûõ íàì ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, ëèøíèé ðàç ñâèäåòåëüñòâóåò î ìíîãîîáðàçèè

48)Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âîçíèêàþò òàêæå â çàäà÷å î ñêàòûâàíèè øàðèêà ñ ïîâåðõíîñòè öèëèí-
äðà, óïîìÿíóòîé â ãëàâå 1 (ñì. ïðèìåð 1.1).
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j( )t

t
p

2p

3p

4p

r t( )

t

rp

ra

Ðèñ. 38. Ôóíêöèè ϕ(t) è r(t) ïðè äâèæåíèè ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå
(â ìîìåíò t = 0 ïëàíåòà íàõîäèòñÿ â àïîãåå)

ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé, è íàïîìèíàåò íåðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé â ðàäèêàëàõ. Íè÷åãî ñòðàøíîãî, ïîâåðüòå, â ýòîì íåò. Íàïðîòèâ, åñëè áû âñå
â îêðóæàþùåì ìèðå îïèñûâàëîñü ýêñïîíåíòàìè è ñèíóñîèäàìè, áûëî áû íå òàê èí-
òåðåñíî æèòü. Íà òàêîé îïòèìèñòè÷åñêîé íîòå ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å.

t

j( )t

jmax

Ðèñ. 39. Çàâèñèìîñòü óãëîâîé êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ïðè e ≥ 1

Çàäà÷à 5.2. Ôîðìà ìåíèñêà ó æèäêîñòè.

Ìû ñ âàìè ïðåêðàñíî çíàåì, ÷òî ñìà÷èâàþùàÿ ñòåíêó æèäêîñòü ñòðåìèòñÿ íà íåå
�âñêàðàáêàòüñÿ�. Èíòåðåñíî áûëî áû íàéòè, êàêóþ ôîðìó èìååò îáðàçîâàííàÿ æèä-
êîñòüþ ãîðêà (ìåíèñê).

Îïðåäåëèì ñèñòåìó êîîðäèíàò: çà y = 0 ïðèìåì óðîâåíü âîäû â ñîñóäå, à çà
x = 0 � ñòåíêó (ðèñ. 40). Íàì íóæíî íàéòè ôîðìó ïîâåðõíîñòè ìåíèñêà, îïèñûâàå-
ìóþ ôóíêöèåé y(x). Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ðàâíîâåñèå ñòîëáèêà æèäêîñòè âûñîòîé h
è òîëùèíîé dx (ðèñ. 40). Äàâëåíèå â íèæíåé ÷àñòè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòèêà ñ îñíî-
âàíèåì dx è âûñîòîé tg αdx = −y′dx ðàâíî p(h) = pa − gρh, ãäå pa � àòìîñôåðíîå
äàâëåíèå (íà ïîâåðõíîñòè âîäû â ñîñóäå), ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, y′ = dy/dx � ïðî-
èçâîäíàÿ îò èñêîìîé ôóíêöèè y(x). Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî óäåðæèâàåò íàø ñòîëáèê
âûøå óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå? Î÷åâèäíî, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñòè.

Ìåõàíèçì î÷åíü ïðîñò: íà âûïóêëîé âíèç ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îáðàçóåòñÿ èç-
áûòî÷íîå äàâëåíèå ïî íàïðàâëåíèþ ê àòìîñôåðå. Îíî è êîìïåíñèðóåò âåñ ñòîëáè-
êà æèäêîñòè, íå äàâàÿ åìó îïóñòèòüñÿ. Äàâëåíèå ïîä âûïóêëîé âíèç ïîâåðõíîñòüþ
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x

y

dx

h

a

dF
2

dF
1

y
max

r

q

Ðèñ. 40. Ê îïðåäåëåíèþ ôîðìû ìåíèñêà ó æèäêîñòè

æèäêîñòè íà âåëè÷èíó ∆p = σ/r ìåíüøå, ÷åì àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ñíàðóæè; çäåñü
r � ìåñòíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ìåíèñêà.49) Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ðàäèóñ êðèâèçíû
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èñêîìîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè y(x):

r =
(1 + (y′)2)

3/2

y′′
.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ íàøåãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòèêà â
âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ê íàêëîííîé ãðàíè (ïåðïåíäèêóëÿðíî åå ïîâåðõíîñòè)
ïðèëîæåíà ñèëà

dF1 =
(
pa − σ

r

) dx

cos α
,

à ê íèæíåé � ñèëà
dF2 = (pa − gρh) dx .

Çàìåòèì, ÷òî â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè äåéñòâóåò ïðîåêöèÿ dF1 cos α ñèëû dF1

(ðèñ. 40). Êðîìå òîãî, â âûðàæåíèè äëÿ dF2 èìååò ñìûñë çàìåíèòü h íà y(x), ïîñêîëü-
êó ñîáñòâåííîé âûñîòîé òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ
h. Ïðèðàâíèâàÿ âåðòèêàëüíûå ïðîåêöèè ñèë, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ ôóíêöèè y(x): (

pa − σy′′

(1 + (y′)2)3/2

)
= pa − gρy .

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå óäîáíîì âèäå:

y′′ =
gρ

σ
y

(
1 + (y′)2

)3/2
. (5.14)

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ íàøåãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòèêà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè
âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè ñïðàâåäëèâî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (ðåêîìåíäóþ
âàì ñàìèì óáåäèòüñÿ â ýòîì). Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû ìåíèñêà y(x) äîñòàòî÷-
íî ðåøèòü óðàâíåíèå (5.14). Îíî ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò

49)Â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ðèñóíêà, ðàäèóñ êðèâèçíû ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.
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ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ. Ê ñ÷àñòüþ, â äàííîì ñëó÷àå óäàåòñÿ äîâåñòè ðåøåíèå äî êîí-
öà, âûðàçèâ y(x) ÷åðåç èçâåñòíûå ôóíêöèè, îäíàêî òàêîå âåçåíèå áûâàåò äàëåêî íå
âñåãäà.

Îäèí èç îñíîâíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â çàìåíå
íåçàâèñèìîé ïåðåìåíîé è èñêîìîé ôóíêöèè. Èíîãäà ýòî ïîçâîëÿåò çàìåòíî óïðîñòèòü
óðàâíåíèå (íàïðèìåð, èçáàâèòüñÿ îò íåëèíåéíîñòè èëè ïîíèçèòü ïîðÿäîê). Âñïîìíèì
ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó: ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ïëàíåò, ìû
ïåðåøëè îò ïåðåìåííîé t ê ïåðåìåííîé ϕ, è çàìåíèëè ôóíêöèþ r(ϕ) íà w(ϕ) = 1/r.
×òî-òî ïîäîáíîå íóæíî ïîïûòàòüñÿ ñäåëàòü è â äàííîé çàäà÷å.

Çàìåòèì âî-ïåðâûõ, ÷òî â óðàâíåíèè (5.14) íèãäå â ÿâíîì âèäå íå ñîäåðæèòñÿ ñàìà
ïåðåìåííàÿ x: èìååòñÿ òîëüêî ôóíêöèÿ y(x) è åå ïðîèçâîäíûå. Â ïîäîáíîé ñèòóàöèè
â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé öåëåñîîáðàçíî âçÿòü ñàìó ôóíêöèþ y, à
â êà÷åñòâå íîâîé ôóíêöèè u(y) � ïðîèçâîäíóþ y′(x), êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé
çàâèñèìîñòè x(y) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ îò y. Òåì ñàìûì ìû ïîíèçèì
ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx
(u) =

d

dy
(u)

dy

dx
= u

du

dy
,

è âìåñòî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìû ïîëó÷èì ïåðâóþ, à íàøå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

u
du

dy
=

gρ

σ
y

(
1 + u2

)3/2
.

Â ýòîì óðàâíåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìû ñ ëåãêîñòüþ ìîæåì ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå:

udu

(1 + u2)3/2
=

gρ

σ
ydy .

Ïðîèíòåãðèðóåì äàííîå ñîîòíîøåíèå îò y = 0 äî ïðîèçâîëüíîé âûñîòû y â ïðåäåëàõ
ìåíèñêà. Ó÷òåì, ÷òî ïðè y → 0 (ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè â ñîñóäå) u = y′ → 0, ò.å.
ìåíèñê �ñòåëåòñÿ� ïî ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè (ðèñ. 40); èíòåãðèðîâàíèå ëåâîé ÷àñòè
íóæíî, òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäèòü â ïðåäåëàõ îò u = 0 äî u = u(y). Ïîñêîëüêó

udu =
1

2
d(u2), ydy =

1

2
d(y2) ,

ïîëó÷èì:
u(y)∫

0

d(u2)

(1 + u2)3/2
=

gρ

σ

y∫

0

d(y2) =
gρy2

σ
.

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ëåãêî áåðåòñÿ çàìåíîé v = 1 + u2, dv = d(u2):
1+u2(y)∫

1

dv

v3/2
=

{
d

dv
(v−1/2) = −1

2

1

v3/2

}
= −2

1+u2(y)∫

1

d

(
1√
v

)
= 2

[
1− 1√

1 + u2(y)

]
.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ôóíêöèè u(y) èìååì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå:

1− 1√
1 + u2 (y)

=
gρ

2σ
y2 . (5.15)
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Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó

λ =

√
2σ

gρ
;

îíà îáëàäàåò ðàçìåðíîñòüþ äëèíû è íîñèò íàçâàíèå êàïèëëÿðíîé ïîñòîÿííîé. Ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë êàïèëëÿðíîé ïîñòîÿííîé ñòàíåò ÿñåí ÷óòü ïîçæå. Èç (5.15) íåñëîæíî
âûðàçèòü u(y):

u ≡ dy

dx
= −

√
1

[1− (y/λ)2]2
− 1 . (5.16)

Çíàê �−� ïåðåä êîðíåì â (5.16) ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó íàêëîíó ïîâåðõíîñòè
ìåíèñêà â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå (5.16) ïî ñóòè äåëà îáðàçóåò íîâîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ y(x). Â îòëè÷èè
îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.14), îíî èìååò âñåãî-íàâñåãî ïåðâûé ïîðÿäîê. ×òîáû ïîä-
ñòóïèòüñÿ ê åãî ðåøåíèþ çàìåòèì, ÷òî, èñõîäÿ èç çäðàâîãî ñìûñëà, ïðîèçâîäíàÿ u
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ −∞ ≤ u ≤ 0, è â ñèëó (5.15) äëÿ âñåõ y â ïðåäåëàõ
ïîâåðõíîñòè ìåíèñêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 ≤
(y

λ

)2

≤ 1 .

Ïîýòîìó îò ôóíêöèè y(x) öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê íîâîé ôóíêöèè w(x) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

√
2 sin(w) = y/λ, dy = λ

√
2 cos(w)dw . (5.17)

Ñ óâåëè÷åíèåì y ôóíêöèÿ w ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò íóëÿ (ïðè y = 0), è òåîðåòè-
÷åñêè ñïîñîáíà äîñòèãíóòü çíà÷åíèÿ w = π/4, êîãäà y = λ.50) Íèæå ìû ïîêàæåì,
÷òî ïîäúåì ìåíèñêà íà âûñîòó λ èìååò ìåñòî ïðè àáñîëþòíîé ñìà÷èâàåìîñòè ñòåíêè
æèäêîñòüþ.

Çàìåíà (5.17) õîðîøà òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (5.16). Áëàãîäàðÿ

√
2 ìû ìîæåì â çíàìåíàòåëå ïåðåéòè ê äâîéíîìó óãëó:

1− (y/λ)2 = 1− 2 sin2(w) = cos(2w) .

Óðàâíåíèå (5.16), òàêèì îáðàçîì, ïðèìåò âèä:

λ
√

2 cos(w)
dw

dx
= −

√
sin2(2w)

cos2(2w)
.

Òàê êàê w èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ w ≤ π/4, cos(2w) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé
âåëè÷èíîé; äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ èç cos2(2w) â

50)Ðàçóìååòñÿ, ïîäúåì íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó äîñòèãàåòñÿ ó ñòåíêè ñîñóäà (x = 0).
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çíàìåíàòåëå. Ïðèâîäÿ sin(2w) è cos(2w) îáðàòíî ê îäèíàðíîìó àðãóìåíòó w è ðàçäå-
ëÿÿ ïåðåìåííûå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

1− 2 sin2(w)

sin(w)
dw = −

√
2

λ
dx . (5.18)

×òîáû åãî ðåøèòü, íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàëû âèäà
∫

dw

sin(w)
è

∫
sin(w)dw .

Âòîðîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ýëåìåíòàðíî, à â ïåðâîì íóæíî ñäåëàòü õèòðóþ çàìåíó.
Ïîëîæèâ F = tg(w/2), íåòðóäíî íàéòè, ÷òî

sin(w) =
2F

1 + F 2
, dw =

2dF

1 + F 2
,

è èíòåãðàë ïåðâîãî òèïà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:
∫

dw

sin(w)
=

∫
dF

F
= ln F = ln [tg (w/2)] .

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ â (5.18). Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì
ymax âûñîòó ìåíèñêà ó ñòåíêè, ò.å. ymax = y(0). Ïî x áóäåì èíòåãðèðîâàòü îò 0 äî
ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ x; ïðè ýòîì y, î÷åâèäíî, áóäåò ìåíÿòüñÿ îò ymax äî y(x) <
ymax (ðèñ. 40). Â ñèëó ìîíîòîííîñòè çàìåíû (5.17) w áóäåò ìåíÿòüñÿ îò wmax äî
íåêîòîðîãî w(x) < wmax. Èòàê, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (5.18) â óêàçàííûõ
ïðåäåëàõ ïîëó÷èì:

ln

[
tg

(
w(x)

2

)]
− ln

[
tg

(wmax

2

)]
+ 2[cos (w(x))− cos (wmax)] = −

√
2

λ
x . (5.19)

Åñëè âûðàçèòü w ÷åðåç y â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.17), ìû íàéäåì ôîðìó ìåíèñêà, êîòîðàÿ
ÿâíûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå îáðàòíîé ôóíêöèè x(y):

x(y) =
λ√
2

ln


tg

(
1
2
arcsin

{
ymax

λ
√

2

})

tg
(

1
2
arcsin

{
y

λ
√

2

})

+

+λ
√

2

[
cos

(
arcsin

{
ymax

λ
√

2

})
− cos

(
arcsin

{
y

λ
√

2

})]
.

(5.20)

×åìó ðàâíà âûñîòà ïîäúåìà ìåíèñêà ó ñòåíêè ymax (ðèñ. 40)? Îíà, î÷åâèäíî,
çàâèñèò îò ñìà÷èâàåìîñòè ñòåíêè æèäêîñòüþ, õàðàêòåðèçóåìîé çíà÷åíèåì êðàåâîãî
óãëà θ ≥ 0 (ïðè θ = 0 ñìà÷èâàåìîñòü àáñîëþòíàÿ). Óãîë θ îïðåäåëÿåò íàì çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé dy/dx ïðè x = 0, ò.å. íà ñòåíêå ñîñóäà:

dy

dx

∣∣∣∣
x=0

= − tg
(π

2
− θ

)
= −θ .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óðàâíåíèÿ (5.16)

dy

dx

∣∣∣∣
x=0

= −
√

1

[1− (ymax/λ)2]2
− 1 .

Â ðåçóëüòàòå
1

[1− (ymax/λ)]2
= 1 + ctg2 θ =

1

sin2 θ
,

îòêóäà
ymax = λ

√
1− sin θ . (5.21)

Ôîðìóëà (5.21) äàåò ñâÿçü âûñîòû ìåíèñêà ó ñòåíêè ñ êðàåâûì óãëîì. Êàïèëëÿðíàÿ
ïîñòîÿííàÿ λ =

√
2σ/gρ, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíóþ âûñîòó ïîäúåìà

æèäêîñòè ïî ñòåíêå ñîñóäà.
Ïîïûòàåìñÿ óïðîñòèòü âûðàæåíèå (5.20). Âñïîìíèì, ÷òî â ñèëó (5.17)

sin(w) =
y

λ
√

2
, cos(w) =

√
1− y2

2λ2
. (5.22)

Ïîñêîëüêó
tg(w) =

2 tg(w/2)

1− tg2(w/2)
,

òî tg(w/2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç tg(w) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tg(w/2) = −1±
√

1 + tg(w) .

Êàêîé çíàê ñëåäóåò âûáðàòü? Ïðè w = 0, î÷åâèäíî, tg(w/2) = tg(w) = 0, è äëÿ
âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íóæíî âûáðàòü �+�. Âûðàæàÿ tg(w) èç (5.22), ïîëó÷èì:

tg(w/2) = −1 +

√
1 +

1√
2(λ/y)2 − 1

,

tg(wmax/2) = −1 +

√√√√1 +
1√

2
1−sin θ

− 1
= −1 +

√
1 +

√
1− sin θ

1 + sin θ
,

cos(wmax) =

√
1− (1− sin θ)

2
=

√
1 + sin θ

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå â (5.19), ìû íàéäåì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè x(y):

x(y) =
λ√
2


ln




−1 +

√
1 +

√
1−sin θ
1+sin θ

−1 +
√

1 + 1√
2(λ/y)2−1


 + 2

(√
1 + sin θ

2
−

√
2(λ/y)2 − 1

2(λ/y)2

)

 (5.23)
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Î òîì, ÷òîáû ðàçðåøèòü ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y è ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü y(x),
íå ìîæåò áûòü è ðå÷è. Òåì íå ìåíåå, íàñ âïîëíå óñòðàèâàåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x(y);
óæå òî, ÷òî óäàëîñü ïîëó÷èòü åå â ÿâíîì âèäå, ÿâëÿåòñÿ íåñîìíåííûì äîñòèæåíèåì.
Òàêîå áûâàåò äàëåêî íå âñåãäà ïðè ðåøåíèè ôèçè÷åñêèõ çàäà÷.

Ðåøåíèå (5.23) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïðè x = 0

y(0) = ymax = λ
√

1− sin θ .

Ê ïðèìåðó, êîãäà θ = 0 (àáñîëþòíàÿ ñìà÷èâàåìîñòü), ymax = λ åñòü ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíàÿ âûñîòà ïîäúåìà æèäêîñòè ïî ñòåíêå áîëüøîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ λ) ñîñóäà.
Åñëè æå y → 0, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.23) x →∞ ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíó:

x(y) ∼ − λ√
2

ln
(y

λ

)
;

îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

y(x) ∼ λ exp
(
−x
√

2/λ
)

.

Ïðè îñòàëüíûõ x ∈ (0,∞) ôóíêöèÿ x(y) ìîíîòîííà, ò.ê. dx/dy < 0 (ñì. (5.16)). Õà-
ðàêòåðíûé ðàçìåð ìåíèñêà â íàïðàâëåíèè x òîæå ðàâåí λ, à ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì
ôóíêöèè y(x) ïðîïîðöèîíàëüíà λ2.

Çàäà÷à 5.3. Òðàåêòîðèÿ âîëêà.

Èçâåñòíî, ÷òî âîëê, ïðåñëåäóÿ æåðòâó, âñåãäà îðèåíòèðóåò ñâîé áåã íà íåå. Èíûìè
ñëîâàìè, âåêòîð ñêîðîñòè âîëêà âñå âðåìÿ íàïðàâëåí íà æåðòâó, è ïðè åå ïåðåìåùå-
íèè èçìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå. Ýòîãî, ðàçóìååòñÿ, íå ïðîèñõîäèò, êîãäà âîëê è æåðò-
âà äâèãàþòñÿ ïî îäíîé ïðÿìîé. Îäíàêî íàì èíòåðåñåí äðóãîé ñëó÷àé: âîëê çàìå÷àåò
öåëü, ïåðåìåùàþùóþñÿ ïî ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u, êîãäà îíà îêàçûâàåòñÿ
íà ìèíèìàëüíîì îò íåãî ðàññòîÿíèè h (ðèñ. 41), è íà÷èíàåò áåæàòü ñî ñêîðîñòüþ
v, âñå âðåìÿ äåðæà íàïðàâëåíèå íà ýòó öåëü. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè
òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ âîëêà, âðåìÿ, çà êîòîðîå îí íàñòèãíåò æåðòâó, è ñîîòíîøåíèå
ñêîðîñòåé u è v, ïðè êîòîðîì âîëê æåðòâó íå äîãîíèò.

x

y

h v

u

l
q

Ðèñ. 41. Òðàåêòîðèÿ âîëêà



Òðàåêòîðèÿ âîëêà 91

Îïðåäåëèì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y) òàê, ÷òîáû æåðòâà äâèãàëàñü âäîëü îñè x.
Çà x = 0, y = 0 ïðèìåì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå æåðòâû (â ìîìåíò t = 0); ïîëîæåíèå
âîëêà â ýòîò ìîìåíò ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò x = 0, y = h (ðèñ. 41).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t > 0. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó âîëêîì
è æåðòâîé (âäîëü ñîåäèíÿþùåé èõ ïðÿìîé) â ýòîò ìîìåíò ðàâíî l(t), à óãîë íàêëîíà
òðàåêòîðèè âîëêà ïî îòíîøåíèþ ê îñè x ñîñòàâëÿåò θ(t) (ðèñ. 41). Îïèñàòü äâèæåíèå
âîëêà � çíà÷èò íàéòè çàâèñèìîñòè l(t) è θ(t), ïî êîòîðûì íåòðóäíî âîññòàíîâèòü åãî
òðàåêòîðèþ y(x) â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êàê ïîëó÷èòü óêàçàííûå ôóíêöèè?
Íóæíî âûâåñòè äëÿ íèõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÷òî îáû÷íî äåëàåòñÿ ïóòåì
ðàññìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçìåíåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ñèñòåìå.

Ïðèìåíèìî ê íàøåé çàäà÷å ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çà âðåìÿ dt æåðòâà ïðåîäîëååò
ðàññòîÿíèå udt, è ðàññòîÿíèå ìåæäó íåé è âîëêîì ñòàíåò ðàâíûì l + dl (dl < 0, åñëè
âîëê äîãîíÿåò æåðòâó), à óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè âîëêà èçìåíèòñÿ íà dθ (î÷åâèäíî,
dθ < 0). Âîëê çà âðåìÿ dt ïðîäâèãàåòñÿ ïî ñâîåé òðàåêòîðèè íà ðàññòîÿíèå ds = vdt;
â ñèëó áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè dt ó÷àñòîê ds ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìîé ëèíèåé, òàê ÷òî
îòðåçêè l, udt è l + dl + ds îáðàçóþò òðåóãîëüíèê (ðèñ. 42). Êðîìå òîãî, òàê êàê dl è
dθ � òîæå áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû, â ýòîì òðåóãîëüíèêå BD⊥AC è ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

l = AB ≈ AD, AC = AD + DC, DC = DC cos (θ + dθ) .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà äëèíû óêàçàííûõ îòðåçêîâ, âûðàæåííûå ÷åðåç íàøè ïåðåìåííûå

q udt

l - qd l dl+

q q+d

dsA

B C

D

Ðèñ. 42. Ê âûâîäó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîëêà

(l, s è ò.ï.) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

l + dl + ds− udt cos (θ + dθ) = l .

Ñ ó÷åòîì ds = vdt èìååì:
dl

dt
= u cos θ − v . (5.24)

Åñëè u < v, òî dl/dt < 0 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé θ, è âîëê äîãîíèò æåðòâó. Îäíàêî
îäíîãî óðàâíåíèÿ (5.24) íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ âîëêà; íàì
âåäü íóæíî íàéòè äâå ôóíêöèè � l(t) è θ(t). Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç òîãî
æå òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 42). Ïîñêîëüêó

AB sin (−dθ) = BC sin (θ + dθ) ,
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òî èñêîìîå óðàâíåíèå åñòü
l
dθ

dt
= −u sin θ .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé 



l̇ = u cos θ − v

lθ̇ = −u sin θ

(5.25)

â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíêöèè l(t) è θ(t), îäíàêî òóò íàñ ñíîâà æäåò ðàçî÷à-
ðîâàíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòè l(t) è θ(t) íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòàíäàðòíûå
(ýëåìåíòàðíûå) ôóíêöèè; íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó óðàâíåíèé (5.25) ïóòü
èõ ðåøåíèÿ íå òàê óæ î÷åâèäåí. È â ïîäîáíîé ñèòóàöèè îïÿòü âîçíèêàåò èäåÿ, óæå
èñïîëüçîâàâøàÿñÿ íàìè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé êåïëåðîâà äâèæåíèÿ: ÷òî, åñëè èñ-
êëþ÷èòü èç óðàâíåíèé ïåðåìåííóþ t è íàéòè çàâèñèìîñòü îäíîé ôóíêöèè îò äðóãîé,
ò.å. l(θ)? Â äàííîì ñëó÷àå ñäåëàòü ýòî ñîâñåì ïðîñòî � äîñòàòî÷íî ïîäåëèòü îäíî
óðàâíåíèå íà äðóãîå. Òàê êàê

dl

dt

/
dθ

dt
=

dl

dθ
,

òî ïîñëå äåëåíèÿ ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

dl

ldθ
=

v − u cos θ

u sin θ
;

îíî èíòåãðèðóåòñÿ ïðîñòûì ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ. Áóäåì ïðîèçâîäèòü èíòåãðè-
ðîâàíèå îò t = 0 äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t. Ïðè t = 0 â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé
θ = π/2 è l = h, è ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l(θ)∫

h

dl

l
=

v

u

θ∫

π/2

dθ

sin θ
−

θ∫

π/2

ctg θdθ .

Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïåðâûé èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè çàìåíîé ξ = tg(θ/2) ñâîäèòñÿ ê

ξ∫

ξ0

dξ

ξ
= ln(ξ)− ln(ξ0) = ln [tg (θ/2)]− ln [tg (π/4)] ≡ ln [tg (θ/2)] .

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí ln [sin θ]. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

ln

[
l(θ)

h

]
=

v

u
ln [tg (θ/2)]− ln [sin θ] ,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò ðåøåíèå äëÿ l(θ):

l(θ) · sin θ = h[tg (θ/2)]v/u . (5.26)
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Íî êàê èç ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èòü èíòåãðèðóþùóþ íàñ ôîðìó òðàåêòîðèè y(x) (èëè
x(y))? Äàâàéòå ñíà÷àëà ïîäñòàâèì ôóíêöèþ l(θ) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.25),
÷òîáû ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè θ(t):

dθ

dt
= − u sin2 θ

h[tg (θ/2)]v/u
.

Ìû ìîæåì ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðîâàòü äàííîå ñîîòíîøåíèå îò t = 0
äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t:

θ(t)∫

π/2

[tg (θ/2)]v/u

sin2 θ
dθ = −u

h

t∫

0

dt = −ut

h
.

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè áåðåòñÿ âñå òîé æå çàìåíîé ξ = tg(θ/2), ïîñëå âûïîëíåíèÿ
êîòîðîé îí ñâîäèòñÿ ê

(θ/2)∫

1

(
ξ(v/u) + ξ(v/u)−2

2

)
dξ =

1

2

[
ξ(v/u)+1

(v/u) + 1
+

ξ(v/u)−1

(v/u)− 1

]∣∣∣∣
(θ/2)

1

=

=
u

2

[[
ξ(v/u)+1

v + u
+

ξ(v/u)−1

v − u

]∣∣∣∣
ξ=tg(θ/2)

− 2v

v2 − u2

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè â ÿâíîì âèäå îáðàòíóþ çàâèñèìîñòü t(θ):

t(θ)

h
=

v

v2 − u2
− 1

2

[
[tg (θ/2)]

v+u
u

v + u
+

[tg (θ/2)]
v−u

u

v − u

]
. (5.27)

Äàííîå âûðàæåíèå èìååò ñìûñë åùå íåìíîæêî ïðåîáðàçîâàòü. Ïîñêîëüêó â ñèëó
(5.26) ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

[tg (θ/2)]
v+u

u =
2l

h
cos2(θ/2), [tg (θ/2)]

v−u
u =

2l

h
sin2(θ/2) ,

çàâèñèìîñòü (5.27) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

vh− t(θ)(v2 − u2) = l(θ)[v + u cos θ] . (5.28)

Èç (5.27) (êàê, âïðî÷åì, è èç (5.28)) ëåãêî îïðåäåëèòü âðåìÿ ïðåñëåäîâàíèÿ t∗. Íà
îñíîâàíèè (5.26) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè l → 0 (êîãäà âîëê íàãîíÿåò æåðòâó)
óãîë θ → 0, åñëè òîëüêî v/u > 1. 51) Çíà÷èò

t∗ =
vh

v2 − u2
;

51)Óñëîâèå θ → 0 îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ �ñòåëåòñÿ� âäîëü îñè x.
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÷åì áîëüøå v ïî ñðàâíåíèþ ñ u, òåì ìåíüøå ýòî âðåìÿ. Äëèíà ïóòè, ïðîéäåííîãî
âîëêîì çà âðåìÿ t∗, ò.å. äëèíà èñêîìîé òðàåêòîðèè, ñîñòàâëÿåò

smax = vt∗ = h

(
v2

v2 − u2

)
.

Òåïåðü ïîïðîáóåì íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè âîëêà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
(x, y), ò.å. ôóíêöèþ y(x) (èëè x(y)). Â ìîìåíò âðåìåíè t êîîðäèíàòû âîëêà ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, x = ut− l cos θ, y = l sin θ. Åñëè ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå äëÿ x ñâÿçü
t(θ) èç (5.28) è âûïîëíèòü ðÿä óâëåêàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî óäàåòñÿ â ïðàâîé
÷àñòè ñôîðìèðîâàòü êîìáèíàöèè l sin θ/h ≡ y/h. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ
ôóíêöèþ x(y), îäíàêî âñå ýòî äîâîëüíî ñëîæíî. Êóäà ïðîùå äðóãîé ïóòü, êîòîðûé
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè âñïîìîãàòåëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Òàê êàê
â ñèëó (5.26) y = l sin θ = h (tg (θ/2))v/u, òî

ξ = tg(θ/2) = (y/h)u/v .

Äëÿ tg θ íàõîäèì:

tg θ =
sin θ

cos θ
=

2 sin(θ/2) cos(θ/2)

cos2(θ/2)− sin2(θ/2)
=

2ξ

1− ξ2
.

Íî ïðè ýòîì tg θ = −dy/dx, ÷òî ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàñàòåëüíîé ê
òðàåêòîðèè (ðèñ. 41). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè y(x):

dy

dx
=

2 (y/h)u/v

(y/h)2u/v − 1
.

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì:

x(y) =
uvh

v2 − u2
− vh

2

[
(y/h)

v−u
v

v − u
− (y/h)

v+u
v

v + u

]
.

Îáðàòíóþ ôóíêöèþ y(x), êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ. Êîãäà y
îáðàùàåòñÿ â íîëü, x = xmax = uvh/(v2−u2) = ut∗; ýòî åñòü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå,
êîòîðîå ïðåîäîëåâàåò æåðòâà.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòè x(t) è y(t) òîæå íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëå-
ìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ìû âíîâü ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè, êîãäà ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ
îêàçûâàþòñÿ ãîðàçäî áîãà÷å íàøåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà. Ìàòåìàòèêà ïîçâîëÿåò
íàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ åäâà ëè íè äëÿ âñåõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé �
íà äàííîì ýòàïå òðóäíîñòåé îñîáûõ íåò, ïîñêîëüêó ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îò-
ðàæåíèåì êàêèõ-òî îáùèõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ (íàïðèìåð, çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ). Íî
âîò ðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé óäàåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà;
áîëåå òîãî, ïî÷òè íèêîãäà.

Êàê ïðàâèëî, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåòñÿ íåêîé ñïåöè-
àëüíîé ôóíêöèåé, ò.å. ôóíêöèåé, êîòîðàÿ íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíê-
öèè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â ìàòåìàòèêå èññëåäîâàíî îêîëî 1000 (!) ñïåöèàëüíûõ
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ôóíêöèé � à âåäü ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èç íèõ îïèñûâàþò ôèçè÷åñêèå ïðîöåñ-
ñû. Îäíàêî äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà è ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ôóíê-
öèé íå õâàòàåò. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, çàâèñèìîñòü y(x) íåÿâíî çàäàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì
óðàâíåíèåì √

y + sin y + ln y = x ;

ñóìååòå ëè âû ðàçðåøèòü åãî îòíîñèòåëüíî y? Ñîìíåâàþñü, ÷òî ó âàñ ïîëó÷èòñÿ îïðå-
äåëèòü ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ y(x) (èëè íàéòè ïîäõîäÿùóþ ñðåäè 1000 óæå èññëå-
äîâàííûõ ôóíêöèé), êîòîðàÿ ÿâëÿëàñü áû ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. È íè÷åãî
ñòðàøíîãî â ýòîì íåò � íàîáîðîò, ýòî ñêîðåå ðàäóåò è âîñõèùàåò; ìû íå ïåðåñòàåì
óäèâëÿòüñÿ, íàñêîëüêî íàø ìèð êðàñèâ è ìíîãîîáðàçåí. Ãîðàçäî ñòðàøíåå, ïîâåðüòå
ìíå, æèçíåííàÿ äðàìà îõîòû îäíèõ æèâûõ ñóùåñòâ íà äðóãèõ, ïîëîæåííàÿ â îñíîâó
äàííîé çàäà÷è. . . Íó à åñëè íàì âñå-òàêè �êðîâü èç íîñà� íóæíî áóäåò íàéòè y(x) èç
óðàâíåíèÿ √y + sin y + ln y = x, òî ê íàøèì óñëóãàì êîìïüþòåð � ñ åãî ïîìîùüþ ìû
ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïîñòðîèì ðåøåíèå â ëþáîé äîïóñòèìîé òî÷êå x. Ïðè æåëàíèè,
âû÷èñëÿÿ y âî ìíîæåñòâå òî÷åê ñ íåêîòîðûì øàãîì ∆x, ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç íèõ
íåïðåðûâíóþ êðèâóþ yN(x) (íàïðèìåð ïîëèíîì). Òàêàÿ êðèâàÿ áóäåò î÷åíü íåïëîõî
àïïðîêñèìèðîâàòü èñòèííîå ðåøåíèå y(x). Âûõîä íàéäåòñÿ âñåãäà.

Çàäà÷à 5.4. Ôîðìà ïðîâèñàþùåé âåðåâêè.

Ìû íåìíîãî êîñíóëèñü äàííîé çàäà÷è â ãëàâå 2,52) è òåïåðü ñìîæåì äîâåñòè ðåøåíèå
äî êîíöà. Ñôîðìóëèðóåì åùå ðàç óñëîâèå: â ïîëå òÿæåñòè âèñèò îäíîðîäíàÿ íåðàñ-
òÿæèìàÿ âåðåâêà ìàññîé m è äëèíîé L, êîíåö A êîòîðîé ïîäâåøåí íà âûñîòå h íèæå
êîíöà B (ðèñ. 43). Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ïî ãîðèçîíòàëè ñîñòàâëÿåò l.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôîðìó âåðåâêè.

A

B

h

y

x

l

L

tn

Ðèñ. 43. Âåðåâêà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè

Îïðåäåëèì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y) ñ öåíòðîì â íèæíåé òî÷êå âå-
ðåâêè. Ëåâóþ ÷àñòü âåðåâêè ìîæíî îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó îíà ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè âïëîòü äî óðîâíÿ òî÷êè A (ðèñ. 43).53) Âûäåëèì

52)Ñì. ïðèìåð 2.3.
53)Ñèììåòðèÿ âåðåâêè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ. Êîãäà ìû

ðàññìàòðèâàëè äàííóþ çàäà÷ó â ãëàâå 2, òàêîå îáîñíîâàíèå áûëî äàíî. Åñëè âû íå ïîìíèòå ïðèâå-
äåííûå òàì ðàññóæäåíèÿ, ïîïûòàéòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü ñèììåòðèþ, ïðåæäå ÷åì çàãëÿäû-
âàòü â ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë ïîñîáèÿ.
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ïðîèçâîëüíûé áåñêîíå÷íî ìàëûé ýëåìåíò âåðåâêè äëèíîé ds è çàïèøåì óñëîâèÿ åãî
ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ñèë. Â äàííîì ñëó÷àå óäîáíåå ðàññìîòðåòü
ïðîåêöèè ñèë òÿæåñòè è íàòÿæåíèÿ íà êàñàòåëüíîå (~τ) è íîðìàëüíîå (~n) íàïðàâ-
ëåíèÿ (ðèñ. 44). Ïðè ýòîì ó÷òåì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: íåñìîòðÿ íà ìàëóþ
äëèíó ýëåìåíòà ds íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ñèë íàòÿæåíèÿ íà åãî êîíöàõ (íàïðàâëå-
íèÿ êàñàòåëüíûõ) îòëè÷àþòñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëûé óãîë dα. Èìåííî áëàãîäàðÿ òîìó,
÷òî dα 6= 0 (ò.å. èç-çà íàëè÷èÿ êðèâèçíû ó ýëåìåíòà) îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâíîâåñèå â
íàïðàâëåíèè ~n (ðèñ. 44):

gρds · cos α = (T + dT ) sin(dα) ≈ Tdα .

Çäåñü ìû ââåëè ïîãîííóþ ïëîòíîñòü âåðåâêè ρ = m/L (ìàññà ýëåìåíòà dm ðàâíà

da

a

a a+d

T dT+

T

ds

a

gdm

t

n

Ðèñ. 44. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ýëåìåíò âåðåâêè

ρds), çàìåíèëè sin åãî àðãóìåíòîì è ïðåíåáðåãëè ïðîèçâåäåíèåì dT · dα, êîòîðîå
èìååò äðóãîé ïîðÿäîê ìàëîñòè (âñïîìíèì çàäà÷ó ñ ðàêåòîé). Åùå ðàç ïîä÷åðêíó,
÷òî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ds, dα, dT ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ çàìåíèòü íà òî÷íîå, ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü â äàëüíåéøåì.
Èòàê,

gρds · cos α = Tdα . (5.29)

Òåïåðü çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà â íàïðàâëåíèè ~τ :

(T + dT ) cos(dα)− T = gρds · sin α .

Òàê êàê dα → 0, òî cos(dα) = 1− (dα)2/2 + ... → 1, è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dT = gρds · sin α . (5.30)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (5.29) è (5.30) îáðàçóþò ñèñòåìó, ïîçâîëÿþùóþ îïðå-
äåëèòü ôóíêöèè α(y), T (y), à òàêæå èñêîìóþ ôîðìó âåðåâêè y(x). Îäíàêî ýëåìåí-
òàðíîãî ðåøåíèÿ ó äàííîé ñèñòåìû ÿâíî íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó â íåå âõîäèò
åùå è ýëåìåíò äëèíû ds.
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Íà÷íåì ïî ïîðÿäêó. Ïðîèçâåäåíèå ds · sin α â óðàâíåíèè (5.30) â ñèëó î÷åâèäíûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé åñòü ïðîñòî ðàçíîñòü âûñîò dy ìåæäó êîíöàìè íàøåãî
ýëåìåíòà (ðèñ. 44). Â ðåçóëüòàòå (5.30) ñâîäèòñÿ ê

dT = gρdy .

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò çàâèñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ â âåðåâêå îò
âûñîòû y, îòñ÷èòûâàåìîé îò íèæíåé òî÷êè (â êîòîðîé ñèëà íàòÿæåíèÿ ñîñòàâëÿåò
T0):

T (y) = T0 + gρy . (5.31)
Ôóíêöèÿ T (y) àíàëîãè÷íà òîé, ÷òî îïèñûâàåò ðîñò äàâëåíèÿ âîäû â ìîðå ïî ìåðå
ïîãðóæåíèÿ. Ïîäñòàíîâêà ds · sin α = dy â ôîðìóëó (5.29) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

gρdy =
sin α

cos α
Tdα ≡ −T

d(cos α)

cos α
,

êîòîðîå ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ (5.31) äëÿ T ïðèîáðåòàåò âèä

gρdy

T0 + gρy
= −d(cos α)

cos α
.

Èíòåãðèðóÿ åãî â ïðåäåëàõ îò 0 äî y (óãîë α ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî α(y)),
ïîëó÷èì:

ln

[
T0 + gρy

T0

]
= − ln

[
cos α(y)

1

]
.

Îòñþäà ìû íàõîäèì çàâèñèìîñòü óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê âåðåâêå îò âûñîòû
α(y):

cos α(y) =
T0

T (y)
=

T0

T0 + gρy
. (5.32)

Íî êàê îïðåäåëèòü ôîðìó âåðåâêè y(x)? Äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ íåìíîãî âåðíóòüñÿ íàçàä
è ïîñìîòðåòü âíèìàòåëüíåå íà óðàâíåíèå (5.29). Äóìàþ, äëÿ âàñ ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì
ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò. Ê ýëåìåíòó ds âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè áåñêîíå÷-
íîå êîëè÷åñòâî êàñàòåëüíûõ îêðóæíîñòåé, íî òîëüêî îäíà èç íèõ, îáëàäàþùàÿ òîé
æå êðèâèçíîé, ÷òî è ds, áóäåò â òî÷íîñòè ïîâòîðÿòü åãî ôîðìó (ðèñ. 44). Ðàäèóñ
òàêîé îêðóæíîñòè r è íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû ýëåìåíòà ds. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ ds = rdα, êîòîðîå âûòåêàåò èç ñâîéñòâ îêðóæíîñòè è
îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû r.

Ðàäèóñ êðèâèçíû êàæäîãî ìàëîãî ýëåìåíòà âåðåâêè, åñòåñòâåííî, ñâÿçàí ñ åå ôîð-
ìîé y(x). Âïîëíå ïîíÿòíî, ÷òî îí äîëæåí òåì èëè èíûì îáðàçîì îïðåäåëÿòüñÿ ïðîèç-
âîäíûìè îò ôóíêöèè y(x). Ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ñîâñåì íåñëîæíî,
îäíàêî ñåé÷àñ ìû ïðîñòî ïðèâåäåì åå áåç äîêàçàòåëüñòâà (êàê è â çàäà÷å 5.2 ýòîé
ãëàâû); ïóñòü îíà äî ïîðû äî âðåìåíè îñòàíåòñÿ äëÿ âàñ îêóòàííîé îðåîëîì òàèí-
ñòâåííîñòè:

r(x) =
(1 + (y′)2)

3/2

y′′
. (5.33)
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Øòðèõàìè çäåñü îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé x. Ñìûñë äàííîãî âûðà-
æåíèÿ ÷èòàåòñÿ èç åãî ñòðóêòóðû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′′ ìàëà,
÷òî îçíà÷àåò ïëàâíîå èçìåíåíèå óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê âåðåâêå, òî êðèâèçíà
âåðåâêè òàêæå ìàëà è ðàäèóñ êðèâèçíû âåëèê. ×èñëèòåëü â (5.33) âûñòóïàåò ïðîñòî
â ðîëè íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà.

Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå, ÷òîáû âûâåñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå
ôîðìó âåðåâêè. Ïîäñòàâëÿÿ ds = rdα â ñîîòíîøåíèå (5.29) è èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ
(5.31) è (5.32) äëÿ ôóíêöèé T (y), α(y), ìû ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

gρT0 · r = (T0 + gρy)2 .

Ñ ó÷åòîì (5.33) ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå:

gρT0

(
1 + (y′)2

)3/2
= (T0 + gρy)2y′′ . (5.34)

Â äàííîå óðàâíåíèå ÿâíûì îáðàçîì íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ x. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû
ìîæåì â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âçÿòü ñàìó ôóíêöèþ y, à ïîä íîâîé
ôóíêöèåé îò y ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ y′: w(y) = y′; ýòî ïîçâîëèò ïîíèçèòü ïîðÿäîê
óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó

y′′ =
d

dx

(
dy

dx

)
=

dw

dx
=

dw

dy

dy

dx
= w

dw

dy
=

1

2

d(w2)

dy
,

(5.34) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

2gρT0

(
1 + w2

)3/2
= (T0 + gρy)2d(w2)

dy
.

Ïîäîáíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé) ðåøàåòñÿ ïðîñòûì ðàç-
äåëåíèåì ïåðåìåííûõ:

2gρT0
dy

(T0 + gρy)2
=

d(w2)

(1 + w2)3/2
.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè â ïðåäåëàõ îò 0 äî ïðîèçâîëüíîãî y ôóíêöèÿ w = y′, î÷åâèäíî,
áóäåò ìåíÿòüñÿ îò 0 äî w(y). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì:

−2T0

[
1

(T0 + gρy)
− 1

T0

]
= −2

[
1

(1 + w2)1/2
− 1

]
. (5.35)

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó

γ =
gρ

T0

,

èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé äëèíû; åå ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñòàíåò ÿñåí íåñêîëüêî
ïîçæå. Âûðàçèì w2 èç (5.35):

w2 = 2(γy) + (γy)2 .
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Çàìåòèì, ÷òî w = y′ > 0, òàê êàê ñ ñàìîãî íà÷àëà ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì
òîëüêî ïðàâîé ÷àñòè âåðåâêè (ýòî ìîæíî äåëàòü â ñèëó åå ñèììåòðèè). Çíà÷èò

w =
dy

dx
= +

√
2(γy) + (γy)2 . (5.36)

Óðàâíåíèå (5.36) çàïèñàíî óæå äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè y(x) è åå ïðîèçâîäíîé ïî x; îíî
èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê è ðåøàåòñÿ âñå òåì æå ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ. Ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè, îäíàêî, âîçíèêàåò ôóíêöèÿ ch(x), íàçûâàåìàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì êîñèíóñîì.
Õîòÿ ch(x) è îòíîñèòñÿ ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì, ñêîðåå âñåãî îíà íå âñòðå÷àëàñü
âàì ðàíüøå, è ìíå ïðèäåòñÿ äàòü åå îïðåäåëåíèå è ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòàðíûå ñâîé-
ñòâà.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñ è ñèíóñ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ch x =
ex + e−x

2
, sh x =

ex − e−x

2
; (5.37)

ïåðâàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à âòîðàÿ � íå÷åòíîé. Ãðàôèêè èõ ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 45. Ïðè áîëüøèõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèÿõ x ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè âûõîäÿò
ïðîñòî íà ýêñïîíåíòó (ñ ìíîæèòåëåì 1/2). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ch(0) = 1, à sh(0) = 0
(ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (5.37)). Ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñ è ñèíóñ
ïî ñòðóêòóðå íàïîìèíàþò îáû÷íûå êîñèíóñ è ñèíóñ:

cos x =
eix + e−ix

2
, sin x =

eix − e−ix

2i
,

îäíàêî îòñóòñòâèå â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíòû ìíèìîé åäèíèöû i =
√−1 äåëàåò ïî-

âåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîâåðøåííî íå ïîõîæèì íà ïîâåäåíèå îáû÷íûõ
ñèíóñà è êîñèíóñà. Âîçâîäÿ êàæäóþ èç ôóíêöèé (5.37) â êâàäðàò è âû÷èòàÿ îäíó èç
äðóãîé, ïîëó÷èì îñíîâíîå òîæäåñòâî

ch( )x

x
1

0

sh( )x

x0

Ðèñ. 45. Ãðàôèêè ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîñèíóñà è ñèíóñà

ch2 x− sh2 x = 1 ,

àíàëîãè÷íîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó cos2 x + sin2 x = 1. Ïðîñòûì âçÿòèåì
ïðîèçâîäíîé îò ýêñïîíåíò â (5.37) ëåãêî óñòàíîâèòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé:

d(ch x)

dx
= sh x,

d(sh x)

dx
= ch x .
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Ýòèõ ñâåäåíèé âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (5.36).
Ïðåäñòàâëÿÿ åãî â âèäå

dy√
(1 + γy)2 − 1

= dx , (5.38)

ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ch z = 1 + γy, sh z · dz = γdy . (5.39)

Âûáåðåì èç äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé z ïîëîæèòåëüíûå; ýòî ïîçâîëÿåò ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè z â (5.38) óñòðàíèòü íåîïðåäåëåííîñòü ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ â çíàìåíàòåëå:

sh z · dz

sh z
= γdx .

Ìû ïðèõîäèì ê ýëåìåíòàðíîìó óðàâíåíèþ dz = γdx, ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü z(x) =
γx+C. Ïîñêîëüêó â îñíîâàíèè âåðåâêè x = y = 0, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.39) z(0) = 0,
è êîíñòàíòà C = 0. Èñêîìàÿ ôîðìà âåðåâêè, òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàåòñÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ôóíêöèåé:

y(x) =
1

γ
[ch(γx)− 1] . (5.40)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà λ = 1/γ = T0/gρ îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé
ìàñøòàá â íàïðàâëåíèè îáåèõ îñåé x è y. Åñëè λ óâåëè÷èòü, íàïðèìåð, âäâîå (èçìå-
íÿÿ ïàðàìåòðû T0 è ρ), òî âåðåâêà ðàñòÿíåòñÿ â äâà ðàçà êàê ïî îñè x, òàê è ïî îñè
y, è åå ïðîïîðöèè íå áóäóò íàðóøåíû. Äàæå ó ñèëüíî íàòÿíóòîé áåëüåâîé âåðåâêîé
ïðîïîðöèè ñîîòâåòñòâóþò �÷èñòîìó� ãèïåðáîëè÷åñêîìó êîñèíóñó; ïðîñòî âåëè÷èíà λ
â ýòîì ñëó÷àå äîâîëüíî áîëüøàÿ (íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìåòðîâ), è òî÷êè çàêðåïëåíèÿ
íàõîäÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè ó îñíîâàíèÿ êîñèíóñîèäû (5.40). Èíûìè ñëîâàìè, âûñîòà òî-
÷åê çàêðåïëåíèÿ H, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò îñíîâàíèÿ, ñóùåñòâåííî ìåíüøå λ, è ïîýòîìó
ìû âèäèì ïðàêòè÷åñêè ïðÿìóþ âåðåâêó. Îäíàêî ñòîèò íàì îòîéòè äîñòàòî÷íî äàëå-
êî è ìûñëåííî ïðîäîëæèòü âåðåâêó äî âûñîòû ïîðÿäêà λ, êàê ìû óçíàåì îáû÷íûé
(íåäåôîðìèðîâàííûé) ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

Òåïåðü âñïîìíèì, êàêèå äàííûå ïðèâåäåíû â óñëîâèè çàäà÷è. Â ðåàëüíîé æèçíè
ìû çíàåì, êîíå÷íî æå, íå ñèëó íàòÿæåíèÿ T0 â íèæíåé ÷àñòè âåðåâêè, à åå äëèíó
L, ïëîòíîñòü ρ = m/L, à òàêæå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè çàêðåïëåíèÿ A è B ïî
ãîðèçîíòàëè (l) è ïî âåðòèêàëè (h) (ðèñ. 43). Èìåííî ýòè ÷åòûðå ïàðàìåòðà äàíû â
óñëîâèè; âåëè÷èíó æå T0, âõîäÿùóþ â ïîñòîÿííóþ γ â ðåøåíèè (5.40), ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç íèõ. Ïîñìîòðèì, êàê ýòî äåëàåòñÿ.

Ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü s(y) äëÿ ðàññòîÿíèÿ, îòñ÷èòûâàåìîãî âäîëü âåðåâêè îò ñà-
ìîãî íèçà äî òåêóùåé âûñîòû y. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü óæå áûëà óñòàíîâëåíà íàìè â
ãëàâå 2 èç ðàññìîòðåíèÿ äèñêðåòíîé öåïî÷êè, îäíàêî ñåé÷àñ ìû âûâåäåì åå èç äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ó íàñ óæå åñòü ñîîòíîøåíèå (5.29), ñîäåðæàùåå ÿâíûì
îáðàçîì äëèíó ds áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà âåðåâêè. Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ðåøåíèå
(5.32) äëÿ cos α, íàéäåì:

gρds =
T 2

T0

dα ; (5.41)
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çàâèñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ T îò y äàåòñÿ ôîðìóëîé (5.31). Îñòàëîñü ñâÿçàòü ïðè-
ðàùåíèå dα ñ âûñîòîé dy íàøåãî ýëåìåíòà, ïîñëå ÷åãî ìîæíî áóäåò ïðîèíòåãðèðîâàòü
óðàâíåíèå (5.41). Äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèÿ (5.32) äàåò:

sin α · dα =
T0

T 2
gρdy .

Ñèíóñ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç y ïîñðåäñòâîì (5.32); ó ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè âåðåâêè
α > 0, è

sin α = +
√

1− cos2 α =
T0

T

√
2γy + (γy)2 .

Ïîäñòàâëÿÿ âñå â (5.41), ïîëó÷èì:

ds =
(1 + γy)dy√
2γy + (γy)2

.

Òàê êàê
(1 + γy)dy =

1

2γ
d

(
2γy + (γy)2

)
,

ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, è çàâèñèìîñòü s(y) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

s(y) =
1

γ

√
2γy + (γy)2 . (5.42)

Ôîðìóëà (5.42) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü çàäàííóþ â óñëîâèè äëèíó âåðåâêè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ T0. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷åê çàêðåïëåíèÿ A è B ïîñðåäñòâîì
(xA, yA) è (xB, yB). Òîãäà äëèíà âåðåâêè L, î÷åâèäíî, åñòü

L = s(yA) + s(yB) =
1

γ

[√
2(γyA) + (γyA)2 +

√
2(γyB) + (γyB)2

]
(5.43)

(ó âåðåâêè äâå ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñè y ÷àñòè). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî óñëî-
âèÿì çàêðåïëåíèÿ êîîðäèíàòû (xA, yA) è (xB, yB) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

xB − xA = l, yB − yA = h . (5.44)

Íàêîíåö, íå íóæíî çàáûâàòü, ÷òî x è y êîîðäèíàòû òî÷åê A, B óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ (5.40), êîòîðîå îïèñûâàåò ôîðìó âåðåâêè:

yA =
1

γ
[ch(γxA)− 1], yB =

1

γ
[ch(γxB)− 1] . (5.45)

Óðàâíåíèÿ (5.43), (5.44) è (5.45) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïÿ-
òè íåèçâåñòíûõ: ÷åòûðåõ êîîðäèíàò xA, yA, xB, yB òî÷åê çàêðåïëåíèÿ è, ñîáñòâåííî,
ïîñòîÿííîé γ, âõîäÿùåé â (5.40) è â (5.42). Îäíàêî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàííîé
ñèñòåìû ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ (5.45) ïðèâîäÿò ê òðàíñöåí-
äåíòíîìó óðàâíåíèþ.
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Âîò åùå îäèí ïðèìåð çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé íåâîçìîæíî äîâåñòè äî êîíöà.
Ïðàâäà òîò ôàêò, ÷òî ìû ïîëó÷èëè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôîðìó âåðåâêè, óæå ãîâî-
ðèò î ìíîãîì; òðóäíîñòü âîçíèêëà ëèøü íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå, êîãäà ìû ïûòà-
ëèñü ñîîòíåñòè ñ îáùèì ðåøåíèåì (5.40) ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ.
Ïðè æåëàíèè ñèñòåìó {(5.43), (5.44), (5.45)} ìîæíî áåç îñîáûõ ïðîáëåì ðåøèòü ÷èñ-
ëåííî íà êîìïüþòåðå. Êðîìå òîãî, ïîñòîÿííàÿ γ ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íî. Èçìåðèì ñèëó íàòÿæåíèÿ âåðåâêè â îäíîé èç äâóõ òî÷åê çàêðåïëåíèÿ, íàïðèìåð â
òî÷êå A (TA) � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îáû÷íîãî äèíàìîìåòðà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.31)
TA óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

TA

gρ
=

1

γ
+ yA .

Èçìåðÿÿ òàêæå äëèíó sA ëåâîé ÷àñòè âåðåâêè (îò îñíîâàíèÿ äî òî÷êè A) è èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (5.42), êîòîðîþ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

yA =
1

γ

[
−1 +

√
1 + (γsA)2

]
,

èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé íàéäåì èñêîìóþ âåëè÷èíó γ:

γ =
1√

(TA/gρ)2 − s2
A

.



Ïðèëîæåíèå

Ïðèâîæó çäåñü íåáîëüøóþ ïîäáîðêó èíòåðåñíûõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýëåìåí-
òàðíîì êóðñå ôèçèêè.54) Âñå îíè äîïóñêàþò ðåøåíèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîä-
íûõ; âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêîå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ðàçíîîáðàç-
íûì �îëèìïèàäíûì ïðèåìàì�. Çàäà÷è ïîçàèìñòâîâàíû ïðåèìóùåñòâåííî èç óñëîâèé
Âñåðîññèéñêèõ Îëèìïèàä è ñáîðíèêà �Êâàíò�. Îòäåëüíûå çàäà÷è (∗) ïðåäëîæåíû
êîëëåêòèâîì ïðåïîäàâàòåëåé ÂÔÒØ ïðè ÔÀËÒ ÌÔÒÈ.

1. Íà ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå æåëåçíîé äîðîãè ñòîÿëà ïëàòôîðìà ñ ãðóçîì. Íî÷üþ ê íåé
ïîäêðàëñÿ ïîõèòèòåëü, çàõâàòèâøèé ñ ñîáîé ëåãêèé è óïðóãèé ðåçèíîâûé øíóð. Ïðèâÿçàâ
îäèí êîíåö øíóðà ê ïëàòôîðìå, à âòîðîé ê ñâîåìó ïîÿñó, îí áðîñèëñÿ áåæàòü ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ v = 5 ì/ñ âäîëü æåëåçíîäîðîæíîãî ïîëîòíà. Óäàð... ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ
ïîõèòèòåëü î÷íóëñÿ, ëåæà íà ïëàòôîðìå, êîòîðàÿ äâèãàëàñü ñî ñêîðîñòüþ u = 9 ì/ñ. Âî
ñêîëüêî ðàç ìàññà ïëàòôîðìû ïðåâûøàëà ìàññó ïîõèòèòåëÿ? ×òî æå òàì âñå-òàêè ïðîèçî-
øëî, è â ÷åì áûëà îøèáêà ïîõèòèòåëÿ? Ñ÷èòàéòå, ÷òî áîòèíêè çëîäåÿ íå ïðîñêàëüçûâàëè,
à ïëàòôîðìà íå èñïûòûâàëà â õîäå äâèæåíèÿ çàìåòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

2. Äâà ìûëüíûõ ïóçûðÿ ñ ðàäèóñàìè r1 è r2 è ñ îäèíàêîâîé òåìïåðàòóðîé âîçäóõà âíóòðè
ñëèâàþòñÿ â îäèí. Ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà è êîëè÷åñòâî �âíóòðåííåãî� âîçäóõà íå èçìå-
íèëèñü. Íàéäèòå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ìûëüíîé âîäû, åñëè ðàäèóñ îáðàçîâàâøåãîñÿ
ïóçûðÿ ðàâåí r, à àòìîñôåðíîå äàâëåíèå p0.

3. Òîíêîå ïðîâîëî÷íîå êîëüöî ðàäèóñîì R íåñåò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä q. Â öåíòðå êîëüöà
ðàñïîëîæåí îäíîèìåííûé ñ q çàðÿä Q, ïðè÷åì Q À q. Îïðåäåëèòå ñèëó, ñ êîòîðîé ðàñòÿíó-
òî êîëüöî. Ïîñòàðàéòåñü ðåøèòü çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè: äèíàìè÷åñêèì è ýíåðãåòè÷åñêèì.

4.* Íåáîëüøóþ êàðòèíó òðåáóåòñÿ ïîäâåñèòü ê ñòåíå ñ ïîìîùüþ îäèíàðíîé âåðåâêè äëè-
íîé l, êîòîðàÿ êðåïèòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè êàðòèíû íà ðàññòîÿíèè x îò
âåðõíåãî åå êðàÿ. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó íèæíèì êðàåì êàðòèíû è ñòåíîé ðàâåí µ.
Êàêèì íóæíî âûáðàòü óãîë íàêëîíà êàðòèíû α, ÷òîáû îíà âèñåëà óñòîé÷èâî? Ñ÷èòàéòå
êàðòèíó òîíêîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíêîé ìàññîé m è âûñîòîé h.

5.* Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò áåç òðåíèÿ ñêîëüçèòü ïî ãîðèçîíòàëüíîìó ñòåðæíþ. Ñâåð-
õó ê áóñèíêå ïðèêðåïëåíà íåâåñîìàÿ ïðóæèíà æåñòêîñòüþ k, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîé íà-
õîäèòñÿ íà âûñîòå L íàä ñòåðæíåì. Îïðåäåëèòå ïåðèîä êîëåáàíèé òàêîãî ìàÿòíèêà. Êàê
áóäóò ðåàãèðîâàòü ïåðèîä è àìïëèòóäà êîëåáàíèé íà ïëàâíîå óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ L,

54)Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è â îñíîâíîì ïî ìåõàíèêå, òåðìîäèíàìèêå è ýëåêòðè÷å-
ñòâó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå çà 9-ûé è 10-ûé êëàññû ñïåöøêîëû.
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ïðîèçâîäèìîå ïðÿìî âî âðåìÿ êîëåáàíèé? Ñ÷èòàéòå, ÷òî L À L0 , ãäå L0 � äëèíà íåäåôîð-
ìèðîâàííîé ïðóæèíû (ïðóæèíà î÷åíü õîðîøî ðàñòÿãèâàåòñÿ).

6. Ê èäåàëüíîìó îäíîàòîìíîìó ãàçó, çàêëþ÷åííîìó âíóòðè ìàñëÿíîãî ïóçûðÿ, ïîäâîäèòñÿ
òåïëî. Íàéäèòå òåïëîåìêîñòü ãàçà (â ðàñ÷åòå íà îäèí ìîëü) â ýòîì ïðîöåññå, åñëè äàâëåíèåì
ñíàðóæè ïóçûðÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

7.* Ó âåëîñèïåäà ñ ðó÷íûìè òîðìîçàìè íà êàæäîì êîëåñå óñòàíîâëåíû äâå òîðìîçíûå
êîëîäêè, êîòîðûå âî âðåìÿ òîðìîæåíèÿ ïðèæèìàþòñÿ ê îáîäó êîëåñà. Ðàäèóñ îáîäà R
ïðèìåðíî ðàâåí ðàäèóñó âñåãî êîëåñà (âìåñòå ñ øèíîé), à êîëîäêè óñòàíîâëåíû â âåðõ-
íèõ òî÷êàõ êîëåñ. Êàêèå ñèëû äåéñòâóþò íà êîëåñî âî âðåìÿ òîðìîæåíèÿ? ×åìó ðàâåí
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó êîëîäêàìè è îáîäîì, åñëè ïîä äåéñòâèåì ñèë òðåíèÿ â òîðìî-
çàõ âåëîñèïåä çàìåäëÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì a (ïðè ðàáîòå îáîèõ òîðìîçîâ)? Êàæäàÿ êîëîäêà
ïðèæèìàåòñÿ ê îáîäó ñ ñèëîé F . Ìàññà êîëåñà ðàâíà m è ñîñðåäîòî÷åíà â òîíêîì îáîäå.
Ìàññà âåëîñèïåäà (âìåñòå ñ êîëåñàìè è âåëîñèïåäèñòîì) ðàâíà M . Ïðîñêàëüçûâàíèå ìåæ-
äó êîëåñàìè è äîðîãîé îòñóòñòâóåò. Ïðè êàêîì óñèëèè â ïåðåäíåì òîðìîçå âåëîñèïåäèñò
áóäåò ïåðåáðîøåí ÷åðåç ðóëü? Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ äîëæåí äâèãàòüñÿ âåëîñè-
ïåä, ÷òîáû ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè? Ñ÷èòàéòå, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû ðàñïîëîæåí íà óðîâíå
òîðìîçíûõ êîëîäîê è íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò îáîèõ êîëåñ. Äèàìåòð êîëåñà ðàâåí d, à
ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè ñîñòàâëÿåò L = 3d/2.

8. Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ïîïàäàåò â ñðåäó, ãäå íà íåå äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè. Äî ïîëíîé îñòàíîâêè ÷àñòèöà ïðîõîäèò ïóòü s = 10 ñì. Åñëè â
ñðåäå èìååòñÿ íåêîòîðîå ìàãíèòíîå ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñêîðîñòè ÷àñòèöû, îíà ïðè òîé
æå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè l = 6 ñì îò òî÷êè âõîäà â ñðåäó.
Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè âõîäà ÷àñòèöà îñòàíîâèëàñü áû, åñëè áû ïîëå áûëî â äâà
ðàçà ñëàáåå? Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ìàãíèòíîìó ïîëþ, îòäåëüíî ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì � âäîëü íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû è
ïåðïåíäèêóëÿðíî åé.

9. Ïî ðåêå ñî ñêîðîñòüþ v ïëûâóò ìåëêèå ëüäèíû, êîòîðûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî
ïîâåðõíîñòè âîäû, ïîêðûâàÿ åå n-þ ÷àñòü. Â íåêîòîðîì ìåñòå ðåêè îáðàçîâàëñÿ çàòîð. Â
çàòîðå ëüäèíû ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò ïîâåðõíîñòü âîäû, íå íàãðîìîæäàÿñü äðóã íà äðóãà.
Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ðàñòåò ãðàíèöà ñïëîøíîãî ëüäà? Êàêàÿ ñèëà äåéñòâóåò íà îäèí ìåòð
ëåäÿíîé ãðàíèöû ìåæäó âîäîé è ñïëîøíûì ëüäîì â çàòîðå ñî ñòîðîíû îñòàíàâëèâàþùèõñÿ
ëüäèí? Ïëîòíîñòü ëüäà ρ = 910 êã/ì3, òîëùèíà h = 20 ñì, ñêîðîñòü ðåêè v = 0, 72 êì/÷,
ïëûâóùèå ëüäèíû ïîêðûâàþò îäíó äåñÿòóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè âîäû (n = 10).

10.* Ãàçîííàÿ ïîëèâàëêà èçãîòîâëåíà èç èçîãíóòîé òðóáêè, íàñàæåííîé øàðíèðíî â ñå-
ðåäèíå íà âåðòèêàëüíóþ òðóáó, ïî êîòîðîé ïîäàåòñÿ âîäà. Ïîä äåéñòâèåì ðåàêòèâíîé ñèëû
òðóáêà âðàùàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ðàçáðûçãèâàÿ âîäó ðàâíîìåðíî âî âñå ñòî-
ðîíû. ×åìó ðàâåí ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ â îñè òðóáêè, åñëè óñòàíîâèâøàÿñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü
åå âðàùåíèÿ (ïðè äàííîì íàïîðå âîäû) ðàâíà ω? Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âîäû âíóòðè òðóáêè
v, ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òðóáêè S. Ñòðóè âîäû âûáðàñûâàþòñÿ ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè
ðàäèóñîì R, âäîëü êîòîðîé âðàùàþòñÿ ñîïëà. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü ïîòåðü íà òðåíèå â îñè
òðóáêè?

11. Àíãëèéñêèé ôèçèê Ó. Òîìñîí ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ îòîïèòåëüíóþ ñèñòåìó. Â òîïêå
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ïðè òåìïåðàòóðå T1 ñæèãàåòñÿ òîïëèâî. Âûäåëÿþùååñÿ òåïëî ïðèâîäèò â äåéñòâèå äâèãà-
òåëü D, îòäàþùèé èçáûòîê òåïëà îòàïëèâàåìîìó ïîìåùåíèþ, â êîòîðîì ïîääåðæèâàåòñÿ
òåìïåðàòóðà T2 < T1. Äâèãàòåëü ïðèâîäèò â äåéñòâèå õîëîäèëüíóþ ìàøèíó C, îòáèðàþùóþ
òåïëî îò ãðóíòîâûõ âîä ñ òåìïåðàòóðîé T3 < T2, îòäàâàÿ åãî îòàïëèâàåìîìó ïîìåùåíèþ.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî äâèãàòåëü è õîëîäèëüíèê ðàáîòàþò ïî öèêëó Êàðíî, à ðàáî÷èì âåùåñòâîì
ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûé ãàç, îïðåäåëèòå òåïëî, ïåðåäàâàåìîå îòàïëèâàåìîìó ïîìåùåíèþ çà
åäèíèöó âðåìåíè. Â òîïêå çà åäèíèöó âðåìåíè âûäåëÿåòñÿ òåïëî q.

12.* Â ñîâðåìåííûõ âèäåîìàãíèòîôîíàõ ïðè ïåðåìîòêå êàññåòû èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà àâòî-
ìàòè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ êàòóøåê êàññåòû. Äàííàÿ ñèñòåìà íå äîïóñêà-
åò ïðåâûøåíèÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ Ωmax äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè
ðàçìàòûâàåìîé êàòóøêè. ×òîáû âûïîëíèòü ýòî òðåáîâàíèå, äâèãàòåëü íà ðîòîðå íàìàòûâà-
þùåé êàòóøêè ïëàâíûì îáðàçîì óìåíüøàåò óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ îò ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ωmax äî íóëÿ. Ïî êàêîìó çàêîíó ω(t) íóæíî èçìåíÿòü óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
íàìàòûâàþùåé êàòóøêè â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ÷òîáû ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðåìîòêè
êàññåòû (èç èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ) áûëà ìèíèìàëüíîé? Ñ÷èòàéòå, ÷òî Ωmax = ωmax = 40π
ðàä/ñ, ðàäèóñ �ïîëíîé� êàòóøêè R1 = 10

√
15 ìì, ðàäèóñ áàðàáàíà �ïóñòîé� êàòóøêè R2 = 10

ìì, à òîëùèíà ïëåíêè b = 20 ìêì. Îïðåäåëèòå òàêæå ïðîäîëæèòåëüíîñòü T âñåé ïåðåìîò-
êè è àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ êàòóøåê êàññåòû îò âðåìåíè.

13. Ðàáî÷åå âåùåñòâî òåïëîâîé ìàøèíû ñîâåðøàåò öèêë Êàðíî ìåæäó èçîòåðìàìè T è
T1 (T1 > T ). Õîëîäèëüíèêîì ÿâëÿåòñÿ ðåçåðâóàð, òåìïåðàòóðà êîòîðîãî ïîñòîÿííà è ðàâ-
íà T2 = 200 Ê, ïðè÷åì T2 < T . Òåïëîîáìåí ìåæäó ðàáî÷èì âåùåñòâîì è õîëîäèëüíèêîì
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì òåïëîïðîâîäíîñòè. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, îòäàâàåìîå â åäè-
íèöó âðåìåíè ãàçîì ñ èçîòåðìû T õîëîäèëüíèêó, ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçíîñòè òåìïåðàòóð:
q = α · (T −T2), ãäå α = 1 êÂò/Ê. Òåïëîîáìåí ðàáî÷åãî âåùåñòâà ñ íàãðåâàòåëåì ïðîèñõîäèò
íåïîñðåäñòâåííî ïðè T1 = 800 Ê. Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü èçîòåðìè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ îäèíàêîâà, à àäèàáàòè÷åñêèõ âåñüìà ìàëà, íàéäèòå òåìïåðàòóðó õîëîäíîé èçîòåðìû
T , ïðè êîòîðîé ìîùíîñòü N òåïëîâîé ìàøèíû íàèáîëüøàÿ. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ ìîù-
íîñòü òåïëîâîé ìàøèíû.

14. Ìåòàëëè÷åñêàÿ ñôåðà ðàäèóñîì a, óäàëåííàÿ îò äðóãèõ ïðåäìåòîâ, çàçåìëåíà ÷åðåç
ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R. Íà ñôåðó íàëåòàåò ïó÷îê ýëåêòðîíîâ, ñêîðîñòü êîòîðûõ âäàëè
îò ñôåðû áûëà v. Â ñåêóíäó íà ñôåðó ïîïàäàþò n ýëåêòðîíîâ. ×åìó ðàâåí óñòàíîâèâøèéñÿ
çàðÿä ñôåðû? Êàêèå êîëè÷åñòâà òåïëîòû âûäåëÿþòñÿ íà ñôåðå è ðåçèñòîðå çà åäèíèöó
âðåìåíè?

15. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà âîçäóøíîãî øàðà îáúåìà V , åñëè îòíîñèòåëüíàÿ
âëàæíîñòü àòìîñôåðíîãî âîçäóõà óâåëè÷èòñÿ íà ∆ϕ? Äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà âëàæíîãî
âîçäóõà îñòàëèñü ïðè ýòîì íåèçìåííûìè. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü íàñûùåííîãî ïàðà âîäû
ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå ðàâíà ρ∗. Ìîëÿðíàÿ ìàññà ñóõîãî âîçäóõà µ = 29 ã/ìîëü. Âîçäóõ
øàðà íå ñîîáùàåòñÿ ñ àòìîñôåðîé.

16. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñîñòîèò èç âàêóóìíîãî êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ C, ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïëàñòèíàìè êîòîðîãî d, è êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè. Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé
êîíòóðà ðàâíà ω0. Êàêîé áóäåò ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, åñëè ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà
ïîìåñòèòü ñâîáîäíóþ òî÷å÷íóþ ÷àñòèöó ìàññîé m, èìåþùóþ çàðÿä q? Â õîäå êîëåáàíèé
÷àñòèöà íå äîëåòàåò äî ïëàñòèí, ñèëà òÿæåñòè îòñóòñòâóåò. Âëèÿíèåì ÷àñòèöû íà ðàñïðå-
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äåëåíèå çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòè ïëàñòèí, à òàêæå êðàåâûìè ýôôåêòàìè, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
(ò.å. ïîëå â êîíäåíñàòîðå îäíîðîäíîå).

17.* Àâòîìîáèëüíîå êîëåñî îáúåìîì V íàêà÷èâàåòñÿ ïîðøíåâûì íàñîñîì ÷åðåç çàïèðà-
þùèé êëàïàí. Íàñîñ, èìåþùèé ðàáî÷èé îáúåì v, çàáèðàåò àòìîñôåðíûé âîçäóõ ñ äàâëå-
íèåì p0. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñæàòèå âîçäóõà ïðîèñõîäèò àäèàáàòè÷åñêè, îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî
öèêëîâ íàêà÷êè, íåîáõîäèìîå äëÿ óâåëè÷åíèÿ èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ â êîëåñå îò ∆p1 = 0
äî ∆p2 = αp0, ãäå α > 0. Ïîëó÷èòå ÷èñëîâîé îòâåò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà V/v = 50, α = 2.
Îáúåìîì ñîåäèíèòåëüíîãî øëàíãà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

18. Ðåàêöèþ ñèíòåçà òÿæåëîãî è ñâåðõòÿæåëîãî èçîòîïîâ âîäîðîäà (H2 + H3 = n1 + He4)
èçó÷àþò, íàïðàâëÿÿ óñêîðåííûå äî ýíåðãèè ED = 2 Ìýâ èîíû äåéòåðèÿ íà òðèòèåâóþ
ìèøåíü. Äåòåêòîð ðåãèñòðèðóåò íåéòðîíû, âûëåòàþùèå ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ
ïó÷êà äåéòðîíîâ. Îïðåäåëèòå ýíåðãèþ ðåãèñòðèðóåìûõ íåéòðîíîâ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì,
÷òî âûäåëÿþùàÿñÿ â ðåàêöèè ýíåðãèÿ W = 14 Ìýâ ïîëíîñòüþ ïåðåõîäèò â êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ îáðàçóþùèõñÿ ÷àñòèö.

19. Îöåíèòå, ñêîëüêî ñòîëêíîâåíèé ìîëåêóë àçîòà äðóã ñ äðóãîì ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ
τ = 1 ñ â îáúåìå V = 1 ñì3 âîçäóõà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ (t = 20o Ñ, p = 105 Ïà).
Ñ÷èòàéòå, ÷òî ìàññîâûå äîëè àçîòà è êèñëîðîäà â âîçäóõå ðàâíû α1 = 76% è α2 = 24%.
Ðàäèóñ ìîëåêóë àçîòà ðàâåí r = 1, 8 · 10−8 ñì.

20.* Äâå ïðÿìîëèíåéíûå àâòîñòðàäû ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì α. Íà ïåðâîé àâòîñòðàäå
íà ðàññòîÿíèè l1 îò ïåðåêðåñòêà ñòîèò ìàøèíà, êîòîðàÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íà-
÷èíàåò äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó ïåðåêðåñòêà ñ óñêîðåíèåì ~a1. Â òîò æå ñàìûé ìîìåíò äðóãàÿ
ìàøèíà, íàõîäÿùàÿñÿ íà âòîðîé àâòîñòðàäå íà ðàññòîÿíèè l2 îò ïåðåêðåñòêà, íà÷èíàåò ðàç-
ãîíÿòüñÿ â ñòîðîíó ïåðåêðåñòêà ñ óñêîðåíèåì ~a2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå
áóäåò äîñòèãíóòî ìåæäó ìàøèíàìè â õîäå èõ äâèæåíèÿ.

21.* Ìåòåîðèò âëåòàåò â âåðõíèå ñëîè àòìîñôåðû ñî ñêîðîñòüþ v0 = 20 êì/ñ. Òåìïåðà-
òóðà åãî ëîáîâîé ïîâåðõíîñòè âñêîðå âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå T = 1500 Ê. Ïóñòü
a, b, c � äîëè ìîëåêóë (ìîëÿðíûå), êîòîðûå ñòàëêèâàþòñÿ ñ ìåòåîðèòîì àáñîëþòíî óïðóãî
(a), àáñîëþòíî íåóïðóãî (b), è îòëåòàþò îò ìåòåîðèòà ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òåìïåðàòóðå ëîáîâîé ïîâåðõíîñòè (c). Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìåòåîðèòà
S = 10 ì2. Íàéäèòå ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùóþ íà ìåòåîðèò. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âîçäóõ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè àòìîñôåðû ñîñòîèò èñêëþ÷èòåëüíî èç àçîòà, åãî ïëîò-
íîñòü ρ = 0, 01 êã/ì3, à ñêîðîñòü ìåòåîðèòà íå óñïåâàåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòüñÿ è ðàâíà
v0.

22.* Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ èçìåíÿåìûì óãëîì íàêëîíà α íàõîäèòñÿ îäíîðîäíûé áðó-
ñîê, èìåþùèé ôîðìó ïàðàëëåëåïèïåäà. Âûñîòà áðóñêà ðàâíà b, åãî äëèíà � a, øèðèíà (â
íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ðèñóíêà) ïðîèçâîëüíàÿ. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ áðóñêà è íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ µ. Èññëåäóéòå âîçìîæíûå äâèæåíèÿ
áðóñêà, êîòîðûå âîçíèêíóò ïðè ïëàâíîì óâåëè÷åíèè óãëà α, â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ïàðàìåòðàìè a, b, µ.

23.* Â ìåòðî ïðè ïîäõîäå ê ýñêàëàòîðó îáðàçóåòñÿ î÷åðåäü. Ïëîòíîñòü ëþäåé âäîëü î÷åðåäè
âäâîå áîëüøå, ÷åì âäîëü ýñêàëàòîðà. Êðîìå òîãî, ïîïåðåê î÷åðåäè â ñðåäíåì ïåðåäâèãàþòñÿ
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4 ÷åëîâåêà, òîãäà êàê íà âñþ øèðèíó ýñêàëàòîðà âñåãäà ïðèõîäèòñÿ îäèí ÷åëîâåê (ýñêà-
ëàòîð ðàáîòàåò íà ïîäúåì). Íàéäèòå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëþäåé â î÷åðåäè, åñëè ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ýñêàëàòîðà ðàâíà 1 ì/ñ.

24. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñîñòîèò èç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L = 1 Ãí è ñîïðîòèâëåíèåì
R = 1 Îì è êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ C = 1 ìêÔ. Êîíäåíñàòîð íåèäåàëåí � ñîïðîòèâëåíèå åãî
èçîëÿöèè Rx êîíå÷íî. Ïðè êàêîé âåëè÷èíå Rx â êîíäåíñàòîðå âûäåëèòñÿ k = 2/3 íà÷àëü-
íîé ýíåðãèè êîíòóðà? Óêàçàíèå: ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ êîíòóðà çàòóõàíèå
êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ìàëûì (ò.å. çà âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó êîëåáàíèé, çàòóõàíèåì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü).

25.* Ïîä êîëîêîëîì âàêóóìíîãî íàñîñà íàõîäèòñÿ ñòàêàí ñ âîäîé. Ìàññà âîäû â ñòàêàíå
ðàâíà m, à ïðîñòðàíñòâî âíóòðè êîëîêîëà çàïîëíåíî âîäÿíûì ïàðîì. Ïðè îòêà÷êå ïàðîâ
âîäû ñî ñêîðîñòüþ Q (ë/ìèí) ïëîòíîñòü (äàâëåíèå) ïàðîâ ïîä êîëîêîëîì îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé âñëåäñòâèå èñïàðåíèÿ æèäêîñòè èç ñòàêàíà. Òåìïåðàòóðà â ñèñòåìå ïîääåðæèâàåòñÿ
ïîñòîÿííîé è ðàâíà T . Äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ âîäû ïðè òåìïåðàòóðå T ñîñòàâëÿ-
åò p∗. Îïðåäåëèòå, ÷åðåç êàêîå âðåìÿ âñÿ âîäà èç ñòàêàíà èñïàðèòñÿ, åñëè èíòåíñèâíîñòü
èñïàðåíèÿ G (êã/ìèí) ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ìåæäó ôàêòè÷åñêèì äàâëåíèåì ïàðîâ
íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû è äàâëåíèåì íàñûùåííûõ ïàðîâ âîäû ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå, ò.å.
G = α · (p∗ − p), ãäå α � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

26.* Îöåíèòå ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü, êîòîðóþ äîëæåí ðàçâèâàòü ìîòîð êðåñåëüíîãî ãîð-
íîëûæíîãî ïîäúåìíèêà. Òðîñ ïîäúåìíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå
ëèíèè, âäîëü îäíîé èç êîòîðûõ êðåñëà ïîäíèìàþòñÿ â ãîðó, à âäîëü äðóãîé âîçâðàùàþòñÿ
âíèç (òðîñ îáðàçóåò çàìêíóòóþ ïåòëþ). Ïåðåïàä âûñîò ìåæäó êîíöàìè ïîäúåìíèêà h = 0.5
êì, äëèíà ëèíèè l = 2 êì, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òðîñà v = 10 êì/÷. Îáùåå ÷èñëî êðåñåë
ðàâíî 100, ò.å. îäíîâðåìåííî ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ ïî N = 50 êðåñåë (òðîñ íå ïðîãè-
áàåòñÿ ïîä òÿæåñòüþ êðåñåë áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ
îïîð). Ñðåäíÿÿ ìàññà ãîðíîëûæíèêà ñ ýêèïèðîâêîé m = 100 êã, îáùèé ÊÏÄ ìåõàíèçìîâ
ïîäúåìíèêà η = 90%. Êàêîå óñèëèå äîëæåí âûäåðæèâàòü òðîñ íà ðàñòÿæåíèå? Ïî÷åìó
äëÿ ðàñ÷åòà íå íóæíî çíàòü ìàññó êðåñåë è òðîñà? Èçìåíèòñÿ ëè çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîé
ìîùíîñòè, åñëè ïðè íåèçìåííîì âçàèìíîì ïîëîæåíèè êîíöîâ ïîäúåìíèêà è òîì æå ñàìîì
ðàññòîÿíèè ìåæäó ñîñåäíèìè êðåñëàìè ïîìåíÿåòñÿ ôîðìà ëèíèè (ò.å. ôîðìà ñêëîíà ãîðû)?

27. Äèýëåêòðèê ñîñòîèò èç ìîëåêóë, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ
çàðÿäîâ +q è −q, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè λ äðóã îò äðóãà. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå λ
çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E, äåéñòâóþùåãî íà çàðÿäû, ïî çàêîíó kλ(E) = qE, ãäå
k � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò. Îïðåäåëèòå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E âíóòðè
áåñêîíå÷íîé ïëèòû èç òàêîãî äèýëåêòðèêà, âíåñåííîé âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëå ñ íàïðÿ-
æåííîñòüþ E0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñèëîâûì ëèíèÿì. Êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë â äèýëåêòðèêå
ðàâíà n.

28.* Ãðàìïëàñòèíêà ïðè ïðîèãðûâàíèè âðàùàåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ν = 33 îá/ìèí. Êàê äîëæíà
ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà ïëîòíîñòü çàïèñè íà äîðîæêå òàêîé ïëàñòèíêè? Ïîä
ïëîòíîñòüþ çàïèñè çâóêîâîãî ñèãíàëà îáû÷íî ïîíèìàþò îòíîøåíèå äëèòåëüíîñòè ìàëîãî
ôðàãìåíòà çàïèñè ∆t ê ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëîé äëèíå ó÷àñòêà íîñèòåëÿ ∆s, íà êîòîðîé
ýòîò ôðàãìåíò çàïèñàí. Êàêîâà äîëæíà áûòü ïëîòíîñòü çàïèñè (â ñðàâíåíèè ñ îáû÷íîé
ïëàñòèíêîé) ó ïëàñòèíêè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ïðîèãðûâàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ν = 45 îá/ìèí?
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29. È êàêîé æå ðóññêèé íå ëþáèò áûñòðîé åçäû?... Æèë-áûë îäèí íîâûé ðóññêèé, è áûëè ó
íåãî êðàñèâûå Æèãóëè, íà êîòîðûõ åìó óäàâàëîñü ðàçîãíàòüñÿ ïî ðîâíîé ãîðèçîíòàëüíîé
äîðîãå òîëüêî äî v1 = 200 êì/÷. È òîãäà îí ðåøèë ïîñòàâèòü íà íèõ ìîòîð îò êàêîé-
íèáóäü èíîìàðêè. Â áëèæàéøåì àâòîñåðâèñå åãî ïðîñüáó óäîâëåòâîðèëè, ïîñòàâèâ ìîòîð
îò Çàïîðîæöà. Ïîñëå ýòîãî äàæå íà ðîâíîé ãîðèçîíòàëüíîé äîðîãå ïðè âñåì ñòàðàíèè îí
ñìîã âûæàòü ëèøü v2 = 100 êì/÷, ÷åì áûë îáåñêóðàæåí è ïîñïåøèë â àâòîñåðâèñ áîëåå
âûñîêîãî óðîâíÿ, ê êîòîðîìó âåëà óõîäÿùàÿ ââåðõ äëèííàÿ ðîâíàÿ ïðÿìàÿ äîðîãà. Õîòÿ
ìîòîð ðàáîòàë íà ïîëíóþ êàòóøêó, àâòîìîáèëü ïîëç â ãîðó ñî ñêîðîñòüþ v3 = 50 êì/÷.
Ïîäúåõàâ ê àâòîñåðâèñó, íîâûé ðóññêèé áûë òàê âîçìóùåí, ÷òî, âûêëþ÷èâ ìîòîð, çàáûë
ïîñòàâèòü ìàøèíó íà òîðìîç. Äî êàêîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè v ñìîã áû ðàçîãíàòüñÿ åãî
àâòîìîáèëü, äâèãàÿñü ñ ãîðêè âíèç, åñëè áû íå âðåçàëñÿ â ñàðàé? Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîç-
äóõà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ. Òðåíèå â îñÿõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.
Ñ÷èòàéòå, ÷òî ìàññà íîâîãî ðóññêîãî ïîêà åùå ìíîãî ìåíüøå ìàññû åãî àâòîìîáèëÿ.

30. Âåðòèêàëüíûé òåïëîèçîëèðîâàííûé ñîñóä, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ îäíîàòîìíûé ãàç, çà-
êðûò ïîðøíåì ìàññû M . Â ñîñóäå âêëþ÷àþò íàãðåâàòåëü ìîùíîñòüþ P , è ïîðøåíü íà÷è-
íàåò ìåäëåííî äâèãàòüñÿ ââåðõ. Çà êàêîå âðåìÿ îí ïîäíèìàåòñÿ íà âûñîòó H îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ? Òåïëîåìêîñòüþ ïîðøíÿ, òðåíèåì è äàâëåíèåì àòìîñôåðû ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

31. Äâå ìåòàëëè÷åñêèå ñôåðû ðàäèóñîì r êàæäàÿ óäàëåíû äðóã îò äðóãà íà áîëüøîå ðàññòî-
ÿíèå è ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì î÷åíü òîíêèì ïðîâîäíèêîì, â ðàçðûâ êîòîðîãî âêëþ÷åíà
êàòóøêà èíäóêòèâíîñòüþ L. Íà îäíó èç ñôåð ïîìåùàþò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä. ×åðåç êàêîå
âðåìÿ çàðÿä ýòîé ñôåðû óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà? ×åðåç êàêîå âðåìÿ çàðÿä ñòàíåò òàêèì
æå, êàê â ïåðâûé ìîìåíò?

32.* Öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ ñ èäåàëüíûì ãàçîì, çàäàííûé â ïëîñêîñòè (p − V ) óðàâíåíè-
åì (

p− p0

p0

)2

+
(

V − V0

V0

)2

=
1
4

,

ðàçäåëåí èçîõîðîé V = V0 è èçîáàðîé p = p0 íà ÷åòûðå çàìêíóòûõ öèêëà (â âèäå ÷åòâåð-
òóøåê îò îêðóæíîñòè). ÊÏÄ ýòèõ öèêëîâ ðàâíû η1, η2, η3, η4, ñîîòâåòñòâåííî; âñå öèêëû
îáõîäÿòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Îïðåäåëèòå ÊÏÄ èñõîäíîãî öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Öåëü äàííîãî êóðñà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äîñòèãíóòîé, åñëè ïî åãî ïðî÷òåíèè âû ñó-
ìååòå ðåøèòü íàèáîëåå ñëîæíûå çàäà÷è èç äàííîãî ñïèñêà äâóìÿ ñïîñîáàìè: îãðàíè-
÷èâøèñü òîëüêî �ýëåìåíòàðíûìè� ñðåäñòâàìè øêîëüíîé ôèçèêè, è èñïîëüçóÿ ïðîèç-
âîäíûå.


