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Лекция 1. Подпространства линейных пространств

1.1. Операции над множествами векторов

Определение (операции над множествами векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K.

1. Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Обозначим:

Q1 +Q2 = {x1 + x2 : x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2} =
{

y : ∃x1∃x2(x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2 ∧ y = x1 + x2)
}

.

2. Пусть: λ ∈ K, Q ⊆ L. Обозначим:

λQ = {λx : x ∈ Q} =
{

y : ∃x(x ∈ Q ∧ y = λx)
}

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть Q1, Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1 +Q2 — подпростран-

ство пространства L.
2. Пусть: r1, r2 ∈ N, x1, . . . , xr1, y1, . . . , yr2 ∈ L. Тогда:

L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2) = L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).

3. Пусть: Q1, Q2 — подпространства пространства L, dim(Q1), dim(Q2) 6= +∞. Тогда
dim(Q1 +Q2) 6 dim(Q1) + dim(Q2).

4. Пусть: r ∈ Z, r > 2, Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L. Тогда: Qk ⊆
Q1 + · · ·+Qr при k = 1, r.

5. Пусть: Q1 — подпространство пространства L, Q2 ⊆ Q1, Q2 6= ∅. Тогда Q1+Q2 =
Q1.

Доказательство.
1. Очевидно, Q1 +Q2 ⊆ L. Так как Q1, Q2 6= ∅, то Q1 +Q2 6= ∅.

Пусть x, y ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, y1, y2, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2, y1 ∈ Q1, y2 ∈ Q2, y = y1 + y2. Следовательно:

x+ y = (x1 + x2) + (y1 + y2) = (x1 + y1) + (x2 + y2) ∈ Q1 +Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2. Следовательно:

λx = λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 ∈ Q1 +Q2.

Итак, Q1 +Q2 — подпространство пространства L.
2. Пусть u ∈ L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2). Тогда существуют векторы u1, u2, удо-

влетворяющие условиям: u1 ∈ L(x1, . . . , xr1), u2 ∈ L(y1, . . . , yr2), u = u1 + u2. Так как
u1 ∈ L(x1, . . . , xr1), то существуют числа α1, . . . , αr1 ∈ K, удовлетворяющие условию
u1 = α1x1 + · · · + αr1xr1 . Так как u2 ∈ L(y1, . . . , yr2), то существуют числа β1, . . . , βr2 ∈ K,
удовлетворяющие условию u2 = β1y1 + · · ·+ βr2yr2 . Тогда:

u = u1 + u2 = (α1x1 + · · ·+ αr1xr1) + (β1y1 + · · ·+ βr2yr2) =

= α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 ∈ L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).

Пусть u ∈ L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2). Тогда существуют числа α1, . . . , αr1 , β1, . . . , βr2 ∈
K, удовлетворяющие условию u = α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 . Следовательно:

u = α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 =

= (α1x1 + · · ·+ αr1xr1) + (β1y1 + · · ·+ βr2yr2) ∈ L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2).
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3. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Пусть N1, N2 6= 0. Так как N1 ∈ N, то су-
ществуют векторы e1, . . . , eN1 , удовлетворяющие условию e1, . . . , eN1 — базис подпростран-
ства Q1. Так как N2 ∈ N, то существуют векторы f1, . . . , fN2 , удовлетворяющие условию
f1, . . . , fN2 — базис подпространства Q2. Тогда:

dim(Q1 +Q2) = dim
(

L(e1, . . . , eN1) + L(f1, . . . , fN2)
)

= dim
(

L(e1, . . . , eN1 , f1, . . . , fN2)
)

=

= rank
(

{e1, . . . , eN1 , f1, . . . , fN2}
)

6 N1 +N2.

Пусть N1 = 0. Тогда Q1 = {θ}. Следовательно:

dim(Q1 +Q2) = dim(Q2) = dim(Q1) + dim(Q2).

Пусть N2 = 0. Тогда Q2 = {θ}. Следовательно:

dim(Q1 +Q2) = dim(Q1) = dim(Q1) + dim(Q2).

4. Фиксируем номер k = 1, r. Пусть x ∈ Qk. Обозначим: yk = x, ym = θ при: m = 1, r,
m 6= k. Тогда: y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, x = y1 + · · · + yr. Следовательно, x ∈ Q1 + · · · + Qr.
Итак, Qk ⊆ Q1 + · · ·+Qr.

5. Пусть x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1+x2. Так как: x2 ∈ Q2, Q2 ⊆ Q1, то x2 ∈ Q1. Тогда: x = x1+x2 ∈ Q1.

Пусть x ∈ Q1. Так как Q2 6= ∅, то существует вектор x2, удовлетворяющий условию
x2 ∈ Q2. Так как Q2 ⊆ Q1, то x2 ∈ Q1. Тогда: x =

(

x+ (−x2)
)

+ x2 ∈ Q1 +Q2.

1.2. Линейно независимые подпространства, прямая сумма подпро-

странств

Определение (линейно независимые подпространства, прямая сумма подпространств).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N, Q1, . . . , Qr —
подпространства пространства L.

1. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, если:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr

(

x1 + · · ·+ xr = θ =⇒ x1 = θ ∧ · · · ∧ xr = θ
)

.

2. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Обозначим,
r
⊕

k=1

Qk =

r
∑

k=1

Qk. Будем говорить, что
r
⊕

k=1

Qk — прямая сумма подпространств Q1, . . . , Qr.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q — подпро-
странство пространства L. Очевидно, Q — линейно независимое подпространство.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈
Z, r > 2, Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L. Подпространства Q1, . . . , Qr

линейно независимы тогда и только тогда, когда:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr∀y1 ∈ Q1 · · · ∀yr ∈ Qr
(

x1 + · · ·+ xr = y1 + · · ·+ yr =⇒ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xr = yr
)

.



1.2. Линейно независимые подпространства, прямая сумма подпространств 5

Доказательство. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Пусть: x1 ∈
Q1, . . . , xr ∈ Qr, y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = y1 + · · · + yr. Тогда: x1 − y1 ∈
Q1, . . . , xr−yr ∈ Qr, (x1−y1)+· · ·+(xr−yr) = θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые
подпространства, то: x1 − y1 = θ, . . . , xr − yr = θ. Тогда: x1 = y1, . . . , xr = yr.

Пусть:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr∀y1 ∈ Q1 · · · ∀yr ∈ Qr
(

x1 + · · ·+ xr = y1 + · · ·+ yr =⇒ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xr = yr
)

.

Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = θ. Обозначим, y1, . . . , yr = θ. Тогда: x1 ∈
Q1, . . . , xr ∈ Qr, y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, x1 + · · ·+ xr = y1 + · · ·+ yr. Следовательно: x1 = y1 =
θ, . . . , xr = yr = θ. Итак, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L. Подпространства Q1, Q2 линейно независимы
тогда и только тогда, когда Q1 ∩Q2 = {θ}.

Доказательство. Пусть Q1, Q2 — линейно независимые подпространства. Так как: θ ∈ Q1,
θ ∈ Q2, то θ ∈ Q1 ∩Q2. Пусть x ∈ Q1 ∩Q2. Тогда: x ∈ Q1, x ∈ Q2. Следовательно: x ∈ Q1,
−x ∈ Q2, x+(−x) = θ. Так как Q1, Q2 — линейно независимые подпространства, то x = θ.
Итак, Q1 ∩Q2 = {θ}.

Пусть Q1∩Q2 = {θ}. Пусть: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x1+x2 = θ. Тогда: x1 ∈ Q1, x1 = −x2 ∈ Q2;
x2 = −x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2. Следовательно: x1 ∈ Q1∩Q2, x2 ∈ Q1∩Q2. Так как Q1∩Q2 = {θ},
то: x1 = θ, x2 = θ. Итак, Q1, Q2 — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ Z,
r > 2.

1. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, r0 =
1, r − 1, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0. Тогда Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые
подпространства.

2. Пусть: r0 = 1, r − 1, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0, Qk1 , . . . , Qkr0
— линейно неза-

висимые подпространства пространства L, Qm = {θ} при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}.
Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

3. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, σ ∈
Sr. Тогда Qσ(1), . . . , Qσ(r) — линейно независимые подпространства.

Доказательство.
1. Пусть: x1 ∈ Qk1 , . . . , xr0 ∈ Qkr0

, x1 + · · ·+ xr0 = θ. Обозначим: yk1 = x1, . . . , ykr0 = xr0 ,

ym = θ при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда: y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, y1+ · · ·+yr = θ. Так как
Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то y1, . . . , yr = θ. Тогда: x1 = yk1 =
θ, . . . , xr0 = ykr0 = θ. Итак, Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпространства.

2. Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = θ. Фиксируем номер: m = 1, r, m /∈
{k1, . . . , kr0}. Так как: xm ∈ Qm, Qm = {θ}, то xm = θ. Тогда: xk1 ∈ Qk1 , . . . , xkr0 ∈ Qkr0

,
xk1 + · · · + xkr0 = θ. Так как Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпространства, то
xk1 , . . . , xkr0 = θ. Итак, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

3. Пусть: x1 ∈ Qσ(1), . . . , xr ∈ Qσ(r), x1+ · · ·+xr = θ. Тогда: xσ−1(1) ∈ Q1, . . . , xσ−1(r) ∈ Qr,
xσ−1(1) + · · ·+ xσ−1(r) = θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то
xσ−1(1), . . . , xσ−1(r) = θ. Тогда x1, . . . , xr = θ. Итак, Qσ(1), . . . , Qσ(r) — линейно независимые
подпространства.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ Z, r > 2,
k0 = 1, r, Qk0 — подпространство пространства L, Qm = {θ} при: m = 1, r, m 6= k0. Так
как: Qk0 — линейно независимое подпространство, Qm = {θ} при: m = 1, r, m 6= k0, то
Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ Z,
r > 2, N1, . . . , Nr ∈ N.

1. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L;
xk,1, . . . , xk,Nk

— линейно независимые векторы подпространства Qk при k = 1, r. Тогда
x1,1, . . . , x1,N1 , . . . , xr,1, . . . , xr,Nr

— линейно независимые векторы.
2. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства простран-

ства L; ek,1, . . . , ek,Nk
— базис подпространства Qk при k = 1, r. Тогда

e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
— базис подпространства Q1 + · · ·+Qr.

3. Пусть: e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
— линейно независимые векторы простран-

ства L; Qk = L(ek,1, . . . , ek,Nk
) при k = 1, r. Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые

подпространства.

Доказательство.

1. Пусть: αk,m ∈ K при: k = 1, r, m = 1, Nk;
∑

k=1,r,
m=1,Nk

αk,mxk,m = θ. Тогда:
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m ∈ Qk

при k = 1, r;
r
∑

k=1

Nk
∑

m=1

αk,mxk,m = θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые под-

пространства, то:
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m = θ при k = 1, r. Фиксируем номер k = 1, r. Так как

xk,1, . . . , xk,Nk
— линейно независимые векторы, то: αk,m = 0 при m = 1, Nk. Итак,

x1,1, . . . , x1,N1 , . . . , xr,1, . . . , xr,Nr
— линейно независимые векторы.

2. Очевидно:

Q1 + · · ·+Qr = L(e1,1, . . . , e1,N1) + · · ·+ L(er,1, . . . , er,Nr
) =

= L(e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
).

Так как: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства; ek,1, . . . , ek,Nk
— линейно

независимые векторы подпространства Qk при k = 1, r, то e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
—

линейно независимые векторы. Тогда e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
— базис подпростран-

ства Q1 + · · ·+Qr.
3. Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = θ. Фиксируем номер k = 1, r. Так

как xk ∈ Qk, то существуют числа αk,1, . . . , αk,Nk ∈ K, удовлетворяющие условию xk =
αk,1ek,1 + · · ·+ αk,Nkek,Nk

. Тогда:

θ =
r
∑

k=1

xk =
r
∑

k=1

Nk
∑

m=1

αk,mek,m =
∑

k=1,r,
m=1,Nk

αk,mek,m.

Так как e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
— линейно независимые векторы, то: αk,m = 0 при:

k = 1, r, m = 1, Nk. Тогда: xk = αk,1ek,1+· · ·+αk,Nkek,Nk
= θ при k = 1, r. Итак, Q1, . . . , Qr —

линейно независимые подпространства.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ Z,
r > 2, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, dim(Qk) ∈ N

при k = 1, r. Тогда dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).

Доказательство. Обозначим: Nk = dim(Qk) при k = 1, r. Фиксируем номер k = 1, r.
Так как Nk ∈ N, то существуют векторы ek,1, . . . , ek,Nk

, удовлетворяющие условию
ek,1, . . . , ek,Nk

— базис подпространства Qk. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые
подпространства, то e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

— базис подпространства Q1+ · · ·+Qr.
Тогда dim(Q1 + · · ·+Qr) = N1 + · · ·+Nr.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ Z,
r > 2, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, dim(Qk) 6=
+∞ при k = 1, r. Тогда dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).

Доказательство. Обозначим: Nk = dim(Qk) при k = 1, r. Обозначим через r0 количество
чисел k, удовлетворяющих условиям: k = 1, r, Nk 6= 0.

Пусть r0 = r. Тогда: Nk 6= 0 при k = 1, r. Так как: Q1, . . . , Qr — линейно независимые
подпространства, Nk ∈ N при k = 1, r, то dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).

Пусть r0 = 2, r − 1. Тогда существуют числа k1, . . . , kr0 , удовлетворяющие услови-
ям: k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0 , Nk1 , . . . , Nkr0

6= 0, Nm = 0 при: m = 1, r,

m /∈ {k1, . . . , kr0}. Так как: Nm = 0 при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}, то: Qm = {θ} при:
m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства,
то Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпространства. Так как Nk1 , . . . , Nkr0
∈ N, то

dim(Qk1 + · · ·+Qkr0
) = Nk1 + · · ·+Nkr0

. Тогда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Qk1 + · · ·+Qkr0
) = Nk1 + · · ·+Nkr0

= N1 + · · ·+Nr.

Пусть r0 = 0, 1. Тогда существует число k0, удовлетворяющее условиям: k0 = 1, r,
Nm = 0 при: m = 1, r, m 6= k0. Следовательно: Qm = {θ} при: m = 1, r, m 6= k0. Тогда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Qk0) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).

1.3. Линейное дополнение одного подпространства до другого

Определение (линейное дополнение одного подпространства до другого). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1, Q2 — подпространства простран-
ства L, Q1 ⊆ Q2. Будем говорить, что D — линейное дополнение подпространства Q1 до
подпространства Q2, если: D — подпространство пространства L, Q2 = Q1 +D; Q1, D —
линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞, dim(Q1) = dim(Q2).
Тогда Q1 = Q2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(Q1). Тогда dim(Q2) = N .
Пусть N 6= 0. Так как: N ∈ N, dim(Q1) = N , то существуют векторы e1, . . . , eN , удовле-

творяющие условиям: e1, . . . , eN ∈ Q1, e1, . . . , eN — линейно независимые векторы. Так как
dim(Q1) = N , то e1, . . . , eN — базис подпространства Q1. Так как: e1, . . . , eN ∈ Q1, Q1 ⊆ Q2,
то e1, . . . , eN ∈ Q2. Так как: e1, . . . , eN — линейно независимые векторы, dim(Q2) = N , то
e1, . . . , eN — базис подпространства Q2. Очевидно: Q1 = L(e1, . . . , eN) = Q2.

Пусть N = 0. Так как dim(Q1), dim(Q2) = N , то Q1, Q2 = {θ}. Тогда Q1 = Q2.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞. Тогда существует
линейное дополнение D подпространства Q1 до подпространства Q2.

Доказательство. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Так как Q1 ⊆ Q2, то N1 6 N2.
Пусть: N1 6= 0, N1 6= N2. Так как N1 ∈ N, то существуют векторы e1, . . . , eN1 , удовлетво-

ряющие условию e1, . . . , eN1 — базис подпространства Q1. Так как: Q1 ⊆ Q2, N1, N2 ∈ N,
N1 < N2, то существуют векторы eN1+1, . . . , eN2 , удовлетворяющие условию e1, . . . , eN2 —
базис подпространства Q2. Обозначим, D = L(eN1+1, . . . , eN2). Тогда: D — подпространство
пространства L,

Q1 +D = L(e1, . . . , eN1) + L(eN1+1, . . . , eN2) = L(e1, . . . , eN2) = Q2.

Так как: e1, . . . , eN2 — линейно независимые векторы, Q1 = L(e1, . . . , eN1), D =
L(eN1+1, . . . , eN2), то Q1, D — линейно независимые подпространства.

Пусть N1 = 0. Тогда Q1 = {θ}. Обозначим, D = Q2. Тогда: D — подпространство
пространства L, Q1+D = {θ}+Q2 = Q2; Q1, D — линейно независимые подпространства.

Пусть N1 = N2. Так как: Q1 ⊆ Q2, N2 6= +∞, то Q1 = Q2. Обозначим, D = {θ}.
Тогда: D — подпространство пространства L, Q1 +D = Q2 + {θ} = Q2; Q1, D — линейно
независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L, dim(Q1), dim(Q2) 6= +∞. Тогда dim(Q1 +Q2) =
dim(Q1) + dim(Q2)− dim(Q1 ∩Q2).

Доказательство. Так как: Q1 ∩Q2 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞, то существует линейное допол-
нение D подпространства Q1 ∩ Q2 до подпространства Q2. Тогда: D — подпространство
пространства L, Q2 = Q1 ∩Q2 +D; Q1 ∩Q2, D — линейно независимые подпространства.
Следовательно: D ⊆ Q2, dim(Q2) = dim(Q1 ∩Q2) + dim(D), (Q1 ∩Q2) ∩D = {θ}.

Так как: Q1 — подпространство пространства L, Q1 ∩ Q2 ⊆ Q1, Q1 ∩ Q2 6= ∅, то:
Q1 +Q2 = Q1 + (Q1 ∩Q2 +D) = (Q1 +Q1 ∩Q2) +D = Q1 +D.

Так как D ⊆ Q2, то: Q1 ∩ D = Q1 ∩ (D ∩ Q2) = (Q1 ∩ Q2) ∩ D = {θ}. Тогда Q1, D —
линейно независимые подпространства. Следовательно: dim(Q1 + Q2) = dim(Q1 + D) =
dim(Q1) + dim(D) = dim(Q1) + dim(Q2)− dim(Q1 ∩Q2).
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Лекция 2. Тензорная алгебра

2.1. Числовые наборы

Замечание («прямоугольные» числовые наборы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; r ∈ N,
N1, . . . , Nr ∈ N.

1. Обозначим через KN1×···×Nr множество всех функций A, удовлетворяющих условию:
A : {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nr} =⇒ K.

2. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Будем говорить, что A — «прямоугольный» числовой набор
степени r. Иными словами, «прямоугольный» числовой набор степени r — это

числовая функция r дискретных переменных.

3. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать Ai1,...,ir вместо A(i1, . . . , ir).
4. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать Ai1,...,ir вместо A(i1, . . . , ir).

5. Пусть: p, q ∈ N, r = q + p, A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать A
j1,...,jq
i1,...,ip

вместо
A(j1, . . . , jq, i1, . . . , ip).

6. Пусть A, B ∈ KN1×···×Nr . Тогда: (A+B)i1,...,ir = Ai1,...,ir+Bi1,...,ir при: i1 = 1, N1, . . . , ir =
1, Nr.

7. Пусть: λ ∈ K, A ∈ KN1×···×Nr . Тогда: (λA)i1,...,ir = λAi1,...,ir при: i1 = 1, N1, . . . , ir =
1, Nr.

8. Очевидно, KN1×···×Nr — линейное пространство над полем K. Обозначим через N∗

количество элементов множества {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nr}. Тогда: dim
(

KN1×···×Nr
)

=
N∗ = N1 · · ·Nr.

Замечание («квадратные» числовые наборы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N.
1. Пусть r ∈ N. Обозначим: N1, . . . , Nr = N , K(N,r) = KN1×···×Nr . Пусть r = 0. Обозна-

чим, K(N,r) = K.
2. Пусть: r ∈ Z+, A ∈ K(N,r). Будем говорить, что A — «квадратный» числовой набор

степени r.
3. Пусть r ∈ Z+. Очевидно: K(N,r) — линейное пространство над полем K, dim

(

K(N,r)
)

=
N r.

2.2. Геометрические объекты

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть: x ∈ L, e — базис пространства L. Очевидно, существует единственный упоря-
доченный набор чисел x̃, удовлетворяющий условиям: x̃ ∈ KN , x = x̃kek. Будем говорить,
что x̃1, . . . , x̃N — координаты вектора x в базисе e. Обозначим, [x](e) = x̃.

2. Пусть e — базис пространства L. Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ L. Тогда L
he≈ KN .

3. Пусть e, e′ — базисы пространства L. Обозначим: αi
i′(e, e

′) = [e′i′ ]
i(e) при i, i′ = 1, N .

Очевидно, α(e, e′) ∈ KN×N . Будем говорить, что α(e, e′) — матрица перехода от базиса e к
базису e′.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть e — базис пространства L. Тогда α(e, e) = I (здесь I — единичная матрица
из множества KN×N).

2. Пусть e, e′, e′′ — базисы пространства L. Тогда α(e, e′′) = α(e, e′)α(e′, e′′).
3. Пусть e, e′ — базисы пространства L. Тогда: det

(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e′, e).
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4. Пусть: e — базис пространства L, A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, e′i′ = Ai
i′ei при i′ = 1, N .

Тогда: e′ — базис пространства L, α(e, e′) = A.

5. Пусть: x ∈ L, e, e′ — базисы пространства L. Тогда [x]j
′

(e′) = αj′

j (e
′, e)[x]j(e) при

j′ = 1, N ([x](e′) = α(e′, e)[x](e)).

Доказательство.

1. Пусть i, j = 1, N . Тогда: αj
i (e, e) = [ei]

j(e) = δji .
2. Пусть i′′ = 1, N . Очевидно, e′′i′′ = αi

i′′(e, e
′′)ei. С другой стороны:

e′′i′′ = αi′

i′′(e
′, e′′)e′i′ = αi′

i′′(e
′, e′′)

(

αi
i′(e, e

′)ei
)

=
(

αi
i′(e, e

′)αi′

i′′(e
′, e′′)

)

ei =
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
ei.

Тогда: αi
i′′(e, e

′) =
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
при i = 1, N .

3. Очевидно: α(e, e′)α(e′, e) = α(e, e) = I. Тогда: det
(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e′, e).
4. Так как: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, то A1, . . . , AN — линейно независимые столбцы

пространства KN . Так как: KN
h−1
e≈ L, e′i′ = h−1

e Ai′ при i′ = 1, N , то e′1, . . . , e
′
N — линейно

независимые векторы пространства L. Так как dim(L) = N , то e′ — базис пространства L.
Пусть i′ = 1, N . Очевидно, e′i′ = αi

i′(e, e
′)ei. С другой стороны, e′i′ = Ai

i′ei. Тогда:
αi
i′(e, e

′) = Ai
i′ при i = 1, N .

5. Очевидно, x = [x]j
′

(e′)e′j′ . С другой стороны:

x = [x]j(e)ej = [x]j(e)
(

αj′

j (e
′, e)e′j′

)

=
(

αj′

j (e
′, e)[x]j(e)

)

e′j′ .

Тогда: [x]j
′

(e′) = αj′

j (e
′, e)[x]j(e) при j′ = 1, N .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; r ∈ Z+.

1. Будем говорить, что A — геометрический объект степени r в пространстве L, если
A — это отображение, которое каждому базису e пространства L ставит в соответствие
числовой набор A(e) ∈ K(N,r).

2. Обозначим через (GL)r множество всех геометрических объектов степени r в про-
странстве L.

3. Пусть: r ∈ N, A ∈ (GL)r. Далее часто будем писать Ai1,...,ir(e) вместо
(

A(e)
)

i1,...,ir
.

4. Пусть: r ∈ N, A ∈ (GL)r. Далее часто будем писать Ai1,...,ir(e) вместо
(

A(e)
)i1,...,ir .

5. Пусть: p, q ∈ N, r = q + p, A ∈ (GL)r. Далее часто будем писать A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) вместо
(

A(e)
)j1,...,jq

i1,...,ip
.

6. Пусть A, B ∈ (GL)r. Тогда: (A+B)(e) = A(e) +B(e) при: e — базис пространства L;
(A+ B)i1,...,ir(e) = Ai1,...,ir(e) + Bi1,...,ir(e) при: e — базис пространства L, i1, . . . , ir = 1, N .

7. Пусть λ ∈ K, A ∈ (GL)r. Тогда: (λA)(e) = λA(e) при: e — базис пространства L;
(λA)i1,...,ir(e) = λAi1,...,ir(e) при: e — базис пространства L, i1, . . . , ir = 1, N .

8. Очевидно, (GL)r — линейное пространство над полем K.

2.3. Тензоры

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+.
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1. Будем говорить, что A — тензор порядка
(

q

p

)

в пространстве L, если A — это геомет-
рический объект степени q + p в пространстве L, удовлетворяющий условию:

A
j′1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) = A

j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′).

Здесь: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N .

2. Обозначим через (TL)qp множество всех тензоров порядка
(

q

p

)

в пространстве L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+. Тогда (TL)qp — подпространство пространства (GL)q+p.

Доказательство.
1. Очевидно, (TL)qp ⊆ (GL)q+p.
2. Пусть Θ — нулевой элемент пространства (GL)q+p. Докажем, что Θ ∈ (TL)qp. Пусть:

e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

Θ
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) = 0 = Θ

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).

3. Пусть A, B ∈ (TL)qp. Докажем, что A+B ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы пространства

L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

(A+ B)
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

=
(

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) + B
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) + B

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) = (A+ B)

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).

4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ (TL)qp. Докажем, что λA ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы простран-

ства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

(λA)
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

=
(

λA
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= λA
j′1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) = (λA)

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).

Замечание (примеры). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,
N ∈ N, dim(L) = N .

1. Пусть x ∈ L. Очевидно, [x] ∈ (TL)10.
2. Пусть: δji (e) = δji при: e — базис пространства L, i, j = 1, N . Докажем, что δ ∈ (TL)11.

Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′, j′ = 1, N . Тогда:

δji (e)α
j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = δjiα

j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = αj′

i (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = δj

′

i′ = δj
′

i′ (e
′).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+, e0 — базис пространства L.

1. Пусть: A, B ∈ (TL)qp, A(e0) = B(e0). Тогда A = B.

2. Пусть A0 ∈ K(N,q+p). Обозначим:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) = (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
αj1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e).

Здесь: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда: A ∈ (TL)qp, A(e0) = A0.
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Доказательство.
1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) = A
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
(e0)α

j1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e) =

= B
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
(e0)α

j1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e) = B

j1,...,jq
i1,...,ip

(e).

2. Докажем, что A ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q =

1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

=
(

(A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
αj1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e)

)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
α
j′1
j01
(e′, e0) · · ·α

j′q
j0q
(e′, e0)α

i01
i′1
(e0, e

′) · · ·αi0p
i′p
(e0, e

′) = A
j′1,...,j

′
q

i′1,··· ,i
′
p
(e′).

Докажем, что A(e0) = A0. Пусть i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e0) = (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
αj1
j01
(e0, e0) · · ·αjq

j0q
(e0, e0)α

i01
i1
(e0, e0) · · ·α

i0p
ip
(e0, e0) =

= (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
δj1
j01
· · · δjq

j0q
δ
i01
i1
· · · δi

0
p

ip
= (A0)

j1,...,jq
i1,...,ip

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+.

Пусть e0 — базис пространства L. Обозначим: ϕ(A) = A(e0) при A ∈ (TL)qp. Очевид-

но, ϕ — изоморфизм пространства (TL)qp на пространство K(N,q+p). Тогда: dim
(

(TL)qp
)

=

dim
(

K(N,q+p)
)

= N q+p.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1 , p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2 . Обозначим:

(A⊗B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e).

Здесь: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Будем говорить, что
A⊗ B — прямое произведение тензоров A, B.

2. Пусть: p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Обозначим:

(

〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = A

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e).

Здесь: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Будем говорить, что
〈A〉mk — свёртка тензора A.

3. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Обозначим:

(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = A

jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e).

Здесь: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Будем говорить, что [A]σ2
σ1

—
результат транспонирования тензора A.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда A⊗B ∈ (TL)q1+q2
p1+p2

.
2. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A1, A2 ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда (A1 +A2)⊗B =

A1 ⊗ B + A2 ⊗B.
3. Пусть: λ ∈ K, p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда (λA) ⊗ B =

λ(A⊗B).
4. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B1, B2 ∈ (TL)p2q2 . Тогда A⊗ (B1 + B2) =

A⊗ B1 + A⊗B2.
5. Пусть: λ ∈ K, p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда A ⊗ (λB) =

λ(A⊗B).
6. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2, p3, q3 ∈ Z+, C ∈ (TL)q3p3.

Тогда (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C).
7. Пусть: p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈A〉mk ∈ (TL)q−1

p−1.

8. Пусть: p, q ∈ N, A, B ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈A+ B〉mk = 〈A〉mk + 〈B〉mk .

9. Пусть: λ ∈ K, p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈λA〉mk = λ〈A〉mk .
10. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [A]σ2

σ1
∈ (TL)qp.

11. Пусть: p, q ∈ Z+, A, B ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [A+B]σ2
σ1

= [A]σ2
σ1

+ [B]σ2
σ1

.
12. Пусть: λ ∈ K, p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [λA]σ2

σ1
= λ[A]σ2

σ1
.

Доказательство.
1. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i

′
p1+p2

, j′1, . . . , j
′
q1+q2

= 1, N . Тогда:

(A⊗ B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q1+q2

jq1+q2
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip1+p2

i′p1+p2

(e, e′) =

= A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q1+q2

jq1+q2
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip1+p2

i′p1+p2

(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′
q1

i′1,...,i
′
p1

(e′)B
j′q1+1,...,j

′

q1+q2

i′p1+1,...,i
′

p1+p2

(e′) = (A⊗B)
j′1,...,j

′

q1+q2

i′1,...,i
′

p1+p2

(e′).

2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

(A1 + A2)⊗ B
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) =
(

(A1)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e) + (A2)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
)

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A1)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + (A2)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A1 ⊗B + A2 ⊗B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e).

3. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

(λA)⊗B
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) =
(

λA
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
)

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= λ
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=
(

λ(A⊗ B)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).

4. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

A⊗ (B1 + B2)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

(B1)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + (B2)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=

= A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)(B1)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)(B2)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A⊗ B1 + A⊗B2)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e).
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5. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

A⊗ (λB)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

λB
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=

= λ
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=
(

λ(A⊗ B)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).

6. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2+p3 , j1, . . . , jq1+q2+q3 = 1, N . Тогда:

(

(A⊗ B)⊗ C
)j1,...,jq1+q2+q3

i1,...,ip1+p2+p3

(e) =
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

C
jq1+q2+1,...,jq1+q2+q3
ip1+p2+1,...,ip1+p2+p3

(e) =

= A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)C
jq1+q2+1,...,jq1+q2+q3
ip1+p2+1,...,ip1+p2+p3

(e)
)

=
(

A⊗ (B ⊗ C)
)j1,...,jq1+q2+q3

i1,...,ip1+p2+p3

(e).

7. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p−1, j

′
1, . . . , j

′
q−1 = 1, N . Тогда:

(

〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)δijα

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)αi

i′(e, e
′)αi′

j (e
′, e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′

m−1,i
′,j′m,...,j′q−1

i′1,...,i
′

k−1,i
′,i′

k
,...,i′p−1

(e′) =
(

〈A〉mk
)j′1,...,j

′

q−1

i′1,...,i
′

p−1
(e′).

8. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Тогда:

(

〈A+ B〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = A

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) + B

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) =

=
(

〈A〉mk + 〈B〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e).

9. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Тогда:

(

〈λA〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = λA

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) =

(

λ〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e).

10. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= A
jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= A
j′
σ2(1)

,...,j′
σ2(q)

i′
σ1(1)

,...,i′
σ1(p)

(e′) =
(

[A]σ2
σ1

)j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).

11. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[A+ B]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = A

jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e) + B
jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e) =
(

[A]σ2
σ1

+ [B]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).

12. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[λA]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = λA

jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ(1),...,iσ(p)

(e) = λ
(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).
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Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1 , p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2 , σ1(k) = k + p2 при k = 1, p1; σ1(k) = k − p1 при

k = p1 + 1, p1 + p2; σ2(k) = k + q2 при k = 1, q1; σ2(k) = k − q1 при k = q1 + 1, q1 + q2. Тогда: σ1 ∈ Sp1+p2 , σ2 ∈ Sq1+q2 ,

B ⊗A = [A⊗B]σ2
σ1 .

2. Пусть: p, q ∈ Z+, A, B ∈ (TL)qp, σ1, σ3 ∈ Sp, σ2, σ4 ∈ Sq. Тогда
[

[A]σ2
σ1

]σ4

σ3
= [A]σ4σ2

σ3σ1 .

Доказательство.

1. Очевидно: σ1 ∈ Sp1+p2 , σ2 ∈ Sq1+q2 . Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(B ⊗A)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = B
j1,...,jq2
i1,...,ip2

(e)A
jq2+1,...,jq2+q1
ip2+1,...,ip2+p1

(e) = A
j1+q2

,...,jq1+q2
i1+p2

,...,ip1+p2
(e)B

j1,...,jq2
i1,...,ip2

(e) =

= A
jσ2(1),...,jσ2(q1)

iσ1(1),...,iσ1(p1)
(e)B

jσ2(q1+1),...,jσ2(q1+q2)

iσ1(p1+1),...,iσ1(p1+p2)
(e) =

(

[A⊗B]σ2
σ1

)j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e).

2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[

[A]σ2
σ1

]σ4

σ3

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) =

(

[A]σ2
σ1

)jσ4(1),...,jσ4(q)

iσ3(1),...,iσ3(p)
(e) = A

jσ4(σ2(1)),...,jσ4(σ2(q))

iσ3(σ1(1)),...,iσ3(σ1(p))
(e) =

= A
j(σ4σ2)(1),...,j(σ4σ2)(q)

i(σ3σ1)(1),...,i(σ3σ1)(p)
(e) =

(

[A]σ4σ2
σ3σ1

)j1,...,jq
i1,...,ip

(e).

Определение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) =

N ; r ∈ Z, r > 3, pk, qk ∈ Z+, Ak ∈ (TL)
qk
pk при k = 1, r. Обозначим: p̃k =

k
∑

m=1
pm, q̃k =

k
∑

m=1
qm при k = 1, r;

(A1 ⊗ · · · ⊗Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e) = (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e)(A2)
jq̃1+1,...,jq̃2
ip̃1+1,...,ip̃2

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e).

Здесь: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Будем говорить, что A1 ⊗ · · · ⊗ Ar — прямое произведение
тензоров A1, . . . , Ar.

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; r ∈ Z, r > 3, pk, qk ∈ Z+, Ak ∈ (TL)
qk
pk при k = 1, r. Тогда: A1 ⊗ · · · ⊗ Ar = (A1 ⊗ · · · ⊗ Ar−1) ⊗ Ar,

A1 ⊗ · · · ⊗Ar = A1 ⊗ (A2 ⊗ · · · ⊗Ar).

Доказательство. Обозначим: p̃k =
k
∑

m=1
pm, q̃k =

k
∑

m=1
qm при k = 1, r.

1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Тогда:

(

(A1 ⊗ · · · ⊗Ar−1)⊗Ar

)j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e) =
(

(A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar−1)
jq̃r−2+1,...,jq̃r−1

ip̃r−2+1,...,ip̃r−1
(e)

)

(Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) =

= (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) = (A1 ⊗ · · · ⊗Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e).

2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Тогда:

(

A1 ⊗ (A2 ⊗ · · · ⊗Ar)
)j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e) = (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e)
(

(A2)
jq̃1+1,...,jq̃2
ip̃1+1,...,ip̃2

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e)
)

=

= (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) = (A1 ⊗ · · · ⊗Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ (TL)11.

Пусть e — базис пространства L. Тогда: tr
(

A(e)
)

= Ai
i(e) = 〈A〉11(e).

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Так как 〈A〉11 ∈ (TL)00, то: tr
(

A(e′)
)

= 〈A〉11(e′) =
〈A〉11(e) = tr

(

A(e)
)

. Так как: Aj′

i′ (e
′) = Aj

i (e)α
j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) при i′, j′ = 1, N , то A(e′) =

α(e′, e)A(e)α(e, e′). Тогда:

det
(

A(e′)
)

= det
(

α(e′, e)A(e)α(e, e′)
)

= det
(

α(e′, e)
)

det
(

A(e)
)

det
(

α(e, e′)
)

=

= det
(

A(e)
)

det
(

α(e, e′)α(e′, e)
)

= det
(

A(e)
)

det(I) = det
(

A(e)
)

.

Выберем базис e0 пространства L. Обозначим: tr(A) = tr
(

A(e0)
)

, det(A) = det
(

A(e0)
)

.
Тогда: tr(A) = tr

(

A(e)
)

, det(A) = det
(

A(e)
)

при: e — базис пространства L.



16 2. Тензорная алгебра

2.4. Возможные обобщения

1. Можно рассматривать не наборы чисел из поля K, а наборы объектов более слож-
ной природы. Например, базис e линейного пространства L можно интерпретировать как
тензор порядка

(

0
1

)

.
2. Можно рассматривать геометрические объекты, определённые не для всех базисов

линейного пространства.
3. Можно рассматривать геометрические объекты, у которых разные индексы отно-

сятся к разным пространствам. Например, матрицу линейного оператора A : L1 =⇒ L2

можно интерпретировать как тензор порядка
(

0
1

)

в пространстве L1 и тензор порядка
(

1
0

)

в пространстве L2.
4. Можно рассматривать тензоры, у которых по крайней мере часть индексов преоб-

разуется с помощью матриц
{

αi
i′(e, e

′)
}i=1,N

i′=1,N
,
{

αi′

i (e
′, e)
}i′=1,N

i=1,N
(здесь: z = Re(z) − i Im(z)

при z ∈ C). Например, матрица полуторалинейной формы преобразуется по закону:

Ai′j′(e
′) = Aij(e)αi

i′(e, e
′)αj

j′(e, e
′) при i′, j′ = 1, N .
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Лекция 3. Общие сведения о линейных операторах. Мат-

рица линейного оператора

3.1. Общие сведения о линейных операторах

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; F — функ-
ция, R(F ) ⊆ L. Обозначим, ker(F ) =

{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) = θ
}

. Множество ker(F )
называется ядром функции F или множеством нулей функции F или множеством корней
функции F . Другое обозначение, N(F ). Очевидно, ker(F ) = D

(

F, {θ}
)

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A : L1 →
L2. Будем говорить, что A — полулинейный оператор, если: D(A) — подпространство
пространства L1; A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K,
x ∈ D(A).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
Тогда Lin(L1, L2) — подпространство пространства Fun(L1, L2).

Доказательство.
1. Очевидно, Lin(L1, L2) ⊆ Fun(L1, L2).
2. Пусть Θ — нулевой элемент пространства Fun(L1, L2). Докажем, что Θ ∈ Lin(L1, L2).

Очевидно, Θ: L1 =⇒ L2. Так как D(Θ) = L1, то D(Θ) — подпространство пространства
L1.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).

3. Пусть A, B ∈ Lin(L1, L2). Докажем, что A+B ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, A+B : L1 =⇒
L2. Так как D(A+ B) = L1, то D(A+ B) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

(A+ B)(x+ y) = A(x+ y) + B(x+ y) =
(

A(x) + A(y)
)

+
(

B(x) + B(y)
)

=

=
(

A(x) +B(x)
)

+
(

A(y) +B(y)
)

= (A+B)(x) + (A+ B)(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

(A+B)(λx) = A(λx) + B(λx) = λA(x) + λB(x) = λ
(

A(x) + B(x)
)

= λ(A+ B)(x).

4. Пусть: α ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2). Докажем, что αA ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, αA : L1 =⇒
L2. Так как D(αA) = L1, то D(αA) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

(αA)(x+ y) = αA(x+ y) = α
(

A(x) + A(y)
)

= αA(x) + αA(y) = (αA)(x) + (αA)(y).

Пусть: β ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

(αA)(βx) = αA(βx) = α
(

βA(x)
)

= β
(

αA(x)
)

= β(αA)(x).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем
K.

1. Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B1, B2 ∈ Lin(L2, L3). Тогда (B1 +B2)A = B1A+ B2A.
2. Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), λ ∈ K, B ∈ Lin(L2, L3). Тогда (λB)A = λ(BA).
3. Пусть: A1, A2 ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда B(A1 + A2) = BA1 + BA2.
4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

(B1 + B2)A
)

x = (B1 + B2)(Ax) = B1(Ax) +B2(Ax) = (B1A)x+ (B2A)x = (B1A+ B2A)x.

2. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

(λB)A
)

x = (λB)(Ax) = λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.

3. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

B(A1 + A2)
)

x = B
(

(A1 + A2)x
)

= B
(

A1x+ A2x
)

= B(A1x) + B(A2x) =

= (BA1)x+ (BA2)x = (BA1 +BA2)x.

4. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

B(λA)
)

x = B
(

(λA)x
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.

Определение (факультативный материал). Пусть: Q — множество, K ∈ {C,R,Q}, L — линейное пространство над полем
K.

Пусть F1, F2 : Q → L. Обозначим: (F1 + F2)(x) = F1(x) + F2(x) при x ∈ D(F1) ∩ D(F2). Очевидно: F1 + F2 : Q → L,
D(F1 + F2) = D(F1) ∩D(F2).

Пусть: λ ∈ K, F : Q → L. Обозначим: (λF )(x) = λF (x) при x ∈ D(F ). Очевидно: λF : Q → L, D(λF ) = D(F ).

Утверждение (факультативный материал). Пусть: Q — множество, K ∈ {C,R,Q}, L — линейное пространство над

полем K; Θ — нулевой элемент пространства Fun(Q,L). Тогда:

1. F1 + F2 = F2 + F1 при F1, F2 : Q → L;

2. (F1 + F2) + F3 = F1 + (F2 + F3) при F1, F2, F3 : Q → L;

3. F +Θ = F при F : Q → L;

4. F + (−1)F = Θ|D(F ) при F : Q → L;

5. (αβ)F = α(βF ) при: α, β ∈ K, F : Q → L;

6. 1F = F при F : Q → L;

7. (α+ β)F = αF + βF при: α, β ∈ K, F : Q → L;

8. λ(F1 + F2) = λF1 + λF2 при: λ ∈ K, F1, F2 : Q → L.

Доказательство.

1. Пусть F1, F2 : Q → L. Очевидно: D(F1 + F2) = D(F1) ∩ D(F2) = D(F2) ∩ D(F1) = D(F2 + F1). Пусть x ∈ D(F1 + F2).
Тогда: (F1 + F2)(x) = F1(x) + F2(x) = F2(x) + F1(x) = (F2 + F1)(x).

2. Пусть F1, F2, F3 : Q → L. Очевидно: D
(

(F1 + F2) + F3

)

=
(

D(F1) ∩ D(F2)
)

∩ D(F3) = D(F1) ∩
(

D(F2) ∩ D(F3)
)

=

D
(

F1+(F2+F3)
)

. Пусть x ∈ D
(

(F1+F2)+F3

)

. Тогда:
(

(F1+F2)+F3

)

(x) =
(

F1(x)+F2(x)
)

+F3(x) = F1(x)+
(

F2(x)+F3(x)
)

=
(

F1 + (F2 + F3)
)

(x).
3. Пусть F : Q → L. Очевидно: D(F +Θ) = D(F ) ∩Q = D(F ). Пусть x ∈ D(F +Θ). Тогда: (F +Θ)(x) = F (x) + Θ(x) =

F (x) + θ = F (x).
4. Пусть F : Q → L. Очевидно: D

(

F +(−1)F
)

= D(F )∩D(F ) = D(F ). Пусть x ∈ D
(

F +(−1)F
)

. Тогда:
(

F +(−1)F
)

(x) =
F (x) + (−1)F (x) = θ = Θ(x).

5. Пусть: α, β ∈ K, F : Q → L. Очевидно: D
(

(αβ)F
)

= D(F ) = D
(

α(βF )
)

. Пусть x ∈ D
(

(αβ)F
)

. Тогда:
(

(αβ)F
)

(x) =

(αβ)F (x) = α
(

βF (x)
)

=
(

α(βF )
)

(x).
6. Пусть F : Q → L. Очевидно, D(1F ) = D(F ). Пусть x ∈ D(1F ). Тогда: (1F )(x) = 1F (x) = F (x).
7. Пусть: α, β ∈ K, F : Q → L. Очевидно: D

(

(α + β)F
)

= D(F ) = D(αF + βF ). Пусть x ∈ D
(

(α + β)F
)

. Тогда:
(

(α+ β)F
)

(x) = (α+ β)F (x) = αF (x) + βF (x) = (αF + βF )(x).

8. Пусть: λ ∈ K, F1, F2 : Q → L. Очевидно: D
(

λ(F1 + F2)
)

= D(F1) ∩ D(F2) = D(λF1 + λF2). Пусть x ∈ D
(

λ(F1 + F2)
)

.

Тогда:
(

λ(F1 + F2)
)

(x) = λ
(

F1(x) + F2(x)
)

= λF1(x) + λF2(x) = (λF1 + λF2)(x).

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; Θ —

нулевой элемент пространства Fun(L1, L2). Тогда:
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1. lin(L1, L2) ⊆ fun(L1, L2);
2. Θ ∈ lin(L1, L2);
3. A+B ∈ lin(L1, L2) при A, B ∈ lin(L1, L2);
4. αA ∈ lin(L1, L2) при: α ∈ K, A ∈ lin(L1, L2).

Доказательство.

1. Очевидно, lin(L1, L2) ⊆ fun(L1, L2).
2. Докажем, что Θ ∈ lin(L1, L2). Очевидно: Θ: L1 → L2, D(Θ) = L1. Так как D(Θ) = L1, то D(Θ) — подпространство

пространства L1.
Пусть x, y ∈ L1. Тогда: Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда: Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).

3. Пусть A, B ∈ lin(L1, L2). Докажем, что A + B ∈ lin(L1, L2). Очевидно: A + B : L1 → L2, D(A + B) = D(A) ∩ D(B).
Так как D(A+B) = D(A) ∩D(B), то D(A+B) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ D(A+B). Тогда: (A+B)(x+ y) = A(x+ y)+B(x+ y) =
(

A(x)+A(y)
)

+
(

B(x)+B(y)
)

=
(

A(x)+B(x)
)

+
(

A(y) +B(y)
)

= (A+B)(x) + (A+B)(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A+B). Тогда: (A+B)(λx) = A(λx) +B(λx) = λA(x) + λB(x) = λ
(

A(x) +B(x)
)

= λ(A+B)(x).
4. Пусть: α ∈ K, A ∈ lin(L1, L2). Докажем, что αA ∈ lin(L1, L2). Очевидно: αA : L1 → L2, D(αA) = D(A). Так как

D(αA) = D(A), то D(αA) — подпространство пространства L1.
Пусть x, y ∈ D(αA). Тогда: (αA)(x+ y) = αA(x+ y) = α

(

A(x) +A(y)
)

= αA(x) + αA(y) = (αA)(x) + (αA)(y).

Пусть: β ∈ K, x ∈ D(αA). Тогда: (αA)(βx) = αA(βx) = α
(

βA(x)
)

= β
(

αA(x)
)

= β(αA)(x).

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем K.

1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B1, B2 ∈ lin(L2, L3). Тогда: (B1 +B2)A = B1A+B2A.

2. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), λ ∈ K, B ∈ lin(L2, L3). Тогда (λB)A = λ(BA).
3. Пусть: A1, A2 ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда B(A1 +A2)|D(BA1+BA2)

= BA1 +BA2.

4. Пусть: λ ∈ K, λ 6= 0, A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.

1. Очевидно:

D
(

(B1 +B2)A
)

=
{

x : x ∈ D(A) ∧Ax ∈ D(B1 +B2)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧
(

Ax ∈ D(B1) ∧Ax ∈ D(B2)
)

}

=

=
{

x :
(

x ∈ D(A) ∧Ax ∈ D(B1)
)

∧
(

x ∈ D(A) ∧Ax ∈ D(B2)
)

}

=

=
{

x : x ∈ D(B1A) ∧ x ∈ D(B2A)
}

= D(B1A+B2A).

Пусть x ∈ D
(

(B1 + B2)A
)

. Тогда:
(

(B1 + B2)A
)

x = (B1 + B2)(Ax) = B1(Ax) + B2(Ax) = (B1A)x + (B2A)x =
(B1A+B2A)x.

2. Очевидно:

D
(

(λB)A
)

=
{

x : x ∈ D(A) ∧Ax ∈ D(λB)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧Ax ∈ D(B)
}

= D(BA) = D
(

λ(BA)
)

.

Пусть x ∈ D
(

(λB)A
)

. Тогда:
(

(λB)A
)

x = (λB)(Ax) = λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.
3. Пусть x ∈ D(BA1 + BA2). Тогда: x ∈ D(BA1), x ∈ D(BA2). Следовательно: x ∈ D(A1), A1x ∈ D(B), x ∈ D(A2),

A2x ∈ D(B). Тогда: x ∈ D(A1), x ∈ D(A2), A1x + A2x ∈ D(B). Следовательно: x ∈ D(A1 + A2), (A1 + A2)x ∈ D(B). Тогда
x ∈ D

(

B(A1 +A2)
)

. Итак, D(BA1 +BA2) ⊆ D
(

B(A1 +A2)
)

.

Пусть x ∈ D(BA1 + BA2). Тогда: (BA1 + BA2)x = (BA1)x + (BA2)x = B(A1x) + B(A2x) = B
(

A1x + A2x
)

=

B
(

(A1 +A2)x
)

=
(

B(A1 +A2)
)

x.
4. Так как λ 6= 0, то:

D
(

B(λA)
)

=
{

x : x ∈ D(λA) ∧ (λA)x ∈ D(B)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ λA(x) ∈ D(B)
}

=
{

x : x ∈ D(A) ∧Ax ∈ D(B)
}

= D(BA) = D
(

λ(BA)
)

.

Пусть x ∈ D
(

B(λA)
)

. Тогда:
(

B(λA)
)

x = B
(

(λA)x
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A ∈ lin(L1, L2), dim

(

D(A)
)

6= +∞. Тогда dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Доказательство. Так как: ker(A) ⊆ D(A), dim
(

D(A)
)

6= +∞, то существует линейное до-
полнение Q подпространства ker(A) до подпространства D(A). Тогда: Q — подпростран-
ство пространства L1, D(A) = ker(A)+Q; ker(A), Q — линейно независимые подпростран-
ства. Следовательно: Q ⊆ D(A), dim

(

D(A)
)

= dim
(

ker(A)
)

+ dim(Q), ker(A) ∩Q = {θ1}.
Очевидно: A|Q ∈ lin(L1, L2), D(A|Q) = D(A) ∩ Q = Q, R(A|Q) = A[Q] ⊆ R(A),

ker(A|Q) = ker(A) ∩Q = {θ1}.
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Пусть y ∈ R(A). Тогда существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ D(A), y =
Ax. Так как: x ∈ D(A), D(A) = ker(A)+Q, то существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ ker(A), x2 ∈ Q, x = x1 + x2. Тогда: y = Ax = A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 =
θ2 + A|Q x2 = A|Q x2 ∈ R(A|Q). Следовательно, R(A) ⊆ R(A|Q). Так как R(A|Q) ⊆ R(A),
то R(A|Q) = R(A).

Так как ker(A|Q) = {θ1}, то A|Q — обратимый оператор. Тогда: dim
(

R(A)
)

=

dim
(

R(A|Q)
)

= dim
(

D(A|Q)
)

= dim(Q) = dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L1). Обозначим, rank(A) = dim

(

R(A)
)

. Будем говорить, что rank(A) — ранг опера-
тора A.

Очевидно:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim(L2),

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim
(

D(A)
)

6 dim(L1).

Пусть dim
(

D(A)
)

6= +∞. Тогда:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Теорема (1-я теорема Фредгольма). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные про-
странства над полем K, dim(L1) = dim(L2), dim(L2) 6= +∞; A ∈ Lin(L1, L2). Тогда
R(A) = L2 ⇐⇒ ker(A) = {θ1}.

Доказательство.
1. Пусть R(A) = L2. Так как dim

(

D(A)
)

6= +∞, то: dim
(

ker(A)
)

= dim
(

D(A)
)

−
dim

(

R(A)
)

= dim(L1) − dim(L2) = 0. Так как ker(A) — подпространство пространства
L1, то ker(A) = {θ1}.

2. Пусть ker(A) = {θ1}. Тогда A — обратимый оператор. Следовательно: dim
(

R(A)
)

=
dim

(

D(A)
)

= dim(L1) = dim(L2). Так как: R(A) — подпространство пространства L2,
dim(L2) 6= +∞, то R(A) = L2.

3.2. Матрица линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2;
A : L1 =⇒ L2, A — линейный (полулинейный) оператор, e — базис пространства L1,
f — базис пространства L2. Обозначим: [A]ji (f, e) = [Aei]

j(f) при: i = 1, N1, j = 1, N2.
Очевидно, [A](f, e) ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что [A](f, e) — матрица линейного (полу-
линейного) оператора A в базисах f , e.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A : L =⇒ L, A — линейный (полулинейный) оператор, e — базис простран-
ства L. Обозначим: [A]ji (e) = [Aei]

j(e) при i, j = 1, N . Очевидно, [A](e) ∈ KN×N . Будем
говорить, что [A](e) — матрица линейного (полулинейного) оператора A в базисе e.

Замечание (примеры). Пусть K ∈ {C,R,Q}.
1. Пусть: L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N, dim(L1) = N1; L2 —

линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис пространства L1,
f — базис пространства L2. Докажем, что [Θ](f, e) = Θ̃ (здесь Θ̃ — нулевая матрица из
множества KN2×N1). Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда: [Θ]ji (f, e) = [Θei]

j(f) = [θ2]
j(f) = 0.
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2. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e, f — базисы
пространства L. Докажем, что [I](f, e) = α(f, e). Пусть i, j = 1, N . Тогда: [I]ji (f, e) =
[Iei]

j(f) = [ei]
j(f) = αj

i (f, e).
3. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис

пространства L. Тогда: [I](e) = [I](e, e) = α(e, e) = Ĩ (здесь Ĩ — единичная матрица из
множества KN×N).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —
базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор. Тогда: Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj при

x ∈ L1.
2. Пусть: Q ∈ KN2×N1, Ax = Qj

i [x]
i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A : L1 =⇒ L2, A —

линейный оператор, [A](f, e) = Q.
3. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Тогда: Ax = [A]ji (f, e)[x]

i(e)fj
при x ∈ L1.

4. Пусть: Q ∈ KN2×N1, Ax = Qj
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A : L1 =⇒ L2, A —
полулинейный оператор, [A](f, e) = Q.

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = A
(

[x]i(e)ei
)

= [x]i(e)A(ei) = [x]i(e)
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj.

2. Докажем, что: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор. Очевидно, A : L1 =⇒ L2.
Так как D(A) = L1, то D(A) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

A(x+ y) = Qj
i [x+ y]i(e)fj = Qj

i

(

[x]i(e) + [y]i(e)
)

fj = Qj
i [x]

i(e)fj +Qj
i [y]

i(e)fj = Ax+ Ay.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

A(λx) = Qj
i [λx]

i(e)fj = Qj
i

(

λ[x]i(e)
)

fj = λ
(

Qj
i [x]

i(e)fj
)

= λA(x).

Докажем, что [A](f, e) = Q. Пусть i = 1, N1. Очевидно, Aei = [A]ji (f, e)fj. С другой
стороны:

Aei = Qj
k[ei]

k(e)fj = Qj
kδ

k
i fj = Qj

ifj.

Тогда: [A]ji (f, e) = Qj
i при j = 1, N2.

3. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = A
(

[x]i(e)ei
)

= [x]i(e)A(ei) = [x]i(e)
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj.

4. Докажем, что: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Очевидно, A : L1 =⇒
L2. Так как D(A) = L1, то D(A) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

A(x+ y) = Qj
i [x+ y]i(e)fj = Qj

i

(

[x]i(e) + [y]i(e)
)

fj = Qj
i [x]

i(e)fj +Qj
i [y]

i(e)fj = Ax+ Ay.
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Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

A(λx) = Qj
i [λx]

i(e)fj = Qj
i

(

λ[x]i(e)
)

fj = λ
(

Qj
i [x]

i(e)fj
)

= λA(x).

Докажем, что [A](f, e) = Q. Пусть i = 1, N1. Очевидно, Aei = [A]ji (f, e)fj. С другой
стороны:

Aei = Qj
k[ei]

k(e)fj = Qj
kδ

k
i fj = Qj

kδ
k
i fj = Qj

ifj.

Тогда: [A]ji (f, e) = Qj
i при j = 1, N2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис
пространства L1, f — базис пространства L2.

Пусть: Q ∈ KN2×N1 , x ∈ L1. Тогда:

Qj
i [x]

i(e)fj =
(

Q[x](e)
)j
fj =

(

Qhe(x)
)j
fj =

(

Q̂
(

he(x)
)

)j

fj = h−1
f

(

Q̂
(

he(x)
)

)

= (h−1
f Q̂he)x.

Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), Q = [A](f, e). Тогда: Ax = Qj
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Следователь-

но: Ax = (h−1
f Q̂he)x при x ∈ L1. Тогда A = h−1

f Q̂he.

Пусть: Q ∈ KN2×N1 , A = h−1
f Q̂he. Тогда: Q ∈ KN2×N1 , Ax = (h−1

f Q̂he)x при x ∈ L1.

Следовательно: Q ∈ KN2×N1 , Ax = Qj
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) =
Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; A ∈
Lin(L1, L2), e — базис пространства L1, f — базис пространства L2, Q = [A](e, f).

1. Докажем, что ker(A) = h−1
e

[

ker(Q̂)
]

. Пусть x ∈ ker(A). Тогда:

x ∈ L1, Ax = θ2;

x ∈ L1, (h
−1
f Q̂he)x = θ2;

x ∈ L1, h
−1
f

(

Q̂(hex)
)

= θ2;

x ∈ L1, Q̂(hex) = θ̃2

(здесь θ̃2 — нулевой элемент пространства KN2). Обозначим, x̃ = hex. Тогда:

x̃ ∈ KN1 , Q̂x̃ = θ̃2, x = h−1
e x̃;

x̃ ∈ ker(Q̂), x = h−1
e x̃;

x ∈ h−1
e

[

ker(Q̂)
]

.

Пусть x ∈ h−1
e

[

ker(Q̂)
]

. Тогда существует столбец x̃, удовлетворяющий условиям:

x̃ ∈ ker(Q̂), x = h−1
e x̃. Следовательно:

x̃ ∈ KN1 , Q̂x̃ = θ̃2, x = h−1
e x̃;

x ∈ L1, Q̂(hex) = θ̃2;

x ∈ L1, h
−1
f

(

Q̂(hex)
)

= θ2;
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x ∈ L1, (h
−1
f Q̂he)x = θ2;

x ∈ L1, Ax = θ2;

x ∈ ker(A).

Пусть N1 = N2. Докажем, что ker(A) = {θ1} ⇐⇒ det(Q) 6= 0. Пусть ker(A) = {θ1}.
Тогда: ker(Q̂) = he

[

ker(A)
]

= {θ̃1}. Следовательно, det(Q) 6= 0.

Пусть det(Q) 6= 0. Тогда ker(Q̂) = {θ̃1}. Следовательно: ker(A) = h−1
e

[

ker(Q̂)
]

= {θ1}.
2. Очевидно:

R(A) = A[L1] = (h−1
f Q̂he)[L1] = h−1

f

[

Q̂
[

he[L1]
]

]

= h−1
f

[

Q̂
[

KN1
]

]

= h−1
f

[

L(Q1, . . . , QN1)
]

=

= L(h−1
f Q1, . . . , h

−1
f QN1).

Так как KN2

h−1
f≈ L2, то:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

= dim
(

h−1
f

[

L(Q1, . . . , QN1)
]

)

= dim
(

L(Q1, . . . , QN1)
)

= rank(Q).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ N. Обозначим:

e1 =











1
0
...
0











, . . . , eN =











0
...
0
1











.

Тогда e— базис пространства KN . Будем говорить, что e— простейший базис пространства
KN .

Пусть x ∈ KN . Тогда: [x]j(e) = xj при j = 1, N . Следовательно, [x](e) = x. Тогда
hex = x. Следовательно, he = I (здесь I — единичная функция на множестве KN).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —
базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть: A, B ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) = [B](f, e). Тогда A = B.
2. Пусть Q ∈ KN2×N1. Существует оператор A, удовлетворяющий условиям: A ∈

Lin(L1, L2), [A](f, e) = Q.
3. Пусть A, B ∈ Lin(L1, L2). Тогда [A+B](f, e) = [A](f, e) + [B](f, e).
4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2). Тогда [λA](f, e) = λ[A](f, e).

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj = [B]ji (f, e)[x]

i(e)fj = Bx.

2. Обозначим: Ax = Qj
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), [A](e, f) = Q.
3. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (A+ B)ei = [A+B]ji (f, e)fj. С другой стороны:

(A+ B)ei = Aei + Bei = [A]ji (f, e)fj + [B]ji (f, e)fj =
(

[A]ji (f, e) + [B]ji (f, e)
)

fj =

=
(

[A](f, e) + [B](f, e)
)j

i
fj.

Тогда: [A+ B]ji (f, e) =
(

[A](f, e) + [B](f, e)
)j

i
при j = 1, N2.
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4. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (λA)ei = [λA]ji (f, e)fj. С другой стороны:

(λA)ei = λA(ei) = λ
(

[A]ji (f, e)fj
)

=
(

λ[A]ji (f, e)
)

fj =
(

λ[A](f, e)
)j

i
fj.

Тогда: [λA]ji (f, e) =
(

λ[A](f, e)
)j

i
при j = 1, N2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2.

Пусть: e0 — базис пространства L1, f0 — базис пространства L2. Обозначим: ϕ(A) =
[A](f0, e0) при A ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, ϕ — изоморфизм пространства Lin(L1, L2) на
пространство KN2×N1 . Тогда: dim

(

Lin(L1, L2)
)

= dim(KN2×N1) = N1N2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2;
L3 — линейное пространство над полем K, N3 ∈ N, dim(L3) = N3; A ∈ Lin(L1, L2),
B ∈ Lin(L2, L3), e — базис пространства L1, f — базис пространства L2, g — базис
пространства L3. Тогда [BA](g, e) = [B](g, f)[A](f, e).

Доказательство. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (BA)ei = [BA]ki (g, e)gk. С другой стороны:

(BA)ei = B(Aei) = B
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)B(fj) = [A]ji (f, e)
(

[B]kj (g, f)gk
)

=

=
(

[B]kj (g, f)[A]
j
i (f, e)

)

gk =
(

[B](g, f)[A](f, e)
)k

i
gk.

Тогда: [BA]ki (g, e) =
(

[B](g, f)[A](f, e)
)k

i
при k = 1, N3.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e,
e′ — базисы пространства L1, f , f

′ — базисы пространства L2.
1. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор. Тогда [A]j

′

i′ (f
′, e′) =

αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) при: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2 ([A](f ′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′)).

2. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Тогда [A]j
′

i′ (f
′, e′) =

αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) при: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2 ([A](f ′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′)).

Доказательство.
1. Пусть: i′ = 1, N1, j

′ = 1, N2. Тогда:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = [Ae′i′ ]

j′(f ′) =
[

A
(

αi
i′(e, e

′)ei
)

]j′

(f ′) = αi
i′(e, e

′)[Aei]
j′(f ′) =

= αi
i′(e, e

′)
(

αj′

j (f
′, f)[Aei]

j(f)
)

= αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′).

2. Пусть: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2. Тогда:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = [Ae′i′ ]

j′(f ′) =
[

A
(

αi
i′(e, e

′)ei
)

]j′

(f ′) = αi
i′(e, e

′)[Aei]
j′(f ′) =

= αi
i′(e, e

′)
(

αj′

j (f
′, f)[Aei]

j(f)
)

= αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; A ∈
Lin(L1, L2).

Пусть: e — базис пространства L1, i = 1, N1. Очевидно,
{

[A]i(f, e)
}

f
∈ (TL2)

1
0.

Пусть: f — базис пространства L2, j = 1, N2. Очевидно,
{

[A]j(f, e)
}

e
∈ (TL1)

0
1.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Очевидно,
{

[A](e)
}

e
∈ (TL)11. Тогда: tr

(

[A](e′)
)

= tr
(

[A](e)
)

, det
(

[A](e′)
)

= det
(

[A](e)
)

при: e, e′ — базисы пространства L. Выберем базис e0 пространства L. Обозначим: tr(A) =
tr
(

[A](e0)
)

, det(A) = det
(

[A](e0)
)

. Тогда: tr(A) = tr
(

[A](e)
)

, det(A) = det
(

[A](e)
)

при: e —
базис пространства L.
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Лекция 4. Собственные значения и собственные векторы

линейного оператора

4.1. Инвариантные подпространства линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L— линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
Будем говорить, что Q — инвариантное подпространство оператора A, если: Q — подпро-
странство пространства L, Q ⊆ D(A), A[Q] ⊆ Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть: A ∈ lin(L,L), Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда: A|Q ∈

lin(L,L), D(A|Q) = D(A) ∩Q = Q, R(A|Q) = A[Q] ⊆ Q. Следовательно, A|Q ∈ Lin(Q,Q).
Пусть: A ∈ lin(L,L), Q — подпространство пространства L, A|Q ∈ Lin(Q,Q). Тогда:

Q — подпространство пространства L, Q = D(A|Q) = D(A) ∩Q ⊆ D(A), A[Q] = R(A|Q) ⊆
Q. Следовательно, Q — инвариантное подпространство оператора A.

2. Пусть: A ∈ lin(L,L), r ∈ N, Q1, . . . , Qr — инвариантные подпространства оператора
A. Тогда Q1 + · · ·+Qr — инвариантное подпространство оператора A.

Очевидно, Q1+ · · ·+Qr — подпространство пространства L. Пусть x ∈ Q1+ · · ·+Qr.
Тогда существуют векторы x1, . . . , xr, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,
x = x1 + · · · + xr. Следовательно: x = x1 + · · · + xr ∈ D(A), Ax = A(x1 + · · · + xr) =
Ax1 + · · ·+ Axr ∈ Q1 + · · ·+Qr.

3. Пусть A, B ∈ Lin(L,L). Будем говорить, что операторы A, B коммутируют, если
AB = BA. Обозначим, [A,B] = AB − BA. Будем говорить, что [A,B] — коммутатор
операторов A, B. Очевидно, операторы A, B коммутируют тогда и только тогда, когда
[A,B] = Θ.

Пусть операторы A, B коммутируют. Тогда ker(B), R(B) — инвариантные подпро-
странства оператора A.

Очевидно: ker(B) — подпространство пространства L, ker(B) ⊆ L = D(A). Пусть
x ∈ ker(B). Тогда: x ∈ L, Bx = θ. Следовательно: Ax ∈ L, B(Ax) = A(Bx) = Aθ = θ.
Тогда Ax ∈ ker(B).

Очевидно: R(B) — подпространство пространства L, R(B) ⊆ L = D(A). Пусть
x ∈ R(B). Тогда существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, x = Bu. Следо-
вательно: Au ∈ L, Ax = A(Bu) = B(Au). Тогда Ax ∈ R(B).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L, Ã = [A](e), r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N ,
i1 < · · · < ir, Q = L(ei1 , . . . , eir).

1. Множество Q является инвариантным подпространством оператора A тогда и только
тогда, когда: Ãj

ik
= 0 при: k = 1, r, j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.

ПустьQ— инвариантное подпространство оператора A. Пусть k = 1, r. Тогда eik ∈ Q.
Следовательно, Aeik ∈ Q. Тогда: [Aeik ]

j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Следователь-
но: Ãj

ik
= [Aeik ]

j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.
Пусть: Ãj

ik
= 0 при: k = 1, r, j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Очевидно: Q— подпространство

пространства L, Q ⊆ L = D(A). Пусть x ∈ Q. Тогда: [x]i(e) = 0 при: i = 1, N , i /∈
{i1, . . . , ir}. Следовательно:

Ax = Ãj
i [x]

i(e)ej =
r
∑

k=1

N
∑

j=1

Ãj
ik
[x]ik(e)ej =

r
∑

k=1

r
∑

m=1

Ãim
ik
[x]ik(e)eim ∈ Q.
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2. Пусть Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда:
[

A|Q
]m

k
(ei1 , . . . , eir) =

Ãim
ik

при k, m = 1, r.

Пусть k = 1, r. Очевидно, A|Q eik =
r
∑

m=1

[

A|Q
]m

k
(ei1 , . . . , eir)eim . Так как Q — инвари-

антное подпространство оператора A, то: Ãj
ik
= 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Тогда:

A|Q eik = Aeik = Ãj
ik
ej =

r
∑

m=1

Ãim
ik
eim .

Следовательно:
[

A|Q
]m

k
(ei1 , . . . , eir) = Ãim

ik
при m = 1, r.

4.2. Собственные подпространства линейного оператора

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
1. Пусть λ ∈ K. Тогда:

D(A− λI) = D(A) ∩D(I) = D(A) ∩ L = D(A).

Пусть x ∈ D(A− λI). Тогда:

(A− λI)x = Ax− λI(x) = Ax− λx.

Очевидно:

ker(A− λI) =
{

x : x ∈ D(A− λI) ∧ (A− λI)x = θ
}

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax− λx = θ
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax = λx
}

.

Обозначим: HA(λ) = ker(A− λI), gA(λ) = dim
(

ker(A− λI)
)

.
2. Пусть λ1, λ2 ∈ K. Тогда ker(A − λ2I) — инвариантное подпространство оператора

A− λ1I.
Очевидно: ker(A− λ2I) — подпространство пространства L,

ker(A− λ2I) ⊆ D(A− λ2I) = D(A) = D(A− λ1I).

Пусть x ∈ ker(A− λ2I). Тогда Ax = λ2x. Следовательно:

(A− λ1I)x = Ax− λ1x = λ2x− λ1x = (λ2 − λ1)x ∈ ker(A− λ2I).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L— линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
1. Будем говорить, что λ — регулярная точка оператора A, если: λ ∈ K, ker(A− λI) =

{θ}, R(A− λI) = L.
2. Будем говорить, что λ — точка спектра оператора A, если: λ ∈ K, ker(A − λI) 6=

{θ} ∨ R(A− λI) 6= L.
3. Будем говорить, что λ — точка непрерывного спектра оператора A, если: λ ∈ K,

ker(A − λI) = {θ}, R(A − λI) 6= L. Обозначим через SC(A) множество всех точек непре-
рывного спектра оператора A.

4. Будем говорить, что λ — собственное значение оператора A (λ — точка дискретного
спектра оператора A), если: λ ∈ K, ker(A− λI) 6= {θ}. Обозначим через SD(A) множество
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всех собственных значений оператора A. Очевидно, λ является собственным значением
оператора A тогда и только тогда, когда:

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ ker(A− λI) ∧ x 6= θ
)

;

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ D(A) ∧ Ax− λx = θ ∧ x 6= θ
)

;

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ D(A) ∧ Ax = λx ∧ x 6= θ
)

.

5. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что x — собственный
вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ, если: x ∈ ker(A − λI),
x 6= θ. Очевидно, x является собственным вектором оператора A, соответствующим соб-
ственному значению λ, тогда и только тогда, когда:

x ∈ D(A), Ax− λx = θ, x 6= θ;

x ∈ D(A), Ax = λx, x 6= θ.

6. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что ker(A − λI) —
собственное подпространство оператора A, соответствующее собственному значению λ.

7. Пусть λ— собственное значение оператора A. Будем говорить, что dim
(

ker(A−λI)
)

—

геометрическая кратность собственного значения λ. Очевидно, dim
(

ker(A− λI)
)

∈ N.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= +∞;
A ∈ Lin(L,L). Тогда SC(A) = ∅.

Предположим, что SC(A) 6= ∅. Тогда существует число λ, удовлетворяющее условию
λ ∈ SC(A). Следовательно: λ ∈ K, ker(A−λI) = {θ}, R(A−λI) 6= L. Согласно 1-й теореме
Фредгольма, так как: dim(L) 6= +∞, A−λI ∈ Lin(L,L), ker(A−λI) = {θ}, то R(A−λI) = L.
Итак, SC(A) = ∅.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L, Ã = [A](e), i = 1, N , λ ∈ K.
Справедливо утверждение: ei ∈ ker(A − λI) тогда и только тогда, когда: Ãj

i = λδji при
j = 1, N .

Пусть ei ∈ ker(A − λI). Тогда Aei = λei. Следовательно: Ãj
i = [Aei]

j(e) = [λei]
j(e) =

λ[ei]
j(e) = λδji при j = 1, N .

Пусть: Ãj
i = λδji при j = 1, N . Тогда: Aei = Ãj

iej = (λδji )ej = λei. Следовательно,
ei ∈ ker(A− λI).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈
lin(L,L), r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные собственные значения оператора A, H1, . . . , Hr —
соответствующие собственные подпространства. Тогда H1, . . . , Hr — линейно независи-
мые подпространства.

Доказательство. Докажем утверждение, используя индукцию. Очевидно, утверждение
справедливо при r = 1.

Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Рассмотрим утверждение при

r = r0 + 1. Пусть: x1 ∈ H1, . . . , xr0+1 ∈ Hr0+1,
r0+1
∑

k=1

xk = θ. Тогда:

(A− λr0+1I)

r0+1
∑

k=1

xk = (A− λr0+1I)θ,
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r0
∑

k=1

(λk − λr0+1)xk = θ.

Так как H1, . . . , Hr0 — линейно независимые подпространства, то: (λk − λr0+1)xk = θ при

k = 1, r0. Так как: λk 6= λr0+1 при k = 1, r0, то: xk = θ при k = 1, r0. Так как
r0+1
∑

k=1

xk = θ, то

xr0+1 = θ.

4.3. Общие сведения о полиномах

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, N 6= 0 =⇒ aN 6= 0,

F (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K. Очевидно, F : K =⇒ K. Будем говорить, что: F — полином на

множестве K, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, b0, . . . , bN ∈ K, Q ⊆ K,

Q — бесконечное множество,
N
∑

k=0

akx
k =

N
∑

k=0

bkx
k при x ∈ Q. Тогда: ak = bk при k = 0, N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1 ∈ Z+, a0, . . . , aN1 ∈ K, N1 6= 0 =⇒ aN1 6= 0,
N2 ∈ Z+, b0, . . . , bN2 ∈ K, N2 6= 0 =⇒ bN2 6= 0, Q ⊆ K, Q — бесконечное множество,
N1
∑

k=1

akx
k =

N2
∑

k=0

bkx
k при x ∈ Q. Тогда: N1 = N2, ak = bk при k = 0, N1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K, N — степень полинома
F . Обозначим, deg(F ) = N .

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;

N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, N 6= 0 =⇒ aN 6= 0, F (A) =
N
∑

k=0

akA
k при A ∈ Lin(L,L). Очевидно,

F : Lin(L,L) =⇒ Lin(L,L). Будем говорить, что: F — полином на множестве Lin(L,L),
N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,

dim(L) 6= 0; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, b0, . . . , bN ∈ K,
N
∑

k=0

akA
k =

N
∑

k=0

bkA
k при A ∈ Lin(L,L).

Тогда: ak = bk при k = 0, N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,
dim(L) 6= 0; N1 ∈ Z+, a0, . . . , aN1 ∈ K, N1 6= 0 =⇒ aN1 6= 0, N2 ∈ Z+, b0, . . . , bN2 ∈ K,

N2 6= 0 =⇒ bN2 6= 0,
N1
∑

k=1

akA
k =

N2
∑

k=0

bkA
k при A ∈ Lin(L,L). Тогда: N1 = N2, ak = bk при

k = 0, N1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;
F — полином на множестве Lin(L,L), N — степень полинома F . Обозначим, deg(F ) = N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K, deg(F ) 6= 0.
1. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — различные корни полинома F , m1, . . . ,mr — соответ-

ствующие кратности. Тогда m1 + · · ·+mr 6 deg(F ).
2. Справедливы утверждения: ker(F ) — конечное множество, card

(

ker(F )
)

6 deg(F ).
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Определение. Пусть K ∈ {C,R,Q}. Будем говорить, что K — алгебраически замкнутое
поле, если для любой функции F , удовлетворяющей условиям: F — полином на множестве
K, deg(F ) 6= 0, справедливо утверждение: ker(F ) 6= ∅.

Замечание. Очевидно, Q не является алгебраически замкнутым полем. Очевидно, R не
является алгебраически замкнутым полем.

Теорема (основная теорема алгебры; будет доказана в 3-ем семестре). Справедливо
утверждение: C — алгебраически замкнутое поле.

Утверждение. Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, F — полином на мно-
жестве C, deg(F ) 6= 0, r ∈ N, z1, . . . , zr — все различные корни полинома F , m1, . . . ,mr —
соответствующие кратности. Тогда m1 + · · ·+mr = deg(F ).

Определение. Пусть: K1, K2 ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K1, N — степень
полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F , a0, . . . , aN ∈ K2. Будем говорить,

что F̃ — продолжение полинома F на множество K2, если: F̃ (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K2.

Замечание. Пусть: K1, K2 ∈ {C,R,Q}, K1 ⊆ K2.
Пусть: F1 — полином на множестве K1, F̃1 — продолжение полинома F1 на множество

K2, F2 — полином на множестве K1, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество K2.
Тогда F̃1 + F̃2 — продолжение полинома F1 + F2 на множество K2.

Пусть: λ ∈ K1, F — полином на множестве K1, F̃ — продолжение полинома F на
множество K2. Тогда λF̃ — продолжение полинома λF на множество K2.

Пусть: F1 — полином на множестве K1, F̃1 — продолжение полинома F1 на множество
K2, F2 — полином на множестве K1, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество K2.
Тогда F̃1F̃2 — продолжение полинома F1F2 на множество K2.

Пусть F — полином на множестве K1. Функция F̃ является продолжением полинома F
на множество K2 тогда и только тогда, когда: F̃ — полином на множестве K2, F̃ (x) = F (x)
при x ∈ K1.

Пусть: F — полином на множестве K1, F̃ — продолжение полинома F на множество
K2. Тогда:

ker(F ) =
{

x : x ∈ K1 ∧ F (x) = 0
}

=
{

x : x ∈ K1 ∧ x ∈ K2 ∧ F̃ (x) = 0
}

= ker(F̃ ) ∩K1.

Очевидно: ker(F ) ⊆ ker(F̃ ); ker(F ) = ker(F̃ ) тогда и только тогда, когда ker(F̃ ) ⊆ K1.
Пусть x0 ∈ ker(F ). Очевидно, число m является кратностью числа x0 как корня полинома
F̃ тогда и только тогда, когда число m является кратностью числа x0 как корня полинома
F .

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0.
Пусть: F — полином на множестве K, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффи-

циенты полинома F . Будем говорить, что F̃ — продолжение полинома F на множество

Lin(L,L), если: F̃ (A) =
N
∑

k=0

akA
k при A ∈ Lin(L,L).

Пусть: F — полином на множестве Lin(L,L), N — степень полинома F , a0, . . . , aN —
коэффициенты полинома F . Будем говорить, что F̃ — продолжение полинома F на мно-

жество K, если: F̃ (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0.
Пусть: F1 — полином на множестве K, F̃1 — продолжение полинома F1 на множество

Lin(L,L), F2 — полином на множестве K, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество
Lin(L,L). Тогда F̃1 + F̃2 — продолжение полинома F1 + F2 на множество Lin(L,L).

Пусть: λ ∈ K, F — полином на множестве K, F̃ — продолжение полинома F на множе-
ство Lin(L,L). Тогда λF̃ — продолжение полинома λF на множество Lin(L,L).

Пусть: F1 — полином на множестве K, F̃1 — продолжение полинома F1 на множество
Lin(L,L), F2 — полином на множестве K, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество
Lin(L,L). Тогда F̃1F̃2 — продолжение полинома F1F2 на множество Lin(L,L).

Пусть F — полином на множестве K. Функция F̃ является продолжением полинома F
на множество Lin(L,L) тогда и только тогда, когда: F̃ — полином на множестве Lin(L,L),
F̃ (xI) = F (x)I при x ∈ K.

4.4. Характеристический полином линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N .
Пусть m = 1, N . Обозначим: Xm,0(Ã) = Ãm, Xm,1(Ã) = Ĩm (здесь Ĩ — единичная

матрица из множества KN×N).
Обозначим через µN множество всех функций σ, удовлетворяющих условию:

σ : {1, . . . , N} =⇒ {0, 1}.
Пусть k = 0, N . Обозначим через µN,k множество всех функций σ, удовлетворяющих

условиям: σ ∈ µN , σ(1) + · · ·+ σ(N) = k. Обозначим:

αk(Ã) = (−1)k
∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N , λ ∈ K. Тогда det(Ã − λĨ) =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k.

Доказательство. Очевидно:

det(Ã− λĨ) = det
(

Ã1 + (−λ)Ĩ1, . . . , ÃN + (−λ)ĨN
)

=

=
∑

σ∈µN

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

(−λ)σ(1)+···+σ(N) =

=
N
∑

k=0

∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

(−λ)k =

=
N
∑

k=0

(−1)k
(

∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

)

λk =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N . Очевидно:

α0(Ã) = det(Ã1, . . . , ÃN ) = det(Ã);

αN−1(Ã) = (−1)N−1

N
∑

m=1

det(Ĩ1, . . . , Ĩm−1, Ãm, Ĩm+1, . . . , ĨN) = (−1)N−1

N
∑

m=1

Ãm
m =

= (−1)N−1 tr(Ã);

αN(Ã) = (−1)N det(Ĩ1, . . . , ĨN) = (−1)N det(Ĩ) = (−1)N .
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L, Ã = [A](e).

Обозначим: FA(λ) = det(A− λI) при λ ∈ K. Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(A− λI) = det
(

[A− λI](e)
)

= det(Ã− λĨ) =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k.

Так как: αN(Ã) = (−1)N 6= 0, то: FA — полином на множестве K, deg(FA) = N . Обозначим
через a0(A), . . . , aN(A) коэффициенты полинома FA. Тогда:

ak(A) = αk(Ã), k = 0, N ;

a0(A) = α0(Ã) = det(Ã) = det(A);

aN−1(A) = αN−1(Ã) = (−1)N−1 tr(Ã) = (−1)N−1 tr(A);

aN(A) = αN(Ã) = (−1)N .

Будем говорить, что FA — характеристический полином оператора A.
Обозначим через F̃A продолжение полинома FA на множество C. Пусть λ ∈ C. Тогда:

F̃A(λ) =
N
∑

k=0

ak(A)λ
k =

N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k = det(Ã− λĨ).

Обозначим через F̂A продолжение полинома FA на Lin(L,L). Пусть B ∈ Lin(L,L).
Тогда:

F̂A(B) =
N
∑

k=0

ak(A)B
k =

N
∑

k=0

αk(Ã)B
k.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L, Ã = [A](e).

Очевидно:

SD(A) =
{

λ : λ ∈ K ∧ ker(A− λI) 6= {θ}
}

=
{

λ : λ ∈ K ∧ det
(

[A− λI](e)
)

= 0
}

=

=
{

λ : λ ∈ K ∧ FA(λ) = 0
}

= ker(FA).

Пусть: λ ∈ C, λ /∈ ker(F̃A). Обозначим, mA(λ) = 0. Пусть λ ∈ ker(F̃A). Обозначим через
mA(λ) кратность числа λ как корня полинома F̃A. Тогда mA(λ) = 1, N . Пусть λ ∈ ker(FA).
Тогда mA(λ) — кратность числа λ как корня полинома FA. Будем говорить, что mA(λ) —
алгебраическая кратность собственного значения λ.

Так как: N 6= 0, deg(F̃A) = N , то: ker(F̃A) — конечное множество, card
(

ker(F̃A)
)

6 N .

Пусть ker(F̃A) 6= ∅. Так как: N 6= 0, deg(F̃A) = N , то
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) 6 N .

Пусть C — алгебраически замкнутое поле. Так как: F̃A — полином на множестве
C, N 6= 0, deg(F̃A) = N , то: ker(F̃A) 6= ∅,

∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) = N .

Так как: N 6= 0, deg(FA) = N , то: ker(FA) — конечное множество, card
(

ker(FA)
)

6 N .
Пусть ker(FA) 6= ∅. Так как: N 6= 0, deg(FA) = N , то

∑

λ∈ker(FA)

mA(λ) 6 N .

Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K. Тогда: ker(F̃A) 6= ∅,
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) = N , ker(FA) = ker(F̃A). Следовательно: ker(FA) 6= ∅,
∑

λ∈ker(FA)

mA(λ) = N .
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), λ0 — собственное значение оператора A. Тогда gA(λ0) 6

mA(λ0).

Доказательство. Обозначим: H = HA(λ0), g = gA(λ0), m = mA(λ0). Очевидно, g = 1, N .
Так как: g ∈ N, dim(H) = g, то существуют векторы e1, . . . , eg, удовлетворяющие условиям:
e1, . . . , eg ∈ H, e1, . . . , eg — линейно независимые векторы.

Пусть g = N . Так как: e1, . . . , eg — линейно независимые векторы пространства L,
dim(L) = N = g, то e1, . . . , eg — базис пространства L. Обозначим, Ã = [A](e). Так как
e1, . . . , eg ∈ H, то: Ãj

i = λ0δ
j
i при i, j = 1, g. Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)g.

Следовательно, m = g.
Пусть g 6= N . Так как: e1, . . . , eg — линейно независимые векторы пространства L, N ∈

N, dim(L) = N , g < N , то существуют векторы eg+1, . . . , eN , удовлетворяющие условию:

e1, . . . , eN — базис пространства L. Обозначим, Ã = [A](e). Так как e1, . . . , eg ∈ H, то:
Ãj

i = λ0δ
j
i при: i = 1, g, j = 1, N . Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)g det
(

{Ãg+j
g+i − λδg+j

g+i }j=1,N−g

i=1,N−g

)

.

Следовательно, m > g.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; r ∈ N, Qk — подпространство пространства L, Nk ∈ N, dim(Qk) = Nk при
k = 1, r; Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Справедливы утвержде-
ния:

1. Q1 + · · ·+Qr = L ⇐⇒ N1 + · · ·+Nr = N ;
2. Q1 + · · · + Qr = L тогда и только тогда, когда существуют векторы e1, . . . , eN ,

удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN — базис пространства L, e1, . . . , eN ∈ Q1∪· · ·∪Qr.

Доказательство.
1. Пусть Q1+· · ·+Qr = L. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства,

то:

N1 + · · ·+Nr = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr) = dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(L) = N.

ПустьN1+· · ·+Nr = N . Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства,
то:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr) = N1 + · · ·+Nr = N.

Так как: Q1 + · · · + Qr — подпространство пространства L, N 6= +∞, dim(L) = N , то
Q1 + · · ·+Qr = L.

2. Пусть Q1 + · · · + Qr = L. Пусть k = 1, r. Так как: Nk ∈ N, dim(Qk) = Nk,
то существуют векторы ek,1, . . . , ek,Nk

, удовлетворяющие условию: ek,1, . . . , ek,Nk
— базис

подпространства Qk. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то
e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

— базис подпространства Q1+· · ·+Qr. Так как Q1+· · ·+Qr =
L, то e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

— базис пространства L. Пусть: k = 1, r, m = 1, Nk.
Так как ek,m ∈ Qk, то ek,m ∈ Q1 ∪ · · · ∪Qr.

Пусть: e1, . . . , eN — базис пространства L, e1, . . . , eN ∈ Q1∪· · ·∪Qr. Тогда: e1, . . . , eN —
базис пространства L, e1, . . . , eN ∈ Q1 + · · · + Qr. Следовательно: L = L(e1, . . . , eN) ⊆
Q1 + · · ·+Qr. Так как Q1 + · · ·+Qr ⊆ L, то Q1 + · · ·+Qr = L.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) =
mA(λ)

)

. Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.

2. Пусть: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L. Тогда: ker(F̃A) ⊆ K, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) =

mA(λ)
)

.

Доказательство.
1. Так как: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N . Так как ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) = mA(λ)
)

, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N .

Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.

2. Так как: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N .

Предположим, что существует число λ0, удовлетворяющее условиям: λ0 ∈ ker(F̃A),
λ0 /∈ K. Тогда: λ0 ∈ ker(F̃A), λ0 /∈ SD(A). Следовательно:

∑

λ∈SD(A)

gA(λ) 6
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) <
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) 6 N

(что противоречит утверждению
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N). Итак, ker(F̃A) ⊆ K.

Предположим, что существует число λ0, удовлетворяющее условиям: λ0 ∈ SD(A),
gA(λ0) 6= mA(λ0). Тогда:

∑

λ∈SD(A)

gA(λ) <
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) 6 N

(что противоречит утверждению
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N). Итак, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) = mA(λ)
)

.

Теорема (теорема Гамильтона—Кэли). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L). Тогда F̂A(A) = Θ.

Доказательство. Пусть: e — базис пространства L, Ã = [A](e).

Пусть k, i = 1, N . Обозначим: Mk
i (λ) = (−1)k+i∆

k

i (Ã − λĨ) при λ ∈ K. Тогда Mk
i —

полином на множестве K. Обозначим через M̂k
i продолжение полинома Mk

i на множество
Lin(L,L).

Пусть: k, j = 1, N , λ ∈ K. Обозначим:

Q =

























(Ã− λĨ)1

...

(Ã− λĨ)k−1

(Ã− λĨ)j

(Ã− λĨ)k+1

...

(Ã− λĨ)N

























.
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Тогда:

δjkFA(λ) = det(Q) =
N
∑

i=1

(−1)k+i∆
k

i (Q)Q
k
i =

N
∑

i=1

(−1)k+i∆
k

i (Ã− λĨ)(Ã− λĨ)ji =

=
N
∑

i=1

Mk
i (λ)(Ã

j
i − λδji ) =

N
∑

i=1

Mk
i (λ)(Ã

j
iλ

0 − δjiλ
1).

Пусть: k, j = 1, N , B ∈ Lin(L,L). Тогда:

δjkF̂A(B) =
N
∑

i=1

M̂k
i (B)(Ãj

iB
0 − δjiB

1) =
N
∑

i=1

M̂k
i (B)(Ãj

iI − δjiB).

Пусть i = 1, N . Тогда:

(Ãj
iI − δjiA)ej = Ãj

iI(ej)− δjiA(ej) = Ãj
iej − Aei = θ.

Пусть k = 1, N . Тогда:

F̂A(A)ek =
(

δjkF̂A(A)
)

ej =

( N
∑

i=1

M̂k
i (A)(Ã

j
iI − δjiA)

)

ej =
N
∑

i=1

M̂k
i (A)

(

(Ãj
iI − δjiA)ej

)

= θ.

Пусть x ∈ L. Тогда:

F̂A(A)x = F̂A(A)
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)F̂A(A)(ek) = θ.

Итак, F̂A(A) = Θ.
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Лекция 5. Приведение матрицы линейного оператора к

жордановой форме

5.1. Циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора A

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; Q1, Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2.

Так как Q1 ⊆ Q2, то dim(Q1) 6 dim(Q2).
Пусть Q1 = Q2. Тогда dim(Q1) = dim(Q2).
Пусть dim(Q1) = dim(Q2). Так как: Q1 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞, то Q1 = Q2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть k ∈ Z+. Обозначим: kerk(A) = ker(Ak), Rk(A) = R(Ak). Тогда kerk(A), Rk(A) —
подпространства пространства L. Так как: N 6= +∞, dim

(

D(Ak)
)

= dim(L) = N , то
dim

(

kerk(A)
)

+ dim
(

Rk(A)
)

= N (это не значит, что kerk(A) + Rk(A) = L). Так как
[A,Ak] = Θ, то kerk(A), Rk(A) — инвариантные подпространства оператора A.

Очевидно:

ker0(A) = ker(A0) = ker(I) = {θ},
R0(A) = R(A0) = R(I) = L,

ker1(A) = ker(A1) = ker(A),

R1(A) = R(A1) = R(A).

Обозначим: ker∞(A) =
⋃

k∈Z+

kerk(A), R∞(A) =
⋂

k∈Z+

Rk(A). Тогда ker∞(A), R∞(A) ⊆ L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть: k ∈ Z+, m = 0, k. Тогда Am
[

kerk(A)
]

= kerk−m(A) ∩ Rm(A). Пусть: k ∈ Z+,
m ∈ Z, m > k. Тогда Am

[

kerk(A)
]

= {θ}. Пусть k, m ∈ Z+. Тогда Am
[

Rk(A)
]

= Rk+m(A).
2. Пусть k ∈ Z+. Тогда: kerk(A) ⊆ kerk+1(A), Rk+1(A) ⊆ Rk(A).
3. Существует число h, удовлетворяющее условиям: h ∈ Z+; kerk(A) ⊂ kerk+1(A),

Rk+1(A) ⊂ Rk(A) при k = 0, h− 1; kerk(A) = kerk+1(A), Rk+1(A) = Rk(A) при: k ∈ Z,
k > h. Будем говорить, что h — высота оператора A. Очевидно, высота оператора A
определяется однозначно.

4. Пусть k, m ∈ Z+. Тогда:

dim
(

kerk(A) ∩Rm(A)
)

= dim
(

kerk+m(A)
)

− dim
(

kerm(A)
)

.

5. Пусть: k ∈ N, m = 0, h− 1. Тогда kerk(A) ∩ Rm(A) 6= {θ}. Пусть: k ∈ Z+, m ∈ Z,
m > h. Тогда kerk(A) ∩ Rm(A) = {θ}. Пусть m ∈ Z+. Тогда ker0(A) ∩ Rm(A) = {θ}.

6. Справедливы утверждения: ker∞(A) = kerh(A), R∞(A) = Rh(A); ker∞(A), R∞(A) —
подпространства пространства L, dim

(

ker∞(A)
)

+ dim
(

R∞(A)
)

= N , ker∞(A), R∞(A) —
инвариантные подпространства оператора A; ker∞(A), R∞(A) — линейно независимые
подпространства, ker∞(A) + R∞(A) = L.

Доказательство.
1. Пусть: k ∈ Z+, m = 0, k. Пусть x ∈ Am

[

kerk(A)
]

. Тогда существует вектор u,
удовлетворяющий условиям: u ∈ kerk(A), x = Amu. Следовательно: u ∈ L, Aku = θ,
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x = Amu. Тогда: x ∈ L, Ak−mx = Ak−m(Amu) = Aku = θ; u ∈ L, x = Amu. Следовательно:
x ∈ kerk−m(A), x ∈ Rm(A). Тогда x ∈ kerk−m(A) ∩ Rm(A).

Пусть x ∈ kerk−m(A) ∩ Rm(A). Тогда: x ∈ kerk−m(A), x ∈ Rm(A). Следовательно:
x ∈ L, Ak−mx = θ; существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, x = Amu.
Тогда: u ∈ L, Aku = Ak−m(Amu) = Ak−mx = θ, x = Amu. Следовательно: u ∈ kerk(A),
x = Amu. Тогда x ∈ Am

[

kerk(A)
]

. Итак, Am
[

kerk(A)
]

= kerk−m(A) ∩ Rm(A).
Пусть: k ∈ Z+, m ∈ Z, m > k. Пусть x ∈ Am

[

kerk(A)
]

. Тогда существует вектор u,
удовлетворяющий условиям: u ∈ kerk(A), x = Amu. Следовательно: u ∈ L, Aku = θ, x =
Amu. Тогда: x = Amu = Am−k(Aku) = Am−kθ = θ. Так как Am

[

kerk(A)
]

— подпространство
пространства L, то θ ∈ Am

[

kerk(A)
]

. Итак, Am
[

kerk(A)
]

= {θ}.
Пусть k, m ∈ Z+. Очевидно: Am

[

Rk(A)
]

= Am
[

Ak[L]
]

= Ak+m[L] = Rk+m(A).
2. Пусть x ∈ kerk(A). Тогда: x ∈ L, Akx = θ. Следовательно: x ∈ L, Ak+1x = A(Akx) =

Aθ = θ. Тогда x ∈ kerk+1(A). Итак, kerk(A) ⊆ kerk+1(A).
Очевидно: Rk+1(A) = Ak

[

R1(A)
]

⊆ Ak[L] = Rk(A).

3. Обозначим, µ =
{

k : k ∈ Z+ ∧ dim
(

Rk+1(A)
)

= dim
(

Rk(A)
)

}

. Предположим, что

µ = ∅. Тогда: dim
(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

при k ∈ Z+. Следовательно: dim
(

Rk+1(A)
)

6

dim
(

Rk(A)
)

− 1 при k ∈ Z+. Используя индукцию, получаем, что: dim
(

Rk+m(A)
)

6

dim
(

Rk(A)
)

−m при: k ∈ Z+, m ∈ N. Тогда:

dim
(

RN+1(A)
)

6 dim
(

R0(A)
)

− (N + 1) = dim(L)− (N + 1) = N − (N + 1) = −1

(что противоречит тому, что dim
(

RN+1(A)
)

> 0). Итак, µ 6= ∅. Обозначим, h = min(µ).

Тогда: h ∈ Z+; dim
(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

при k = 0, h− 1; dim
(

Rh+1(A)
)

= dim
(

Rh(A)
)

.

Пусть k = 0, h− 1. Так как dim
(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

, то Rk+1(A) ⊂ Rk(A). Так
как dim

(

Rh+1(A)
)

= dim
(

Rh(A)
)

, то Rh+1(A) = Rh(A). Пусть: k ∈ Z, k > h + 1. Так как
Rh+1(A) = Rh(A), то: Rk+1(A) = Ak−h

[

Rh+1(A)
]

= Ak−h
[

Rh(A)
]

= Rk(A).

Пусть k = 0, h− 1. Так как dim
(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

, то:

dim
(

kerk(A)
)

= N − dim
(

Rk(A)
)

< N − dim
(

Rk+1(A)
)

= dim
(

kerk+1(A)
)

.

Тогда kerk(A) ⊂ kerk+1(A). Пусть: k ∈ Z, k > h. Так как dim
(

Rk+1(A)
)

= dim
(

Rk(A)
)

, то:

dim
(

kerk(A)
)

= N − dim
(

Rk(A)
)

= N − dim
(

Rk+1(A)
)

= dim
(

kerk+1(A)
)

.

Тогда kerk(A) = kerk+1(A).
4. Так как: kerk+m(A) ⊆ L, kerm(A) ⊆ kerk+m(A), то:

dim
(

kerk(A) ∩Rm(A)
)

= dim
(

Am
[

kerk+m(A)
]

)

= dim
(

R
(

Am|kerk+m(A)

))

=

= dim
(

D
(

Am|kerk+m(A)

))

− dim
(

ker
(

Am|kerk+m(A)

))

=

= dim
(

L ∩ kerk+m(A)
)

− dim
(

kerm(A) ∩ kerk+m(A)
)

= dim
(

kerk+m(A)
)

− dim
(

kerm(A)
)

.

5. Пусть: k ∈ N, m = 0, h− 1. Предположим, что kerk(A) ∩Rm(A) = {θ}. Тогда:

Am
[

kerk+m(A)
]

= kerk(A) ∩Rm(A) = {θ}.

Следовательно, kerk+m(A) ⊆ kerm(A). С другой стороны, так как: m = 0, h− 1, k+m > m,
то kerm(A) ⊂ kerk+m(A). Итак, kerk(A) ∩Rm(A) 6= {θ}.
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Пусть: k ∈ Z+, m ∈ Z, m > h. Так как: m > h, k +m > m, то kerk+m(A) = kerm(A).
Тогда:

kerk(A) ∩Rm(A) = Am
[

kerk+m(A)
]

= Am
[

kerm(A)
]

= {θ}.

Пусть m ∈ Z+. Так как {θ} ⊆ Rm(A), то: ker0(A) ∩ Rm(A) = {θ} ∩ Rm(A) = {θ}.
6. Очевидно: kerk(A) ⊂ kerh(A) при k = 0, h− 1; kerk(A) = kerh(A) при: k ∈ Z, k > h.

Пусть x ∈ ker∞(A). Так как ker∞(A) =
⋃

k∈Z+

kerk(A), то существует число k, удовлетворя-

ющее условиям: k ∈ Z+, x ∈ kerk(A). Так как kerk(A) ⊆ kerh(A), то x ∈ kerh(A). Пусть
x ∈ kerh(A). Так как ker∞(A) =

⋃

k∈Z+

kerk(A), то x ∈ ker∞(A). Итак, ker∞(A) = kerh(A).

Очевидно: Rh(A) ⊂ Rk(A) при k = 0, h− 1; Rh(A) = Rk(A) при: k ∈ Z, k > h.
Пусть x ∈ R∞(A). Так как R∞(A) =

⋂

k∈Z+

Rk(A), то x ∈ Rh(A). Пусть x ∈ Rh(A). Так как:

Rh(A) ⊆ Rk(A) при k ∈ Z+, то: x ∈ Rk(A) при k ∈ Z+. Так как R∞(A) =
⋂

k∈Z+

Rk(A), то

x ∈ R∞(A). Итак, R∞(A) = Rh(A).
Так как: ker∞(A) = kerh(A), R∞(A) = Rh(A), то: ker∞(A), R∞(A) — подпростран-

ства пространства L, dim
(

ker∞(A)
)

+ dim
(

R∞(A)
)

= N , ker∞(A), R∞(A) — инвариантные
подпространства оператора A.

Так как h ∈ Z+, то: ker∞(A) ∩ R∞(A) = kerh(A) ∩ Rh(A) = {θ}. Тогда ker∞(A),
R∞(A) — линейно независимые подпространства. Следовательно:

dim
(

ker∞(A) + R∞(A)
)

= dim
(

ker∞(A)
)

+ dim
(

R∞(A)
)

= N.

Так как: ker∞(A) + R∞(A) — подпространство пространства L, N 6= +∞, dim(L) = N , то
ker∞(A) + R∞(A) = L.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), h — высота оператора A, ker(A) 6= {θ}.

Предположим, что h = 0. Тогда: ker(A) = ker1(A) = ker0(A) = {θ} (что противоречит
условию ker(A) 6= {θ}). Итак, h 6= 0.

Пусть k ∈ N. Так как: ker(A) = ker1(A) ⊆ kerk(A), ker(A) 6= {θ}, то kerk(A) 6= {θ}.
Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), h — высота оператора A, ker(A) = {θ}.

Так как: ker1(A) = ker(A) = {θ} = ker0(A), то h = 0.
Пусть k ∈ Z+. Так как k > h, то: kerk(A) = kerh(A) = ker0(A) = {θ}.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть: q ∈ N, x1, . . . , xq ∈ L, Ax1 = θ, Axj = xj−1 при j = 2, q. Будем говорить, что
x1, . . . , xq — циклическая серия векторов оператора A.

Пусть x1, . . . , xq — циклическая серия векторов оператора A. Пусть: j = 1, q, m =
0, j − 1. Очевидно, Amxj = xj−m. Пусть: j = 1, q, m ∈ Z, m > j. Тогда:

Amxj = Am−(j−1)(Aj−1xj) = Am−(j−1)x1 = Am−j(Ax1) = Am−jθ = θ.

Пусть j = 1, q. Тогда: xj ∈ L, Ajxj = θ; xq ∈ L, xj = Aq−jxq. Следовательно: xj ∈ kerj(A),
xj ∈ Rq−j(A). Тогда xj ∈ kerj(A) ∩ Rq−j(A). Пусть: x1 6= θ, h — высота оператора A.
Предположим, что q > h. Тогда: xq ∈ kerq(A) = kerh(A). Так как q − 1 > h, то: x1 =
Aq−1xq = θ (что противоречит условию x1 6= θ). Итак, q 6 h.
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Пусть: q ∈ N, u ∈ kerq(A). Тогда: u ∈ L, Aqu = θ. Обозначим: xj = Aq−ju при j = 1, q.
Тогда: x1, . . . , xq ∈ L, Axj = A(Aq−ju) = Aq−(j−1)u = xj−1 при j = 2, q; Ax1 = A(Aq−1u) =
Aqu = θ, xq = A0u = Iu = u. Следовательно: x1, . . . , xq — циклическая серия векторов
оператора A, xq = u.

Пусть: q ∈ N, x ∈ ker(A) ∩ Rq−1(A). Тогда: x ∈ ker(A), x ∈ Rq−1(A). Следовательно:
x ∈ L, Ax = θ; существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, x = Aq−1u.
Обозначим: xj = Aq−ju при j = 1, q. Тогда: x1, . . . , xq ∈ L, Axj = A(Aq−ju) = Aq−(j−1)u =
xj−1 при j = 2, q; x1 = Aq−1u = x, Ax1 = Ax = θ, xq = A0u = Iu = u. Следовательно:
x1, . . . , xq — циклическая серия векторов оператора A, x1 = x.

Пусть: n ∈ N, q1, . . . , qn ∈ N. Обозначим, α = max
i=1,n

qi. Тогда: ∃i = 1, n(qi = α), ∀i =

1, n(qi 6 α). Пусть k ∈ N. Тогда:
{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k + 1}
}

=

=
{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k}
}

∪
{

(i, k + 1): i = 1, n ∧ qi > k + 1
}

;
{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1, qi
}

=

=
{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k}
}

∪
{

(i, j) : i = 1, n ∧ qi > k + 1 ∧ j = k + 1, qi
}

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть: n ∈ N, xi,1, . . . , xi,qi — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n;

{xi,1}i=1,n — линейно независимые векторы. Тогда {xi,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые век-

торы.

Доказательство. Обозначим, α = max
i=1,n

qi. Используя конечную индукцию, докажем сле-

дующее утверждение. Пусть k = 1, α. Тогда {xi,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— линейно независимые век-

торы.

Докажем, что утверждение справедливо при k = 1. Так как: {xi,j}i=1,n

j=1,min{qi,1}
=

{xi,1}i=1,n, {xi,1}i=1,n — линейно независимые векторы, то {xi,j}i=1,n

j=1,min{qi,1}
— линейно неза-

висимые векторы.
Пусть: k0 = 1, α− 1, утверждение справедливо при k = k0. Докажем, что утвержде-

ние справедливо при k = k0 + 1. Пусть: C i,j ∈ K при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k0 + 1};
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k0+1}

C i,jxi,j = θ. Так как α > k0 + 1, то ∃i = 1, n(qi > k0 + 1). Тогда:

Ak0
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k0+1}

C i,jxi,j = Ak0θ,

∑

i=1,n, qi>k0+1

C i,k0+1xi,1 = θ.

Так как {xi,1}i=1,n — линейно независимые векторы, то {xi,1}i=1,n, qi>k0+1 — линейно

независимые векторы. Тогда: C i,k0+1 = 0 при: i = 1, n, qi > k0 + 1. Следовательно,
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k0}

C i,jxi,j = θ. Так как {xi,j}i=1,n

j=1,min{qi,k0}
— линейно независимые векторы, то:

C i,j = 0 при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k0}. Итак: C i,j = 0 при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k0 + 1}.
Так как: {xi,j}i=1,n

j=1,qi
= {xi,j}i=1,n

j=1,min{qi,α}
, {xi,j}i=1,n

j=1,min{qi,α}
— линейно независимые векто-

ры, то {xi,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), Q — подпространство пространства L.

Пусть: n ∈ N, ei,1, . . . , ei,qi — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n;

{ei,j}i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства Q. Будем говорить, что {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— циклический

базис подпространства Q для оператора A.

Пусть {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства Q для оператора A. Обозначим,

α = max
i=1,n

qi. Очевидно: ei,j ∈ kerj(A) ⊆ kerα(A) при: i = 1, n, j = 1, qi. Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
—

базис подпространства Q, то:

Q = L
(

{ei,j}i=1,n

j=1,qi

)

⊆ kerα(A).

Очевидно: Q — подпространство пространства L, Q ⊆ L = D(A). Пусть ∀i = 1, n(qi 6 1).

Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства Q, то:

A[Q] = A

[

L
(

{ei,j}i=1,n

j=1,qi

)

]

= {θ} ⊆ Q.

Пусть ∃i = 1, n(qi > 2). Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства Q, то:

A[Q] = A

[

L
(

{ei,j}i=1,n

j=1,qi

)

]

= L
(

{ei,j−1}i=1,n, qi>2

j=2,qi

)

⊆ Q.

Итак, Q — инвариантное подпространство оператора A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), h — высота оператора A.

Пусть {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора A.

1. Справедливо утверждение: max
i=1,n

qi = h.

2. Пусть k ∈ N. Тогда {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— циклический базис подпространства kerk(A)

для оператора A.
3. Пусть k = 1, h. Тогда {ei,1}i=1,n, qi>k — циклический базис подпространства ker(A)∩

Rk−1(A) для оператора A.
4. Справедливы утверждения:

n = dim
(

ker(A)
)

;

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

= dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

, k ∈ N;

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi = k}
)

= 2dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk+1(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

, k ∈ N.

Тогда: число n определяется однозначно, числа q1, . . . , qn определяются одно-

значно, с точностью до перестановки.

Доказательство.

1. Обозначим, α = max
i=1,n

qi. Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то: ei,1 6=

θ при i = 1, n. Тогда ∀i = 1, n(qi 6 h). Следовательно, α 6 h. Предположим, что α 6= h.

Тогда α < h. Следовательно, kerα(A) ⊂ kerh(A). С другой стороны, так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
—

циклический базис подпространства kerh(A) для оператора A, то kerh(A) ⊆ kerα(A). Итак,
α = h.
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2. Пусть k > h. Так как: {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
= {ei,j}i=1,n

j=1,qi
, kerk(A) = kerh(A), {ei,j}i=1,n

j=1,qi
—

циклический базис подпространства kerh(A) для оператора A, то {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— цик-

лический базис подпространства kerk(A) для оператора A.
Пусть k 6 h−1. Очевидно: ei,j ∈ kerj(A) ⊆ kerk(A) при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k}. Так

как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— линейно независимые

векторы.

Пусть x ∈ kerk(A). Так как kerk(A) ⊆ kerh(A), то x ∈ kerh(A). Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
—

базис подпространства kerh(A), то существуют числа {C i,j}i=1,n

j=1,qi
, удовлетворяющие усло-

виям: C i,j ∈ K при: i = 1, n, j = 1, qi; x =
∑

i=1,n

∑

j=1,qi

C i,jei,j. Так как h > k + 1, то

∃i = 1, n(qi > k + 1). Тогда:

Akx = Ak
∑

i=1,n

∑

j=1,qi

C i,jei,j,

θ =
∑

i=1,n, qi>k+1

∑

j=k+1,qi

C i,jei,j−k.

Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то {ei,j−k}i=1,n, qi>k+1

j=k+1,qi
— линейно неза-

висимые векторы. Тогда: C i,j = 0 при: i = 1, n, qi > k + 1, j = k + 1, qi. Следователь-

но, x =
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k}

C i,jei,j. Итак, {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— базис подпространства kerk(A).

Так как: ei,1, . . . , ei,min{qi,k} — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n, то

{ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— циклический базис подпространства kerk(A) для оператора A.

3. Так как h > k, то ∃i = 1, n(qi > k). Так как {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— базис подпространства

kerk(A), то:

ker1(A) ∩ Rk−1(A) = Ak−1
[

kerk(A)
]

= Ak−1

[

L
(

{ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}

)

]

= L
(

{ei,1}i=1,n, qi>k

)

.

Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то {ei,1}i=1,n, qi>k — линейно незави-

симые векторы. Тогда {ei,1}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker1(A) ∩ Rk−1(A). Так как

ei,1 — циклическая серия векторов оператора A при: i = 1, n, qi > k, то {ei,1}i=1,n, qi>k —
циклический базис подпространства ker1(A) ∩ Rk−1(A) для оператора A.

4. Так как: {ei,1}i=1,n = {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,1}
, {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,1}
— базис подпространства

ker1(A), то {ei,1}i=1,n — базис подпространства ker1(A). Тогда n = dim
(

ker1(A)
)

.

Пусть: k ∈ Z, k > h+1. Так как k−1 > h, то: ∀i = 1, n(qi 6 k−1), kerk(A) = kerk−1(A).
Тогда:

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

= 0 = dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

.

Пусть k = 1, h. Так как {ei,1}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker1(A)∩Rk−1(A), то:

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

= dim
(

ker1(A) ∩ Rk−1(A)
)

= dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

.

Пусть k ∈ N. Тогда:

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi = k}
)

= card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

− card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k + 1}
)

=
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=
(

dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

)

−
(

dim
(

kerk+1(A)
)

− dim
(

kerk(A)
)

)

=

= 2dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk+1(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), h — высота оператора A, ker(A) 6= {θ}.

Пусть: n ∈ N, ei,1, . . . , ei,qi — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n;

{ei,1}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker(A) ∩Rk−1(A) при k = 1, h. Тогда {ei,j}i=1,n

j=1,qi
—

циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора A.

Доказательство. Обозначим, α = max
i=1,n

qi. Так как: {ei,1}i=1,n = {ei,1}i=1,n, qi>1,

{ei,1}i=1,n, qi>1 — линейно независимые векторы, то {ei,1}i=1,n — линейно независимые век-

торы. Тогда: ei,1 6= θ при i = 1, n. Следовательно, ∀i = 1, n(qi 6 h). Тогда α 6 h. Предпо-
ложим, что α 6= h. Тогда α < h. Следовательно, ∀i = 1, n(qi < h). Так как {ei,1}i=1,n, qi>h —
базис подпространства ker(A)∩Rh−1(A), то {ei,1}i=1,n, qi>h — не пустое семейство векторов.

Тогда ∃i = 1, n(qi > h). Итак, α = h.
Так как: ei,1, . . . , ei,qi — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n;

{ei,1}i=1,n — линейно независимые векторы, то {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы.

Используя конечную индукцию, докажем следующее утверждение. Пусть k = 1, h. Тогда

{ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k}
— базис подпространства kerk(A).

Докажем, что утверждение справедливо при k = 1. Так как: {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,1}
=

{ei,1}i=1,n = {ei,1}i=1,n, qi>1, ker1(A) = ker1(A) ∩ L = ker1(A) ∩ R0(A), {ei,1}i=1,n, qi>1 — ба-

зис подпространства ker1(A)∩R0(A), то {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,1}
— базис подпространства ker1(A).

Пусть: k0 = 1, h− 1, утверждение справедливо при k = k0. Докажем, что утвер-
ждение справедливо при k = k0 + 1. Очевидно: ei,j ∈ kerj(A) ⊆ kerk0+1(A) при:

i = 1, n, j = 1,min{qi, k0 + 1}. Так как {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то

{ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k0+1}
— линейно независимые векторы.

Так как: {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k0}
— базис подпространства kerk0(A), {ei,1}i=1,n, qi>k0+1 — базис

подпространства ker1(A) ∩ Rk0(A), то:

card
(

{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k0 + 1}
}

)

=

= card
(

{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k0}
}

)

+ card
(

{

(i, k0 + 1): i = 1, n ∧ qi > k0 + 1
}

)

=

= card
(

{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k0}
}

)

+ card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k0 + 1}
)

=

= dim
(

kerk0(A)
)

+ dim
(

ker1(A) ∩ Rk0(A)
)

=

= dim
(

kerk0(A)
)

+
(

dim
(

kerk0+1(A)
)

− dim
(

kerk0(A)
)

)

= dim
(

kerk0+1(A)
)

.

Итак, {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,k0+1}
— базис подпространства kerk0+1(A).

Так как: {ei,j}i=1,n

j=1,qi
= {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,h}
, {ei,j}i=1,n

j=1,min{qi,h}
— базис подпространства kerh(A),

то {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства kerh(A). Так как: ei,1, . . . , ei,qi — циклическая серия

векторов оператора A при i = 1, n, то {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства

kerh(A) для оператора A.
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Теорема. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), ker(A) 6= {θ}. Существуют векторы {ei,j}i=1,n

j=1,qi
, удовлетворя-

ющие условию: {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора

A.

Доказательство. Обозначим через h высоту оператора A. Пусть k = 1, h. Обозначим,
Nk = dim

(

kerk(A)
)

. Очевидно, Nk = 1, N . Тогда существуют векторы fk,1, . . . , fk,Nk
, удо-

влетворяющие условию: fk,1, . . . , fk,Nk
— базис подпространства kerk(A). Очевидно:

Ak−1fk,m, . . . , A
0fk,m — циклическая серия векторов оператора A при m = 1, Nk;

ker1(A) ∩ Rk−1(A) = Ak−1
[

kerk(A)
]

= Ak−1
[

L(fk,1, . . . , fk,Nk
)
]

= L(Ak−1fk,1, . . . , A
k−1fk,Nk

).

Пусть k = 1, h− 1. Очевидно:

ker1(A) ∩ Rh−1(A) ⊆ · · · ⊆ ker1(A) ∩ Rk−1(A);

ker1(A) ∩ Rk−1(A) = L(Ah−1fh,1, . . . , A
h−1fh,Nh

; . . . ;Ak−1fk,1, . . . , A
k−1fk,Nk

).

Рассмотрим последовательность подпространств:

ker1(A) ∩ Rh−1(A); . . . ; ker1(A) ∩ R0(A).

Рассмотрим последовательность векторов:

Ah−1fh,1, . . . , A
h−1fh,Nh

; . . . ;A0f1,1, . . . , A
0f1,N1 .

Так как ker1(A) ∩ Rh−1(A) 6= {θ}, то, используя метод Гаусса, можно указать число
n = 1, Nh + · · ·+N1, можно указать числа q1, m1, . . . , qn, mn, удовлетворяющие усло-
виям: q1 = h, m1 = 1, Nq1 , q2 = 1, q1, m2 = 1, Nq2 , . . . , qn = 1, qn−1, mn = 1, Nqn ,
{Aqi−1fqi,mi

}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker1(A) ∩ Rk−1(A) при k = 1, h. Так как:
ker(A) 6= {θ}, Aqi−1fqi,mi

, . . . , A0fqi,mi
— циклическая серия векторов оператора A при

i = 1, n, то {Aqi−jfqi,mi
}i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора

A.

5.2. Базис Жордана пространства L для оператора A

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть λ ∈ K. Обозначим, QA(λ) = ker∞(A− λI).
2. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что QA(λ) — корневое

подпространство оператора A, соответствующее собственному значению λ.
3. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что x — корневой

вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ, если x ∈ QA(λ).
4. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что x — присоеди-

нённый вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ, если: x ∈ QA(λ),
x /∈ HA(λ).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть: λ1 ∈ K, n1 ∈ Z+, λ2 ∈ K, n2 ∈ Z+. Очевидно,
[

(A − λ1I)
n1 , (A − λ2I)

n2
]

= Θ.
Тогда kern2(A−λ2I), Rn2(A−λ2I) — инвариантные подпространства оператора (A−λ1I)n1 .
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), λ0 — собственное значение оператора A. Тогда dim

(

QA(λ0)
)

=
mA(λ0).

Доказательство. Так как λ0 — собственное значение оператора A, то ker(A− λ0I) 6= {θ}.
Тогда существуют векторы {ei,j}i=1,n

j=1,qi
, удовлетворяющие условию: {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— цикличе-

ский базис подпространства ker∞(A−λ0I) для оператора A−λ0I. Обозначим: h — высота
оператора A − λ0I, Q = ker∞(A − λ0I), R = R∞(A − λ0I), m = mA(λ0), m̃ = dim(Q).
Очевидно: Q, R — линейно независимые подпространства, Q + R = L, m̃ = 1, N , R —
инвариантное подпространство оператора A, ker(A− λ0I) ∩R = {θ}.

Пусть m̃ = N . Так как: {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы пространства L,

dim(L) = N = m̃, то {ei,j}i=1,n

j=1,qi
— базис пространства L. Обозначим через Ã матрицу

оператора A в базисе {ei,j}i=1,n

j=1,qi
. Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)m̃.

Следовательно, m = m̃.
Пусть m̃ 6= N . Тогда m̃ < N . Следовательно: dim(R) = N − m̃ > 0. Тогда суще-

ствуют векторы f1, . . . , fN−m̃, удовлетворяющие условию: f1, . . . , fN−m̃ — базис подпро-
странства R. Так как: Q, R — линейно независимые подпространства, Q + R = L, то
e1,1, . . . , e1,q1 , . . . , en,1, . . . , en,qn , f1, . . . , fN−m̃ — базис пространства L. Обозначим через Ã
матрицу оператора A в базисе e1,1, . . . , e1,q1 , . . . , en,1, . . . , en,qn , f1, . . . , fN−m̃. Пусть λ ∈ K.
Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)m̃ det
(

{

Ãm̃+j
m̃+i − λδm̃+j

m̃+i

}j=1,N−m̃

i=1,N−m̃

)

.

Так как R — инвариантное подпространство оператора A, то: A|R ∈ Lin(R,R),
[

A|R
]j

i
(f) = Ãm̃+j

m̃+i при i, j = 1, N − m̃. Тогда:

FA(λ) = (λ0 − λ)m̃ det
(

[

A|R
]

(f)− λ
[

I|R
]

(f)
)

= (λ0 − λ)m̃FA|R
(λ).

Предположим, что FA|R
(λ0) = 0. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий усло-

виям: x ∈ ker
(

A|R − λ0 I|R
)

, x 6= θ. Следовательно: x ∈ ker
(

(A− λ0I)|R
)

, x 6= θ. Тогда:
x ∈ ker(A − λ0I) ∩ R, x 6= θ. Так как ker(A − λ0I) ∩ R = {θ}, то: x = θ, x 6= θ. Итак,
FA|R

(λ0) 6= 0. Тогда m = m̃.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные собственные значения опера-
тора A, Q1, . . . , Qr — соответствующие корневые подпространства. Тогда Q1, . . . , Qr —
линейно независимые подпространства.

Доказательство. Докажем утверждение, используя индукцию. Очевидно, утверждение
справедливо при r = 1.

Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Рассмотрим утверждение при
r = r0 + 1. Пусть k = 1, r0 + 1. Обозначим через hk высоту оператора A− λkI.

Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr0+1 ∈ Qr0+1,
∑

k=1,r0+1

xk = θ. Предположим, что x1 6= θ. Так

как: (A − λ1I)
0x1 = Ix1 = x1 6= θ, (A − λ1I)

h1x1 = θ, то существует число n1 =
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0, h1 − 1, удовлетворяющее условиям: (A − λ1I)
n1x1 6= θ, (A − λ1I)

n1+1x1 = θ. Очевидно:
Q1, . . . , Qr0+1 — инвариантные подпространства оператора (A− λ1I)

n1 ; (A− λ1I)
n1x1 6= θ,

(A − λ1I)
(

(A − λ1I)
n1x1

)

= θ; Q1, . . . , Qr0+1 — инвариантные подпространства оператора
(A− λr0+1I)

hr0+1 ; (A− λr0+1I)
hr0+1xr0+1 = θ. Тогда:

(A− λ1I)
n1

∑

k=1,r0+1

xk = (A− λ1I)
n1θ,

(A− λ1I)
n1x1 +

∑

k=2,r0+1

(A− λ1I)
n1xk = θ,

(A− λr0+1I)
hr0+1

(

(A− λ1I)
n1x1 +

∑

k=2,r0+1

(A− λ1I)
n1xk

)

= (A− λr0+1I)
hr0+1θ,

(λ1 − λr0+1)
hr0+1(A− λ1I)

n1(x1) +
∑

k=2,r0

(A− λr0+1I)
hr0+1

(

(A− λ1I)
n1xk

)

= θ.

Так как Q1, . . . , Qr0 — линейно независимые подпространства, то (λ1 − λr0+1)
hr0+1(A −

λ1I)
n1(x1) = θ. Так как λ1 6= λr0+1, то (A − λ1I)

n1x1 = θ (что противоречит тому, что
(A − λ1I)

n1x1 6= θ). Итак, x1 = θ. Тогда
∑

k=2,r0+1

xk = θ. Так как Q2, . . . , Qr0+1 — линейно

независимые подпространства, то x2, . . . , xr0+1 = θ.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(L,L), ker(F̃A) ⊆ K.

Так как: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N . Очевидно, существует число r ∈ N, существуют числа λ1, . . . , λr, удо-

влетворяющие условию: λ1, . . . , λr — все различные собственные значения оператора A.
Пусть: m1, . . . ,mr — соответствующие алгебраические кратности, Q1, . . . , Qr — соответ-
ствующие корневые подпространства. Тогда:

∑

k=1,r

mk = N , Q1, . . . , Qr — линейно незави-

симые подпространства, dim(Qk) = mk при k = 1, r.
Фиксируем номер k = 1, r. Так как λk — собственное значение оператора A, то

ker(A − λkI) 6= {θ}. Тогда существуют векторы {ek,i,j}i=1,nk

j=1,qk,i
, удовлетворяющие условию:

{ek,i,j}i=1,nk

j=1,qk,i
— циклический базис подпространства Qk для оператора A − λkI. Так как:

Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства,
∑

k=1,r

dim(Qk) =
∑

k=1,r

mk = N , то

{ek,i,j}k=1,r, i=1,nk

j=1,qk,i
— базис пространства L. Будем говорить, что {ek,i,j}k=1,r, i=1,nk

j=1,qk,i
— базис

Жордана пространства L для оператора A.
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Лекция 6. Линейные, билинейные и квадратичные фор-

мы

6.1. Линейные и полулинейные формы

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Будем говорить, что A — линейная форма в пространстве L, если: A : L =⇒ K, A —

линейный оператор.
2. Будем говорить, что A — полулинейная форма в пространстве L, если: A : L =⇒ K,

A — полулинейный оператор.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — линейная (полулинейная) форма в пространстве L, e — базис простран-
ства L. Обозначим: [A]k(e) = A(ek) при k = 1, N . Будем говорить, что [A](e) — набор
компонент линейной (полулинейной) формы A в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть A — линейная форма в пространстве L. Тогда: A(x) = [A]k(e)[x]
k(e) при

x ∈ L.
2. Пусть: Ã ∈ KN , A(x) = Ãk[x]

k(e) при x ∈ L. Тогда: A — линейная форма в про-
странстве L, [A](e) = Ã.

3. Пусть A — полулинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x) = [A]k(e)[x]k(e) при
x ∈ L.

4. Пусть: Ã ∈ KN , A(x) = Ãk[x]k(e) при x ∈ L. Тогда: A — полулинейная форма в
пространстве L, [A](e) = Ã.

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = A
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)A(ek) = [A]k(e)[x]
k(e).

2. Докажем, что A — линейная форма в пространстве L. Очевидно, A : L =⇒ K. Так
как D(A) = L, то D(A) — подпространство пространства L.

Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x+ y) = Ãk[x+ y]k(e) = Ãk

(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

= Ãk[x]
k(e) + Ãk[y]

k(e) = A(x) + A(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда:

A(λx) = Ãk[λx]
k(e) = Ãk

(

λ[x]k(e)
)

= λ
(

Ãk[x]
k(e)

)

= λA(x).

Докажем, что [A](e) = Ã. Пусть k = 1, N . Тогда:

[A]k(e) = A(ek) = Ãm[ek]
m(e) = Ãmδ

m
k = Ãk.

3. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = A
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)A(ek) = [A]k(e)[x]k(e).
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4. Докажем, что A — полулинейная форма в пространстве L. Очевидно, A : L =⇒ K.
Так как D(A) = L, то D(A) — подпространство пространства L.

Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x+ y) = Ãk[x+ y]k(e) = Ãk

(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

= Ãk[x]k(e) + Ãk[y]k(e) = A(x) + A(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда:

A(λx) = Ãk[λx]k(e) = Ãk

(

λ[x]k(e)
)

= λ
(

Ãk[x]k(e)
)

= λA(x).

Докажем, что [A](e) = Ã. Пусть k = 1, N . Тогда:

[A]k(e) = A(ek) = Ãm[ek]m(e) = Ãmδmk = Ãmδ
m
k = Ãk.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e, e′ — базисы пространства L.

1. Пусть A — линейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′(e
′) = [A]k(e)α

k
k′(e, e

′) при
k′ = 1, N ([A](e′) = [A](e)α(e, e′)).

2. Пусть A — полулинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′(e
′) = [A]k(e)αk

k′(e, e
′)

при k′ = 1, N ([A](e′) = [A](e)α(e, e′)).

Доказательство.
1. Пусть k′ = 1, N . Тогда:

[A]k′(e
′) = A(e′k′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek
)

= αk
k′(e, e

′)A(ek) = [A]k(e)α
k
k′(e, e

′).

2. Пусть k′ = 1, N . Тогда:

[A]k′(e
′) = A(e′k′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek
)

= αk
k′(e, e

′)A(ek) = [A]k(e)αk
k′(e, e

′).

Замечание (сопряжённое пространство, сопряжённый базис). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L —
линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N .

1. Обозначим через L∗ множество всех линейных форм в пространстве L. Очевидно,
L∗ — линейное пространство над полем K. Будем говорить, что L∗ — сопряжённое про-
странство к пространству L.

2. Пусть e — базис пространства L. Обозначим: ϕ(A) = [A](e) при A ∈ L∗. Очевидно,
ϕ — изоморфизм пространства L∗ на пространство KN . Тогда: dim(L∗) = dim(KN) = N .

3. Пусть e — базис пространства L. Очевидно, следующие утверждения эквивалентны
друг другу:

3.1. ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) = δmk при k, m = 1, N ;
3.2. ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при k, m = 1, N .

4. Пусть e— базис пространства L. Очевидно, существует единственный набор функций
ω1, . . . , ωN , удовлетворяющий условиям: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) = δmk при k, m = 1, N .
Тогда существует единственный набор функций ω1, . . . , ωN , удовлетворяющий условиям:
ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при k, m = 1, N .

5. Пусть e— базис пространства L. Пусть: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при k,m = 1, N .
Тогда: [ωm]k(e) = δmk при k, m = 1, N . Следовательно, [ω1](e), . . . , [ωN ](e) — базис простран-
ства KN . Тогда ω1, . . . , ωN — базис пространства L∗. Будем говорить, что ω1, . . . , ωN —
сопряжённый базис к базису e пространства L.

Пусть: x ∈ L, m = 1, N . Тогда: ωm(x) = [ωm]k(e)[x]
k(e) = δmk [x]

k(e) = [x]m(e).
Пусть A ∈ L∗. Пусть x ∈ L. Тогда: A(x) = [A]k(e)[x]

k(e) = [A]k(e)ω
k(x). Следователь-

но, A = [A]k(e)ω
k.
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6.2. Билинейные и полуторалинейные формы

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Будем говорить, что A — билинейная форма в пространстве L, если: A : L2 =⇒ K;

A(x1 + x2, y) = A(x1, y) + A(x2, y) при x1, x2, y ∈ L; A(λx, y) = λA(x, y) при: λ ∈ K, x,
y ∈ L; A(x, y1 + y2) = A(x, y1) + A(x, y2) при x, y1, y2 ∈ L; A(x, λy) = λA(x, y) при: λ ∈ K,
x, y ∈ L.

2. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Будем говорить, что A — симмет-
ричная билинейная форма, если: A(y, x) = A(x, y) при x, y ∈ L. Будем говорить, что A —
антисимметричная билинейная форма, если: A(y, x) = −A(x, y) при x, y ∈ L.

3. Пусть: A — билинейная форма в пространстве L, A(x, x) ∈ R при x ∈ L. Будем
писать, что A > 0 (A > 0, A < 0, A 6 0, A = 0), если: A(x, x) > 0 (A(x, x) > 0, A(x, x) < 0,
A(x, x) 6 0, A(x, x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что A — знакопеременная
билинейная форма, если: ∃x ∈ L

(

A(x, x) > 0
)

, ∃x ∈ L
(

A(x, x) < 0
)

.
4. Будем говорить, что A — полуторалинейная форма в пространстве L, если:

A : L2 =⇒ K; A(x1 + x2, y) = A(x1, y) +A(x2, y) при x1, x2, y ∈ L; A(λx, y) = λA(x, y) при:
λ ∈ K, x, y ∈ L; A(x, y1 + y2) = A(x, y1) + A(x, y2) при x, y1, y2 ∈ L; A(x, λy) = λA(x, y)
при: λ ∈ K, x, y ∈ L.

5. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Будем говорить, что A —
эрмитова полуторалинейная форма, если: A(y, x) = A(x, y) при x, y ∈ L. Будем говорить,
что A — антиэрмитова полуторалинейная форма, если: A(y, x) = −A(x, y) при x, y ∈ L.

6. Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, A(x, x) ∈ R при x ∈ L. Будем
писать, что A > 0 (A > 0, A < 0, A 6 0, A = 0), если: A(x, x) > 0 (A(x, x) > 0, A(x, x) < 0,
A(x, x) 6 0, A(x, x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что A — знакопеременная
полуторалинейная форма, если: ∃x ∈ L

(

A(x, x) > 0
)

, ∃x ∈ L
(

A(x, x) < 0
)

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Будем говорить, что Q — квадратичная форма в пространстве L, если: Q — функция,

D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям: A — билинейная форма в
пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Пусть Q — квадратичная форма в пространстве
L. Очевидно, Q : L =⇒ K.

2. Пусть: Q — квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Будем писать, что
Q > 0 (Q > 0, Q < 0, Q 6 0, Q = 0), если: Q(x) > 0 (Q(x) > 0, Q(x) < 0, Q(x) 6 0,
Q(x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что Q — знакопеременная квадратичная
форма, если: ∃x ∈ L

(

Q(x) < 0
)

, ∃x ∈ L
(

Q(x) > 0
)

.
3. Будем говорить, что Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, если:

Q — функция, D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям: A — полу-
торалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Пусть Q — обобщённая
квадратичная форма в пространстве L. Очевидно, Q : L =⇒ K.

4. Пусть: Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Будем
писать, что Q > 0 (Q > 0, Q < 0, Q 6 0, Q = 0), если: Q(x) > 0 (Q(x) > 0, Q(x) < 0,
Q(x) 6 0, Q(x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что Q — знакопеременная
обобщённая квадратичная форма, если: ∃x ∈ L

(

Q(x) < 0
)

, ∃x ∈ L
(

Q(x) > 0
)

.
5. Будем говорить, что Q — эрмитова квадратичная форма в пространстве L, если: Q —

функция, D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям: A — эрмитова
полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —
квадратичная форма в пространстве L. Существует единственная функция A, удо-
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влетворяющая условиям: A — симметричная билинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Доказательство. По определению квадратичной формы, существует функция A0, удо-
влетворяющая условиям: A0 — билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A0(x, x) при
x ∈ L. Обозначим: A(x, y) = 1

2

(

A0(x, y)+A0(y, x)
)

при x, y ∈ L. Очевидно, A — билинейная
форма в пространстве L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(y, x) =
1

2

(

A0(y, x) + A0(x, y)
)

=
1

2

(

A0(x, y) + A0(y, x)
)

= A(x, y).

Следовательно, A — симметричная билинейная форма. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x, x) =
1

2

(

A0(x, x) + A0(x, x)
)

= A0(x, x) = Q(x).

Пусть: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при
x ∈ L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

Q(x+ y) = A(x+ y, x+ y) = A(x, x) + A(x, y) + A(y, x) + A(y, y) = Q(x) + 2A(x, y) +Q(y);

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)
)

.

Очевидно, форма A определяется однозначно.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C; Q — обобщённая квад-
ратичная форма в пространстве L. Существует единственная функция A, удовлетво-
ряющая условиям: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при
x ∈ L.

Доказательство. По определению обобщённой квадратичной формы, существует функ-
ция A, удовлетворяющая условиям: A — полуторалинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.
Пусть: x, y ∈ L, λ ∈ C. Тогда:

Q(x+ λy) = A(x+ λy, x+ λy) = A(x, x) + A(x, λy) + A(λy, x) + A(λy, λy) =

= A(x, x) + λA(x, y) + λA(y, x) + λλA(y, y) = Q(x) + λA(x, y) + λA(y, x) + |λ|2Q(y);
λA(x, y) + λA(y, x) = Q(x+ λy)−Q(x)− |λ|2Q(y);

A(x, y) + A(y, x) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y),

iA(x, y)− iA(y, x) = Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y);

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

.

Очевидно, форма A определяется однозначно.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C.
1. Пусть A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда A(x, x) ∈

R при x ∈ L.
2. Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, A(x, x) ∈ R при x ∈ L.

Тогда A — эрмитова полуторалинейная форма.
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Доказательство.
1. Пусть x ∈ L. Тогда A(x, x) = A(x, x). Следовательно, A(x, x) ∈ R.
2. Обозначим: Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Так как A — полуторалинейная форма в

пространстве L, то Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Обозначим:
A0(x, y) =

1
2

(

A(x, y) + A(y, x)
)

при x, y ∈ L. Очевидно, A0 — полуторалинейная форма в
пространстве L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A0(y, x) =
1

2

(

A(y, x) + A(x, y)
)

=
1

2

(

A(y, x) + A(x, y)
)

=
1

2

(

A(x, y) + A(y, x)
)

= A0(x, y).

Следовательно, A0 — эрмитова полуторалинейная форма. Пусть x ∈ L. Так как A(x, x) ∈
R, то:

A0(x, x) =
1

2

(

A(x, x) + A(x, x)
)

=
1

2

(

A(x, x) + A(x, x)
)

= A(x, x) = Q(x).

Так как: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L; A0 —
полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A0(x, x) при x ∈ L, то A = A0. Так как
A0 — эрмитова полуторалинейная форма, то A — эрмитова полуторалинейная форма.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — билинейная (полуторалинейная) форма в пространстве L, e — базис
пространства L. Обозначим: [A]k,m(e) = A(ek, em) при k, m = 1, N . Будем говорить, что
[A](e) — матрица билинейной (полуторалинейной) формы A в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x, y) =
[A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L.

2. Пусть: Ã ∈ KN×N , A(x, y) = Ãk,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — билинейная

форма в пространстве L, [A](e) = Ã.
3. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x, y) =

[A]k,m(e)[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L.

4. Пусть: Ã ∈ KN×N , A(x, y) = Ãk,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — полутора-

линейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Доказательство.
1. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x, y) = A
(

[x]k(e)ek, [y]
m(e)em

)

= [x]k(e)[y]m(e)A(ek, em) = [A]k,m(e)[x]
k(e)[y]m(e).

2. Очевидно, A— полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть k,m = 1, N . Тогда:

[A]k,m(e) = A(ek, em) = Ãi,j [ek]
i(e)[em]

j(e) = Ãi,jδ
i
kδ

j
m = Ãk,m.

3. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x, y) = A
(

[x]k(e)ek, [y]
m(e)em

)

= [x]k(e)[y]m(e)A(ek, em) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]
m(e).

4. Очевидно, A— полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть k,m = 1, N . Тогда:

[A]k,m(e) = A(ek, em) = Ãi,j[ek]i(e)[em]
j(e) = Ãi,jδikδ

j
m = Ãi,jδ

i
kδ

j
m = Ãk,m.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N . Обозначим: ∆0(Ã) = 1, ∆k(Ã) =
det
(

{Ãi,j}i,j=1,k

)

при k = 1, N . Будем говорить, что ∆1(Ã), . . . ,∆N(Ã) — угловые миноры

матрицы Ã.
Будем говорить, что Ã — симметричная матрица, если ÃT = Ã. Будем говорить, что

Ã — антисимметричная матрица, если ÃT = −Ã.

Будем говорить, что Ã — эрмитова матрица, если ÃT = Ã. Будем говорить, что Ã —

антиэрмитова матрица, если ÃT = −Ã.
Будем говорить, что Ã — ортогональная матрица, если ÃÃT = Ĩ. Пусть Ã — ортого-

нальная матрица. Тогда: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Пусть: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Тогда Ã —
ортогональная матрица.

Будем говорить, что Ã — унитарная матрица, если ÃÃT = Ĩ. Пусть Ã — унитарная

матрица. Тогда: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Пусть: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Тогда Ã — унитарная
матрица.

Пусть Ã — эрмитова матрица. Очевидно: Ãk,k = Ãk,k, ∆k(Ã) = ∆k

(

ÃT

)

= ∆k(Ã) при

k = 1, N . Тогда: Ãk,k, ∆k(Ã) ∈ R при k = 1, N .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Пусть A — симметричная билинейная форма в пространстве L. Очевидно: [A](e) —
симметричная матрица, A(x, y) = [A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L.
Пусть: Ã ∈ KN×N , Ã — симметричная матрица, A(x, y) = Ãk,m[x]

k(e)[y]m(e) при x,
y ∈ L. Очевидно: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Пусть A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L. Очевидно: [A](e) —
эрмитова матрица, A(x, y) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]

m(e) при x, y ∈ L.

Пусть: Ã ∈ KN×N , Ã — эрмитова матрица, A(x, y) = Ãk,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L.

Очевидно: A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e, e′ — базисы пространства L.

1. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′,m′(e′) =
[A]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ([A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)).

2. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′,m′(e′) =

[A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′,m′ = 1, N ([A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)).

Доказательство.
1. Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[A]k′,m′(e′) = A(e′k′ , e
′
m′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek, α
m
m′(e, e′)em

)

= αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′)A(ek, em) =

= [A]k,m(e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′).

2. Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[A]k′,m′(e′) = A(e′k′ , e
′
m′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek, α
m
m′(e, e′)em

)

= αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′)A(ek, em) =

= [A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; Q — квадратичная форма в пространстве L, e — базис пространства L.
Выберем функцию A, удовлетворяющую условиям: A — симметричная билинейная форма
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в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Обозначим, [Q](e) = [A](e). Будем говорить,
что [Q](e) — матрица квадратичной формы Q в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть Q — квадратичная форма в пространстве L. Тогда: [Q](e) — симметричная
матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]

k(e)[x]m(e) при x ∈ L.
2. Пусть: Q̃ ∈ KN×N , Q̃ — симметричная матрица, Q(x) = Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) при
x ∈ L. Тогда: Q — квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

Доказательство.
1. Выберем функцию A, удовлетворяющую условиям: A — симметричная билинейная

форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда: [A](e) — симметричная матрица,
A(x, y) = [A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L; [Q](e) = [A](e), Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.
Следовательно: [Q](e) — симметричная матрица, Q(x) = A(x, x) = [A]k,m(e)[x]

k(e)[x]m(e) =
[Q]k,m(e)[x]

k(e)[x]m(e) при x ∈ L.
2. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Так как Q̃ — симметричная
матрица, то: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, [A](e) = Q̃. Очевид-
но: Q(x) = Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) = A(x, x) при x ∈ L. Так как A — симметричная билинейная
форма в пространстве L, то: Q — квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = [A](e).
Так как [A](e) = Q̃, то [Q](e) = Q̃.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,
N ∈ N, dim(L) = N ; Q — квадратичная форма в пространстве L, e, e′ — бази-
сы пространства L. Тогда: [Q]k′,m′(e′) = [Q]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N

([Q](e′) = α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′)).

Доказательство. Выберем функцию A, удовлетворяющую условиям: A — симметричная
билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда: [Q](e) = [A](e),
[Q](e′) = [A](e′). Следовательно: [Q]k′,m′(e′) = [A]k′,m′(e′) = [A]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

[Q]k,m(e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N .

Определение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ; Q —
обобщённая квадратичная форма в пространстве L, e — базис пространства L. Выберем
функцию A, удовлетворяющую условиям: A — полуторалинейная форма в пространстве
L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Обозначим, [Q](e) = [A](e). Будем говорить, что [Q](e) —
матрица обобщённой квадратичной формы Q в базисе e.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ;
e — базис пространства L.

1. Пусть Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Тогда: Q(x) =
[Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) при x ∈ L.

2. Пусть: Q̃ ∈ CN×N , Q(x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) при x ∈ L. Тогда: Q — обобщённая

квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

Доказательство.
1. Выберем функцию A, удовлетворяющую условиям: A — полуторалинейная форма

в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда: A(x, y) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]
m(e) при

x, y ∈ L; [Q](e) = [A](e), Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Следовательно: Q(x) = A(x, x) =
[A]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]
m(e) при x ∈ L.
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2. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — полуторалинейная

форма в пространстве L, [A](e) = Q̃. Очевидно: Q(x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) = A(x, x) при

x ∈ L. Так как A — полуторалинейная форма в пространстве L, то: Q — обобщённая
квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = [A](e). Так как [A](e) = Q̃, то [Q](e) =
Q̃.

Замечание. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ; e —
базис пространства L.

Пусть Q — эрмитова квадратичная форма в пространстве L. Очевидно: [Q](e) — эрми-
това матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) при x ∈ L.

Пусть: Q̃ ∈ CN×N , Q̃ — эрмитова матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]
m(e) при x ∈ L.

Очевидно: Q — эрмитова квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ;
Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, e, e′ — базисы простран-
ства L. Тогда: [Q]k′,m′(e′) = [Q]k,m(e)αk

k′(e, e
′)αm

m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ([Q](e′) =

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′)).

Доказательство. Выберем функцию A, удовлетворяющую условиям: A — полуторали-
нейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда: [Q](e) = [A](e),

[Q](e′) = [A](e′). Следовательно: [Q]k′,m′(e′) = [A]k′,m′(e′) = [A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

[Q]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N .
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Лекция 7. Метод Лагранжа, закон инерции, критерий

Сильвестра

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈
Z, N > 2, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.
Существует число k0, существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: k0 =
1, N , e1, . . . , eN — базис пространства L, [A]k0,k(e), [A]k,k0(e) = 0 при: k = 1, N , k 6= k0.

Доказательство. Докажем вспомогательные утверждения.

1. Пусть: e — базис пространства L, Ã = [A](e), k0 = 1, N , Ãk0,k0 6= 0. Докажем, что су-
ществуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N — базис пространства

L, [A]k0,k(e
′), [A]k,k0(e

′) = 0 при: k = 1, N , k 6= k0.
Пусть: x ∈ L, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) = Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0 x̃
k0 x̃k0 +

∑

m=1,N,m 6=k0

Ãk0,mx̃
k0x̃m +

∑

k=1,N, k 6=k0

Ãk,k0 x̃
kx̃k0 +

∑

k,m=1,N, k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0 x̃k0 +
∑

m=1,N,m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃k0 x̃m +
∑

k=1,N, k 6=k0

Ãk,k0

Ãk0,k0

x̃kx̃k0

)

+

+
∑

k,m=1,N, k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0

(

(

x̃k0 +
∑

k=1,N, k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

−

−
∑

k,m=1,N, k,m 6=k0

Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0Ãk0,k0

x̃kx̃m

)

+
∑

k,m=1,N, k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0 +
∑

k=1,N, k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

+

+
∑

k,m=1,N, k,m 6=k0

(

Ãk,m − Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

)

x̃kx̃m.

Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = Ãk0,k0 ,

˜̃Ak0,k,
˜̃Ak,k0 = 0 при: k = 1, N , k 6= k0;

˜̃Ak,m = Ãk,m − Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

при: k, m = 1, N , k, m 6= k0;

˜̃xk0 = x̃k0 +
∑

m=1,N,m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m,

˜̃xj = x̃j при: j = 1, N , j 6= k0.
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Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — эрмитова матрица, ˜̃Ak0,k,
˜̃Ak,k0 = 0 при: k = 1, N , k 6= k0; ˜̃x ∈ KN ,

A(x, x) = ˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm.

Обозначим: βk0
k0

= 1, βk0
m =

Ãk0,m

Ãk0,k0

при: m = 1, N , m 6= k0; β
j
m = δjm при: j = 1, N , j 6= k0

и m = 1, N . Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 1 6= 0, ˜̃x = βx̃. Так как: e — базис пространства L,
det(β−1) 6= 0, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N —

базис пространства L, α(e, e′) = β−1. Тогда α(e′, e) = β. Так как ˜̃x = βx̃, то: ˜̃x = βx̃ =

α(e′, e)[x](e) = [x](e′). Тогда: A(x, x) = ˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′) при x ∈ L. Так как ˜̃A — эрмитова

матрица, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: [A]k0,k(e
′), [A]k,k0(e

′) = 0 при: k = 1, N , k 6= k0.
2. Пусть: e — базис пространства L, Ã = [A](e), k0, m0 = 1, N , k0 < m0, Ãk0,k0 , Ãm0,m0 =

0, Ãk0,m0 6= 0. Докажем, что существуют векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям:

e′1, . . . , e
′
N — базис пространства L, [A]k0,k(e

′), [A]k,k0(e
′) = 0 при: k = 1, N , k 6= k0.

Пусть: x ∈ L, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) = Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0 x̃
k0x̃k0 + Ãk0,m0 x̃

k0 x̃m0 + Ãm0,k0 x̃
m0 x̃k0 + Ãm0,m0 x̃

m0 x̃m0 +
∑

k,m=1,N,
k 6=k0,m0∨m 6=k0,m0

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,m0 x̃
k0 x̃m0 + Ãk0,m0 · x̃m0 x̃k0 +

∑

k,m=1,N,
k 6=k0,m0∨m 6=k0,m0

Ãk,mx̃kx̃
m.

Очевидно, существует столбец ˜̃x ∈ KN , удовлетворяющий условиям:

x̃k0 =
Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

,

x̃m0 = ˜̃xk0 + ˜̃xm0 ,

x̃j = ˜̃xj при: j = 1, N , j 6= k0, m0.

Тогда:

A(x, x) =
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

+
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

+
(

· · ·
)

=

= 2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣

˜̃xk0 ˜̃xk0 − 2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣

˜̃xm0 ˜̃xm0 +
(

· · ·
)

.

Обозначим: βk0
k0

=
Ãk0,m0

|Ãk0,m0 | , β
k0
m0

= − Ãk0,m0

|Ãk0,m0 | , β
k0
m = 0 при: m = 1, N , m 6= k0, m0; β

m0
k0

=

1, βm0
m0

= 1, βm0
m = 0 при:m = 1, N ,m 6= k0,m0; β

j
m = δjm при: j = 1, N , j 6= k0,m0 иm = 1, N .

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 2
Ãk0,m0

|Ãk0,m0 | 6= 0, x̃ = β ˜̃x. Следовательно, ˜̃x = β−1x̃. Так как: e —

базис пространства L, det(β) 6= 0, то существуют векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие

условиям: e′1, . . . , e
′
N — базис пространства L, α(e, e′) = β. Тогда α(e′, e) = β−1. Так как

˜̃x = β−1x̃, то: ˜̃x = β−1x̃ = α(e′, e)[x](e) = [x](e′). Тогда:

A(x, x) = 2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣ [x]k0(e′)[x]k0(e′)− 2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣ [x]m0(e′)[x]m0(e′) +
(

· · ·
)

при x ∈ L.

Очевидно, существует матрица ˜̃A, удовлетворяющая условиям: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — эрмитова

матрица, ˜̃Ak0,k0 = 2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣, A(x, x) =
˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]

m(e′) при x ∈ L. Так как: ˜̃A — эрмитова
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матрица, A(x, x) = ˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′) при x ∈ L, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: [A]k0,k0(e

′) =

2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣ 6= 0.

Согласно утверждению первого пункта, существуют векторы e′′1, . . . , e
′′
N , удовлетворя-

ющие условиям: e′′1, . . . , e
′′
N — базис пространства L, [A]k0,k(e

′′), [A]k,k0(e
′′) = 0 при: k = 1, N ,

k 6= k0.
Пусть ∃k = 1, N(Ãk,k 6= 0). Выберем число k0, удовлетворяющее условиям: k0 = 1, N ,

Ãk0,k0 6= 0. Согласно утверждению первого пункта, существуют векторы e′1, . . . , e
′
N , удо-

влетворяющие условиям: e′1, . . . , e
′
N — базис пространства L, [A]k0,k(e

′), [A]k,k0(e
′) = 0 при:

k = 1, N , k 6= k0.
Пусть: ∀k = 1, N(Ãk,k = 0), ∃k = 1, N∃m = 1, N(k < m ∧ Ãk,m 6= 0). Выберем числа k0,

m0, удовлетворяющие условиям: k0, m0 = 1, N , k0 < m0, Ãk0,m0 6= 0. Тогда: k0, m0 = 1, N ,
k0 < m0, Ãk0,k0 , Ãm0,m0 = 0, Ãk0,m0 6= 0. Согласно утверждению второго пункта, суще-
ствуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N — базис пространства

L, [A]k0,k(e
′), [A]k,k0(e

′) = 0 при: k = 1, N , k 6= k0.
Пусть: ∀k = 1, N(Ãk,k = 0), ∀k = 1, N∀m = 1, N(k < m =⇒ Ãk,m = 0). Тогда:

Ãk,m = Ãm,k = 0 = 0 при: k, m = 1, N , m < k. Обозначим: k0 = 1, e′ = e. Тогда: [A]k0,k(e
′),

[A]k,k0(e
′) = 0 при: k = 1, N , k 6= k0.

Теорема (метод Лагранжа). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над по-
лем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве
L. Существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN — базис про-
странства L, [A](e) — диагональная матрица.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A —
эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

Пусть: Q1, Q2 — подпространства пространства L, dim(Q1), dim(Q2) 6= +∞,
dim(Q1) < dim(Q2). Существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ Q2, x 6= θ,
A(u, x) = 0 при u ∈ Q1.

Доказательство. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда N1, N2 ∈ Z+. Так как
N1 < N2, то N2 ∈ N. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N2

, удовлетворяющие условию:
e′1, . . . , e

′
N2

— базис подпространства Q2.
Пусть N1 = 0. Тогда Q1 = {θ}. Очевидно: e′1 ∈ Q2, e

′
1 6= θ, A(u, e′1) = A(θ, e′1) = 0 при

u ∈ Q1.
Пусть N1 6= 0. Тогда N1 ∈ N. Следовательно, существуют векторы e1, . . . , eN1 , удо-

влетворяющие условию: e1, . . . , eN1 — базис подпространства Q1. Пусть: ˜̃x ∈ KN2 , x =
∑

k′=1,N2

˜̃xk
′

e′k′ , k = 1, N1. Тогда:

A(ek, x) = A
(

ek,
∑

k′=1,N2

˜̃xk
′

e′k′
)

=
∑

k′=1,N2

A(ek, e
′
k′)˜̃x

k′ .

Пусть x — искомый вектор. Так как x ∈ Q2, то существует столбец ˜̃x, удовлетворяющий
условиям: ˜̃x ∈ KN2 , x =

∑

k′=1,N2

˜̃xk
′

e′k′ . Так как x 6= θ, то ˜̃x 6= θ̃2. Так как: A(u, x) = 0 при

u ∈ Q1, то: A(ek, x) = 0 при k = 1, N1. Тогда:

∑

k′=1,N2

A(ek, e
′
k′)˜̃x

k′ = 0, k = 1, N1.
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Так как N1 < N2, то существует столбец ˜̃x, удовлетворяющий условиям: ˜̃x ∈ KN2 ,
˜̃x 6= θ̃2,

∑

k′=1,N2

A(ek, e
′
k′)˜̃x

k′ = 0, k = 1, N1.

Обозначим, x =
∑

k′=1,N2

˜̃xk
′

e′k′ . Тогда: x ∈ Q2, x 6= θ, A(ek, x) = 0 при k = 1, N1. Очевидно,

x — искомый вектор.

Теорема (закон инерции для эрмитовых полуторалинейных форм). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрми-
това полуторалинейная форма в пространстве L.

Пусть: e — базис пространства L, [A](e) — диагональная матрица, p1 — количество
положительных элементов на главной диагонали матрицы [A](e), n1 — количество от-
рицательных элементов на главной диагонали матрицы [A](e).

Пусть: e′ — базис пространства L, [A](e′) — диагональная матрица, p2 — количество
положительных элементов на главной диагонали матрицы [A](e′), n2 — количество от-
рицательных элементов на главной диагонали матрицы [A](e′). Тогда: p1 = p2, n1 = n2.

Доказательство. Очевидно, p1, p2, n1, n2 = 0, N . Без ограничения общности можно счи-
тать, что: [A]k,k(e) > 0 при k = 1, p1; [A]k,k(e) < 0 при k = p1 + 1, p1 + n1; [A]k,k(e) = 0
при k = p1 + n1 + 1, N ; [A]k′,k′(e

′) > 0 при k′ = 1, p2; [A]k′,k′(e
′) < 0 при k′ = p2 + 1, p2 + n2;

[A]k′,k′(e
′) = 0 при k′ = p2 + n2 + 1, N . Обозначим: Ã = [A](e), ˜̃A = [A](e′).

Предположим, что p1 < p2. Тогда: p1 = 0, N − 1, p2 = 1, N .
Пусть p1 = 0. Обозначим, x̃ = [e′1](e). Тогда:

A(e′1, e
′
1) =

∑

k=1,N

Ãk,k

∣

∣x̃k
∣

∣

2
6 0;

A(e′1, e
′
1) =

˜̃A1,1 > 0.

Итак, p1 6= 0.
Так как p1 6= 0, то p1 = 1, N − 1. Так как p1 < p2, то существует вектор x, удовлетво-

ряющий условиям: x ∈ L(e′1, . . . , e
′
p2
), x 6= θ, A(u, x) = 0 при u ∈ L(e1, . . . , ep1). Обозначим,

x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) = A
(

∑

k=1,N

x̃kek, x
)

=
∑

k=p1+1,N

A(ek, x)x̃k =
∑

k=p1+1,N

A
(

ek,
∑

m=1,N

x̃mem

)

x̃k =

=
∑

k=p1+1,N

Ãk,k

∣

∣x̃k
∣

∣

2
6 0.

Так как x ∈ L(e′1, . . . , e
′
p2
), то существует столбец ˜̃x, удовлетворяющий условиям: ˜̃x ∈ Kp2 ,

x =
∑

k′=1,p2

˜̃xk
′

e′k′ . Так как x 6= θ, то ˜̃x 6= θ̃2. Тогда:

A(x, x) = A
(

∑

k′=1,p2

˜̃xk
′

e′k′ ,
∑

m′=1,p2

˜̃xm
′

e′m′

)

=
∑

k′=1,p2

˜̃Ak′,k′

∣

∣

∣

˜̃xk
′

∣

∣

∣

2

> 0.

Итак, p2 6 p1.
Аналогично получаем, что p1 6 p2. Так как: p1 6 p2, p2 6 p1, то p1 = p2. Аналогично

получаем, что n1 = n2.
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, e — базис про-
странства L, [A](e) — диагональная матрица, p— количество положительных элементов на
главной диагонали матрицы [A](e), n — количество отрицательных элементов на главной
диагонали матрицы [A](e). Будем говорить, что (p, n) — сигнатура формы A.

Теорема (критерий Сильвестра). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве
L, e — базис пространства L, Ã = [A](e).

1. Справедливо утверждение: A > 0 тогда и только тогда, когда ∀k = 1, N
(

∆k(Ã) >
0
)

.
2. Справедливо утверждение: A < 0 тогда и только тогда, когда ∀k =

1, N
(

sgn
(

∆k(Ã)
)

= (−1)k
)

.

3. Пусть: det(Ã) 6= 0, ¬(A > 0), ¬(A < 0). Тогда A — знакопеременная форма.

Доказательство. Докажем вспомогательное утверждение. Пусть: N0 ∈ N, N =
N0 + 1, A(x, x) > 0 при: x ∈ L(e1, . . . , eN0), x 6= θ. Существуют векторы e′1, . . . , e

′
N0+1,

удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e
′
N0+1 — базис пространства L, e′k = ek при k = 1, N0;

[A]N0+1,k(e
′), [A]k,N0+1(e

′) = 0 при k = 1, N0.
Так как N0 < N0+1, то существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ L, x 6= θ,

A(u, x) = 0 при u ∈ L(e1, . . . , eN0). Предположим, что e1, . . . , eN0 , x — линейно зависимые
векторы. Так как e1, . . . , eN0 — линейно независимые векторы, то x ∈ L(e1, . . . , eN0). Тогда
A(x, x) = 0. Так как: x ∈ L(e1, . . . , eN0), x 6= θ, то A(x, x) > 0. Итак, e1, . . . , eN0 , x —
линейно независимые векторы. Обозначим: e′k = ek при k = 1, N0; e

′
N0+1 = x. Очевидно,

e′1, . . . , e
′
N0+1 — искомые векторы.

Докажем вспомогательное утверждение. Пусть: N0 ∈ N, N = N0 + 1, e′ — базис
пространства L, e′k = ek при k = 1, N0; [A]N0+1,k(e

′), [A]k,N0+1(e
′) = 0 при k = 1, N0. Тогда

∆N0+1(Ã) =
∣

∣det
(

α(e′, e)
)∣

∣

2
∆N0(Ã)A(e

′
N0+1, e

′
N0+1).

Очевидно:

∆N0+1(Ã) = det(Ã) = det
(

α(e′, e)T [A](e′)α(e′, e)
)

=
∣

∣det
(

α(e′, e)
)∣

∣

2
det
(

[A](e′)
)

=

=
∣

∣det
(

α(e′, e)
)∣

∣

2
∆N0

(

[A](e′)
)

[A]N0+1,N0+1(e
′) =

∣

∣det
(

α(e′, e)
)∣

∣

2
∆N0(Ã)A(e

′
N0+1, e

′
N0+1).

1. Используя индукцию, докажем следующее утверждение. Пусть A > 0. Тогда
∀k = 1, N

(

∆k(Ã) > 0
)

.

Рассмотрим утверждение при N = 1. Очевидно: ∆1(Ã) = Ã1,1 = A(e1, e1) > 0.
Пусть: N0 ∈ N, утверждение справедливо при N = N0. Рассмотрим утверждение при

N = N0 + 1. Так как: A(x, x) > 0 при: x ∈ L(e1, . . . , eN0), x 6= θ, то: ∀k = 1, N0

(

∆k(Ã) >
0
)

, существуют векторы e′1, . . . , e
′
N0+1, удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N0+1 — базис

пространства L, e′k = ek при k = 1, N0; [A]N0+1,k(e
′), [A]k,N0+1(e

′) = 0 при k = 1, N0. Тогда:

∆N0+1(Ã) =
∣

∣det
(

α(e′, e)
)∣

∣

2
∆N0(Ã)A(e

′
N0+1, e

′
N0+1) > 0.

Используя индукцию, докажем следующее утверждение. Пусть ∀k =
1, N

(

∆k(Ã) > 0
)

. Тогда A > 0.
Рассмотрим утверждение при N = 1. Пусть: x ∈ L, x 6= θ. Обозначим, x̃ = [x](e). Так

как x 6= θ, то x̃ 6= θ̃. Тогда: A(x, x) = Ã1,1 |x̃1|2 = ∆1(Ã) |x̃1|2 > 0.
Пусть: N0 ∈ N, утверждение справедливо при N = N0. Рассмотрим утверждение

при N = N0 + 1. Так как ∀k = 1, N0

(

∆k(Ã) > 0
)

, то: A(x, x) > 0 при: x ∈ L(e1, . . . , eN0),



7. Метод Лагранжа, закон инерции, критерий Сильвестра 59

x 6= θ. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e
′
N0+1, удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N0+1 —

базис пространства L, e′k = ek при k = 1, N0; [A]N0+1,k(e
′), [A]k,N0+1(e

′) = 0 при k = 1, N0.
Следовательно:

A(e′N0+1, e
′
N0+1) =

∆N0+1(Ã)
∣

∣det
(

α(e′, e)
)∣

∣

2
∆N0(Ã)

> 0.

Пусть: x ∈ L, x 6= θ. Обозначим, ˜̃x = [x](e′). Так как x 6= θ, то ˜̃x 6= θ̃. Тогда:

A(x, x) = A
(

∑

k=1,N0+1

˜̃xke′k,
∑

m=1,N0+1

˜̃xme′m

)

=

= A
(

∑

k=1,N0

˜̃xke′k,
∑

m=1,N0

˜̃xme′m

)

+ A(e′N0+1, e
′
N0+1)

∣

∣˜̃xN0+1
∣

∣

2
> 0.

2. Обозначим: B(x, y) = −A(x, y) при x, y ∈ L. Тогда B — эрмитова полуторалинейная
форма в пространстве L. Обозначим, B̃ = [B](e). Тогда B̃ = −Ã.

Пусть A < 0. Тогда B > 0. Следовательно ∀k = 1, N
(

∆k(B̃) > 0
)

. Тогда:

sgn
(

∆k(Ã)
)

= sgn
(

∆k(−B̃)
)

= sgn
(

(−1)k∆k(B̃)
)

= (−1)k при k = 1, N .

Пусть ∀k = 1, N
(

sgn
(

∆k(Ã)
)

= (−1)k
)

. Тогда: ∆k(B̃) = ∆k(−Ã) = (−1)k∆k(Ã) > 0

при k = 1, N . Следовательно, B > 0. Тогда A < 0.
3. Согласно теореме Лагранжа, существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие усло-

виям: e′1, . . . , e
′
N — базис пространства L, [A](e′) — диагональная матрица. Обозначим,

˜̃A = [A](e′). Тогда:

A(x, x) =
∑

k=1,N

˜̃Ak,k

∣

∣[x]k(e′)
∣

∣

2
при x ∈ L;

˜̃A1,1 · · · ˜̃AN,N = det
( ˜̃A
)

= det
(

α(e, e′)T Ãα(e, e′)
)

=
∣

∣det
(

α(e, e′)
)∣

∣

2
det(Ã) 6= 0,

˜̃Ak,k 6= 0 при k = 1, N .

Предположим, что: ˜̃Ak,k > 0 при k = 1, N . Тогда A > 0 (что противоречит тому, что

¬(A > 0)). Итак, ∃k = 1, N
(

˜̃Ak,k < 0
)

.

Предположим, что: ˜̃Ak,k < 0 при k = 1, N . Тогда A < 0 (что противоречит тому, что

¬(A < 0)). Итак, ∃k = 1, N
(

˜̃Ak,k > 0
)

. Так как: ∃k = 1, N
(

˜̃Ak,k < 0
)

, ∃k = 1, N
(

˜̃Ak,k > 0
)

,

то A — знакопеременная форма.
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Лекция 8. Линейные евклидовы и линейные псевдоев-

клидовы пространства

8.1. Линейные евклидовы пространства

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K.
Пусть: F : L2 =⇒ K, F (y, x) = F (x, y) при x, y ∈ L. Пусть x ∈ L. Тогда F (x, x) =

F (x, x). Следовательно, F (x, x) ∈ R.
Пусть: F : L =⇒ R, F (λx) = |λ|F (x) при: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: F (θ) = F (0θ) =

|0|F (θ) = 0F (θ) = 0.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K; F : L2 =⇒ K.
Далее будем писать (x, y) вместо F (x, y). Пусть:

1. (y, x) = (x, y) при x, y ∈ L;
2. (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) при x, y1, y2 ∈ L;
3. (x, λy) = λ(x, y) при: λ ∈ K, x, y ∈ L;
4. (x, x) > 0 при: x ∈ L, x 6= θ.

Будем говорить, что F — скалярное произведение в пространстве L. Будем говорить, что
(L, F ) — линейное евклидово пространство над полем K.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть F — скалярное произведение в пространстве L.

Пусть x1, x2, y ∈ L. Тогда: (x1 + x2, y) = (y, x1 + x2) = (y, x1) + (y, x2) = (y, x1) +
(y, x2) = (x1, y) + (x2, y).

Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ L. Тогда: (λx, y) = (y, λx) = λ(y, x) = λ · (y, x) = λ(x, y).
Очевидно, F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в пространстве

L.
2. Пусть F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

Очевидно, F — скалярное произведение в пространстве L.

Утверждение (неравенство Коши–Буняковского). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное
евклидово пространство над полем K; x, y ∈ H.

1. Пусть x, y — линейно зависимые векторы. Тогда
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).

2. Пусть x, y — линейно независимые векторы. Тогда
∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Доказательство.
1. Пусть x = θ. Тогда (x, y), (x, x) = 0. Следовательно:

∣

∣(x, y)
∣

∣ = 0 =
√

(x, x)
√

(y, y).
Пусть x 6= θ. Тогда x — линейно независимый вектор. Так как x, y — линейно зави-

симые векторы, то существует число λ ∈ K, удовлетворяющее условию y = λx. Тогда:
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
∣

∣(x, λx)
∣

∣ =
∣

∣λ(x, x)
∣

∣ = |λ| (x, x);
√

(x, x)
√

(y, y) =
√

(x, x)
√

(λx, λx) =
√

(x, x)

√

|λ|2 (x, x) = |λ| (x, x).

Следовательно,
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).
2. Так как x, y — линейно независимые векторы, то x, y 6= θ. Тогда (x, x), (y, y) > 0.

Пусть (x, y) = 0. Тогда:
∣

∣(x, y)
∣

∣ = 0 <
√

(x, x)
√

(y, y).

Пусть (x, y) 6= 0. Пусть: t ∈ R, λ = (x,y)
|(x,y)|

t. Так как x, y — линейно независимые
векторы, то x+ λy 6= θ. Тогда:

(x+ λy, x+ λy) > 0,
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(x, x) + (x, λy) + (λy, x) + (λy, λy) > 0,

(x, x) + λ(x, y) + λ(y, x) + λλ(y, y) > 0,

(x, x) + λ(x, y) + λ · (x, y) + λλ(y, y) > 0,

(x, x) + 2
∣

∣(x, y)
∣

∣t+ (y, y)t2 > 0.

Так как (y, y) 6= 0, то, в силу произвольности выбора t ∈ R:

4
∣

∣(x, y)
∣

∣

2 − 4(x, x)(y, y) < 0,
∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K. Пусть
x ∈ H. Обозначим, ‖x‖ =

√

(x, x). Тогда ‖x‖ ∈ R. Будем говорить, что ‖x‖ — норма
вектора x.

Докажем утверждения:
1. ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ при: λ ∈ K, x ∈ H;
2. ‖x‖ > 0 при: x ∈ H, x 6= θ;
3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ при x, y ∈ H (неравенство треугольника).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ H. Тогда:

‖λx‖ =
√

(λx, λx) =

√

|λ|2 (x, x) = |λ| · ‖x‖ .

Пусть: x ∈ H, x 6= θ. Тогда:

‖x‖ =
√

(x, x) > 0.

Пусть x, y ∈ H. Тогда:

‖x+ y‖ =
√

(x+ y, x+ y) =
√

(x, x) + 2Re
(

(x, y)
)

+ (y, y) 6
√

(x, x) + 2
∣

∣(x, y)
∣

∣+ (y, y) 6

6

√

(x, x) + 2
√

(x, x)
√

(y, y) + (y, y) =

√

‖x‖2 + 2 ‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 =
√

(

‖x‖+ ‖y‖
)2

=

= ‖x‖+ ‖y‖ .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
1. Пусть x, y ∈ H. Будем писать x ⊥ y, если (x, y) = 0.
2. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортогональная по-

следовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m. Будем говорить,
что x1, . . . , xr — ортонормированная последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k,
m = 1, r, k 6= m; ‖xk‖ = 1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — ортогональные векторы пространства H, x1, . . . , xr 6= θ.
Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Пусть: C1, . . . , Cr ∈ K,
∑

m=1,r

Cmxm = θ. Фиксируем номер k = 1, r. Так как xk 6= θ,

то:
(

xk,
∑

m=1,r

Cmxm

)

= (xk, θ),

Ck(xk, xk) = 0,

Ck = 0.

Итак, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
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3. Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H. Будем писать x ⊥ Q, если ∀u ∈ Q(x ⊥ u).
4. Пусть Q1, Q2 ⊆ H. Будем писать Q1 ⊥ Q2, если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2).
5. Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr ⊆ H. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — ортогональная

последовательность множеств, если: Qk ⊥ Qm при: k, m = 1, r, k 6= m.
Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H. Дока-

жем, что Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.
Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,

∑

m=1,r

xm = θ. Фиксируем номер k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

xm

)

= (xk, θ),

(xk, xk) = 0,

xk = θ.

Итак, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.
6. Пусть Q ⊆ H. Обозначим, Q⊥ = {x : x ∈ H ∧ x ⊥ Q}. Будем говорить, что Q⊥ —

ортогональное дополнение множества Q.
Пусть Q ⊆ H. Докажем, что Q⊥ — подпространство пространства H.
Очевидно: Q⊥ ⊆ H, θ ∈ Q⊥.
Пусть: x1, x2 ∈ Q⊥, u ∈ Q. Тогда: x1, x2 ∈ H, (x1, u), (x2, u) = 0. Следовательно:

x1 + x2 ∈ H, (x1 + x2, u) = (x1, u) + (x2, u) = 0. Тогда x1 + x2 ∈ Q⊥.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q⊥, u ∈ Q. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H, (x, u) = 0. Следовательно: λx ∈ H,

(λx, u) = λ(x, u) = 0. Тогда λx ∈ Q⊥. Итак, Q⊥ — подпространство пространства H.
Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ Q⊥. Очевидно: Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q.
Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q. Очевидно, Q0 ⊆ Q⊥.
Пусть Q ⊆ H. Тогда Q⊥ ⊥ Q. Следовательно, Q ⊥ Q⊥. Тогда Q ⊆ (Q⊥)⊥.
Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q, Q0 +Q = H. Докажем, что Q0 = Q⊥.
Очевидно, Q0 ⊆ Q⊥. Пусть x ∈ Q⊥. Тогда x ∈ H. Так как Q0+Q = H, то существуют

векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q0, x2 ∈ Q, x = x1+x2. Тогда: (x, x2) = 0,
(x1 + x2, x2) = 0, (x1, x2) + (x2, x2) = 0, (x2, x2) = 0, x2 = θ. Следовательно: x = x1 + x2 =
x1 ∈ Q0. Тогда Q⊥ ⊆ Q0. Так как: Q0 ⊆ Q⊥, Q⊥ ⊆ Q0, то Q0 = Q⊥.

Пусть: Q ⊆ H, Q + Q⊥ = H. Тогда: Q⊥ ⊥ Q, Q + Q⊥ = H. Следовательно: Q ⊥ Q⊥,
Q+Q⊥ = H. Тогда Q = (Q⊥)⊥.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
1. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H. Будем говорить, что x′ —

ортогональная проекция вектора x на подпространство Q, если: x′ ∈ Q, x− x′ ⊥ Q. Будем
говорить, что x′′ — перпендикуляр вектора x к подпространству Q, если: x′′ ∈ H, x′′ ⊥ Q,
x− x′′ ∈ Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H. Пусть x′ — ортогональная
проекция вектора x на подпространство Q. Тогда: x′ ∈ Q, x − x′ ⊥ Q. Следовательно:
x − x′ ∈ H, x − x′ ⊥ Q, x − (x − x′) = x′ ∈ Q. Тогда x − x′ — перпендикуляр вектора x к
подпространству Q.

Пусть x′′ — перпендикуляр вектора x к подпространству Q. Тогда: x′′ ∈ H, x′′ ⊥ Q,
x−x′′ ∈ Q. Следовательно: x−x′′ ∈ Q, x−(x−x′′) = x′′ ⊥ Q. Тогда x−x′′ — ортогональная
проекция вектора x на подпространство Q.

Пусть x′ — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q. Тогда: x′ ∈ Q,
x − x′ ∈ Q⊥. Следовательно: x − x′ ∈ Q⊥, x − (x − x′) = x′ ∈ Q ⊆ (Q⊥)⊥. Тогда x − x′ —
ортогональная проекция вектора x на подпространство Q⊥.
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Пусть x′1, x
′
2 — ортогональные проекции вектора x на подпространство Q. Тогда: x′1,

x′2 ∈ Q, x− x′1, x− x′2 ⊥ Q. Следовательно:

(x′1 − x′2, x
′
1 − x′2) =

(

(x− x′2)− (x− x′1), x
′
1 − x′2

)

=

= (x− x′2, x
′
1)− (x− x′2, x

′
2)− (x− x′1, x

′
1) + (x− x′1, x

′
2) = 0.

Тогда x′1 − x′2 = θ. Следовательно, x′1 = x′2.
Пусть Q — подпространство пространства H. Пусть: x ∈ H, x′ — ортогональная

проекция вектора x на подпространство Q, y ∈ H, y′ — ортогональная проекция вектора
y на подпространство Q. Тогда: x′, y′ ∈ Q, x− x′, y − y′ ∈ Q⊥. Следовательно: x′ + y′ ∈ Q,
(x+y)− (x′+y′) = (x−x′)+(y−y′) ∈ Q⊥. Тогда x′+y′ — ортогональная проекция вектора
x+ y на подпространство Q.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ H, x′ — ортогональная проекция вектора x на подпространство
Q. Тогда: λ ∈ K, x′ ∈ Q, x− x′ ∈ Q⊥. Следовательно: λx′ ∈ Q, λx− λx′ = λ(x− x′) ∈ Q⊥.
Тогда λx′ — ортогональная проекция вектора λx на подпространство Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ Q. Тогда: x ∈ Q, x − x = θ ⊥ Q.
Следовательно, x — ортогональная проекция вектора x на множество Q.

Пусть: r ∈ Z, r > 2, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H,
x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x = x1 + · · ·+ xr. Пусть k = 1, r. Тогда: xm ∈ Qm ⊆ Q⊥

k при: m = 1, r,
m 6= k. Следовательно: xk ∈ Qk, x − xk = (x1 + · · · + xr) − xk =

∑

m=1,r,m 6=k

xm ∈ Q⊥
k . Тогда

xk — ортогональная проекция вектора x на подпространство Qk.
2. Пусть Q — подпространство пространства H. Будем говорить, что Q допускает про-

ектирование, если ∀x ∈ H∃x′(x′ ∈ Q ∧ x− x′ ⊥ Q).
Пусть: Q — подпространство пространства H, Q допускает проектирование. Пусть:

x ∈ H, x′ — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q. Обозначим,
PQ(x) = x′. Будем говорить, что PQ — оператор ортогонального проектирования на под-
пространство Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, Q допускает проектирование. Очевид-
но: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) ⊆ Q, PQx = x при x ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда: x ∈ H, x = PQx. Следовательно, x ∈ R(PQ). Тогда Q ⊆ R(PQ).
Так как: R(PQ) ⊆ Q, Q ⊆ R(PQ), то R(PQ) = Q.

Пусть x ∈ H. Тогда PQx ∈ Q. Следовательно: (PQPQ)x = PQ

(

PQx
)

= PQx. Тогда
PQPQ = PQ.

3. Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H.
Пусть Q1 + · · · + Qr = H. Очевидно: Q1, . . . , Qr — допускают проектирование,

x = PQ1x+ · · ·+ PQr
x при x ∈ H. Тогда: Q1, . . . , Qr — допускают проектирование,

PQ1 + · · ·+ PQr
= I.

Пусть: Q1, . . . , Qr допускают проектирование, PQ1 + · · ·+ PQr
= I. Докажем, что

Q1 + · · ·+Qr = H.
Очевидно, Q1 + · · · + Qr ⊆ H. Пусть x ∈ H. Тогда: PQ1x ∈ Q1, . . . , PQr

x ∈ Qr,
x = Ix = (PQ1 + · · ·+ PQr

)x = PQ1x+ · · ·+ PQr
x. Следовательно, x ∈ Q1 + · · ·+Qr. Тогда

H ⊆ Q1 + · · ·+Qr. Так как: Q1 + · · ·+Qr ⊆ H, H ⊆ Q1 + · · ·+Qr, то Q1 + · · ·+Qr = H.
Пусть: Q — подпространство пространства H, Q допускает проектирование. Оче-

видно: Q⊥ допускает проектирование, PQ⊥(x) = x− PQx при x ∈ H. Тогда: Q⊥ допускает
проектирование, PQ + PQ⊥ = I.

Так как: Q, Q⊥ — ортогональные подпространства пространства H; Q, Q⊥ допускают
проектирование, PQ + PQ⊥ = I, то Q+Q⊥ = H.

Так как Q+Q⊥ = H, то Q = (Q⊥)⊥.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈
N, dim(H) = N .

1. Пусть e— базис пространстваH. Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k,m = 1, N . Тогда
g(e) — матрица скалярного произведения как полуторалинейной формы. Так как скаляр-
ное произведение есть эрмитова полуторалинейная форма, то g(e) — эрмитова матрица.
Согласно критерию Сильвестра, так как скалярное произведение есть положительная эр-
митова полуторалинейная форма, то ∆1

(

g(e)
)

, . . . ,∆N

(

g(e)
)

> 0.
Пусть e — ортогональный базис. Тогда: g(e) — диагональная матрица, gk,k(e) =

(ek, ek) = ‖ek‖2 при k = 1, N .
Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис.
Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e) = Ĩ (здесь Ĩ — единичная матрица

из множества KN×N).
Пусть g(e) = Ĩ. Тогда e — ортонормированный базис.
Пусть: x, y ∈ H, x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

(x, y) = gk,m(e)x̃kỹ
m.

Пусть e — ортогональный базис. Тогда:

(x, y) =
∑

k=1,N

gk,k(e)x̃kỹ
k =

∑

k=1,N

(ek, ek)x̃kỹ
k =

∑

k=1,N

‖ek‖2 x̃kỹk.

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда:

(x, y) =
∑

k=1,N

x̃kỹk.

Согласно теореме Лагранжа, так как скалярное произведение есть эрмитова по-
луторалинейная форма, то существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям:
e1, . . . , eN — базис пространства H, g(e) — диагональная матрица. Тогда e — ортогональ-
ный базис. Обозначим: e′k = 1

‖ek‖
ek при k = 1, N . Очевидно, e′ — ортонормированный

базис.
2. Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда: gk′,m′(e′) = gk,m(e)αk

k′(e, e
′)αm

m′(e, e′) при

k′, m′ = 1, N ; g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′). Будем говорить, что g — ковариантный метриче-
ский тензор пространства H.

Пусть e, e′ — базисы пространства H. Пусть e, e′ — ортонормированные базисы.
Тогда: g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′), Ĩ = α(e, e′)T Ĩα(e, e′), Ĩ = α(e, e′)Tα(e, e′). Следовательно,
α(e, e′) — унитарная матрица.

Пусть: e — ортонормированный базис, α(e, e′) — унитарная матрица. Тогда: g(e′) =
α(e, e′)Tg(e)α(e, e′) = α(e, e′)T Ĩα(e, e′) = α(e, e′)Tα(e, e′) = Ĩ. Следовательно, e′ — ортонор-
мированный базис.

3. Пусть e — базис пространства H. Обозначим,
{

gk,m(e)
}k,m=1,N

= g(e)−1. Так как
g(e) — эрмитова матрица, то g(e)−1 — эрмитова матрица. Так как det

(

g(e)
)

> 0, то
det
(

g(e)−1
)

> 0.
Пусть e — ортогональный базис. Тогда: g(e)−1 — диагональная матрица, gk,k(e) =

1
(ek,ek)

= 1
‖ek‖

2 при k = 1, N .

Пусть g(e)−1 — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис.
Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e)−1 = Ĩ.
Пусть g(e)−1 = Ĩ. Тогда e — ортонормированный базис.
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Пусть: x ∈ H, x̃ = [x](e). Пусть m = 1, N . Тогда:

(em, x) = (em, x̃
nen) = x̃n(em, en) = gm,n(e)x̃

n,

gm,n(e)x̃
n = (em, x).

Пусть k = 1, N . Тогда:

gk,m(e)gm,n(e)x̃
n = gk,m(e)(em, x),

δknx̃
n = gk,m(e)(em, x),

x̃k = gk,m(e)(em, x).

Очевидно:

x = x̃kek = gk,m(e)(em, x)ek,

x = gk,m(e)(em, x)ek.

Пусть e — ортогональный базис. Тогда:

x̃k = gk,k(ek, x) =
(ek, x)

(ek, ek)
=

(ek, x)

‖ek‖2
, k = 1, N ;

x =
∑

k=1,N

gk,k(ek, x)ek =
∑

k=1,N

(ek, x)

(ek, ek)
ek =

∑

k=1,N

(ek, x)

‖ek‖2
ek.

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда:

x̃k = (ek, x), k = 1, N ;

x =
∑

k=1,N

(ek, x).

4. Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда:

g(e′)−1 =
(

α(e, e′)T g(e)α(e, e′)
)−1

= α(e′, e)g(e)−1α(e′, e)T .

Следовательно: gk
′,m′

(e′) = gk,m(e)αk′

k (e
′, e)αm′

m (e′, e) при k′, m′ = 1, N . Будем говорить, что
{

g(e)−1
}

e
— контравариантный метрический тензор пространства H.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; Q —
подпространство пространства H, dim(Q) = 0. Очевидно: Q допускает проектирование,
PQx = θ при x ∈ H.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
Q — подпространство пространства H, N1 ∈ N, dim(Q) = N1; G — ковариантный мет-
рический тензор подпространства Q, e — базис подпространства Q. Тогда: Q допускает
проектирование, PQx = Gα,β(eβ, x)eα при x ∈ H.

Доказательство. Пусть x ∈ H. Обозначим, x′ = Gα,β(eβ, x)eα. Очевидно, x′ ∈ Q. Пусть
u ∈ Q. Тогда:

(x− x′, u) = (x, u)− (x′, u) = (x, u)−
(

Gα,β(eβ, x)eα, u
)

= (x, u)−Gα,β(eβ, x)(eα, u) =

= (x, u)−Gβ,α(x, eβ)(eα, u) = (x, u)−
(

x,Gβ,α(eα, u)eβ
)

= (x, u)− (x, u) = 0.

Следовательно, x−x′ ⊥ Q. Так как: x′ ∈ Q, x−x′ ⊥ Q, то x′ — ортогональная проекция век-
тора x на подпространство Q. Очевидно: Q допускает проектирование, PQx = Gα,β(eβ, x)eα
при x ∈ H.
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Теорема (процесс ортогонализации Грама—Шмидта). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линей-
ное евклидово пространство над полем K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H, x1, . . . , xr — линейно
независимые векторы, λ1, . . . , λr ∈ K, λ1, . . . , λr 6= 0.

Существуют векторы y1, . . . , yr, удовлетворяющие условиям: y1, . . . , yk — ортого-

нальный базис подпространства L(x1, . . . , xk) при k = 1, r; y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при k = 2, r.

Доказательство. Докажем утверждение, используя индукцию. Рассмотрим утверждение
при r = 1. Обозначим, y1 = λ1x1. Очевидно, y1 — искомая последовательность векторов.

Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Рассмотрим утверждение при
r = r0 + 1. Так как утверждение справедливо при r = r0, то существуют векторы
y1, . . . , yr0 , удовлетворяющие условиям: y1, . . . , yk — ортогональный базис подпространства

L(x1, . . . , xk) при k = 1, r0; y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при k = 2, r0.

Обозначим, yr0+1 = λr0+1

(

xr0+1−
∑

m=1,r0

(ym,xr0+1)

(ym,ym)
ym

)

. Так как y1, . . . , yr0 ∈ L(x1, . . . , xr0),

то yr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0+1). Пусть k = 1, r0. Так как y1, . . . , yr0 — ортогональные векторы,
то:

(yk, yr0+1) =

(

yk, λr0+1

(

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym

)

)

=

= λr0+1

(

(yk, xr0+1)−
(yk, xr0+1)

(yk, yk)
(yk, yk)

)

= 0.

Предположим, что yr0+1 = θ. Так как: λr0+1 6= 0, y1, . . . , yr0 ∈ L(x1, . . . , xr0), то:

λr0+1

(

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym

)

= θ,

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym = θ,

xr0+1 =
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym,

xr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0).

Тогда x1, . . . , xr0+1 — линейно зависимые векторы (что противоречит условию). Итак,
yr0+1 6= θ.

Очевидно: y1, . . . , yr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0+1), y1, . . . , yr0+1 — ортогональные векто-
ры, y1, . . . , yr0+1 6= θ. Так как x1, . . . , xr0+1 — линейно независимые векторы, то
dim

(

L(x1, . . . , xr0+1)
)

= r0 + 1. Тогда y1, . . . , yr0+1 — ортогональный базис подпростран-
ства L(x1, . . . , xr0+1). Так как: y1, . . . , yr0+1 — ортогональный базис подпространства

L(x1, . . . , xr0+1), yr0+1 = λr0+1

(

xr0+1 − ∑

m=1,r0

(ym,xr0+1)

(ym,ym)
ym

)

, то y1, . . . , yr0+1 — искомая по-

следовательность векторов.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем
K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, λ1, . . . , λr ∈ K,
λ1, . . . , λr 6= 0.
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Пусть: y1, . . . , yr ∈ H, y1, . . . , yr 6= θ, y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при

k = 2, r.

Пусть: z1, . . . , zr ∈ H, z1, . . . , zr 6= θ, z1 = λ1x1, zk = λk

(

xk − ∑

m=1,k−1

(zm,xk)
(zm,zm)

zm

)

при

k = 2, r.

Тогда: y1 = z1, . . . , yr = zr.

8.2. Линейные псевдоевклидовы пространства

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; F — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, det

(

[F ](e)
)

6= 0
при: e — базис пространства L. Далее будем писать (x, y) вместо F (x, y). Будем говорить,
что F — псевдоскалярное произведение в пространстве L. Будем говорить, что (L, F ) —
линейное псевдоевклидово пространство над полем K.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное псевдоевклидово пространство над полем
K.

1. Пусть x ∈ H. Будем говорить, что x — изотропный вектор, если (x, x) = 0. Будем
говорить, что x — неизотропный вектор, если (x, x) 6= 0.

2. Пусть Q ⊆ H. Будем говорить, что Q — изотропное множество, если ∀x
(

x ∈ Q∧ x 6=
θ =⇒ (x, x) = 0

)

. Будем говорить, что Q — неизотропное множество, если ∀x
(

x ∈ Q∧x 6=
θ =⇒ (x, x) 6= 0

)

.
3. Пусть x, y ∈ H. Будем писать x ⊥ y, если (x, y) = 0.
4. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — псевдоортогональная

последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m. Будем говорить, что
x1, . . . , xr — псевдоортонормированная последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при:
k, m = 1, r, k 6= m; (xk, xk) = ±1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — псевдоортогональные векторы пространстваH, x1, . . . , xr —
неизотропные векторы. Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Пусть: C1, . . . , Cr ∈ K,
∑

m=1,r

Cmxm = θ. Фиксируем номер k = 1, r. Так как xk —

неизотропный вектор, то:

(

xk,
∑

m=1,r

Cmxm

)

= (xk, θ),

Ck(xk, xk) = 0,

Ck = 0.

Итак, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
5. Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H. Будем писать x ⊥ Q, если ∀u ∈ Q(x ⊥ u).
6. Пусть Q1, Q2 ⊆ H. Будем писать Q1 ⊥ Q2, если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2).
7. Пусть: r ∈ N,Q1, . . . , Qr ⊆ H. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — псевдоортогональная

последовательность множеств, если: Qk ⊥ Qm при: k, m = 1, r, k 6= m.
Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — псевдоортогональные подпространства пространства H,

Q1, . . . , Qr — неизотропные подпространства. Докажем, что Q1, . . . , Qr — линейно незави-
симые подпространства.
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Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,
∑

m=1,r

xm = θ. Фиксируем номер k = 1, r. Так как Qk —

неизотропное подпространство, то:

(

xk,
∑

m=1,r

xm

)

= (xk, θ),

(xk, xk) = 0,

xk = θ.

Итак, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.
8. Пусть Q ⊆ H. Обозначим, Q⊥ = {x : x ∈ H ∧ x ⊥ Q}. Будем говорить, что Q⊥ —

псевдоортогональное дополнение множества Q.
Пусть Q ⊆ H. Докажем, что Q⊥ — подпространство пространства H.
Очевидно: Q⊥ ⊆ H, θ ∈ Q⊥.
Пусть: x1, x2 ∈ Q⊥, u ∈ Q. Тогда: x1, x2 ∈ H, (x1, u), (x2, u) = 0. Следовательно:

x1 + x2 ∈ H, (x1 + x2, u) = (x1, u) + (x2, u) = 0. Тогда x1 + x2 ∈ Q⊥.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q⊥, u ∈ Q. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H, (x, u) = 0. Следовательно: λx ∈ H,

(λx, u) = λ(x, u) = 0. Тогда λx ∈ Q⊥. Итак, Q⊥ — подпространство пространства H.
Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ Q⊥. Очевидно: Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q.
Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q. Очевидно, Q0 ⊆ Q⊥.
Пусть Q ⊆ H. Тогда Q⊥ ⊥ Q. Следовательно, Q ⊥ Q⊥. Тогда Q ⊆ (Q⊥)⊥.
Пусть: Q ⊆ H, Q — неизотропное множество; Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q, Q0+Q = H. Докажем,

что Q0 = Q⊥.
Очевидно, Q0 ⊆ Q⊥. Пусть x ∈ Q⊥. Тогда x ∈ H. Так как Q0+Q = H, то существуют

векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q0, x2 ∈ Q, x = x1+x2. Тогда: (x, x2) = 0,
(x1 + x2, x2) = 0, (x1, x2) + (x2, x2) = 0, (x2, x2) = 0, x2 = θ. Следовательно: x = x1 + x2 =
x1 ∈ Q0. Тогда Q⊥ ⊆ Q0. Так как: Q0 ⊆ Q⊥, Q⊥ ⊆ Q0, то Q0 = Q⊥.

Пусть: Q ⊆ H, Q + Q⊥ = H, Q⊥ — неизотропное множество. Тогда: Q⊥ ⊥ Q, Q +
Q⊥ = H, Q⊥ — неизотропное множество. Следовательно: Q ⊥ Q⊥, Q + Q⊥ = H, Q⊥ —
неизотропное множество. Тогда Q = (Q⊥)⊥.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈
N, dim(H) = N .

1. Пусть e — базис пространства H. Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k, m = 1, N .
Тогда g(e) — матрица псевдоскалярного произведения как полуторалинейной формы. Так
как псевдоскалярное произведение есть эрмитова полуторалинейная форма, то g(e) —
эрмитова матрица. По определению псевдоскалярного произведения, det

(

g(e)
)

6= 0.
Пусть e— псевдоортогональный базис. Тогда: g(e) — диагональная матрица, gk,k(e) =

(ek, ek) при k = 1, N . Так как det
(

g(e)
)

6= 0, то e1, . . . , eN — неизотропные векторы.
Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — псевдоортогональный базис.
Пусть e — псевдоортонормированный базис. Тогда: g(e) — диагональная матрица,

gk,k(e) = ±1 при k = 1, N .
Пусть: g(e) — диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Тогда e — псевдоор-

тонормированный базис.
Пусть: x, y ∈ H, x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

(x, y) = gk,m(e)x̃kỹ
m.
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Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда:

(x, y) =
∑

k=1,N

gk,k(e)x̃kỹ
k =

∑

k=1,N

(ek, ek)x̃kỹ
k.

Согласно теореме Лагранжа, так как псевдоскалярное произведение есть эрмитова
полуторалинейная форма, то существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям:
e1, . . . , eN — базис пространства H, g(e) — диагональная матрица. Тогда e — псевдоорто-
гональный базис. Обозначим: e′k = 1√

|(ek,ek)|
ek при k = 1, N . Очевидно, e′ — псевдоорто-

нормированный базис.
2. Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда: gk′,m′(e′) = gk,m(e)αk

k′(e, e
′)αm

m′(e, e′) при

k′, m′ = 1, N ; g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′). Будем говорить, что g — ковариантный метриче-
ский тензор пространства H.

3. Пусть e — базис пространства H. Обозначим,
{

gk,m(e)
}k,m=1,N

= g(e)−1. Так как
g(e) — эрмитова матрица, то g(e)−1 — эрмитова матрица. Так как det

(

g(e)
)

6= 0, то
det
(

g(e)−1
)

6= 0.
Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда: g(e)−1 — диагональная матрица,

gk,k(e) = 1
(ek,ek)

при k = 1, N .

Пусть g(e)−1 — диагональная матрица. Тогда e — псевдоортогональный базис.
Пусть e — псевдоортонормированный базис. Тогда: g(e)−1 — диагональная матрица,

gk,k(e) = ±1 при k = 1, N .
Пусть: g(e)−1 — диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Тогда e — псевдо-

ортонормированный базис.
Пусть: x ∈ H, x̃ = [x](e). Пусть m = 1, N . Тогда:

(em, x) = (em, x̃
nen) = x̃n(em, en) = gm,n(e)x̃

n,

gm,n(e)x̃
n = (em, x).

Пусть k = 1, N . Тогда:

gk,m(e)gm,n(e)x̃
n = gk,m(e)(em, x),

δknx̃
n = gk,m(e)(em, x),

x̃k = gk,m(e)(em, x).

Очевидно:

x = x̃kek = gk,m(e)(em, x)ek,

x = gk,m(e)(em, x)ek.

Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда:

x̃k = gk,k(ek, x) =
(ek, x)

(ek, ek)
;

x =
∑

k=1,N

gk,k(ek, x)ek =
∑

k=1,N

(ek, x)

(ek, ek)
ek.
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4. Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда:

g(e′)−1 =
(

α(e, e′)T g(e)α(e, e′)
)−1

= α(e′, e)g(e)−1α(e′, e)T .

Следовательно: gk
′,m′

(e′) = gk,m(e)αk′

k (e
′, e)αm′

m (e′, e) при k′, m′ = 1, N . Будем говорить, что
{

g(e)−1
}

e
— контравариантный метрический тензор пространства H.
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Лекция 9. Сопряжённый оператор

9.1. Связь между векторами и линейными формами в евклидовых

пространствах

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем
K; x1, x2 ∈ H, ∀y ∈ H

(

(x1, y) = (x2, y)
)

. Тогда x1 = x2.

Доказательство. Очевидно: (x1 − x2, x1 − x2) = (x1, x1 − x2) − (x2, x1 − x2) = 0. Тогда
x1 − x2 = θ. Следовательно, x1 = x2.

Замечание (дираковский формализм). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово про-
странство над полем K.

1. Пусть x ∈ H. Обозначим: 〈x| (u) = (x, u) при u ∈ H. Очевидно, 〈x| — линейная
форма в пространстве H.

Пусть: x1, x2 ∈ H, 〈x1| = 〈x2|. Пусть u ∈ H. Тогда: (x1, u) = 〈x1| u = 〈x2| u = (x2, u).
Следовательно, x1 = x2.

Пусть x1, x2 ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: 〈x1 + x2| u = (x1 + x2, u) = (x1, u) + (x2, u) =
〈x1| u+ 〈x2| u =

(

〈x1|+ 〈x2|
)

u. Следовательно, 〈x1 + x2| = 〈x1|+ 〈x2|.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: 〈λx| u = (λx, u) = λ(x, u) = λ 〈x| (u) =

(

λ 〈x|
)

u. Следовательно, 〈λx| = λ 〈x|.
Пусть x ∈ H. Обозначим, |x〉 = x.
Пусть x, y ∈ H. Тогда: 〈x| |y〉 = 〈x| y = (x, y).

2. Пусть x ∈ H. Обозначим: Fx(u) = (u, x) при u ∈ H. Очевидно, Fx — полулинейная
форма в пространстве H.

Пусть: x1, x2 ∈ H, Fx1 = Fx2 . Пусть u ∈ H. Тогда: (u, x1) = Fx1u = Fx2u = (u, x2).
Следовательно, x1 = x2.

Пусть x1, x2 ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: Fx1+x2u = (u, x1 + x2) = (u, x1) + (u, x2) =
Fx1u+ Fx2u = (Fx1 + Fx2)u. Следовательно, Fx1+x2 = Fx1 + Fx2 .

Пусть: λ ∈ K, x ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: Fλxu = (u, λx) = λ(u, x) = λFx(u) = (λFx)u.
Следовательно, Fλx = λFx.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем
K, N ∈ N, dim(H) = N ; x ∈ H, e — базис пространства H.

1. Пусть: F (u) = (x, u) при u ∈ H. Тогда: F — линейная форма в пространстве H,
[F ]k(e) = [x]m(e)gm,k(e) при k = 1, N ([F ](e) = [x](e)T g(e)).

2. Пусть: F — линейная форма в пространстве H, [F ]k(e) = [x]m(e)gm,k(e) при k = 1, N

([F ](e) = [x](e)T g(e)). Тогда: F (u) = (x, u) при u ∈ H.
3. Пусть: F (u) = (u, x) при u ∈ H. Тогда: F — полулинейная форма в пространстве

H, [F ]k(e) = gk,m(e)[x]
m(e) при k = 1, N ([F ](e) =

(

g(e)[x](e)
)T

).
4. Пусть: F — полулинейная форма в пространстве H, [F ]k(e) = gk,m(e)[x]

m(e) при

k = 1, N ([F ](e) =
(

g(e)[x](e)
)T

). Тогда: F (u) = (u, x) при u ∈ H.

Доказательство.

1. Очевидно, F — линейная форма в пространстве H. Пусть k = 1, N . Тогда:

[F ]k(e) = F (ek) = (x, ek) =
(

[x]m(e)em, ek
)

= [x]m(e)(em, ek) = [x]m(e)gm,k(e).



72 9. Сопряжённый оператор

2. Пусть u ∈ H. Тогда:

F (u) = [F ]k(e)[u]
k(e) =

(

[x]m(e)gm,k(e)
)

[u]k(e) = gm,k(e)[x]m(e)[u]
k(e) = (x, u).

3. Очевидно, F — полулинейная форма в пространстве H. Пусть k = 1, N . Тогда:

[F ]k(e) = F (ek) = (ek, x) =
(

ek, [x]
m(e)em

)

= [x]m(e)(ek, em) = gk,m[x]
m(e).

4. Пусть u ∈ H. Тогда:

F (u) = [F ]k(e)[u]
k(e) =

(

gk,m[x]
m(e)

)

[u]k(e) = gk,m[u]
k(e)[x]m(e) = (u, x).

Замечание (построение вектора по линейной форме). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное
евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N ; e — базис пространства H.

1. Пусть F — линейная форма в пространстве H. Пусть: x ∈ H, [x]m(e) = [F ]n(e)gn,m(e)

при m = 1, N ([x](e) =
(

[F ](e)g(e)−1
)T

). Пусть k = 1, N . Тогда:

[x]m(e)gm,k(e) =
(

[F ]n(e)gn,m(e)
)

gm,k(e) =
(

[F ]n(e)g
n,m(e)

)

gm,k(e) = [F ]n(e)δ
n
k = [F ]k(e).

Следовательно: F (u) = (x, u) при u ∈ H.
2. Пусть F — полулинейная форма в пространстве H. Пусть: x ∈ H, [x]m(e) =

gm,n(e)[F ]n(e) при m = 1, N ([x](e) = g(e)−1[F ](e)T ). Пусть k = 1, N . Тогда:

gk,m(e)[x]
m(e) = gk,m(e)

(

gm,n(e)[F ]n(e)
)

= δn
k
[F ]n(e) = [F ]k(e).

Следовательно: F (u) = (u, x) при u ∈ H.

9.2. Связь между линейными операторами и полуторалинейными

формами в евклидовых пространствах

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
Пусть A ∈ Lin(H,H). Обозначим: FA(y, x) = (y, Ax) при x, y ∈ H. Очевидно, F —

полуторалинейная форма в пространстве H.
Пусть: A1, A2 ∈ Lin(H,H), FA1 = FA2 . Пусть x, y ∈ H. Тогда: (y, A1x) = FA1(y, x) =

FA2(y, x) = (y, A2x). В силу произвольности выбора y ∈ H получаем, что A1x = A2x. В
силу произвольности выбора x ∈ H получаем, что A1 = A2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем
K, N ∈ N, dim(H) = N ; A ∈ Lin(H,H), e — базис пространства H.

1. Пусть: F (y, x) = (y, Ax) при x, y ∈ H. Тогда: F — полуторалинейная форма в
пространстве H, [F ]k,m(e) = gk,n(e)[A]

n
m(e) при k, m = 1, N ([F ](e) = g(e)[A](e)).

2. Пусть: F — полуторалинейная форма в пространстве H, [F ]k,m(e) = gk,n(e)[A]
n
m(e)

при k, m = 1, N ([F ](e) = g(e)[A](e)). Тогда: F (y, x) = (y, Ax) при x, y ∈ H.

Доказательство.
1. Очевидно, F — полуторалинейная форма в пространстве H. Пусть k, m = 1, N .

Тогда:

[F ]k,m(e) = F (ek, em) = (ek, Aem) = (ek, [A]
n
m(e)en) = [A]nm(e)(ek, en) = gk,n(e)[A]

n
m(e).
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2. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

F (y, x) = [F ]k,m(e)[y]
k(e)[x]m(e) =

(

gk,n(e)[A]
n
m(e)

)

[y]k(e)[x]m(e) =

= gk,n(e)[y]
k(e)

(

[A]nm(e)[x]
m(e)

)

= gk,n(e)[y]
k(e)[Ax]n(e) = (y, Ax).

Замечание (построение линейного оператора по полуторалинейной форме). Пусть: K ∈
{C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N ; F —
полуторалинейная форма в пространстве H, e — базис пространства H.

Пусть: A ∈ Lin(H,H), [A]nm(e) = gn,i(e)[F ]i,m(e) при n, m = 1, N ([A](e) = g(e)−1[F ](e)).

Пусть k, m = 1, N . Тогда:

gk,n(e)[A]
n
m(e) = gk,n(e)

(

gn,i(e)[F ]i,m(e)
)

= δi
k
[F ]i,m(e) = [F ]k,m(e).

Следовательно: F (y, x) = (y, Ax) при x, y ∈ H.

9.3. Сопряжённый оператор

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над по-
лем K; A ∈ lin(H1, H2). Будем говорить, что B — формально сопряжённый оператор к
оператору A, если: B : H2 → H1, (y, Ax) = (By, x) при: x ∈ D(A), y ∈ D(B).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем K.
1. Пусть: A1 ∈ lin(H1, H2), B1 — формально сопряжённый оператор к оператору A1,

A2 ∈ lin(H1, H2), B2 — формально сопряжённый оператор к оператору A2. Очевидно:
A1 + A2 ∈ lin(H1, H2), B1 +B2 : H2 → H1. Пусть: x ∈ D(A1 + A2), y ∈ D(B1 +B2). Тогда:

(

y, (A1 + A2)x
)

= (y, A1x+ A2x) = (y, A1x) + (y, A2x) = (B1y, x) + (B2y, x) =

= (B1y +B2y, x) =
(

(B1 + B2)y, x
)

.

Итак: A1 + A2 ∈ lin(H1, H2), B1 + B2 — формально сопряжённый оператор к оператору
A1 + A2.

2. Пусть: λ ∈ K, A ∈ lin(H1, H2), B — формально сопряжённый оператор к оператору
A. Очевидно: λA ∈ lin(H1, H2), λB : H2 → H1. Пусть: x ∈ D(λA), y ∈ D(λB). Тогда:

(

y, (λA)x
)

=
(

y, λA(x)
)

= λ(y, Ax) = λ(By, x) =
(

λB(y), x
)

=
(

(λB)y, x
)

.

Итак: λA ∈ lin(H1, H2), λB — формально сопряжённый оператор к оператору λA.
3. Пусть: A ∈ lin(H1, H2), B — формально сопряжённый оператор к оператору A. Пусть:

x ∈ D(A), y ∈ D(B). Тогда:

(Ax, y) = (y, Ax) = (By, x) = (x,By).

4. Пусть: A ∈ lin(H1, H2), B — формально сопряжённый оператор к оператору A, B —
линейный оператор. Очевидно: B ∈ lin(H2, H1), A : H1 → H2, (x,By) = (Ax, y) при:
y ∈ D(B), x ∈ D(A). Тогда: B ∈ lin(H2, H1), A — формально сопряжённый оператор к
оператору B.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2, H3 — линейные евклидовы пространства над
полем K; A1 ∈ lin(H1, H2), B1 — формально сопряжённый оператор к оператору A1,
A2 ∈ lin(H2, H3), B2 — формально сопряжённый оператор к оператору A2. Очевидно:
A2A1 ∈ lin(H1, H3), B1B2 : H3 → H1. Пусть: x ∈ D(A2A1), y ∈ D(B1B2). Тогда:

(

y, (A2A1)x
)

=
(

y, A2(A1x)
)

= (B2y, A1x) =
(

B1(B2y), x
)

=
(

(B1B2)y, x
)

.

Итак: A2A1 ∈ lin(H1, H3), B1B2 — формально сопряжённый оператор к оператору A2A1.
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем
K; A ∈ Lin(H1, H2). Будем говорить, что B — сопряжённый оператор к оператору A, если:
B : H2 =⇒ H1, (y, Ax) = (By, x) при: x ∈ H1, y ∈ H2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем K;
A ∈ Lin(H1, H2), B1, B2 — сопряжённые операторы к оператору A. Пусть: x ∈ H1, y ∈ H2.
Тогда: (B1y, x) = (y, Ax) = (B2y, x). В силу произвольности выбора x ∈ H1 получаем, что
B1y = B2y. В силу произвольности выбора y ∈ H2 получаем, что B1 = B2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем K,
dim(H1) = 0 ∨ dim(H2) = 0; A ∈ Lin(H1, H2).

Очевидно: Ax = θ2 при x ∈ H1. Пусть: By = θ1 при y ∈ H2. Очевидно: B ∈ Lin(H2, H1),
B — сопряжённый оператор к оператору A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1 — линейное евклидово пространство над полем
K, N1 ∈ N, dim(H1) = N1; H2 — линейное евклидово пространство над полем K, N2 ∈ N,
dim(H2) = N2; A ∈ Lin(H1, H2), G — ковариантный метрический тензор пространства
H1, e — базис пространства H1, g — ковариантный метрический тензор пространства
H2, f — базис пространства H2.

Пусть: B ∈ Lin(H2, H1), [B]αk (e, f) = gk,m(f)[A]
m
β (f, e)G

β,α(e) при: α = 1, N1, k = 1, N2

([B](e, f) =
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

). Тогда B — сопряжённый оператор к оператору A.

Доказательство. Пусть: x ∈ H1, y ∈ H2. Тогда:

(By, x) = Gα,γ [By]α[x]
γ = Gα,γ

(

[B]αk [y]
k
)

[x]γ = Gα,γ

(

(

gk,m[A]
m
β G

β,α
)

[y]k
)

[x]γ =

= Gα,γ

(

(

gk,m[A]
m
β G

β,α
)

[y]k
)

[x]γ = gk,m[y]
k
(

[A]mβ G
β,αGα,γ [x]

γ
)

=

= gk,m[y]
k
(

[A]mβ δ
β
γ [x]

γ
)

= gk,m[y]
k
(

[A]mβ [x]
β
)

= gk,m[y]
k[Ax]m = (y, Ax).

Следовательно, B — сопряжённый оператор к оператору A.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем
K, dim(H1), dim(H2) 6= +∞; A ∈ Lin(H1, H2). Обозначим через A∗ оператор, удовлетворя-
ющий условию: A∗ — сопряжённый оператор к оператору A.

Теорема (2-я теорема Фредгольма). Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы
пространства над полем K, dim(H1), dim(H2) 6= +∞; A ∈ Lin(H1, H2). Тогда R(A) =
ker(A∗)⊥.

Доказательство. Докажем, что ker(A∗) = R(A)⊥. Пусть: x ∈ ker(A∗), v ∈ R(A). Тогда:
x ∈ H2, A

∗x = θ1; существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ H1, v = Au.
Следовательно: x ∈ H2, (x, v) = (x,Au) = (A∗x, u) = (θ1, u) = 0. Тогда x ∈ R(A)⊥.

Пусть x ∈ R(A)⊥. Тогда: x ∈ H2, A
∗x ∈ H1, A(A

∗x) ∈ R(A). Следовательно:

(A∗x,A∗x) =
(

x,A(A∗x)
)

= 0,

A∗x = θ1,

x ∈ ker(A∗).

Итак, ker(A∗) = R(A)⊥.

Так как dim(H2) 6= +∞, то: R(A) =
(

R(A)⊥
)⊥

= ker(A∗)⊥.
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9.4. Самосопряжённый оператор

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
A ∈ lin(H,H). Будем говорить, что A— самосопряжённый оператор, если: (y, Ax) = (Ay, x)
при x, y ∈ D(A).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
1. Пусть A ∈ lin(H,H). Пусть A — самосопряжённый оператор. Тогда: (y, Ax) = (Ay, x)

при x, y ∈ D(A). Следовательно: A : H → H, (y, Ax) = (Ay, x) при x, y ∈ D(A). Тогда A —
формально сопряжённый оператор к оператору A.

Пусть A — формально сопряжённый оператор к оператору A. Тогда: A : H → H,
(y, Ax) = (Ay, x) при x, y ∈ D(A). Следовательно: (y, Ax) = (Ay, x) при x, y ∈ D(A). Тогда
A — самосопряжённый оператор.

2. Пусть: A1 ∈ lin(H,H), A1 — самосопряжённый оператор, A2 ∈ lin(H,H), A2 — само-
сопряжённый оператор. Тогда: A1 ∈ lin(H,H), A1 — формально сопряжённый оператор
к оператору A1, A2 ∈ lin(H,H), A2 — формально сопряжённый оператор к оператору
A2. Следовательно: A1 + A2 ∈ lin(H,H), A1 + A2 — формально сопряжённый оператор к
оператору A1 + A2. Тогда: A1 + A2 ∈ lin(H,H), A1 + A2 — самосопряжённый оператор.

3. Пусть: λ ∈ R, A ∈ lin(H,H), A — самосопряжённый оператор. Тогда: λ ∈ R, A ∈
lin(H,H), A — формально сопряжённый оператор к оператору A. Следовательно: λA ∈
lin(H1, H2), λA — формально сопряжённый оператор к оператору λA. Так как λ = λ,
то: λA ∈ lin(H1, H2), λA — формально сопряжённый оператор к оператору λA. Тогда:
λA ∈ lin(H1, H2), λA — самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
A ∈ Lin(H,H), F (y, x) = (y, Ax) при x, y ∈ H. Оператор A является самосопряжённым
тогда и только тогда, когда F — эрмитова форма.

Доказательство. Пусть A — самосопряжённый оператор. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

F (x, y) = (x,Ay) = (Ay, x) = (y, Ax) = F (y, x).

Следовательно, F — эрмитова форма.
Пусть F — эрмитова форма. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

(y, Ax) = F (y, x) = F (x, y) = (x,Ay) = (Ay, x).

Следовательно, A — самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; A ∈ Lin(H,H), e — базис пространства H. Оператор A является
самосопряжённым тогда и только тогда, когда g(e)[A](e) — эрмитова матрица.

Доказательство. Обозначим: F (y, x) = (y, Ax) при x, y ∈ H. Тогда: F — полуторалиней-
ная форма в пространстве H, [F ](e) = g(e)[A](e).

Пусть A — самосопряжённый оператор. Тогда F — эрмитова форма. Следовательно,
[F ](e) — эрмитова матрица. Тогда g(e)[A](e) — эрмитова матрица.

Пусть g(e)[A](e) — эрмитова матрица. Тогда [F ](e) — эрмитова матрица. Следователь-
но, F — эрмитова форма. Тогда A — самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем
K.
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1. Пусть: Q — подпространство пространства H, Q — допускает проектирование.
Тогда: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) = Q, PQPQ = PQ, PQ — самосопряжённый оператор.

2. Пусть: P ∈ Lin(H,H), PP = P , P — самосопряжённый оператор. Тогда: R(P ) —
подпространство пространства H, R(P ) — допускает проектирование, PR(P ) = P .

Доказательство.
1. Очевидно: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) = Q, PQPQ = PQ. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

(y, PQx) =
(

PQy + (y − PQy), PQx
)

= (PQy, PQx) + (y − PQy, PQx) = (PQy, PQx) =

= (PQy, PQx) + (PQy, x− PQx) =
(

PQy, PQx+ (x− PQx)
)

= (PQy, x).

Следовательно, PQ — самосопряжённый оператор.
2. Очевидно, R(P ) — подпространство пространства H. Пусть x ∈ H. Тогда Px ∈ R(P ).

Пусть v ∈ R(P ). Тогда существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ H, v = Pu.
Следовательно:

(x− Px, v) = (x− Px, Pu) =
(

P (x− Px), u
)

=
(

Px− P (Px), u
)

=
(

Px− (PP )x, u
)

=

= (Px− Px, u) = (θ, u) = 0.

Тогда x − Px ⊥ R(P ). Так как: Px ∈ R(P ), x − Px ⊥ R(P ), то Px — ортогональная
проекция вектора x на подпространство R(P ). Очевидно: R(P ) допускает проектирование,
PR(P ) = P .

9.5. Унитарный оператор

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем
K; A ∈ Lin(H1, H2). Будем говорить, что A — унитарный оператор, если: (Ax,Ay) = (x, y)
при x, y ∈ H1.

Определение. Пусть: H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем R; A ∈
Lin(H1, H2). Будем говорить, что A — ортогональный оператор, если: (Ax,Ay) = (x, y)
при x, y ∈ H1.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над полем K;
λ ∈ K, |λ| = 1, A ∈ Lin(H1, H2), A — унитарный оператор. Очевидно, λA ∈ Lin(H1, H2).
Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(

(λA)x, (λA)y
)

=
(

λA(x), λA(y)
)

= |λ|2 (Ax,Ay) = (x, y). Итак:
λA ∈ Lin(H1, H2), λA — унитарный оператор.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2, H3 — линейные евклидовы пространства над по-
лем K; A1 ∈ Lin(H1, H2), A1 — унитарный оператор, A2 ∈ Lin(H2, H3), A2 — унитарный
оператор. Очевидно, A2A1 ∈ Lin(H1, H2). Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(

(A2A1)x, (A2A1)y
)

=
(

A2(A1x), A2(A1y)
)

= (A1x,A1y) = (x, y). Итак: A2A1 ∈ Lin(H1, H3), A2A1 — унитарный
оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над
полем K; A ∈ Lin(H1, H2). Оператор A является унитарным тогда и только тогда,
когда: ‖Ax‖ = ‖x‖ при x ∈ H1.

Доказательство. Пусть A — унитарный оператор. Тогда: ‖Ax‖ =
√

(Ax,Ax) =
√

(x, x) =
‖x‖ при x ∈ H1.

Пусть K = R. Пусть: ‖Ax‖ = ‖x‖ при x ∈ H1. Тогда: (Ax,Ax) = ‖Ax‖2 = ‖x‖2 = (x, x)
при x ∈ H1. Обозначим: F1(x, y) = (x, y), F2(x, y) = (Ax,Ay) при x, y ∈ H1; Q1(x) =



9.5. Унитарный оператор 77

(x, x), Q2(x) = (Ax,Ax) при x ∈ H1. Тогда: F1, F2 — симметричные билинейные формы
в пространстве H1, Q1, Q2 — квадратичные формы в пространстве H1, Q1(x) = F1(x, x),
Q2(x) = F2(x, x), Q2(x) = Q1(x) при x ∈ H1. Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(Ax,Ay) = F2(x, y) =
1

2

(

Q2(x+ y)−Q2(x)−Q2(y)
)

=
1

2

(

Q1(x+ y)−Q1(x)−Q1(y)
)

=

= F1(x, y) = (x, y).

Следовательно, A — унитарный оператор.
Пусть K = C. Пусть: ‖Ax‖ = ‖x‖ при x ∈ H1. Тогда: (Ax,Ax) = ‖Ax‖2 = ‖x‖2 = (x, x)

при x ∈ H1. Обозначим: F1(x, y) = (x, y), F2(x, y) = (Ax,Ay) при x, y ∈ H1; Q1(x) = (x, x),
Q2(x) = (Ax,Ax) при x ∈ H1. Тогда: F1, F2 — эрмитовы полуторалинейные формы в
пространстве H1, Q1, Q2 — эрмитовы квадратичные формы в пространстве H1, Q1(x) =
F1(x, x), Q2(x) = F2(x, x), Q2(x) = Q1(x) при x ∈ H1. Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(Ax,Ay) = F2(x, y) =
1

2

(

Q2(x+ y)−Q2(x)−Q2(y)− i
(

Q2(x+ iy)−Q2(x)−Q2(y)
)

)

=

=
1

2

(

Q1(x+ y)−Q1(x)−Q1(y)− i
(

Q1(x+ iy)−Q1(x)−Q1(y)
)

)

= F1(x, y) = (x, y).

Следовательно, A — унитарный оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над
полем K, dim(H1) = dim(H2), dim(H2) 6= +∞; A ∈ Lin(H1, H2). Оператор A является
унитарным тогда и только тогда, когда: A — обратимый оператор, A−1 = A∗.

Доказательство. Пусть A — унитарный оператор. Очевидно, θ1 ∈ ker(A). Пусть x ∈
ker(A). Тогда:

(x, x) = (Ax,Ax) = (θ2, θ2) = 0,

x = θ1.

Следовательно, ker(A) = {θ1}. Согласно 1-й теореме Фредгольма, так как: dim(H1) =
dim(H2), dim(H2) 6= +∞, A ∈ Lin(H1, H2), ker(A) = {θ1}, то R(A) = H2.

Пусть x, y ∈ H1. Тогда:
(

A∗(Ax), y
)

= (Ax,Ay) = (x, y). В силу произвольности выбора
y ∈ H1 получаем, что A∗(Ax) = x. Так как: D(A∗) = H2 = R(A), то: A — обратимый
оператор, A−1 = A∗.

Пусть: A — обратимый оператор, A−1 = A∗. Пусть x, y ∈ H1. Тогда: (Ax,Ay) =
(

A∗(Ax), y
)

=
(

A−1(Ax), y
)

= (x, y). Следовательно, A — унитарный оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные евклидовы пространства над
полем K, dim(H1) = dim(H2), N ∈ N, dim(H2) = N ; A ∈ Lin(H1, H2), G — ковариантный
метрический тензор пространства H1, e — базис пространства H1, g — ковариантный
метрический тензор пространства H2, f — базис пространства H2. Оператор A явля-

ется унитарным тогда и только тогда, когда
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

[A](f, e) = Ĩ (здесь

Ĩ — единичная матрица из множества KN×N).

Доказательство. Пусть A — унитарный оператор. Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(

(A∗A)x, y
)

=
(

A∗(Ax), y
)

= (Ax,Ay) = (x, y) = (I1x, y)
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(здесь I1 — единичная функция на множестве H1). В силу произвольности выбора y ∈ H1

получаем, что (A∗A)x = I1x. В силу произвольности выбора x ∈ H1 получаем, что A∗A =
I1. Тогда:

[A∗A](e, e) = [I1](e, e),

[A∗](e, f)[A](f, e) = [I1](e, e),
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

[A](f, e) = Ĩ .

Пусть
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

[A](f, e) = Ĩ. Тогда:

[A∗](e, f)[A](f, e) = [I1](e, e),

[A∗A](e, e) = [I1](e, e),

A∗A = I1.

Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(Ax,Ay) =
(

A∗(Ax), y
)

=
(

(A∗A)x, y
)

= (I1x, y) = (x, y).

Следовательно, A — унитарный оператор.
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Лекция 10. Самосопряжённый оператор. Спектральная

теория

10.1. Самосопряжённый оператор

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем
K; A ∈ lin(H,H), A — самосопряжённый оператор.

1. Пусть: Q ⊆ D(A), A[Q] ⊆ Q. Тогда: Q⊥ — подпространство пространства H,
A[Q⊥] ⊆ Q⊥.

2. Справедливо утверждение: SD(A) ⊆ R.
3. Пусть: λ1, λ2 — собственные значения оператора A, λ1 6= λ2, H1, H2 — соответ-

ствующие собственные подпространства. Тогда H1 ⊥ H2.

Доказательство.

1. Очевидно, Q⊥ — подпространство пространства H. Пусть x ∈ D(A) ∩ Q⊥. Пусть
u ∈ Q. Тогда: u ∈ D(A), Au ∈ Q. Следовательно: (Ax, u) = (x,Au) = 0. Тогда Ax ∈ Q⊥.
Итак, A[Q⊥] ⊆ Q⊥.

2. Пусть K = R. Тогда: SD(A) ⊆ K = R.
Пусть K = C. Пусть λ ∈ SD(A). Тогда существует вектор x, удовлетворяющий усло-

виям: x ∈ D(A), Ax = λx, x 6= θ. Следовательно:

(x,Ax) = (x, λx) = λ(x, x),

(x,Ax) = (Ax, x) = (λx, x) = λ(x, x);

(λ− λ)(x, x) = 0,

λ− λ = 0,

λ = λ,

λ ∈ R.

Итак, SD(A) ⊆ R.
3. Пусть: x1 ∈ H1, x2 ∈ H2. Тогда:

(x1, Ax2) = (x1, λ2x2) = λ2(x1, x2),

(x1, Ax2) = (Ax1, x2) = (λ1x1, x2) = λ1(x1, x2) = λ1(x1, x2);

(λ1 − λ2)(x1, x2) = 0.

Так как λ1 6= λ2, то (x1, x2) = 0. Итак, H1 ⊥ H2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор. Тогда ker(F̃A) ⊆ R.

Доказательство. Пусть K = C. Тогда F̃A = FA. Так как A — самосопряжённый оператор,
то: ker(F̃A) = ker(FA) = SD(A) ⊆ R.

Пусть K = R. Очевидно, существуют объекты e, HC, f , AC, удовлетворяющие усло-
виям: e — ортонормированный базис пространства H, HC — линейное евклидово про-
странство над полем C, dim(HC) = N , f — ортонормированный базис пространства HC,
AC ∈ Lin(HC, HC), [AC](f) = [A](e).
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Очевидно, D(F̃A), D(FAC
) = C. Пусть λ ∈ C. Так как [A](e) = [AC](f), то:

F̃A(λ) =
N
∑

k=0

αk

(

[A](e)
)

λk =
N
∑

k=0

αk

(

[AC](f)
)

λk = FAC
(λ).

Тогда F̃A = FAC
.

Так как: A — самосопряжённый оператор, e — ортонормированный базис, то [A](e) —
эрмитова матрица. Так как [AC](f) = [A](e), то [AC](f) — эрмитова матрица. Так как f —
ортонормированный базис, то AC — самосопряжённый оператор.

Так как: F̃A = FAC
, AC — самосопряжённый оператор, то: ker(F̃A) = ker(FAC

) =
SD(AC) ⊆ R.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; A ∈
lin(H,H), A — самосопряжённый оператор, Q — подпространство пространства H, A[Q] ⊆
Q.

Очевидно: A|Q ∈ lin(Q,Q), D(A|Q) = D(A)∩Q. Пусть x, y ∈ D(A|Q). Тогда: (y, A|Q x) =
(y, Ax) = (Ay, x) = (A|Q y, x). Следовательно, A|Q — самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(H,H), A — само-
сопряжённый оператор. Существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям:
e1, . . . , eN — ортогональный базис пространства H, e1, . . . , eN — собственные векторы
оператора A.

Доказательство. Используя конечную индукцию, докажем следующее утверждение.
Пусть r = 1, N . Существуют числа λ1, . . . , λr, существуют векторы e1, . . . , er, удовлетво-
ряющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ K, e1, . . . , er ∈ H, e1, . . . , er — ортогональные векторы,
e1, . . . , er 6= θ, Aek = λkek при k = 1, r.

Докажем, что утверждение справедливо при r = 1. Так как: N ∈ N, dim(H) = N , A —
самосопряжённый оператор, то: ker(F̃A) ⊆ R ⊆ K. Так как C — алгебраически замкнутое
поле, то SD(A) 6= ∅. Тогда существует число λ1, существует вектор e1, удовлетворяющие
условиям: λ1 ∈ K, e1 ∈ H, e1 6= θ, Ae1 = λ1e1. Следовательно: λ1 ∈ K, e1 ∈ H, e1 —
ортогональная последовательность векторов, e1 6= θ, Ae1 = λ1e1.

Пусть: r0 = 1, N − 1, утверждение справедливо при r = r0. Докажем, что утверждение
справедливо при r = r0 + 1. Так как утверждение справедливо при r = r0, то существуют
числа λ1, . . . , λr0 , существуют векторы e1, . . . , er0 , удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr0 ∈
K, e1, . . . , er0 ∈ H, e1, . . . , er0 — ортогональные векторы, e1, . . . , er0 6= θ, Aek = λkek при
k = 1, r0.

Обозначим, Hr0 = L(e1, . . . , er0). Тогда Hr0 — подпространство пространства H. Так
как: e1, . . . , er0 — ортогональные векторы, e1, . . . , er0 6= θ, то dim(Hr0) = r0. Так как: Aek =
λkek при k = 1, r0, то Hr0 — инвариантное подпространство оператора A.

Очевидно, H⊥
r0

— подпространство пространства H. Так как dim(Hr0) 6= +∞, то Hr0 +
H⊥

r0
= H. Так как Hr0 , H

⊥
r0

— ортогональные подпространства, то dim(H⊥
r0
) = N − r0. Так

как: A — самосопряжённый оператор, Hr0 — инвариантное подпространство оператора A,
то H⊥

r0
— инвариантное подпространство оператора A.

Так как: A — самосопряжённый оператор, H⊥
r0

— инвариантное подпространство опера-
тора A, то: A|H⊥

r0
∈ Lin(H⊥

r0
, H⊥

r0
), A|H⊥

r0
— самосопряжённый оператор. Так как: N−r0 ∈ N,

dim(H⊥
r0
) = N − r0, A|H⊥

r0
— самосопряжённый оператор, то: ker(F̃A|

H⊥
r0

) ⊆ R ⊆ K. Так как
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C — алгебраически замкнутое поле, то SD(A|H⊥
r0
) 6= ∅. Тогда существует число λr0+1,

существует вектор er0+1, удовлетворяющие условиям: λr0+1 ∈ K, er0+1 ∈ H⊥
r0

, er0+1 6= θ,
A|H⊥

r0
er0+1 = λr0+1er0+1. Следовательно: λr0+1 ∈ K, er0+1 ∈ H, e1, . . . , er0 ⊥ er0+1, er0+1 6= θ,

Aer0+1 = λr0+1er0+1. Тогда: λ1, . . . , λr0+1 ∈ K, e1, . . . , er0+1 ∈ H, e1, . . . , er0+1 — ортогональ-
ные векторы, e1, . . . , er0+1 6= θ, Aek = λkek при k = 1, r0 + 1.

Согласно доказанному утверждению, существуют числа λ1, . . . , λN , существуют век-
торы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λN ∈ K, e1, . . . , eN ∈ H, e1, . . . , eN —
ортогональные векторы, e1, . . . , eN 6= θ, Aek = λkek при k = 1, N . Очевидно: e1, . . . , eN —
ортогональный базис пространства H, e1, . . . , eN — собственные векторы оператора A.

Теорема (спектральная теорема для линейных самосопряжённых операторов). Пусть:
K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N ;
C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый опера-
тор. Тогда: ker(F̃A) ⊆ R, ∀λ ∈ SD(A)

(

gA(λ) = mA(λ)
)

.

Замечание (спектральное разложение линейного самосопряжённого оператора). Пусть:
K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N ;
C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор.

Так как: C — алгебраически замкнутое поле, A — самосопряжённый оператор, то: C —
алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ R ⊆ K, ∀λ ∈ SD(A)

(

gA(λ) = mA(λ)
)

. Тогда:
SD(A) 6= ∅,

∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = H. Очевидно, существует число r ∈ N, существуют числа

λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условию: λ1, . . . , λr — все различные собственные значения
оператора A. Пусть H1, . . . , Hr — соответствующие собственные подпространства. Тогда
∑

k=1,r

Hk = H. Так как A — самосопряжённый оператор, то H1, . . . , Hr — ортогональные

подпространства.
Так как: H1, . . . , Hr — ортогональные подпространства,

∑

k=1,r

Hk = H, то: H1, . . . , Hr —

допускают проектирование,
∑

k=1,r

PHk
= I. Обозначим: Pk = PHk

при k = 1, r. Тогда

∑

k=1,r

Pk = I.

Пусть x ∈ H. Тогда:

Ax = A(Ix) = A

((

∑

k=1,r

Pk

)

x

)

= A

(

∑

k=1,r

Pkx

)

=
∑

k=1,r

A(Pkx) =
∑

k=1,r

λkPk(x) =

=

(

∑

k=1,r

λkPk

)

x.

Следовательно, A =
∑

k=1,r

λkPk.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; r ∈
N, H1, . . . , Hr — ортогональные подпространства пространства H,

∑

k=1,r

Hk = H. Тогда:

H1, . . . , Hr — допускают проектирование,
∑

k=1,r

PHk
= I. Обозначим: Pk = PHk

при k = 1, r.

Тогда
∑

k=1,r

Pk = I.

Пусть: λ1, . . . , λr ∈ K, A =
∑

k=1,r

λkPk. Тогда A ∈ Lin(H,H).



82 10. Самосопряжённый оператор. Спектральная теория

Пусть n = 0. Тогда:

An = I =
∑

k=1,r

Pk =
∑

k=1,r

(λk)
nPk.

Пусть n = 1. Тогда:

An = A =
∑

k=1,r

λkPk =
∑

k=1,r

(λk)
nPk.

Пусть: n ∈ Z, n > 2. Тогда:

An =

(

∑

k=1,r

λkPk

)n

=
∑

k1,...,kn=1,r

λk1 · · ·λknPk1 · · ·Pkn =
∑

k=1,r

(λk)
nPk.

Пусть: n ∈ Z+, a0, . . . , an ∈ K, F (x) =
∑

j=0,n

ajx
j при x ∈ K; F̂ (B) =

∑

j=0,n

ajB
j при

B ∈ Lin(H,H). Тогда:

F̂ (A) =
∑

j=0,n

ajA
j =

∑

j=0,n

aj
∑

k=1,r

(λk)
jPk =

∑

k=1,r

(

∑

j=0,n

aj(λk)
j

)

Pk =
∑

k=1,r

F (λk)Pk.

Пусть: F : K → K, λ1, . . . , λr ∈ D(F ). Обозначим, F̂ (A) =
∑

k=1,r

F (λk)Pk.

10.2. Эрмитовы полуторалинейные формы в евклидовом простран-

стве

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈
N, dim(H) = N ; C — алгебраически замкнутое поле, A — эрмитова полуторалинейная
форма в пространстве H. Докажем, что существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие

условиям: e′1, . . . , e
′
N — ортонормированный базис пространства H, [A](e′) — диагональная

матрица.
Очевидно, существует единственный оператор Â, удовлетворяющий условиям: Â ∈

Lin(H,H), A(y, x) = (y, Âx) при x, y ∈ H. Так как A — эрмитова форма, то Â — са-
мосопряжённый оператор. Так как C — алгебраически замкнутое поле, то существуют
векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N — ортонормированный базис

пространства H, e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора Â.

Так как e′ — ортонормированный базис, то g(e′) = Ĩ. Тогда: [A](e′) = g(e′)[Â](e′) =
[Â](e′).

Так как e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора Â, то [Â](e′) — диагональная

матрица. Так как [A](e′) = [Â](e′), то [A](e′) — диагональная матрица.
Пусть e — ортонормированный базис пространства H. Пусть: λ ∈ K, x ∈ H, (Â−λI)x =

θ; x̃ = hex. Тогда: λ ∈ K, x̃ ∈ KN ,
(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃; x = h−1
e x̃. Следовательно:

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃,
(

[A](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃.
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Пусть e — базис пространства H. Пусть: λ ∈ K, x ∈ H, (Â− λI)x = θ; x̃ = hex. Тогда:
λ ∈ K, x̃ ∈ KN ,

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃; x = h−1
e x̃. Следовательно:

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃,
(

g(e)−1[A](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃.

Пусть e — базис пространства H. Пусть: λ ∈ K, x ∈ H, (Â− λI)x = θ; x̃ = hex. Тогда:
λ ∈ K, x̃ ∈ KN ,

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃; x = h−1
e x̃. Следовательно:

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃,

g(e)
(

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃
)

= g(e)θ̃,
(

[A](e)− λg(e)
)

x̃ = θ̃.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) =
N ; C — алгебраически замкнутое поле, A, B — эрмитовы полуторалинейные формы
в пространстве L, B > 0. Докажем, что существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие

условиям: e′1, . . . , e
′
N — базис пространства L, [A](e′) — диагональная матрица, [B](e′) = Ĩ.

Так как: B — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, B > 0, то B —
скалярное произведение в пространстве L. Обозначим, H = (L,B). Тогда H — линейное
евклидово пространство над полем K.

Очевидно, существует единственный оператор Â, удовлетворяющий условиям: Â ∈
Lin(H,H), A(y, x) = (y, Âx) при x, y ∈ H. Так как A — эрмитова форма, то Â — са-
мосопряжённый оператор. Так как C — алгебраически замкнутое поле, то существуют
векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N — ортонормированный базис

пространства H, e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора Â.

Так как e′ — ортонормированный базис, то [B](e′) = Ĩ. Тогда: [A](e′) = [B](e′)[Â](e′) =
[Â](e′).

Так как e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора Â, то [Â](e′) — диагональная

матрица. Так как [A](e′) = [Â](e′), то [A](e′) — диагональная матрица.
Пусть e — базис пространства H. Пусть: λ ∈ K, x ∈ H, (Â− λI)x = θ; x̃ = hex. Тогда:

λ ∈ K, x̃ ∈ KN ,
(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃; x = h−1
e x̃. Следовательно:

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃,
(

[B](e)−1[A](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃.

Пусть e — базис пространства H. Пусть: λ ∈ K, x ∈ H, (Â− λI)x = θ; x̃ = hex. Тогда:
λ ∈ K, x̃ ∈ KN ,

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃; x = h−1
e x̃. Следовательно:

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃,

[B](e)
(

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃
)

= [B](e)θ̃,
(

[A](e)− λ[B](e)
)

x̃ = θ̃.
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Лекция 11. Кривые и поверхности второго порядка

11.1. Аффинное пространство

Определение (аффинное пространство). Пусть: M — множество; K ∈ {C,R,Q}, L — ли-
нейное пространство над полем K; F : M ×M =⇒ L. Далее обычно будем писать −−→p1p2
вместо F (p1, p2).

Пусть справедливы утверждения:

1. M 6= ∅;
2. −−→p1p2 +−−→p2p3 = −−→p1p3 при p1, p2, p3 ∈M ;
3. ∀p0 ∈M∀x ∈ L∃!p ∈M

(−→p0p = x
)

.

Будем говорить, что (M,L, F ) — аффинное пространство над полем K. Будем гово-
рить, что M — носитель пространства (M,L, F ). Будем говорить, что L — присоединён-
ное линейное пространство к аффинному пространству (M,L, F ). Будем говорить, что p —
точка пространства (M,L, F ), если p ∈M . Будем говорить, что x — вектор пространства

(M,L, F ), если x ∈ L. Пусть Q = (M,L, F ). Обозначим, ~Q = L.

Внимание! Далее обычно не будем различать множество M и пространство

(M,L, F ).

Замечание (операция откладывания вектора от точки). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аф-
финное пространство над полем K.

Пусть: p0 ∈ Q, x ∈ ~Q. По определению аффинного пространства, существует един-
ственная точка p, удовлетворяющая условиям: p ∈ Q, −→p0p = x. Обозначим, p0 ⊕ x = p.
Далее часто будем писать p0 + x вместо p0 ⊕ x.

Пусть p0 ∈ Q. Обозначим: ϕp0(p) =
−→p0p при p ∈ Q. Очевидно, ϕp0 : Q =⇒ ~Q. Так как

∀x ∈ ~Q∃!p ∈ Q(−→p0p = x), то: ϕp0 — обратимая функция, D(ϕp0) = Q, R(ϕp0) = ~Q.

Пусть: p0 ∈ Q, x ∈ ~Q. Очевидно, ϕp0

(

ϕ−1
p0
(x)
)

= x. Тогда
−−−−−−→
p0ϕ

−1
p0
(x) = x. С другой

стороны,
−−−−−−→
p0(p0 ⊕ x) = x. Тогда ϕ−1

p0
(x) = p0 ⊕ x.

Пусть p0, p ∈ Q. Очевидно, ϕ−1
p0

(

ϕp0(p)
)

= p. Тогда p0 ⊕−→p0p = p.

Замечание (аффинная система координат в аффинном пространстве). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K, N ∈ N, dim(Q) = N .

Пусть O ∈ Q. Пусть p ∈ Q. Будем говорить, что
−→
Op — радиус-вектор точки p относи-

тельно точки O.

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Обозначим: hO,e(p) = [
−→
Op](e) при p ∈ Q.

Очевидно: hO,e — обратимая функция, D(hO,e) = Q, R(hO,e) = KN ; h−1
O,e(x) = O + xkek при

x ∈ KN . Будем говорить, что: hO,e — аффинная координатная карта (аффинная система
координат) в пространстве Q, O — начало отсчёта координатной карты hO,e, e — базис
координатной карты hO,e. Пусть p ∈ Q. Будем говорить, что h1O,e(p), . . . , h

r
O,e(p) — коорди-

наты точки p в координатной карте hO,e. Очевидно: hmO,e(O) = [
−→
OO]m(e) = [θ]m(e) = 0 при

m = 1, N ; hmO,e(O + ek) =
[−−−−−−−→
O(O + ek)

]m
(e) = [ek]

m(e) = δmk при k, m = 1, N .

Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q; p ∈ Q, x = hO,e(p), x̃ = hO′,e′(p).
Тогда:

x =
[−→
Op
]

(e) =
[−−→
OO′ +

−→
O′p
]

(e) =
[−−→
OO′

]

(e) +
[−→
O′p
]

(e) =
[−−→
OO′

]

(e) + α(e, e′)
[−→
O′p
]

(e′) =

= hO,e(O
′) + α(e, e′)x̃.
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11.2. Кривые и поверхности второго порядка

Замечание. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N .
Будем говорить, что F — полином степени не выше 2 в пространстве Q, если существу-

ют объекты O, e, A, B, C, удовлетворяющие условиям: O ∈ Q, e — базис пространства Q,
A ∈ RN×N , A — симметричная матрица, B ∈ RN (точнее B ∈ R1×N), C ∈ R,

F (p) = Ak,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bmh

m
O,e(p) + C, p ∈ Q.

Будем говорить, что F — полином степени 2 в пространстве Q, если существуют объек-
ты O, e, A, B, C, удовлетворяющие условиям: O ∈ Q, e— базис пространства Q, A ∈ RN×N ,
A — симметричная матрица, A 6= Θ̃, B ∈ RN , C ∈ R,

F (p) = Ak,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bmh

m
O,e(p) + C, p ∈ Q.

Пусть F — полином степени не выше 2 в пространстве Q. Очевидно, F : Q =⇒ R.
Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Будем говорить, что A, B, C — коэффициенты
полинома F в координатной карте hO,e, если: A ∈ RN×N , A — симметричная матрица,
B ∈ RN , C ∈ R,

F (p) = Ak,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bmh

m
O,e(p) + C, p ∈ Q.

Будем говорить, что σ — поверхность второго порядка в пространстве Q, если суще-
ствует функция F , удовлетворяющая условиям: F — полином степени 2 в пространстве
Q, σ = ker(F ).

Пусть σ — поверхность второго порядка в пространстве Q. Очевидно, σ ⊆ Q.

Определение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, dim(Q) = 2.
Будем говорить, что l — кривая второго порядка в пространстве Q, если существует

функция F , удовлетворяющая условиям: F — полином степени 2 в пространстве Q, l =
ker(F ).

Утверждение. Пусть: N ∈ N; A1, A2 ∈ RN×N , A1, A2 — симметричные матрицы, B1,
B2 ∈ RN , C1, C2 ∈ R; (A1)k,mx

kxm + 2(B1)mx
m + C1 = (A2)k,mx

kxm + 2(B2)mx
m + C2 при

x ∈ RN . Тогда: A1 = A2, B1 = B2, C1 = C2.

Доказательство. Очевидно:

(A1)k,mx
kxm + 2(B1)mx

m + C1 = (A2)k,mx
kxm + 2(B2)mx

m + C2, x ∈ RN ;

(A1)k,mx
kxm + 2(B1)mx

m + C1 = (A2)k,mx
kxm + 2(B2)mx

m + C2, x = θ̃;

C1 = C2.

Тогда: (A1)k,mx
kxm + 2(B1)mx

m = (A2)k,mx
kxm + 2(B2)mx

m при x ∈ RN .
Очевидно:

(A1)k,mx
kxm + 2(B1)mx

m = (A2)k,mx
kxm + 2(B2)mx

m, x ∈ RN ;

(A1)k,m(tx)
k(tx)m + 2(B1)m(tx)

m = (A2)k,m(tx)
k(tx)m + 2(B2)m(tx)

m,

t ∈ R, t 6= 0, x ∈ RN ;

t(A1)k,mx
kxm + 2(B1)mx

m = t(A2)k,mx
kxm + 2(B2)mx

m, t ∈ R, t 6= 0, x ∈ RN ;

lim
t→0

(

t(A1)k,mx
kxm + 2(B1)mx

m
)

= lim
t→0

(

t(A2)k,mx
kxm + 2(B2)mx

m
)

, x ∈ RN ;



86 11. Кривые и поверхности второго порядка

2(B1)mx
m = 2(B2)mx

m, x ∈ RN ;

B1 = B2.

Тогда: (A1)k,mx
kxm = (A2)k,mx

kxm при x ∈ RN . Так как A1, A2 — симметричные матрицы,
то A1 = A2.

Замечание. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N .
1. Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Обозначим:

β(O, e;O′, e′) =

(

α(e, e′) hO,e(O
′)

0 · · · 0 1

)

.

Очевидно: β(O, e;O′, e′) ∈ R(N+1)×(N+1), det
(

β(O, e;O′, e′)
)

= det
(

α(e, e′)
)

6= 0;

β(O, e;O′, e′) = Ĩ тогда и только тогда, когда: O = O′, e = e′.
Пусть: O, O′, O′′ ∈ Q, e, e′, e′′ — базисы пространства Q. Докажем, что

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′) = β(O, e;O′′, e′′).
Пусть k, k′′ = 1, N . Тогда:
(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)k

k′′
=

∑

k′=1,N+1

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) + βk

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

k′′ (O′, e′;O′′, e′′) =

= αk
k′(e, e

′)αk′

k′′(e
′, e′′) = αk

k′′(e, e
′′) = βk

k′′(O, e;O
′′, e′′).

Пусть k′′ = 1, N . Тогда:
(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)N+1

k′′
=

∑

k′=1,N+1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) + βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

k′′ (O′, e′;O′′, e′′) = 0 =

= βN+1
k′′ (O, e;O′′, e′′).

Пусть k = 1, N . Тогда:
(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)k

N+1
=

∑

k′=1,N+1

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) + βk

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

= αk
k′(e, e

′)hk
′

O′,e′(O
′′) + hkO,e(O

′) = hkO,e(O
′′) = βk

N+1(O, e;O
′′, e′′).

Очевидно:
(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)N+1

N+1
=

∑

k′=1,N+1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) + βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) = 1 =

= βN+1
N+1(O, e;O

′′, e′′).

Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Тогда: β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O, e) =
β(O, e;O, e) = Ĩ. Следовательно, β(O, e;O′, e′)−1 = β(O′, e′;O, e).
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2. Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Обозначим:

ψO,e(p) =

(

hO,e(p)
1

)

, p ∈ Q.

Очевидно, ψO,e : Q =⇒ RN+1.
Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q; p ∈ Q. Докажем, что ψO,e(p) =

β(O, e;O′, e′)ψO′,e′(p).
Пусть k = 1, N . Тогда:

ψk
O,e(p) =

∑

k′=1,N+1

βk
k′(O, e;O

′, e′)ψk′

O′,e′(p) =

=
∑

k′=1,N

βk
k′(O, e;O

′, e′)ψk′

O′,e′(p) + βk
N+1(O, e;O

′, e′)ψN+1
O′,e′ (p) = αk

k′(e, e
′)hk

′

O′,e′(p) + hkO,e(O
′) =

= hkO,e(p) = ψk
O,e(p).

Очевидно:

ψN+1
O,e (p) =

∑

k′=1,N+1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)ψk′

O′,e′(p) =

=
∑

k′=1,N

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)ψk′

O′,e′(p) + βN+1
N+1(O, e;O

′, e′)ψN+1
O′,e′ (p) = 1 = ψN+1

O,e (p).

3. Пусть: A ∈ RN×N , A — симметричная матрица, B ∈ RN , C ∈ R. Обозначим:

D =

(

A BT

B C

)

.

Тогда: D ∈ R(N+1)×(N+1), D — симметричная матрица, Dk,m = Ak,m при k, m = 1, N ;
DN+1,m = Bm при m = 1, N ; Dk,N+1 = Bk при k = 1, N ; DN+1,N+1 = C. Пусть: O ∈ Q, e —
базис пространства Q; p ∈ Q. Тогда:

∑

k,m=1,N+1

Dk,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p) =

∑

k,m=1,N

Dk,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p) +

∑

m=1,N

DN+1,mψ
N+1
O,e (p)ψm

O,e(p) +

+
∑

k=1,N

Dk,N+1ψ
k
O,e(p)ψ

N+1
O,e (p) +DN+1,N+1ψ

N+1
O,e (p)ψN+1

O,e (p) =

= Ak,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bmh

m
O,e(p) + C.

Пусть:D ∈ R(N+1)×(N+1),D — симметричная матрица. Обозначим: Ak,m = Dk,m при k,
m = 1, N ; Bm = DN+1,m приm = 1, N ; C = DN+1,N+1. Тогда: A ∈ RN×N , A — симметричная
матрица, B ∈ RN , C ∈ R,

(

A BT

B C

)

= D.

Замечание. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; F —
полином степени не выше 2 в пространстве Q.

Очевидно, существуют объекты O0, e0, A0, B0, C0, удовлетворяющие условиям: O0 ∈ Q,
e0 — базис пространства Q, A0 ∈ RN×N , A0 — симметричная матрица, B0 ∈ RN , C0 ∈ R,

F (p) = (A0)k0,m0h
k0
O0,e0

(p)hm0
O0,e0

(p) + 2(B0)m0h
m0
O0,e0

(p) + C0, p ∈ Q.
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1. Обозначим:

D0 =

(

A0 BT
0

B0 C0

)

.

Тогда: D0 ∈ R(N+1)×(N+1), D0 — симметричная матрица,

F (p) =
∑

k0,m0=1,N+1

(D0)k0,m0ψ
k0
O0,e0

(p)ψm0
O0,e0

(p), p ∈ Q.

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Обозначим:

Dk,m(O, e) =
∑

k0,m0=1,N+1

(D0)k0,m0β
k0
k (O0, e0;O, e)β

m0
m (O0, e0;O, e), k, m = 1, N + 1.

Тогда: D(O, e) ∈ R(N+1)×(N+1), D(O, e) — симметричная матрица,

F (p) =

=
∑

k0,m0=1,N+1

(D0)k0,m0

(

∑

k=1,N+1

βk0
k (O0, e0;O, e)ψ

k
O,e(p)

)

∑

m=1,N+1

βm0
m (O0, e0;O, e)ψ

m
O,e(p) =

∑

k,m=1,N+1

(

∑

k0,m0=1,N+1

(D0)k0,m0β
k0
k (O0, e0;O, e)β

m0
m (O0, e0;O, e)

)

ψk
O,e(p)ψ

m
O,e(p) =

=
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)ψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p), p ∈ Q.

Так как β(O0, e0;O0, e0) = Ĩ, то D(O0, e0) = D0.
Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Очевидно:

Dk′,m′(O′, e′) =
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′), k′, m′ = 1, N + 1.

2. Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Обозначим: Ak,m(O, e) = Dk,m(O, e) при k,
m = 1, N ; Bm(O, e) = DN+1,m(O, e) при m = 1, N ; C(O, e) = DN+1,N+1. Тогда: A(O, e) ∈
RN×N , A(O, e) — симметричная матрица, B(O, e) ∈ RN , C(O, e) ∈ R,

F (p) = Ak,m(O, e)h
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bm(O, e)h

m
O,e(p) + C(O, e), p ∈ Q.

Очевидно: A(O0, e0) = A0, B(O0, e0) = B0, C(O0, e0).
Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Докажем, что:

Ak′,m′(O′, e′) = Ak,m(O, e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′), k′, m′ = 1, N ;

Bm′(O′, e′) =
(

Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′) + Bm(O, e)
)

αm
m′(e, e′), m′ = 1, N ;

C(O′, e′) = Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′)hmO,e(O
′) + 2Bm(O, e)h

m
O,e(O

′) + C(O, e).

Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

Ak′,m′(O′, e′) = Dk′,m′(O′, e′) =

=
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) =
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=
∑

k,m=1,N

Dk,m(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

m=1,N

DN+1,m(O, e)β
N+1
k′ (O, e;O′, e′)βm

m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

k=1,N

Dk,N+1(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βN+1
m′ (O, e;O′, e′) +

+DN+1,N+1(O, e)β
N+1
k′ (O, e;O′, e′)βN+1

m′ (O, e;O′, e′) =

= Ak,m(O, e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′).

Пусть m′ = 1, N . Тогда:

Bm′(O′, e′) = DN+1,m′(O′, e′) =

=
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) =

=
∑

k,m=1,N

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

m=1,N

DN+1,m(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

k=1,N

Dk,N+1(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
m′ (O, e;O′, e′) +

+DN+1,N+1(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
m′ (O, e;O′, e′) =

=
(

Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′) + Bm(O, e)
)

αm
m′(e, e′).

Очевидно:

C(O′, e′) = DN+1,N+1(O
′, e′) =

=
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
N+1(O, e;O

′, e′) =

=
∑

k,m=1,N

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
N+1(O, e;O

′, e′) +

+
∑

m=1,N

DN+1,m(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βm
N+1(O, e;O

′, e′) +

+
∑

k=1,N

Dk,N+1(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
N+1(O, e;O

′, e′) +

+DN+1,N+1(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
N+1(O, e;O

′, e′) =

= Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′)hmO,e(O
′) + 2Bm(O, e)h

m
O,e(O

′) + C(O, e).

Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q, A(O, e) 6= Θ̃. Очевидно, A(O′, e′) 6=
Θ̃.

Замечание. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; F —
полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
—

семейства коэффициентов полинома F .
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Пусть O ∈ Q. Существует единственная функция AO, удовлетворяющая условиям:
AO — билинейная форма в пространстве ~Q, [AO](e) = A(O, e) при: e — базис пространства
Q. Выберем базис e пространства Q. Так как A(O, e) — симметричная матрица, то AO —
симметричная билинейная форма.

Пусть O ∈ Q. Существует единственная функция BO, удовлетворяющая условиям:
BO — линейная форма в пространстве ~Q, [BO](e) = B(O, e) при: e — базис пространства
Q.

Пусть O ∈ Q. Существует единственное число CO, удовлетворяющее условию: CO =
C(O, e) при: e — базис пространства Q. Выберем базис e пространства Q. Так как C(O, e) ∈
R, то CO ∈ R.

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q; p ∈ Q. Тогда:

Ak,m(O, e)h
k
O,e(p)h

m
O,e(p) = [AO]k,m(e)

[−→
Op
]k
(e)
[−→
Op
]m

(e) = AO

(−→
Op,

−→
Op
)

;

Bm(O, e)h
m
O,e(p) = [BO]m(e)

[−→
Op
]m

(e) = BO

(−→
Op
)

;

F (p) = AO

(−→
Op,

−→
Op
)

+ 2BO

(−→
Op
)

+ CO.

Пусть O, O′ ∈ Q. Очевидно:

AO′ = AO;

BO′(x) = AO

(−−→
OO′, x

)

+ BO(x), x ∈ ~Q;

CO′ = AO

(−−→
OO′,

−−→
OO′

)

+ 2BO

(−−→
OO′

)

+ CO.

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈ N,
dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов полинома F .

Пусть O ∈ Q. Существует единственный оператор ÂO, удовлетворяющий условиям:
ÂO ∈ Lin( ~Q, ~Q), AO(y, x) = (y, ÂOx) при x, y ∈ ~Q. Так как AO — симметричная билиней-

ная форма, то ÂO — самосопряжённый оператор. Существует единственный вектор ~BO,
удовлетворяющий условиям: ~BO ∈ ~Q, BO(x) = ( ~BO, x) при x ∈ ~Q. Очевидно:

F (p) =
(−→
Op, ÂO

−→
Op
)

+ 2
(

~BO,
−→
Op
)

+ CO, p ∈ Q.

Пусть O, O′ ∈ Q. Очевидно:

ÂO′ = ÂO;

~BO′ = ÂO

−−→
OO′ + ~BO;

CO′ =
(−−→
OO′, ÂO

−−→
OO′

)

+ 2
(

~BO,
−−→
OO′

)

+ CO.

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) =
N ; C — алгебраически замкнутое поле, F — полином степени 2 в пространстве Q,
{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов полинома F .

Пусть O′ ∈ Q. Так как: C — алгебраически замкнутое поле, ÂO′ — самосопряжённый
оператор, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′1, . . . , e

′
N — ор-

тонормированный базис пространства Q, e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора ÂO′ .

Так как e′ — ортонормированный базис, то g(e′) = Ĩ. Тогда: A(O′, e′) = [AO′ ](e′) =
g(e′)[ÂO′ ](e′) = [ÂO′ ](e′).
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Так как e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора ÂO′ , то [ÂO′ ](e′) — диагональная

матрица. Так как A(O′, e′) = [ÂO′ ](e′), то A(O′, e′) — диагональная матрица.
Пусть: Ã = A(O′, e′), B̃ = B(O′, e′), C̃ = C(O′, e′); p ∈ Q, x̃ = hO′,e′(p). Тогда:

F (p) = Ãk,mx̃
kx̃m + 2B̃kx̃

k + C̃ =
N
∑

k=1

Ãk,k(x̃
k)2 +

N
∑

k=1

2B̃kx̃
k + C̃.

Так как Ã 6= Θ̃, то без ограничения общности можно считать, что существует число r,
удовлетворяющее условиям: r = 1, N , Ãk,k 6= 0 при k = 1, r; Ãk,k = 0 при k = r + 1, N .
Тогда:

F (p) =
r
∑

k=1

Ãk,k(x̃
k)2 +

N
∑

k=1

2B̃kx̃
k + C̃ =

r
∑

k=1

Ãk,k

(

x̃k +
B̃k

Ãk,k

)2

+
N
∑

k=r+1

2B̃kx̃
k + C̃ −

r
∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

.

Обозначим:

˜̃A = Ã;

˜̃Bk = 0, k = 1, r;

˜̃Bk = B̃k, k = r + 1, N ;

˜̃C = C̃ −
r
∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

;

˜̃xk = x̃k +
B̃k

Ãk,k

, k = 1, r;

˜̃xk = x̃k, k = r + 1, N.

Тогда: ˜̃A ∈ RN×N , ˜̃A — диагональная матрица, ˜̃Ak,k 6= 0 при k = 1, r; ˜̃Ak,k = 0 при

k = r + 1, N ; ˜̃B ∈ RN , ˜̃Bk = 0 при k = 1, r; ˜̃C ∈ R; ˜̃x ∈ RN ,

F (p) = ˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm + 2 ˜̃Bk

˜̃xk + ˜̃C.

Обозначим, e′′ = e′. Тогда: e′′ — базис пространства Q, α(e′′, e′) = Ĩ. Обозначим:

ξk = B̃k

Ãk,k
при k = 1, r; ξk = 0 при k = r + 1, N . Тогда: ξ ∈ RN , ˜̃x = x̃ + ξ. Очевид-

но, существует точка O′′, удовлетворяющая условиям: O′′ ∈ Q, hO′,e′(O
′′) = −ξ. Тогда:

hO′′,e′′(O
′) =

[−−−→
O′′O′

]

(e′′) =
[−−−→
O′′O′

]

(e′) = −
[−−−→
O′O′′

]

(e′) = −hO′,e′(O
′′) = ξ. Так как ˜̃x = x̃ + ξ,

то: ˜̃x = ξ + x̃ = hO′′,e′′(O
′) + α(e′′, e′)hO′,e′(p) = hO′′,e′′(p). Тогда:

F (p) = ˜̃Ak,mh
k
O′′,e′′(p)h

m
O′′,e′′(p) + 2 ˜̃Bkh

k
O′′,e′′(p) +

˜̃C, p ∈ Q.

Так как ˜̃A — симметричная матрица, то: A(O′′, e′′) = ˜̃A, B(O′′, e′′) = ˜̃B, C(O′′, e′′) = ˜̃C.
Тогда: A(O′′, e′′) — диагональная матрица, Ak,k(O

′′, e′′) 6= 0 при k = 1, r; Ak,k(O
′′, e′′) = 0

при k = r + 1, N ; Bk(O
′′, e′′) = 0 при k = 1, r.

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈ N,
dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов полинома F .
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Пусть: O ∈ Q, e — ортонормированный базис пространства Q. Обозначим: Ik(O, e) =
(−1)N−kαN−k

(

A(O, e)
)

при k = 1, N ; IN+1(O, e) = det
(

D(O, e)
)

. Очевидно:

I1(O, e) = (−1)N−1αN−1

(

A(O, e)
)

= (−1)N−1(−1)N−1 tr
(

A(O, e)
)

= tr
(

A(O, e)
)

,

IN(O, e) = α0

(

A(O, e)
)

= det
(

A(O, e)
)

.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈
N, dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,

{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов полинома F .

Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — ортонормированные базисы пространства Q. Тогда:
Ik(O, e) = Ik(O

′, e′) при k = 1, N + 1.

Доказательство. Пусть k = 1, N . Так как e, e′ — ортонормированные базисы, то:
A(O, e) = [ÂO](e), A(O

′, e′) = [ÂO′ ](e′). Тогда:

Ik(O
′, e′) = (−1)N−kαN−k

(

A(O′, e′)
)

= (−1)N−kαN−k

(

[ÂO′ ](e′)
)

= (−1)N−kαN−k

(

[ÂO](e
′)
)

=

= (−1)N−kaN−k(ÂO) = (−1)N−kαN−k

(

[ÂO](e)
)

= (−1)N−kαN−k

(

A(O, e)
)

= Ik(O, e).

Так как e, e′ — ортонормированные базисы, то: α(e, e′)Tα(e, e′) = Ĩ, det
(

α(e, e′)
)2

= 1.
Тогда:

IN+1(O
′, e′) = det

(

D(O′, e′)
)

= det
(

β(O, e;O′, e′)TD(O, e)β(O, e;O′, e′)
)

=

= det
(

β(O, e;O′, e′)
)2

det
(

D(O, e)
)

= det
(

α(e, e′)
)2
IN+1(O, e) = IN+1(O, e).

11.3. Классификация кривых второго порядка

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, dim(Q) = 2, Q —
ориентированное пространство; l — кривая второго порядка в пространстве Q.

Очевидно, существует функция F , удовлетворяющая условиям: F — полином степени 2
в пространстве Q, l = ker(F ). Пусть

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства

коэффициентов полинома F .
Очевидно, существует точка O, существуют векторы e1, e2, существует число r, удо-

влетворяющие условиям: O ∈ Q, e1, e2 — правый ортонормированный базис пространства
Q, r = 1, 2, A(O, e) — диагональная матрица, Ak,k(O, e) 6= 0 при k = 1, r; Ak,k(O, e) = 0 при
k = r + 1, 2; Bk(O, e) = 0 при k = 1, r. Тогда:

F (p) =
r
∑

k=1

Ak,k

(

hkO,e(p)
)2

+
2
∑

k=r+1

2Bkh
k
O,e(p) + C, p ∈ Q.

Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается уравнением:

r
∑

k=1

Ak,k(x
k)2 +

2
∑

k=r+1

2Bkx
k + C = 0.

1. Пусть: A1,1A2,2 > 0, A1,1C < 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2 6= 0, sgn(A2,2) = sgn(A1,1),
C 6= 0, sgn(C) = − sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l опи-
сывается уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0;
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(x1)2

−C
A1,1

+
(x2)2

−C
A2,2

= 1;

(x1)2
(√

−C
A1,1

)2 +
(x2)2

(√

−C
A2,2

)2 = 1.

Без ограничения общности можно считать, что
√

−C
A2,2

6

√

−C
A1,1

. Тогда l — эллипс.

2. Пусть: A1,1A2,2 > 0, A1,1C = 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2 6= 0, sgn(A2,2) = sgn(A1,1),
C = 0. Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = 0.

Так как: A1,1, A2,2 < 0 либо A1,1, A2,2 > 0, то l — множество, состоящее из одной точки.
3. Пусть: A1,1A2,2 > 0, A1,1C > 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2 6= 0, sgn(A2,2) = sgn(A1,1), C 6=

0, sgn(C) = sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается
уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0.

Так как: A1,1, A2,2, C < 0 либо A1,1, A2,2, C > 0, то l = ∅.
4. Пусть: A1,1A2,2 < 0, A1,1C 6= 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2 6= 0, sgn(A2,2) = − sgn(A1,1),

C 6= 0. Без ограничения общности можно считать, что sgn(C) = − sgn(A1,1). Тогда в
координатной карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0;

(x1)2

−C
A1,1

− (x2)2

C
A2,2

= 1;

(x1)2
(√

−C
A1,1

)2 − (x2)2
(√

C
A2,2

)2 = 1.

Следовательно, l — гипербола.
5. Пусть: A1,1A2,2 < 0, A1,1C = 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2 6= 0, sgn(A2,2) = − sgn(A1,1),

C = 0. Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = 0;

|A1,1| (x1)2 − |A2,2| (x2)2 = 0;
(
√

|A1,1| · x1 −
√

|A2,2| · x2
)(
√

|A1,1| · x1 +
√

|A2,2| · x2
)

= 0.

Так как
√

|A1,1|,
√

|A2,2| 6= 0, то l — объединение двух прямых, имеющих одну общую
точку.

6. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 6= 0. Тогда: r = 1; A1,1 6= 0, B2 6= 0. Пусть: δ = sgn(A1,1B2);
p ∈ Q, x = hO,e(p). Тогда:

F (p) = A1,1(x
1)2 + 2B2x

2 + C = A1,1(δx
1)2 − 2δB2

(

−δx2 − C

2δB2

)

.
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Обозначим: x̃1 = −δx2 − C
2δB2

, x̃2 = δx1. Тогда:

F (p) = A1,1(x̃
2)2 − 2δB2x̃

1.

Обозначим: β1
1 = 0, β1

2 = −δ, β2
1 = δ, β2

2 = 0, ξ1 = − C
2δB2

, ξ2 = 0. Тогда:

β ∈ R2×2, β — ортогональная матрица, det(β) > 0, ξ ∈ R2, x̃ = βx + ξ. Так как:
e — правый ортонормированный базис пространства Q, β−1 — ортогональная матрица,
det(β−1) > 0, то существуют векторы e′1, e

′
2, удовлетворяющие условиям: e′1, e

′
2 — пра-

вый ортонормированный базис пространства Q, α(e, e′) = β−1. Тогда α(e′, e) = β. Оче-
видно, существует точка O′, удовлетворяющая условиям: O′ ∈ Q, hO,e(O

′) = −β−1ξ. То-

гда: hO′,e′(O) =
[−−→
O′O

]

(e′) = −
[−−→
OO′

]

(e′) = −α(e′, e)
[−−→
OO′

]

(e) = −βhO,e(O
′) = ξ. Так как

x̃ = βx+ ξ, то: x̃ = ξ + βx = hO′,e′(O) + α(e′, e)hO,e(p) = hO′,e′(p). Тогда:

F (p) = A1,1

(

h2O′,e′(p)
)2 − 2δB2h

1
O′,e′(p), p ∈ Q.

Следовательно, в координатной карте hO′,e′ множество l описывается уравнением:

A1,1(x̃
2)2 − 2δB2x̃

1 = 0;

(x̃2)2 = 2δ
B2

A1,1

x̃1.

Так как δ B2

A1,1
> 0, то l — парабола.

7. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 = 0, A1,1C < 0. Тогда: r = 1; A1,1 6= 0, B2 = 0, C 6= 0,
sgn(C) = − sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается
уравнением:

A1,1(x
1)2 + C = 0;

(x1)2 − −C
A1,1

= 0;

(

x1 −
√

−C
A1,1

)(

x1 +

√

−C
A1,1

)

= 0.

Так как
√

−C
A1,1

6= 0, то l — объединение двух прямых, не имеющих общих точек.

8. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 = 0, A1,1C = 0. Тогда: r = 1; A1,1 6= 0, B2 = 0, C = 0.
Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 = 0;

x1 = 0.

Тогда l — прямая.
9. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 = 0, A1,1C > 0. Тогда: r = 1; A1,1 6= 0, B2 = 0, C 6= 0,

sgn(C) = sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается
уравнением:

A1,1(x
1)2 + C = 0.

Так как: A1,1, C < 0 либо A1,1, C > 0, то l = ∅.
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