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Настоящее пособие содержит описания работ лаборатории механики 

твердого тела раздела «Механика» практикума по общей физике физиче-

ского факультета МГУ им. М.В.Ломоносова. Подбор лабораторных работ 

соответствует программе курса общей физики и является логическим про-

должением соответствующего теоретического курса, читаемого на физи-

ческом факультете МГУ. 

Включенные в пособие материалы достаточны для подготовки к вы-

полнению работ без привлечения дополнительной литературы. Однако в 

конце каждой задачи дан список литературы, позволяющий более глубоко 

познакомиться с теоретическим материалом, изучаемым в работе. В посо-

бии выделено общее теоретическое введение, более подробное изложение 

теории содержится в описании к каждой лабораторной работе. Описания 

работ написаны в едином стиле:  в каждой работе сформулированы цель и 

идея эксперимента, дано описание установки и подробное изложение по-

следовательности проведения эксперимента и обработки результатов, в 

разделе «основные итоги работы» перечислены основные физические ре-

зультаты, которые должны быть получены и проанализированы студен-

том. Такой подход, по мнению авторов, приучает студентов к правильной 

организации проведения эксперимента и вполне уместен в первом семест-

ре 1-го курса. 

По объему отдельные задачи неодинаковы. На большинстве устано-

вок можно осуществить целый ряд опытов, выполнить которые за одно 

занятие затруднительно. В этих случаях преподаватель имеет возможность 

определить необходимый объем работы каждого студента. Прежде всего,  

это замечание относится к работам 5 и 6. В работе 5 рекомендуется за од-

но занятие выполнить одно из двух упражнений. В работе 6 оптимальным, 

по-видимому, является выполнение трех упражнений из четырех. 

В постановке и модернизации отдельных работ совместно с авторами 

пособия принимали участие Е.И.Васильев (работа 6), А.В.Червяков (соз-

дание, изготовление и наладка электронных схем), Р.Н.Лазаренко, 

О.И.Старостина (наладка экспериментального оборудования). 

Авторы выражают благодарность Е.И. Васильеву, В.Ю. Иванову, 

В.А.Караваеву, А.С. Нифанову, А.А.Якуте и другим сотрудникам кафед-

ры, внимательно прочитавшим рукопись и сделавшим ряд важных заме-

чаний. Мы выражаем искреннюю признательность М.В.Семенову и 

А.П. Штырковой, вложившим свой труд в неформальное рецензирование 

рукописи, способствующее существенному его улучшению. 

А.М.Салецкий 
А.И.Слепков 

Предисловие 
 

 



Лабораторный практикум по механике твердого тела 8

Изучение движения твердого тела проводится в предположе-

нии, что тело является абсолютно твердым. Это означает, что рас-

стояние между двумя любыми точками не изменяется со временем, 

т.е. твердое тело не деформируется. В дальнейшем мы будем вме-

сто термина "абсолютно твердое тело" использовать термин "твер-

дое тело". 

Кинематика твердого тела. Любое произвольное движение 

твердого тела можно представить как суперпозицию поступатель-
ного и вращательного движений. Поступательным называется та-

кое движение, когда все точки тела движутся по одинаковым траек-

ториям. В этом случае скорости всех точек тела в любой момент 

времени одинаковы, и его движение можно характеризовать дви-

жением одной лишь точки тела. Анализ такого движения произво-

дится по законам, справедливым для движения материальной точ-

ки. 

Вращательным движением относительно оси называется та-

кое движение, при котором траектории всех точек тела являются 

концентрическими окружностями с центрами, лежащими на одной 

прямой, называемой осью вращения. При вращении твердого тела 

проекция радиуса-вектора каждой его точки на плоскость, перпен-

дикулярную оси вращения, за малый промежуток времени dt пово-

рачивается на один и тот же угол d ϕϕϕϕ . Здесь d ϕϕϕϕ  – вектор, длина ко-

торого равна углу поворота dϕ , а направление определяется в со-

ответствии с правилом правого винта и совпадает с осью вращения. 

Скорость изменения угла 

d

dt
=ω

ϕϕϕϕ
                   (B.1) 

называется угловой скоростью и, так же как d ϕϕϕϕ , является вектором. 

Угловая скорость связана с линейной скоростью любой точки 

тела iv соотношением 

i i= ×v ω r ,                     (В.2) 

где ir  – радиус-вектор любой указанной точки. 

Изменение ω  со временем определяется величиной углового 
ускорения 

Введение 
 

 

 

d

dt
=
ω

ε .        (В.3) 

Совместим начало системы координат, движущейся поступа-

тельно, с какой-либо точкой A твердого тела (точкой отсчета). То-

гда скорость любой другой точки B тела можно представить как 

векторную сумму скорости движения системы координат 0v  (ско-

рость точки А) и ′v  – относительной скорости точки В: 

0
′= +v v v .                  (В.4) 

В качестве точки отсчета может быть выбрана любая точка 

твердого тела или пространства (если положение этой точки отно-

сительно твердого тела не меняется со временем), поэтому и раз-

ложение (В.4) будет неоднозначным. Однако угол поворота d ϕϕϕϕ  за 

малый промежуток времени dt не зависит от выбора точки отсчета 

и является одинаковым для всех точек твердого тела. 

С учетом (В.2) выражение (В.4) может быть представлено в 

следующем виде 

0= + ×v v ω r ,            (В.5) 

где ω  – угловая скорость вращения твердого тела (не зависящая от 

выбора точки отсчета), r  – радиус-вектор, начало которого лежит в 

точке А. Поступательная скорость тела 0v  зависит от выбора точки 

отсчета. В частности, точку A можно выбрать таким образом, чтобы 

0v  была равна нулю. Для плоского, движения твердого тела
∗
) ось 

вращения, проходящая через точку А, является мгновенной осью 

вращения∗∗
). Поэтому плоское движение твердого тела в каждый 

момент времени может быть представлено как вращательное дви-

жение вокруг некоторой мгновенной оси. 

Уравнение моментов. Момент инерции относительно за-
крепленной оси. Рассмотрим твердое тело как систему жестко свя-

занных между собой материальных точек. Уравнение движения для 

i-й материальной точки массы im , в лабораторной системе коорди-

нат имеет вид: 

                                                           
∗) Плоским движением твердого тела называется движение, при котором траекто-

рии всех его точек лежат в параллельных плоскостях. 

**) Мгновенная ось вращения твердого тела – ось, относительно которой поступа-

тельная скорость тела в данный момент времени равна нулю. 
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i
i i ij

j i

d
m

dt ≠

= +∑
v

F f ,                             (В.6) 

где iF  – сумма всех внешних сил, действующих на i-ю материаль-

ную точку, ijf  – сила, действующая на i-ю материальную точку со 

стороны j-й материальной точки, т.е. внутренняя сила. Будем пола-

гать, что силы взаимодействия являются центральными, то есть 

векторы ijf  и ( i j−r r ) коллинеарны.  

Умножим обе части уравнения движения (В.6) на радиус-

вектор ir  

i
i i i i i ij

j i

d
m

dt ≠

× = × + ×∑
v

r r F r f .         (В.7) 

С учетом того, что ( ) i i i
i i i i i

d d dd

dt dt dt dt
× = × + × = ×

v r v
r v r v r  (так как 

i
i

d

dt
=

r
v , то 0i

i

d

dt
× =

r
v ), в результате суммирования по всем точкам 

системы получим 

i i i i i i ij

i i i j i

d
m

dt ≠

× = × + +∑ ∑ ∑∑r v r F r f .           (В.8) 

Величина i i i i i

i i

m= × = ×∑ ∑L r v r p  ( ip  – импульс i-й матери-

альной точки) называется моментом импульса системы относи-

тельно некоторой неподвижной точки, выбранной за начало коор-

динат; i i

i

= ×∑M r F  – момент внешних сил относительно той же 

точки; величина i ij

i j i≠

×∑∑r f  является моментом всех внутренних 

сил. Выражение для момента внутренних сил можно преобразо-

вать: 

( ) ( )1 1

2 2
i ij j ji i ij i j ij

i j i i j i i j i≠ ≠ ≠

× = × + × = − ×∑∑ ∑∑ ∑∑r f r f r f r r f .   (В.9) 

В связи с тем, что для центральных сил ( ) 0i j ij− × =r r f , уравне-

ние (В.8) (с учетом введенных выше обозначений) может быть за-

писано в следующем виде: 

 

d

dt
=

L
M .                                           (В.10) 

Это уравнение называется уравнением моментов. 
Если твердое тело вращается вокруг закрепленной оси, то век-

торное уравнение (В.10) сведется к скалярному уравнению. В част-

ности, если ось вращения совпадает с осью координат z, то 

z
z

dL
M

dt
= ,                (В.11) 

где zL , zM  – соответственно проекции L и M на ось z. 

При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси z с угло-

вой скоростью ω  скорость каждой материальной точки im  тела 

будет равна, i iυ ω ρ= ⋅  где iρ  – ее расстояние до оси z. Проекции 

моментов импульса на ось z для этих точек будут равны 
2.iz i i i i iL m mρ υ ω ρ= =  В связи с тем, что ω  одинакова для всех точек 

твердого тела  момент импульса всего тела относительно оси z бу-

дет равен 
2

z iz i i

i i

L L m Jω ρ ω= = =∑ ∑ .                          (В.12) 

Величину 
2

i i

i

J m ρ=∑                          (В.13) 

называют моментом инерции твердого тела относительно закреп-
ленной оси, который является мерой инертности тела при враща-

тельном движении относительно этой оси. 

Подставляя (В.12) в (В.11), получаем основное уравнение вра-
щательного движения тела вокруг закрепленной оси z: 

( )
z

d J
M

dt

ω
= .                    (В.14) 

В связи с тем, что  взаимное расположение точек в твердом те-

ле не изменяется со временем, то момент инерции является посто-

янной величиной. Поэтому уравнение (В.14) может быть представ-

лено в следующем виде 

z

d
J J M

dt

ω
ε= = .                   (В.15) 

При непрерывном распределении массы по объему для вычис-

ления момента инерции пользуются не суммированием, а интегри-
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рованием по всему объему тела, и тогда (В.13) приводится к сле-

дующему виду: 
2dJ mρ= ∫ .                          (В.16) 

Если известен момент инерции J0 относительно некоторой оси, 

проходящей через центр масс – точку с радиусом-вектором 

1
i im

m
= ∑R r , ( im – масса точки тела, ir – ее радиус-вектор), то в 

соответствии с теоремой Гюйгенса–Штейнера момент инерции 

тела J относительно любой другой оси, параллельной первоначаль-

ной и находящейся на расстоянии а от нее, равен 
2

0J J ma= + ,             (В.17) 

где т – масса тела. 

Тензор инерции. Предположим, что твердое тело закреплено 

таким образом, что оно может вращаться вокруг некоторой непод-

вижной точки О. Введем в лабораторной системе отсчета декартову 

систему координат XYZ с началом в этой точке. Произвольная i-я 

точка твердого тела массы im  будет иметь скорость i i′= ×v ω r , где 

ω  — вектор угловой скорости вращения твердого тела, а ir  — ра-

диус-вектор, проведенный из начала координат в точку, где в дан-

ный момент времени находится i-я материальная точка. Момент 

импульса этой точки равен по определению  
 

[ ] [ ] ( ) ( )2
i i i i i i i i i i im m m   ≡ × = × × = −    

L r v r ω r ω r r rω . 

Векторы L,ω , ir можно рассматривать как в лабораторной систе-

ме координат XYZ, так и в системе координат xyz, жестко связанной 

с телом. 

Перепишем выражение для iL  в проекциях на оси системы ко-

ординат xyz, начало которой лежит в точке О. Учитывая, что  

( )
2 2 2 2

i i i ix y z= + +r ,  а  ( )i i x i y i zx y zω ω ω= + +rω , 

получаем  

 

( )

( )

( )

( )

2 2 2

2 2

2 2

2 2

( )

                                             = ) ,

) , (В.18)

) .

ix i x i i i i i x i y i z

i x i i i i y i i z

iy i y i i i i x i i z

iz i z i i i i x i i y

L m x y z x x y z

m y z x y x z

L m x z x y y z

L m x y x z y z

ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

 = + + − + + =
 

 + − −
 

 = + − −
 

 = + − −
 

 

Момент импульcа вcего твердого тела pавен cумме моментов 

импульcов вcеx элементаpныx маcc:  
 

( ) ( )
2

i i i i

i

m  = −
 ∑L ω r r rω .                             (В.19)  

Учитывая (В.18), соотношение (В.19) можно пеpепиcать в 

пpоекцияx на кооpдинатные оcи  
 

         x xx x xy y xz zL J J Jω ω ω= + + , 

zyzyyyxyxy JJJL ωωω ++=
,                        (В.20) 

                     zzzyzyxzxz JJJL ωωω ++=
.  

Совокупность девяти величин , , , , , , , ,xx xy xz yx yy yz zx zy zzJ J J J J J J J J  

определяет тензор инерции  

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

J J J

J J J J

J J J

 
 

=  
  
 

)
.                                 (В.21) 

 

Проекции момента импульса на оси координат (В.20) удобно 

записать в матричном виде. В рассматриваемом случае начало де-

картовой системы координат совпадает с точкой О (центром вра-

щения), поэтому из (В.18) и (В.20) получаем 
 

xx xy xzx x

y yx yy yz y

z zx zy zz z

J J JL

L J J J

L J J J

ω

ω

ω

    
    

= =    
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

(В.22).

i i i i i i i i i

i i i
x

i i i i i i i i i y

i i i
z

i i i i i i i i i

i i i

m y z m x y m x z

m y x m x z m y z

m z x m z y m x y

ω

ω

ω

 
+ − − 

  
  

= − + −  
  

  
− − + 

 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

Отметим, что выражение (В.19) принимает точно такой же вид, 

если векторы , , iL ω r  проецировать на оси лабораторной системы 

координат XYZ. Отличие заключается в том, что в покоящейся ла-

бораторной системе координат постоянно меняются координаты 

, ,i i ix y z  каждого бесконечно малого элемента тела, поэтому и ком-

поненты тензора J
)

 меняются со временем. В выбранной системе 

координат xyz радиус-вектор ir
r

 — неизменная величина, а проек-

ции угловой скорости , ,› y zω ω ω  меняются со временем. 

Диагональные элементы тензора , ,xx yyJ J zzJ  называются осе-

выми моментами инерции. Недиагональные элементы 

, , ,
xy yx xz

J J J  , ,
zx yz zy

J J J  называются центробежными момента-

ми инерции.  
Тензор инерции является симметричным, так как 

, , .xy yx xz zx yz zyJ J J J J J= = =  Симметричный тензор всегда можно 

привести к диагональному виду, т.е. выбрать такую систему коор-

динат, определяемую формой тела, в которой все недиагональные 

элементы будут равны нулю. Соответствующие направления коор-

динатных осей называются главными осями инерции, а величины 

, ,x xx y yy z zzJ J J J J J≡ ≡ ≡  — главными моментами инерции. 

Оси, проходящие через центр масс тела, будем называть централь-
ными осями, а оси, проходящие через центр масс и одновременно 

являющиеся главными, будем называть главными центральными 
осями.  

Связь между моментом инерции и компонентом тензора 
инерции. Рассмотрим вращение твердого тела относительно неко-

торой закрепленной оси АА′ , имеющей произвольное направление 

в пространстве. Представим радиус-вектор i-й материальной точки 

 

массы dm в виде ,i i i= +r d ρ  где ,i i ⊥d ω ρ ω  (вектор ω  направ-

лен вдоль оси в соответствии с правилом правого винта) (рис.1). 

Так как ось АА′  закреплена, то линейная скорость точки перпенди-

кулярна этой оси и равна .i i= ×v ω ρ  Предположим, что в жестко 

связанной с телом системе координат xyz ось АА′  (рис.1) лежит в 

плоскости xy, а тензор инерции имеет диагональный вид  

0 0

0 0

0 0

x

y

z

J

J J

J

 
 

=  
 
 

)
. 

Вектор угловой скорости будет иметь компоненты 

{ }, ,0 .› yω ω=ω  В соответствии с (В.20) ,, 0.x x x y y y zL J L J Lω ω= = =  

Отсюда следует, что в общем случае ( )x yJ J≠  направление векто-

ра момента импульса, даже при вращении вокруг закрепленной оси, 

не совпадает с направлением вектора угловой скорости. Кроме того 

(см. В.19), в рассматриваемом случае положение вектора L жестко 

связано с телом. Поэтому при вращении тела вектор момента им-

пульса меняет свое направление в пространстве: конец этого векто-

ра описывает окружность с центром, лежащим на оси АА′ . Вектор 

L так же, как и радиус-вектор, удобно разложить на две состав-

ляющие — одну, совпадающую с вектором угловой скорости ω , и 

другую, перпендикулярную к нему, т.е. АА′ ⊥= +L L L . В этом слу-

чае векторное уравнение моментов (В.10) можно разбить на два 

скалярных уравнения:   

 
 

Рис. 1. Схематическое представление вращения тела 

 вокруг закрепленной оси 
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Рис. 2. Положение оси АА′ отно-

сительно системы координат 

,AA
AA

dL
M

dt

′
′=                                       (В.23) 

             .
dL

M
dt

⊥
⊥=                                  (В.24)  

В уравнении (В.23) AAM ′  — это проекция момента внешних сил на 

ось AA′  (включая силы трения в оси). Это уравнение полностью 

описывает вращательное движение твердого тела вокруг закреп-

ленной оси. В уравнении (В.24) M⊥  — это перпендикулярная про-

екция суммарного момента внешних сил, включая силы упругости, 

действующие на тело со стороны оси. Наличие этого момента при-

водит к повороту вектора L вокруг AA′ . Уравнение (В.24) необхо-

димо решать, если встает вопрос о деформациях, возникающих в 

оси. 

Уравнение (В.23) совпадает с рассмотренным выше уравнени-

ем (В.11). Из него следует основное уравнение (В.15) вращательно-

го движения твердого тела вокруг закрепленной оси. 

Значение момента инерции J твердого тела относительно неко-

торой оси, можно найти, зная направ-

ление этой оси в пространстве и зна-

чения компонент тензора инерции. 

Выразим момент инерции относи-

тельно закрепленной оси AA′ , прохо-

дящей через начало координат, через 

компоненты тензора J
)

. Пусть систе-

ма координат xyz расположена произ-

вольным образом относительно тела 

так, что все компоненты тензора €J  

являются ненулевыми.  

Воспользуемся соотношением 

.AAL Jω′ =  С учетом (В.20) и того, что 

cos cos cos ,AA x y zL L L Lα β γ′ = ⋅ + ⋅ + ⋅   cos , cosx yω ω α ω ω β= ⋅ = ⋅ , 

cos ,zω ω γ= ⋅ , ,α β γ — углы, определяющие  положение оси 

AA ′  относительно осей координат (см. рис. 2), получим 

 

 

2 2 2cos cos cos 2 cos cos

2 cos cos 2 cos cos . (В.25)

xx yy zz xy

xz yx

J J J J J

J J

α β γ α β

α γ β γ

= + + + +

+ +
 

 

Уравнение (В.25) может быть использовано и для решения об-

ратной задачи —  определения компонент тензора инерции J
)

 через 

известные значения моментов инерции J относительно нескольких 

различных закрепленных осей. 
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Рис. 3. Устройство маятника Обербека 

 

Цель работы 

Экспериментальная проверка основного уравнения вращатель-
ного движения твердого тела вокруг закрепленной оси. 

Идея эксперимента 

В эксперименте исследуется вращательное движение закреп-

ленной на оси системы тел, у которой может меняться момент 

инерции под действием различных моментов внешних сил. 

 

Теория 

Основное уравнение вращательного движения твердого тела с 

моментом инерции J вокруг неподвижной оси z имеет вид 

 J Mε = ,                           (1.1) 

где 
d

dt

ω
ε =  — угловое ускоре-

ние, M — момент внешних сил. 

Для экспериментального до-

казательства этого соотношения 

в работе используется маятник 

Обербека (рис. 3). Он состоит из 

четырех стержней A и двух 

шкивов различного радиуса R1 и 

R2, укрепленных на одной 

горизонтальной оси. По 

стержням могут перемещаться и 

закрепляться в нужном 

положении четыре (по одному 

на каждом стержне) груза 

одинаковой массы m′. При 

помощи груза массы m, 

прикрепленного к концу намотанной на тот или иной шкив нити, 

маятник может приводиться во вращение.  

1 Изучение вращательного движения 
твердого тела вокруг закрепленной оси 

 

 

Пренебрегая силами трения и считая нить невесомой и нерастяжимой,  

можем записать: 

уравнение вращательного движения маятника 

  J M RTε = ≡ ,        (1.2)   

уравнение поступательного движения груза на нити  

ma mg T= − ,        (1.3) 

уравнение кинематической связи  

 a Rε= .            (1.4)  

Здесь R —  радиус шкива,  T —  натяжение нити, a —  линейное 

ускорение груза массы m, g —  ускорение свободного падения. 

Из системы уравнений (1.2–1.4) следует, что груз m должен 

двигаться с постоянным ускорением, равным  
2

2

mR
a g

J mR
=

+
.            (1.5) 

Основное уравнение вращательного движения (1.1) было запи-

сано без учета момента сил трения в оси маятника и момента сил 

вязкого трения о воздух. Для доказательства правомерности такого 

подхода в процессе выполнения работы необходимо убедиться, что 

суммарный момент сил трения трM  много меньше момента силы 

натяжения нити M , который равен: 

2
( ) .

J
M RT Rm g a mgR

J mR
= = − =

+
 

С учетом неравенства 2
mR << J можно записать, что M mgR≈ . 

Оценить величину момента сил трения можно, если предполо-

жить, что он остается неизменным во время движения. При опуска-

нии груза m c отметки 0x  на полную длину нити до отметки 3x  и 

при последующем подъеме до отметки 4x  изменение его потенци-

альной энергии будет равно работе силы трения, т. е. 

4 0 тр( ) ,mg x x M− = Φ  

где Ф —  полный угол поворота маятника Обербека. При этом  

 

3 0 3 4( ) ( )R x x x xΦ = − + − , 
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поэтому 

4 0
тр

3 0 4

.
2 ( )

x x
M mgR

x x x

−
=

− +
 

Таким образом, условие записи основного уравнения враща-

тельного движения без учета момента сил трения окончательно 

имеет вид 

тр 4 0

3 0 4

1
2 ( )

M x x

mgR x x x

−
= <<

− +
.                      (1.6) 

Экспериментальная установка 

Установка для изучения вращательного движения (рис. 4) со-

стоит из основания (1), вертикальной колонны (2) с закрепленными 

на ней двумя подвижными кронштейнами (3, 4), на которых кре-

пятся оптические датчики положения. На колонне закреплены два 

неподвижных кронштейна (5, 6). 

На нижнем кронштейне (5) закреплен двухступенчатый вал (7). 

На верхнем кронштейне (6) закреплен подшипниковый узел (8) и 

блок (9). Через блок перекинута нить (10), один конец которой  на-

мотан на  двухступенчатый вал (7), а на втором конце закреплен 

груз (11). На двухступенчатом валу крепится тело маятника (12).  

Кронштейны с фотодатчиками могут крепиться на разной высо-

 
 

Рис. 4. Схема установки для изучения вращательного движения твердого тела 

 

те. Расстояние между этими кронштейнами измеряется по шкале, 

нанесенной на колонне. Время движения грузов определяют с по-

мощью электронного таймера. Запуск таймера осуществляется на-

жатием кнопки «Пуск», остановка —  кнопкой «Стоп». При подго-

товке к дальнейшим измерениям результаты предыдущих измере-

ний убираются с табло таймера нажатием кнопки «Сброс». 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Проверка закона движения 

Из (1.2)–(1.4) следует, что вращение маятника Обербека проис-

ходит с постоянным угловым ускорением ε, при этом груз m опус-

кается с постоянным линейным ускорением a. Координата x груза, 

отпущенного без начальной скорости с отметки 0x  меняется по 

закону (ось х системы координат направлена вниз (см. рис. 3)) 
2

0
2

at
x x= + .                                          (1.7) 

Используя (1.7), определим время ∆t пролета груза между двумя 

отметками х1 и х2: 

( )2 0 1 0

2
t x x x x

a
∆ = − − − .                           (1.8) 

Из (1.8) следует, что в случае равнопеременного движения (a = 

=сonst) и фиксированных положений 0x  и 2x , зависимость време-

ни ∆t  от 1 0x x−  является линейной и изображается на графике 

прямой линией. 

 

Измерения 

1. Установить максимальное расстояние между кронштейнами с 

фотодатчиками. 

2. Установить грузы m′ в среднее положение, разместив их на 

равном расстоянии от оси таким образом, чтобы маятник находился 

в положении безразличного равновесия. Начало движения груза m  

всегда осуществляют от одного и того же положения 0x , которое 

необходимо  записать в рабочий журнал. Нить наматывают на вал 

большего диаметра виток к витку. 
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3. Опустить груз m и произвести измерение времени ∆t пролета 

груза между фотодатчиками. Данные записать в таблицу 1.1 Про-

вести измерения времени ∆t для нескольких положений х1 верхнего 

датчика (рекомендуется менять х1 с шагом 5 см). Для каждого по-

ложения датчика измерения времени проводят не менее трех раз.  

4. Для 5–7 первых опытов измерить значения 4x —  отметки, до 

которой  поднимается груз при вращении маятника в одну сторону. 

Результаты занести в табл. 1.1 

5.  Определить значение 3x  —  максимальной отметки, до кото-

рой опускается груз m при своем движении. 

Таблица 1.1 

N x1i x4 
1 0ix x−

 
ij

t∆
 it∆

 it
S

∆  4x
 

трM

mgR
 

1   

2   

3 

 

 

 

 

  

1   

2   

3 

 

 

 

 

  

1   

2   

3 

 

 

 

 

  

1   

2   

3 

 

 

 

 

  

1   

2   

3 

 

 

 

 

  

  

Обработка результатов 

1. По экспериментальным данным для каждого положения фо-

тодатчика 1x рассчитать среднее значение величины ∆ti  по формуле  

 

1

1 N

i ij

j

t t
N =

∆ = ∆∑ , 

где N — число измерений при каждом фиксированном положении 

датчика x1. 

2. Вычислить погрешность измерения (выборочное стандартное 

отклонение)  it∆  

2

1

1
( )

( 1)i

N

ij it
j

S t t
N N

∆
=

= ⋅ ∆ − ∆
−

∑ . 

Результаты вычислений внести в табл. 1.1. 

3. Построить зависимость t∆  от 1 0x x− , которая должна быть 

линейной. Близость получившейся зависимости к линейной указы-

вает на то, что движение тела является равнопеременным.  

4. Найти среднее значение 4x  и оценить величину тр ( )M mgR  

по формуле  (1.6). Убедиться в малости момента сил трения по 

сравнению с начальным моментом силы натяжения нити. 

 

   Упражнение 2. Проверка независимости инерционных свойств  

                 маятника (момента инерции) от момента внешних сил 

В данном упражнении экспериментально показывается, что 

инерционные свойства маятника, а именно — момент инерции — 

не зависят от момента внешних сил.  

Из уравнения (1.2) имеем 

1 2

1 2

M M
J

ε ε
= = .                           (1.9) 

Из уравнений (1.5), (1.8) следует, что 

( )

2
2

2

2 0 1 0

1

2

g t
J mR

x x x x

 
∆ 

= − 
 − − −
 

.                      (1.10) 

В уравнение (1.10) входят величины, определяемые эксперимен-

тально. 

Измерения 
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1. Измерить штангенциркулем радиусы R1 и R2 шкивов, резуль-

таты занести в рабочую тетрадь. 

2. Установить максимальное расстояние между кронштейнами с 

фотодатчиками. Занести в рабочий журнал координаты фотодатчи-

ков x1, x2 и значение х0. 

3. Установить грузы m′  в среднее положение, разместив их на 

равном расстоянии от оси таким образом, чтобы маятник находился 

в положении безразличного равновесия. 

4. На конец нити, намотанной на шкив радиуса R1, прикрепить 

груз массы m1 и измерить время прохождения груза между двумя 

фотодатчиками ∆t. Одновременно измерить отметку 4x , до которой 

поднимается груз. Измерение провести 3 раза и результаты внести в 

табл. 1.2. 

5. Перебросить нить на другой шкив (радиуса R2) и измерить 

время t∆  и значение 4x  (3 раза). Результаты занести в табл. 1.2. 

6. Провести аналогичные измерения (пп.4–5), прикрепив к кон-

цу нити груз массы m2.  Результаты измерений занести  в табл.1.2. 

Таблица 1.2 

Комбинации 

значений радиу-

сов шкивов и 

масс при изме-

рениях 

N ijt∆
 x4 

it∆
,

it
S

∆  

iJ
, 

iJS
 

4x
 

трM

mgR
 

1   

2   

 

1 1,R m
 

3   

    

4   

5   

 

2 1,R m
 

6   

    

7   

8   

 

1 2,R m
 

9   

    

1

0 

   

2 2,R m
 

1

1 

  

    

 

 

Рис. 5. Сравнение моментов инерции между 
собой для четырех опытов 

1

2 

  

Обработка результатов 

1. По экспериментальным данным вычислить средние значения 

величин ∆t и ошибки их измерений для четырех различных опытов. 

Результаты вычислений занести в табл. 1.2. 

2. Вычислить значения моментов инерции J1÷J4 по формуле 

(1.10). 

3. Определить значение 4x  для каждого опыта. 

4. Найти отношение 

трМ

mgR
 аналогично тому, как 

это было сделано в упр. 1. 

Результаты занести в табл. 

1.2. 

5. Произвести оценку 

погрешностей полученных 

результатов. Так как  

экспериментальные значе-

ния Ji являются результатом  

косвенных измерений, то 

стандартное отклонение 

функции нескольких незави-

симых переменных находит-

ся через погрешности 

прямых измерений по методу, описанному в 1-й части. 

6. Проанализировать полученный результат. Для этого отметить 

значения моментов инерции J1
÷ J4.с учетом погрешностей на чи-

словых осях (рис. 5). Пересечение этих областей будет указывать на 

выполнение соотношения (1.9), что свидетельствует о независимо-

сти инерционных свойств маятника от момента внешних сил. 

 

Упражнение 3. Проверка основного уравнения вращатель-

ного движения и теоремы Гюйгенса–Штейнера 
Пусть 0J ′  —  суммарный момент инерции  четырех грузов с 

массами m′ относительно осей, проходящих через их центры масс. 

При удалении  центров грузов на расстояние 1l l= , от  оси враще-
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ния (см. рис. 3), согласно теореме Гюйгенса–Штейнера, момент 

инерции 1J ′  будет равен 

2
1 0 14J J m l′ ′ ′= + .                             (1.11) 

Если J0 —  момент инерции маятника без грузов, то полный 

момент инерции маятника будет равен 

2
1 0 0 14J J J m l′ ′= + + .                   (1.12) 

При удалении центров масс грузов на расстояние 2l  соответст-

венно имеем 
2

2 0 0 24J J J m l′ ′= + + .                           (1.13) 

 

С учетом уравнений (1.2)–(1.4) и (1.10) зависимость квадрата 

времени пролета груза между двумя отметками 1x  и 2x  от рас-

стояния центра грузов m′  от оси вращения l  имеет вид 

( )
2

2 0 1 02 20 0

2 2

2 4
1

x x x x J J m
t l

g mR mR

− − − ′ ′+ 
∆ = ⋅ + + 

 
.        (1.14) 

 

Если 1 2l l> , то 

( )2 2
1 2 1 24J J m l l′− = − .                              (1.15) 

Уравнения (1.14) и (1.15)  дают 

( )
2 2 2

2 2 1 2
1 2 2 0 1 02

8
l lm

t t x x x x
m R g

′ −
∆ − ∆ = − − − ,          (1.16) 

где ∆t1 , ∆t2  —  времена  пролета  груза между датчиками для слу-

чаев l =  l1,  l = l2 соответственно.  

В это уравнение входят величины, определяемые эксперимен-

тально.  

Измерения 

1. На конец нити, намотанной на шкив радиуса R2 (большего по 

размеру), прикрепить груз наибольшей массы. Фотодатчики оста-

вить в том же положении, что и в упражнении 2. 

2. Установить минимальное значение момента инерции маятни-

ка. Для этого грузы m′ установить в положение, наиболее близкое к 

 

оси. Измерить расстояние от грузов до оси. Занести это значение в 

табл. 1.3. 

3. Определить величину  ∆t —  время прохождения груза m  

между двумя фотодатчиками и 4x  —  отметку, до которой он под-

нимается в процессе движения. Измерения проводят 3 раза. Резуль-

таты заносят в табл. 1.3. 

Таблица 1.3 

N ij
t∆  x4 ,

ii tt S∆∆  ( )
( )2

2
,

i
i t

t S
∆

∆  l  
2

l  4x
 

трM

mgR
 

1   

2   

3   

      

⋅⋅⋅⋅  ⋅⋅⋅⋅  ⋅⋅⋅⋅  ⋅⋅⋅⋅ 

 

4. Изменяя положение грузов m′  на стержнях с шагом 3 см, 

каждый раз измеряют время t∆ . Результаты измерения и соответ-

ствующие им расстояния l от оси маятника до центров грузов запи-

сать  в табл. 1.3. Одновременно для каждого опыта измеряют и за-

носят в табл. 1.3 значения величины 4x . 

 

Обработка результатов 

1. По экспериментальным данным  для каждого положения гру-

зов m′ найти средние значения величин ∆ti. 

2. Вычислить погрешности измерения 2
  и   ( )i it t∆ ∆ . 

3. Построить график  зависимости квадрата времени опускания 

груза  (∆t)
2 

 от  2
l  —  это должна быть прямая линия. 

4.  Проверить соотношение (1.16) для нескольких пар значений 
2 2  и   t l∆ . 

5.  Для каждого момента инерции определить 4x  и  отноше-

ние 
трМ

mgR
. Убедиться в выполнении приближения 

тр
1

М

mR
<< . 
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Основные итоги работы 

В результате выполнения работы должна быть осуществлена 
экспериментальная проверка выполнения основного уравнения вра-
щательного движения —  уравнения моментов. Должны  быть 
проверены соотношения (1.9) и (1.16) и установлена линейная зави-

симость 2 2( )   от  t l∆ . 

 

Контрольные вопросы 

1.  Что такое абсолютно твердое тело? Сколько степеней свободы 

имеет твердое тело? Сколько независимых скалярных уравне-

ний требуется для описания движения твердого тела? 

2.  Почему угловая скорость является вектором? Куда направлен 

этот вектор? 

3.  Что такое момент силы относительно некоторой точки? Куда он 

направлен? Что такое момент силы относительно закрепленной 

оси? 

4.  Что такое момент импульса системы тел? 

5.  Что такое момент инерции тела относительно закрепленной 

оси? 

6.  Сформулируйте теорему Гюйгенса–Штейнера. 

7.  Как  получить уравнение моментов и основное уравнение вра-

щательного движения относительно закрепленной оси? 
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Цель работы 
 

Экспериментальная проверка теоремы Гюйгенса–Штейнера и 
определение моментов инерции тел простой формы. 

Идея эксперимента 

В эксперименте используется связь между периодом колебаний 

крутильного маятника и его моментом инерции. В качестве маят-

ника выбрана круглая платформа, подвешенная в поле тяжести на 

трех длинных нитях (трифилярный подвес). Платформа может со-

вершать  крутильные колебания вокруг вертикальной оси. На плат-

форму помещаются тела различной формы, измеряются периоды 

колебаний маятника и определяются значения моментов инерции 

этих тел. Теорема Гюйгенса–Штейнера проверяется по соответст-

вию между  экспериментальной и теоретической зависимостями 

моментов инерции грузов от их расстояния до центра платформы. 

Теория 

Теорема Гюйгенса–Штейнера. Если момент инерции тела отно-

сительно некоторой оси вращения, проходящей через центр масс, 

имеет значение 0J , то относительно любой другой оси, находящей-

ся на расстоянии a от первой и параллельной ей, он будет равен 
2

0J J ma= + ,           (2.1) 

где m — масса тела. 

Для проверки теоремы Гюйгенса–Штейнера в данной работе 

исследуются крутильные колебания твердого тела на трифилярном 

подвесе. 

Трифилярный подвес представляет собой круглую платформу 

радиуса R, подвешенную на трех симметрично расположенных ни-

тях одинаковой длины, укрепленных у ее краев (рис. 6). Наверху 

эти нити также симметрично прикреплены к диску несколько 

меньшего размера (радиуса r). Платформа может совершать кру-

2 
Определение моментов инерции тел 
простой формы и проверка 
теоремы Гюйгенса–Штейнера 
методом крутильных колебаний 
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Рис. 6. Устройство трифилярного 

подвеса 

тильные колебания вокруг вертикальной оси OO′, перпендикуляр-

ной к ее плоскости и проходящей через ее центр. Такое движение 

платформы приводит к изменению положения ее центра тяжести по 

высоте. 

Если платформа массы m, вращаясь в одном направлении, под-

нялась на высоту h, то приращение потенциальной энергии будет 

равно 

1E mgh= ,  (2.2) 

где g – ускорение свободного 

падения. Вращаясь в другом 

направлении, платформа придет 

в положение равновесия (h = 0) 

с кинетической энергией, 

равной 

2
2 0

1

2
E Jω= ,          (2.3) 

где J — момент инерции плат-

формы, 0ω — угловая скорость 

вращения платформы в момент 

прохождения ею положения 

равновесия. 

Пренебрегая работой сил трения, на основании закона сохране-

ния механической энергии имеем 

2
0

1

2
mgh Jω= .               (2.4) 

Считая, что платформа совершает гармонические крутильные  

колебания, можно записать зависимость углового смещения плат-

формы α от времени t в виде 

0

2
sin t

T

π
α α

 
=  

 
,   (2.5) 

где α  — угловое смещение платформы, 0α  — угол максимально-

го поворота платформы, т.е. амплитуда углового смещения, T — 

период  колебаний. Для угловой скорости ω , являющейся первой 

производной по времени от величины углового смещения, можно 

записать  

 

02 2
cos

ad
t

dt T T

πα π
ω = = .   (2.6) 

В моменты прохождения платформы через положение равнове-

сия (t = 0; 0,5Т;...) величина ( )tω  будет максимальна и равна по 

модулю 

0
0

2 a

T

π
ω = .      (2.7) 

Из  выражений (2.4) и (2.7) следует, что 
2

021

2

a
mgh J

T

π 
=  

 
.   (2.8) 

Если l — длина нитей подвеса, R — расстояние от центра платфор-

мы  до точек крепления нитей на ней, r — радиус верхнего диска 

(рис. 6), то легко видеть, что 
2 2

1
1 1

1

( ) ( )BC BC
h OO BC BC

BC BC

−
= = − =

+
.   (2.9) 

Так как 
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )BC AB AC l R r= − = − − ,  (2.10) 

а при максимальном отклонении платформы от положения равно-

весия 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 0( ) ( ) ( ) ( 2 cos )BC A B A C l R r Rr α= − = − + − ,  (2.11) 

то 

2 0

0

1 1

4 sin
2 (1 cos ) 2

( ) ( )

Rr
Rr

h
BC BC BC BC

α
α−

= =
+ +

.  (2.12) 

При малых углах отклонения 0α  значение синуса этого угла 

можно  заменить  просто значением 0α .  Учитывая также, что при 

R << l  величину знаменателя можно положить равной 2l, получаем 
2
0

2

Rr
h

l

α
= .    (2.13) 

При этом закон сохранения энергии (2.8) примет вид: 
22

0 021

2 2

Rr a
mg J

l T

α π 
=  

 
.   (2.14) 
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откуда следует, что 

2

24

mgRr
J T

lπ
= .   (2.15) 

По формуле (2.15) можно  экспериментально определить мо-

мент инерции пустой платформы или платформы с телом, поло-

женным на нее, так как все величины в правой части формулы  не-

посредственно измеряются. Следует помнить, что m — это суммар-

ная масса платформы и исследуемого тела, положенного на нее. 

Соотношение (2.15) используется в лабораторной работе для 

определения моментов инерции тел простой формы и подтвержде-

ния справедливости теоремы Гюйгенса–Штейнера. 

 

Экспериментальная установка 

Вид установки показан на рис. 6. Отношение радиуса платфор-

мы к длине нитей подвеса  составляет 0,05R l ≤ , что  соответству-

ет приближениям, используемым при выводе формулы (2.15). 

Тела на платформу необходимо устанавливать строго симмет-

рично, так, чтобы не было перекоса платформы. Для облегчения 

определения положения грузов и более точной их установки на 

платформе нанесены концентрические окружности на определен-

ном расстоянии друг от друга (5 мм).  

Вращательный импульс, необходимый для запуска крутильных 

колебаний, сообщается платформе путем поворота верхнего диска 

вокруг его оси. Это достигается с помощью шнура, связанного с 

рычагом, закрепленным на верхнем диске. При таком возбуждении 

колебаний  почти полностью отсутствуют другие типы колебаний, 

наличие которых затрудняет измерения
1
).  

Система измерения времени включает в себя электронный тай-
мер с фотодатчиком, укрепленным на подставке. При проведении 

измерений датчик устанавливается в удобное положение. Запуск 

таймера осуществляется нажатием кнопки «Пуск», остановка — 

кнопкой «Стоп». При подготовке к дальнейшим измерениям ре-

зультаты предыдущих убираются с табло таймера нажатием кнопки 

«Сброс». 

 

                                                           
1) При измерениях недопустимо пользоваться амплитудами колебаний, большими 

10о. 

 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Проверка теоремы Гюйгенса–Штейнера 

Измерения 

Для проверки теоремы Гюйгенса–Штейнера выбирают два оди-

наковых тела (в данной работе они имеют цилиндрическую форму). 

Перед каждым измерением следует остановить колебания плат-

формы. 

1. Произвести взвешивание грузов. 

2. Установить грузы в центре платформы, положив их один на 

другой. Создать крутильные колебания платформы. Измерить вре-

мя nt   нескольких колебаний (n = 15–20). Данные занести в табл. 

2.1. 

Таблица 2.1 

Номер 

опыта 
a a

2
 n tn 

n
i

t
T

n
=

 
Ji 

1       

2       

3       

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

 

3. Расположить грузы симметрично на платформе. Провести 

измерения времени колебаний nt  для 5–7 положений грузов, посте-

пенно перемещая их к краям платформы. Рекомендуется проводить 

измерения через 1 см. Занести в табл. 2.1 значения расстояний от 

центра масс каждого тела до центра платформы, число колебаний n 

и значения времени этих колебаний .nt  

Обработка результатов 

1. Для каждого положения грузов определить период колебаний 

грузов .iT  

2. Занести в таблицу значения 2
a . 

3. Для каждого положения грузов найти значения момента 

инерции платформы с грузами iJ  по формуле (2.15). 
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Рис. 7. Схематическое представление 

зависимости  J от  a2 

4. Полученные значения iJ  нанести на график зависимости 

момента инерции системы тел от квадрата расстояния центра масс 

каждого груза до оси вращения ( )2
J a  (схематично эта зависимость 

представлена на рис. 7). 

Как следует из теоремы Гюйгенса–Штейнера, этот график дол-

жен быть прямой линией, с угловым коэффициентом численно рав-

ным гр2m . 

5. С помощью метода наи-

меньших квадратов (МНК) по-

строить зависимость J от 2a , 
2

J B Aa= + . Определить по-

грешности определения значе-

ний A  и B  по формулам МНК. 

Из зависимости 2( )J a  опреде-

лить значение гр 2.m A=  Срав-

нить полученное значение с массами грузов грm , найденными при 

взвешивании. Совпадение этих величин (с учетом погрешностей 

вычислений) также указывает на выполнимость теоремы Гюйген-

са–Штейнера. 

 

Упражнение 2. Определение момента инерции тела 
                                  методом колебаний 

Измерения 

1. Сообщают платформе вращательный импульс и измеряют 

время nt  некоторого числа (n = 15–20) полных колебаний, что дает 

возможность достаточно точно определить величину периода коле-

баний пустой платформы пл .T  Такие измерения проводят 3–5 раз. 

Полученные результаты заносят в табл. 2.2. Для того, чтобы облег-

чить оценку погрешностей эксперимента, для каждой серии экспе-

риментов значения n выбирают одинаковыми. 

2. Платформу поочередно нагружают исследуемыми телами та-

ким образом, чтобы их центр масс совпадал с осью вращения плат-

формы (совпадали отверстия в теле и на платформе). Масса этих 

 

тел известна или может быть определена с помощью взвешивания. 

В качестве исследуемых тел выбирают пластины, имеющие форму 

квадрата и равностороннего треугольника. Измеряют время nt  не-

скольких колебаний всей системы. Для каждого тела проводят из-

мерения 3–5 раз. Результаты измерений заносят в табл. 2.2. 

Таблица 2.2 

Тело № 
эксп. n tn nT   T 

ST J SJ 

1    

2    
1. Пустая 
платформа 

3    

   

1    

2    
2. Платформа 
с квадратной 
пластиной 3    

   

1    

2    

 

   3. Платформа с 
треугольной 
пластиной 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

Обработка результатов 

1. По экспериментальным данным для каждого опыта найти 

значение величины периода крутильных колебаний  

ni
ni

t
Т

n
= . 

2. Найти средние арифметические значения и среднеквадратич-

ные отклонения для периодов колебаний пустой платформы ( плT ) и 

платформы с исследуемыми телами ( 2T и 3T ). 

3. По формуле (2.15) определить  величины плJ , 2J , 3J  и сред-

неквадратичные отклонения этих величин. 

4. Вычислить моменты инерции квадратной и треугольной пла-

стин по формулам: 

,пл2кв JJJ −=
 

.пл3тр JJJ −=
           (2.16)   

Найти среднеквадратичные отклонения этих величин. 

5. Провести сравнение экспериментально полученных значений 

квJ  и трJ  с рассчитанными теоретически (см. Приложение) по 

формулам: 
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2
кв

1

6
J md=                 (2.17) 

для квадрата и  

2
тр

1

12
J md=                (2.18) 

для равностороннего треугольника, где m — масса пластины, d— 

его сторона. 

6. Провести сопоставление величины плJ  с величиной В, полу-

ченной в упр.1, таким образом проверить соотношение 

( )22 2плB J md= +  ( ( )2 2md момент инерции дисков, исполь-

зуемых при выполнении упр.1). 

Основные итоги работы 

В результате выполнения работы должна быть проведена про-

верка выполнения теоремы Гюйгенса–Штейнера. Должно быть 

также проведено сравнение экспериментально найденного значения 

момента инерции для тела заданной формы с соответствующим 

значением, рассчитанным теоретически. 

Контрольные вопросы 

1. Что такое главные оси инерции? Центральные оси? Привести 

примеры? 

2. Что такое момент инерции тела относительно закрепленной оси? 

3. Чему равны моменты инерции следующих тел: тонкая палочка, 

тонкий диск, тонкие прямоугольная и треугольная пластины, 

цилиндр, шар, параллепипед? Как их получить? 

4. Сформулируйте теорему Гюйгенса–Штейнера. 
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Цель работы 

Экспериментальное определение моментов инерции тел про-
стой формы. 

Идея эксперимента 

 
Идея эксперимента состоит в использовании связи между пе-

риодом колебаний крутильного маятника и его моментом инерции. 

Исследуемое тело является составной частью, крутильного маятни-

ка. В процессе эксперимента находится период колебаний маятника 

и коэффициент жесткости пружины. Моменты инерции исследуе-

мых тел определяются из этих данных. 

 

Теория 
 

Соотношение между моментом количества движения L твердо-

го тела, вращающегося вокруг закрепленной оси, и моментом 

внешних сил М имеет вид: 

d
L M

dt
= .                                           (3.1) 

В свою очередь, момент количества движения относительно од-

ной из главных осей вращения абсолютно твердого тела связан с 

осевым моментом инерции J угловой скоростью ω  следующим 

соотношением 

L Jω= .            (3.2) 

С учетом (3.2) соотношение (3.1) можно переписать в следую-

щем виде: 
2

2

d d
M J J

dt dt

ω ϕ
= = ,                  (3.3) 

где ϕ  – угол поворота тела вокруг оси. 

Рассмотрим случаи, когда тело, закрепленное на оси, совершает 

крутильные колебания под действием спиральной пружины (рис. 

8). В соответствии с законом Гука для небольших отклонений от 

3 Определение моментов инерции тел 
простой формы  
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положения равновесия для 

вращающего момента упругой 

пружины можно записать 
 

M Dϕ= − ,                (3.4) 
 

где D – жесткость пружины. 

С учетом (3.3) и (3.4) 

можно записать уравнение 

движения тела: 
2

2
0

d
J D

dt

ϕ
ϕ+ =          (3.5) 

или 
2

2
0

d D

Jdt

ϕ
ϕ+ = .             (3.6) 

Из (3.6) для частоты колебаний крутильного маятника 0ω  

( )0 2 Tω π=  получаем 

2
0

D

J
ω = .                                               (3.7) 

Период колебаний Т, в свою очередь, равен 

2
J

T
D

π=                                           (3.8) 

Рассмотрим колебания крутильного маятника, в состав которого 

входят два одинаковых груза, закрепленных на стержне на одина-

ковых расстояниях а от оси вращения. В этом случае момент инер-

ции маятника в соответствии с теоремой Гюйгенса–Штейнера ра-

вен 
2

0 гр гр2 2cJ J J m а J= + + + ,                    (3.9) 

где J0 – момент инерции той части маятника, на которой крепятся 

все остальные элементы кроме грузов, Jс – момент инерции стерж-

ня, Jгр – момент инерции груза относительно его центра масс, тгр – 

масса груза. Тогда период колебаний (см. (3.8)) запишется так: 

2
0 гр гр2 2

2
cJ J m a J

T
D

π
+ + +

= ,                      (3.10) 

 
 

Рис. 8. Схематическое представление 

крутильного маятника 

 

т.е. квадрат периода колебаний линейно зависит от квадрата рас-

стояния а 
2

0 гр гр2 2 2
2 4 2

4
cJ J J m

T a
D D

π
π

+ + ⋅ 
= + 

 
.         (3.11) 

На рис. 9 схематично представлена зависимость Т² от a². Зная 

эту зависимость, можно легко определить коэффициент жесткости 

пружины D (через угловой коэффициент прямой 
2

гр8A m Dπ=  и 

величину J0 (используя значение В (см. рис.9) и рассчитанные зна-

чения Jс и Jгр). 

Если теперь вместо стержня с грузами в состав маятника вклю-

чить тело с неизвестным моментом инерции Jx,то период колебаний 

такого маятника будет равен 

0
1 2 xJ J

T
D

π
+

= ,                                      (3.12) 

откуда 
2

1
02

4
x

T D
J J

π
= − .       (3.13) 

 
 

Рис. 9. Схематичное представление зависимости квадрата колебаний 

крутильного маятника от квадрата расстояния от оси вращения 

до центра масс груза mгр, укрепленного на стержне 
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Экспериментальная установка 

Установка состоит из крутильного маятника, системы для изме-

рения времени колебаний и набора образцов, для которых произво-

дят измерения моментов 

инерции (рис. 10). 

Крутильный маятник 

может вращаться вокруг 

вертикальной оси. Пру-
жина маятника изготов-

лена из упругой стальной 

проволоки. 

Система измерения 

времени включает в себя 

электронный таймер с 
фотодатчиком,  

укрепленным на подстав-

ке. При проведении изме-

рений датчик устанавли-

вается в удобное положе-

ние. Запуск таймера осуществляется нажатием кнопки  "Пуск",   

остановка – кнопкой "Стоп". При подготовке к дальнейшим изме-

рениям результаты предыдущих убираются с табло таймера нажа-

тием кнопки "Сброс". 

В наборе съемных образцов имеются стержень с цилиндриче-

скими грузами, цилиндр, шар, диск. Образцы крепятся на верти-

кальной оси маятника. 

 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Определение коэффициента жесткости 

                                   пружины и момента инерции тела маятника 

На маятнике закрепляют стержень с грузами. Производят изме-

рения периода малых колебаний маятника для различных положе-

ний грузов, строят зависимость квадрата периода колебаний от 

квадрата расстояния а. 

 
Рис.10. Блок-схема экспериментальной  

установки 

 

Измерения 

1. Определить массу стержня cm , массу груза грm , длину 

стержня cl , радиус отверстия R1, внешний радиус R2 и длину ци-

линдрических грузов грl , крепящихся на нем. Данные занести в 

табл. 3.1. 

Таблица 3.1 

cm
 грm

 cl  1R
 2R

 грl
 

      

 

2. Закрепить на маятнике стержень с цилиндрическими груза-

ми, расположив его симметрично относительно оси вращения так, 

как показано на рис. 11. 

3. Установить грузы симметрично на стержне в положении, 

наиболее близком к оси. Записать расстояние от грузов до оси l0 

(см. рис. 11) в табл. 3.2. 

4. Измерить время tп нескольких колебаний
∗
) (п= 10–20). Дан-

ные занести в табл. 3.2. 

5. Произвести измерения времени колебаний tп для 7–9 поло-

жений грузов, постепенно перемещая их к краям стержня. Реко-

мендуется проводить измерения через каждые 2 см. 
 

Обработка результатов 

1. Для каждого положения грузов вычислить период колеба-

ний Т и квадрат этой величины. Результаты занести в табл. 3.2. 

                                                           
∗
) Угловые амплитуды колебаний маятника должны быть ~ 5 7− ° . 

 
 
Рис.11. Положение грузов на 

стержне крутильного маятника 
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Таблица 3.2 

Номер            

измерения 0l  n nt  T 2
T  

2a  

1       

2       

3       

· 

2. Определить значения ( )
22

0 гр 2a l l= +  для каждого положе-

ния грузов. 

3. Построить зависимость Т² от а². С помощью метода наи-

меньших квадратов (МНК) определить коэффициенты А и В в зави-

симости 2 2
T B Aa= +  по соответствующим формулам МНК. Опре-

делить ошибки значений А и В. Результаты занести в табл. 3.3. 

4. По наклону этой прямой (см. рис. 9) в соответствии с (3.11) 

определить коэффициент жесткости пружины 
2

гр4 (2 )D m Aπ= . 

Результаты вычислений занести в табл. 3.3. 

Таблица 3.3 

A AS
 B BS

 D DS
 cJ

 CJS
 грJ

 грJS
 0J

 0JS
 

            

 

5. Определить стандартное отклонение значения коэффициента 

жесткости – DS . Результаты записать в табл. 3.3. 

6. Определить моменты инерции стержня и грузов по форму-

лам (см. Приложение) 

21

12
c c cJ m l= ;        2 2 2

г гр гр гр 1 2

1 1
  ( )

12 4
J m l m R R= + +  

и стандартные отклонения для этих величин. Результаты вычисле-

ний внести в табл. 3.3. 

7. В соответствии с (3.11) 
2

0 гр4 ( 2 )cB J J J Dπ= + + , т.е. 

0 гр2
2

4
c

BD
J J J

π
= − − . 

 

Определить величину момента инерции тела маятника J0 и ее 

стандартное отклонение
∗
). Результаты вычислений занести в табл. 

3.3. 
 

Упражнение 2. Определение моментов инерции тел 

                                         простой формы. 

В этом упражнении проводится измерение моментов инерции цилин-

дра, шара и тонкого диска. 

Измерения 

1. Определить массу (путем взвешивания) и геометрические 

размеры цилиндра, шара и диска. Оценить погрешности измерений. 

Результаты измерений занести в табл. 3.4. 
2. Закрепить цилиндр на оси маятника. Три раза измерить 

время nt  нескольких колебаний (n = 10–15). Данные занести в табл. 

3.5. 

Таблица 3.4 

Тело m mS  R RS  h hS  

Цилиндр       

Шар       

Диск       
 

Таблица 3.5 

Тело N n tn T T
 TS

 экспJ
 экспJS

 
теорJ , 

теорJS±  

    

    Цилиндр 

    

     

    

    Шар 

    

     

    

    Диск 

    

     

                                                           
∗
) Момент инерции маятника незначителен, поэтому при больших погрешностях 

его определения (большие амплитуды колебаний и т.д.) вычисления могут давать 

отрицательные значения его величины. 
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4. Провести аналогичные измерения для шара и диска. Данные 

измерений занести в табл. 3.4 и 3.5. 
 

Обработка результатов 

1. Для каждого опыта вычислить значение периода колебаний. 
2. Определить выборочные средние значения (средние арифме-

тические значения) периода колебаний T  для каждого тела. Ре-

зультаты внести в табл. 3.5. 
3. Вычислить выборочные стандартные отклонения (средне-

квадратичные ошибки) для T . Результаты вычислений внести в 

табл. 3.5. 
4. По формуле (3.13) определить значения моментов инерции 

цилиндра, шара и диска (соответственно 
эксп эксп эксп

ш д, ,цJ J J ). Зане-

сти эти значения в табл. 3.5. 
5. Найти стандартные отклонения этих величин. Результаты 

вычислений занести в табл. 3.5. 
6. Рассчитать теоретические значения моментов инерции ци-

линдра, шара и диска по формулам (см. Приложение): 

теор 2
ц ц ц

1

2
J m R= ;    теор 2

ш ш ш

2

5
J m R= ;    теор 2

д д д

1

2
J m R= . 

7. Сравнить экспериментальные и теоретические значения 
моментов инерции всех исследованных тел (должны перекрываться 

области 
экспэксп JJ S− , 

экспэксп JJ S+ ) и (
теортеор JJ S− , 

теортеор JJ S+ ). 

 

 

Основные итоги работы 

В процессе выполнения работы должны быть определены ко-
эффициент жесткости пружины, момент инерции маятника,  
шара, цилиндра, диска и проведено сравнение последних трех зна-
чений со значениями, рассчитанными теоретически. 

 

Контрольные вопросы 

1. Что такое главные оси инерции? Центральные оси? Привес-
ти примеры. 

2. Что такое момент инерции тела относительно закрепленной 
оси? 

3. Чему равны моменты инерции следующих тел: тонкая па-
лочка, тонкий диск, тонкие прямоугольная и треугольная пластины, 
цилиндр, шар, параллелепипед? Как их получить? 

4. Сформулируйте теорему Гюйгенса–Штейнера. 
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Цель работы 

Знакомство с методами определения момента  инерции 
твердого тела. 

Идея эксперимента 
 

В работе используются два способа экспериментального опре-

деления момента инерции. Первый основан на использовании зави-

симости периода колебаний физического маятника от его момента 

инерции. Второй — на анализе инерционных свойств твердого те-

ла, закрепленного на оси, при его вращательном движении. Кроме 

того, проводится прямой расчет момента инерции исследуемого 

тела известной геометрии. 

 

Теория 

Уравнение вращательного движения для твердого тела, закреп-

ленного на оси, имеет вид 

J Mε = ,           (4.1) 

где J — момент инерции твердого тела относительно оси вращения, 

ε — его угловое ускорение, M — момент внешних сил, приложен-

ных к телу. 

Величина момента инерции относительно какой-либо оси опре-

деляется пространственным распределением  массы  тела. В част-

ности, для тела, состоящего из конечного числа элементарных (ма-

лых) масс im  

2
i i

i

J m ρ=∑ ,        (4.2) 

где iρ расстояние от элементарной массы до оси вращения. В об-

щем случае, для сплошных тел, суммирование заменяется интегри-

рованием: 

2J dmρ= ∫ .     

4 Определение момента инерции колеса  

 

 

Рис. 12. 

Схематическое 

представление 

физического 

 маятника 

Для некоторых тел простой формы, возможен прямой расчет 

момента инерции. При сложной форме  тела и неравномерном рас-

пределении его плотности аналитический расчет величины момента 

инерции может стать достаточно сложной задачей.  

 В данной работе применяются два способа экспериментального 

определения момента инерции: с помощью анализа колебаний фи-

зического маятника, составной частью которого является исследуе-

мое тело, и с помощью изучения вращательного движения этого 

тела. 

Определение момента инерции твердого тела на основе ана-
лиза его колебаний как физического маятника. Если закрепить 

исследуемое тело А на горизонтальной оси О, проходящей через 

центр масс (рис. 12), то момент сил тяготения будет равен нулю, и 

тело остается в состоянии безразличного равновесия.  Если теперь 

закрепить на исследуемом теле на некотором удалении L от оси ма-

лое тело В с известной массой m, то 

равновесие перестанет быть безразличным — 

при равновесии момент силы тяжести, 

действующий на тело В будет равен нулю. 

Такую систему  тел можно рассматривать как 

физический маятник. 

Уравнение движения такого маятника 

имеет вид 

2

2
( ) sinB

d
J J mgL

dt

ϕ
ϕ+ = − ,  (4.3) 

где , BJ J  — моменты  инерции твердого тела 

А и дополнительного грузика B относительно оси О, g — ускорение 

свободного падения, ϕ — угол отклонения тела от положения рав-

новесия, 
2

2

d

dr

ϕ
 — его угловое ускорение.  

Если углы отклонения малы ( 10 )ϕ ≤ o , то sinϕ ϕ≈  и можно за-

писать 
2

2
( ) 0B

d
J J mgL

dt

ϕ
ϕ+ + = .   (4.4) 
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Данное уравнение является уравнением собственных (свобод-

ных) гармонических колебаний, его решение имеет вид 

0 0 0sin( )tϕ ϕ ω θ= + ,    (4.5) 

где 0 2 Tω π=  — собственная циклическая частота, T — период 

колебаний, 0ϕ  — амплитуда колебаний, 0θ — начальная фаза ко-

лебаний. 

Дважды дифференцируя соотношение (4.5) по времени, получа-

ем 
2

2
02

d

dt

ϕ
ω ϕ= − .   (4.6) 

Сопоставляя (4.4) и (4.6), находим, что 

2
2

0 2

4

B

mgL

T J J

π
ω = =

+
.   (5.7) 

В связи с тем, что размеры малого тела В во много раз меньше 

расстояния до оси L, можно считать его материальной точкой и по-

ложить 
2

BJ mL= .                             (4.8) 

Тогда из уравнений (4.7) и (4.8) получаем 
2

24

gT
J mL L

π

 
= −  

 
.          (4.9) 

Таким образом, для определения момента инерции твердого те-

ла можно закрепить его на оси, проходящей через центр масс, уста-

новить на нем добавочное малое тело с известной массой, измерить 

период колебаний и, зная расстояние L, по формуле (4.9) опреде-

лить неизвестный момент инерции. 

Отметим, что при выводе соотношения (4.9) не учитывалось 

влияние момента сил трения ( трM ) в оси. Это приближение обу-

словлено тем, что при достаточно малом трM  его воздействие при-

водит прежде всего к постепенному уменьшению амплитуды коле-

баний и практически не влияет на их период. 

Определение момента инерции твердого тела на основе ана-
лиза его равноускоренного вращательного движения. Рассмот-

рим, как и в предыдущем случае, тело А, закрепленное на оси О, 

 

 

Рис. 13. Схе-

матическое пред-

ставление твердого 

тела, закрепленного 

на оси и вращающе-

гося под действием  

проходящей через центр масс (рис.13). Со-

осно с телом закреплен цилиндр С, на  кото-

рый   наматывается   нить  с прикрепленным  

к ней грузом В. 

Под действием силы тяжести груз будет 

опускаться, приводя исследуемое тело А во 

вращение. Уравнение движения груза В, 

уравнение вращательного движения тела А 

и уравнение кинематической связи имеют 

вид 

ma mg T= − ,  (4.10) 

трJ Tr Mε = − ,  (4.11) 

a rε= ⋅ ,   (4.12)  

 

где m — масса груза В, J — момент инерции 

исследуемого тела вместе с цилиндром C, g — ускорение силы тя-

жести, T — натяжение нити, r — радиус цилиндра, на который на-

мотана нить, трM  — момент сил трения, a — ускорение тела В. 

Из уравнений (4.10)–(4.12) получаем 

тр
2 1

M rg
J mr

a a

 
= − − 

 
.   (4.13) 

Таким образом, если известно ускорение груза В и момент сил 

трения в оси, то по формуле (4.13) мы можем определить момент 

инерции исследуемого тела.  

Предположим, что груз начинает опускаться с отметки 0x = 0, а 

мы измеряем время t∆  прохождения его между двумя точками 1x  

и 2x . Движение груза на участке 1 2x x−  является равноускорен-

ным, и можно записать 

                       
2
1

1 0
2

at
x x= + ,          (4.14) 

2
1

2 0
( )

2

a t t
x x

+ ∆
= + ,                               (4.15) 

где 1t  — время прохождения участка 1 0x x− , t∆  — время прохож-

дения участка 2 1x x− . 
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Из (4.14) и (4.15) следует: 
 

( )2 0 1 0
2

t x x x x
a

∆ = − − − .  (4.16) 

Решая это уравнение относительно ускорения a, находим 

2
2 0 1 0

2

(  )
2

x x x x
a

t

− − −
=

∆
.  (4.17) 

Таким образом, для определения a нам нужно знать 0 1 2, ,x x x  и 

время t∆  прохождения грузика между точками с координатами 1x  

и 2x . 

Рассмотрим соотношения, позволяющие определить момент сил 

трения.  

При опускания груза с отметки 0x  на полную длину нити до 

отметки 3x  его потенциальная энергия переходит в кинетическую и 

в некоторое количество тепловой энергии, по величине равное ра-

боте сил трения, 

( )3 0 к трФmg x x E M− = + ⋅ ,  (4.18) 

где Φ  — полный угол поворота тела при его опускании, кE  — ки-

нетическая энергия системы в нижней точке. Предполагается, что 

момент силы трения при движении остается постоянным, т.е. не 

зависит от скорости.  

После того, как груз опустится на полную длину нити до отмет-

ки 3x , тело будет продолжать вращаться, и нить начнет наматы-

ваться на цилиндр. В результате груз поднимется до отметки 4x . 

Очевидно, 

( )к 3 4 1 трФE mg x x M= − + ⋅ ,  (4.19) 

 

где 1Φ  — полный угол поворота тела при подъеме груза. 

Учитывая, что ( ) ( )3 0 3 4 1Ф и  Фx x r x x r− = − = , получаем 

величину момента силы трения 

4 0
тр

3 0 42

x x
M mgr

x x x

−
=

− −
.    (4.20) 

 

Экспериментальная установка 

Основной частью установки является сплошное колесо (рис. 

14), которое может вращаться вокруг горизонтальной оси. К ци-

линдру, расположенному на оси колеса, с помощью нити прикреп-

лен груз. Помещая груз в устройство для его крепления, получаем 

физический маятник, который может колебаться около положения 

равновесия. Угол отклонения может быть определен по угломерной 

шкале. В том случае, когда груз освобожден (при этом устройство 

для его крепления снимается с колеса), под действием силы тяже-

сти он начинает опускаться, приводя колесо во вращение. Установ-

ка снабжена системами регистрации периода колебаний колеса и 

времени опускания груза. 

 
Рис. 14. Блок-схема установки для определения момента инерции колеса 
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Для регистрации периода колебаний на колесе симметрично 

расположены два легких одинаковых по массе тела  1C  и 2C . На 

теле 1C  закреплен стержень, являющийся составной частью систе-

мы измерения периода колебаний. В исходном положении система 
зафиксирована с помощью фрикционной муфты, управляемой 
электромагнитом (при таком положении муфты светится лампа ин-
дикации на кнопке управления электромагнитом). При выключении 
электромагнита фрикционная муфта освобождает колесо, и оно на-
чинает движение (колебательное или вращательное). Время коле-
баний колеса определяется с помощью электронного таймера. Вре-
мя перемещения груза при вращательном движении колеса опреде-
ляется с помощью того же таймера, включение и выключение кото-
рого в этом случае осуществляется оптическими датчиками. Эти 
датчики крепятся на кронштейнах и могут фиксироваться на раз-
личных высотах. Положение датчиков определяется с помощью 
линейки (рис. 14). 

Запуск таймера в режиме измерения периодов колебаний осу-
ществляется нажатием кнопки «Пуск», остановка — кнопкой 
«Стоп». При измерении времени опускания груза нажимают на 
кнопку «Пуск», после чего на индикаторе электронного таймера 
высвечивается время прохождения груза между двумя датчиками 
положения. Переключение таймера в тот или иной режим работы 
осуществляется тумблером «Колеб.–Вращ.». При подготовке к 
дальнейшим измерениям результаты предыдущих убираются с таб-
ло  нажатием кнопки «Сброс». 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Определение момента инерции колеса 
                                       методом колебаний 

Измерения 

1. На краю колеса закрепляют устройство для крепления груза, 
в которое устанавливают груз. Колесо выводят из положения рав-
новесия на угол, не превышающий 10°. С помощью секундомера 

определяют время nt  n  полных колебаний ( 10 15)n = ÷ . Такое из-

мерение проводят 3–5 раз. Результаты измерений времени заносят-
ся в табл. 4.1. 

2. После этого не менее трех раз измеряют расстояние L от оси  
вращения до центра масс груза (это есть расстояние от оси враще-

 

ния до центра винта, закрепляющего устройство крепления груза на 
колесе). Результаты заносятся в табл. 4.1. 

3. Взвешивают устройство для крепления груза и сам груз. Зна-

чение масс этих тел  кm  и  грm  заносят в табл. 4.1. 

Таблица 4.1 

N n tn Tn T  ST LN L  SL mк, mгр J SJ 

1     

2     

3     

4     

5    

  

 

     

 

Обработка результатов 

1. По экспериментальным данным вычислить выборочные 
средние значения (средние арифметические значения)  величин пе-
риода Т и расстояния L.  

2. Вычислить выборочные стандартные отклонения (средне-
квадратичные ошибки среднего арифметического) для Т  и L. 

3. По полученным данным, пользуясь уравнением (4.9) и учи-

тывая, что в этом уравнении к грm m m= + , определить момент 

инерции колеса J . 

4. Оценить погрешности для J , используя следующую форму-
лу для расчета погрешностей косвенных измерений: 

( ), , ,JS L T m g =  

22 2 2
    

    
L T m g

J J J J
S S S S

L T m g

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

      
= + + +       

       
,   (4.21) 

где mS  дана в описании используемых весов, а gS  находится из 

таблиц физических постоянных. 
 
Упражнение 2. Определение момента инерции колеса 

                                  методом вращения 
 

Измерения 
1. Снять с колеса устройство для крепления груза. 
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2. Измерить время t∆  прохождения груза между отметками  1x  

и 2x . Измерения провести не менее 5–7 раз для фиксированных 

значений 0x , 2x  и разных 1x , каждый раз занося данные в табл. 4.2. 

Измеряют также координату  3x  точки, до которой опускается груз 

при полностью размотанной нити и координату 4x  точки, до кото-

рой поднимается груз при дальнейшем наматывании нити на ци-
линдр, пока колесо продолжает свободно вращаться.  

3. Несколько раз измерить радиус r  цилиндра, на который на-

матывается нить. 

Таблица 4.2 

N х1 x2 ∆t аN a  Sa x0 x3 x4 трM
 трM  SMтр 

1        

2        

3  

 

  

    

    

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

 

Обработка результатов 
1. По формулам (4.17) и (4.20) определить ускорения na  и мо-

менты сил трения трM  для каждого измерения. Результаты измере-

ний занести в табл. 4.2. 

2. Поскольку Na , трM  определяются для различных значений 

1x , то будем считать полученные значения ускорений и моментов 

сил трения независимыми. Найти выборочные средние значения 

ускорения и момента сил трения  и выборочные стандартные от-

клонения этих величин. Результаты вычислений занести в табл. 4.2. 

3. Вычислить выборочное среднее значение радиуса цилиндра 

r  и среднеквадратичную ошибку этой величины. 

4. По формуле (4.13) определить значение момента инерции ко-

леса и его погрешность. 

 

Упражнение 3. Прямой расчет момента инерции колеса  

Измерения 

Используемое в установке колесо можно представить как сово-

купность тел простой формы (рис.15): диска радиуса 1R , толщины 

 

1l ; обода толщины 2l  с внешним и внутренним радиусами 2 1,R R ; 

двух малых тел 1 2,С С , расположенных на расстоянии 3R  от оси;  

цилиндра, имеющего радиус 4R  и 

толщину 3l . Для всех этих тел 

момент инерции можно рас-
считать. 

Известно, что момент инерции 
диска массы Дm  относительно 

оси равен (см. Приложение 4) 

2
1

1
,

2
Д ДJ m R=   (4.22) 

а для обода массы обm  (см. 

Приложение 5) 

( )2 2
об об 1 2

1

2
J m R R= + .    (4.23) 

Учитывая, что диск, обод и цилиндр сделаны из одного мате-
риала с плотностью ρ , получаем  окончательно выражение для 

момента инерции колеса 

( )4 4 4 4 2
1 1 2 2 1 3 4 3

1 1 1
      ,

2 2 2
CJ l R l R R l R m Rπ ρ π ρ π ρ= + − + +      (4.24) 

где Сm  суммарная масса тел 1 2 и С С . 

С помощью штангенциркуля и линейки определяют геометри-

ческие размеры каждой выделенной части колеса по несколько раз. 

Результаты измерений заносят в таблицу 4.3. 

Таблица 4.3 

N 1 2 3 4 5 

R1n      

1R   

1RS   

R2n      

2R   

1RS   

 
 

Рис. 15. Схематическое 

представление колеса в виде 

совокупности тел простой фор-

мы 
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R3n      

3R   

3RS   

R4n      

4R   

4RS   

l1n      

1l   

1lS   

l2n      

2l   

2lS   

l3n      

3l   

3lS   

 

Обработка результатов 

1.Определяют средние арифметические значения 

1 2 3 4 1 2 3, , , , , ,R R R R l l l . Результаты заносят в таблицу 4.3. 

2.Вычисляют выборочные стандартные отклонения для этих ве-

личин. Результаты заносят в таблицу 4.3. 

3. По формуле (4.24) рассчитывают значение момента инерции 

колеса и определяют погрешность. 

4. Рассчитанное значение момента инерции колеса сравнивают с 

значениями, полученными экспериментально в упражнениях 1 и 2. 

 

Основные итоги работы 

В процессе выполнения работы должен быть определен мо-
мент инерции колеса двумя способами. Следует сопоставить эти 
результаты с величиной вычисленного по (4.24) момента инерции. 

Контрольные вопросы 

1. Что такое главные оси инерции? Центральные оси? Привести 

примеры. 

2. Что такое момент инерции тела относительно закрепленной 

оси? 

3. Чему равны моменты инерции следующих тел: тонкая палоч-

ка, тонкий диск, тонкие прямоугольная и треугольная пластины, 

цилиндр, шар, параллелепипед? Как их получить? 

4. Сформулируйте теорему Гюйгенса–Штейнера. 
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Цель работы 

Знакомство с понятием “тензор инерции”. 

 

Идея эксперимента 

Идея эксперимента заключается в исследовании вращательного 

и колебательного движений твердого тела правильной формы отно-

сительно различных осей, проходящих через центр масс и опреде-

ления на основе данных эксперимента главных моментов инерции. 

В процессе работы устанавливается связь между моментом инер-

ции относительно произвольной фиксированной оси и компонен-

тами тензора инерции. 
 

Теория 

Рассмотрим твердое тело, закрепленное таким образом, что оно 

может вращаться вокруг некоторой неподвижной точки О. Тензор 

инерции будем рассматривать в системе координат, жестко связан-

ной с твердым телом. Существует связь между моментом импульса 

L твердого тела и угловой частотой ω  (см. введение) 

€J=L ω ,    (5.1) 

где 

€

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

J J J

J J J J

J J J

 
 

= = 
  
 

 

      

2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i i i i i i i i

i i i

i i i i i i i i i

i i i

i i i i i i i i i

i i i

m y z m x y m x z

m y x m x z m y z

m z x m z y m x y

 
∆ + − ∆ − ∆ 

 
 

= − ∆ ∆ + − ∆ 
 
 − ∆ − ∆ ∆ + 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

. (5.2) 

5 Изучение тензора инерции твердого тела 

 

 

В том случае, когда вращение твердого тела происходит отно-

сительно произвольной закрепленной оси AA′ , проходящей через 

точку О, проекция момента импульса на эту ось равна (см. рис. 16) 
2( ) ( )AA i i i AA i i

i i

m m Jρ ω ω′ ′≡ ∆ × = ∆ =∑ ∑L r v ,   (5.3) 

где iρ  — расстояние от i-го элемента тела до оси AA′ , а величина 

2
i i

i

J m ρ= ∆∑    (5.4) 

является моментом инерции 

относительно закрепленной оси. 

Значение момента инерции J 

твердого тела относительно оси, 

имеющей произвольное 

направление, связано с 

компонентами тензора инерции 

соотношением (В.25) 

В дальнейшем будем исполь-

зовать такую систему координат, 

оси которой совпадают с 

главными осями инерции. 

В этом случае тензор 

инерции будет иметь диагональный вид, а соотношение (В.25) за-

пишется так: 
2 2 2

cos cos cosxx yy zzJ J J Jα β γ= + + ,       (5.5) 

 

Экспериментальная установка 

Экспериментальная установка смонтирована на основании, на 

котором установлены две стойки с направляющими для винтов, 

положение одного из которых может регулироваться. Эти винты  

вставляются в подшипники, которые закреплены в рамке  специ-

альной конструкции, в результате этого рамка может вращаться 

вокруг горизонтальной оси (на рис.17 это ось OO′ ). Рамка состоит 

из двух планок, одна из которых (на рис.17 – левая) соединена с 

цилиндром С, другая  со шкивом Q. Эти планки закреплены на 

фиксированном расстоянии двумя направляющими. На планке с 

цилиндром закреплен конус K для крепления исследуемого тела. 

По направляющим перемещается планка. Эта планка может фикси-

 
Рис. 16. Схематическое представле-

ние вращения тела вокруг закреплен-

ной оси 
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роваться на направляющих с помощью цанговых зажимов (для это-

го необходимо повернуть винты на них). В центре подвижной 

планки имеется винт с конусным наконечником. Исследуемое тело 

закрепляется между конусом неподвижной левой и конусным вин-

том подвижной планок, для чего в исследуемых телах имеются 

специальные углубления. 

Закрепление исследуемых тел в рамке может осуществляться 

передвижением подвижной планки (при отжатых винтах цангового 

зажима) и вращением винта с коническим наконечником (этим 

вращением осуществляется более точная установка). 

Рамка с исследуемым телом может совершать как вращатель-

ное, так и колебательное движение. Вращение происходит при 

 
 

Рис.17. Общий вид установки для экспериментального определения  

тензора инерции 

 

опускании груза P, висящего на нити, намотанной на шкив Q. Мас-

са груза и радиус шкива указываются на установке.  

Установка снабжена системой автоматического отсчета време-

ни, включающей в себя таймер  и два фотоэлектронных датчика 
для определения времени перемещения груза. Расстояние между 

датчиками определяется по линейке, укрепленной на установке. 

 

  
 

Рис. 18. Схематическое представление 

параллелепипедов 

 

 

Рис. 19. Схематическое представление 

цилиндра 

 

Для определения периодов колебаний рамки с исследуемым 

грузом на цилиндре C закрепляется кольцо со стержнем , на кото-

ром закреплен дополнительный груз, устанавливаемый в различных 

положениях. Установка снабжена системой автоматического отсче-

та периода, включающей в себя таймер  и фотоэлектронный дат-

чик для определения периода колебаний. 
В работе определяются компоненты тензора инерции однород-

ного металлического параллелепипеда (рис.18) и цилиндра (рис.19). 

 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Изучение тензора инерции динамическим 

                           методом 

Рассмотрим вращение тела правильной формы, закрепленного в 

рамке, вокруг некоторой оси под действием момента внешних сил. 

Момент внешних сил создается с помощью нити, намотанной на 

шкив, к концу которой подвешен груз массы m (рис.20) В качестве 

исследуемого тела используется параллелепипед. 
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Пусть груз начал движение от отметки x0 , затем прошел отмет-

ку x1  со скоростью 1v  и, через время ∆t  после этого — отметку x2  

со скоростью 2v . На основании закона сохранения механической 

энергии можно записать: 

( )
( ) ( )2 2 2 2

2 1 2 1

1 2 тр
2 2

m J
mg x x M

ω ω
ϕ

′− −
− = + + ∆

v v

,       (5.6) 

где ( )1 2mg x x−  — изменение потенциальной энергии груза, 

( )2 2
2 1 2m −v v  — изменение его кинетиче-

ской энергии, ( )2 2
2 1 2J ω ω′ −  — изменение 

кинетической энергии вращательного 

движения рамки с телом, трM ϕ∆  — работа 

сил трения в оси рамки, m — масса груза, 

подвешенного на нити, 0J J J′ = +  — мо-

мент инерции ( )J  тела и 0( )J  рамки,  

1 2,ω ω  — угловые скорости вращения рам-

ки для положений груза в точках 1x x=  и 

x x= 2  соответственно, g  — ускорение 

свободного падения, трM  — момент сил 

трения, 2 1( )x x rϕ∆ = −  — угол, на кото-

рый повернулась  рамка  при  прохожде-

нии  груза  между  отметками  1x  и 2x , r  

— радиус шкива. Учитывая, что ,rω=v  ( )2 2 02 ,a x x= −v  

2
2 1 1 2,x x t at= + +v  где a   ускорение груза, t  — время прохож-

дения грузом расстояния 2 1,x x−  получаем: 

( )

( )

2
тртр 2 2 2

2

2 0 1 02

mg M r tmg M r
J r mr r m

a x x x x

 
−−  ′ = − = − 

 − − −
 

.   (5.7) 

Для момента инерции пустой рамки (без тела) имеем: 

 
Рис. 20. Схема установки 

для определения тензора 

инерции динамическим 

методом 

 

( )

( )

2
тр 02

0 2

2 0 1 02

mg M r t
J r m

x x x x

 
− 

= − 
 − − −
 

,     (5.8) 

где 0t — время прохождения грузом расстояния x x2 1− . Из двух 

последних уравнений момента инерции тела относительно оси 

вращения получаем: 

( )
( )тр2 2 2

0 02

2 0 1 0

,

2

mg M r
J J J r t t

x x x x

−
′= − = −

− − −
                  (5.9) 

Пользуясь этой формулой, можно определять моменты инерции 

тела относительно произвольных осей. Это можно сделать, в част-

ности для главных центральных осей, совпадающих с выбранными 

осями координат ( ), ,x y zJ J J , а также для осей, совпадающих с од-

ной из диагоналей параллелепипеда, например ( )AGAG J  или 

( )MNMN J  (см. рис.18), выразив их соответственно через времена 

опускания груза , , , ,x y z AG MNt t t t t . 

Момент сил трения, входящий в (5.9), можно оценить следую-

щим образом. Если опустить груз на отметке 0x , то он после опус-

кания до нижней точки 3x  поднимется затем до отметки 4x . Раз-

ность значений потенциальной энергии груза в точках 4x  и 0x  и 

будет равна работе сил трения, т. е. 

( ) ( ) ( )тр тр

4 0 3 0 3 4 ,
M M

mg x x x x x x
r r

− = − + −  (5.10) 

где ( )тр

3 0

M
x x

r
−  — работа сил трения при движении груза вниз от 

верхней точки до полного разматывания нити, ( )тр

3 4

M
x x

r
−  — ра-

бота сил трения при подъеме груза. Из (5.10) следует 

( )тр 4 0

3 0 42

M x x
mg

r x x x

−
=

− −
.   (5.11) 

Пусть размер параллелепипеда по оси Ox  равен a , по оси 

Oy b− , по оси Oz − с. Квадраты направляющих косинусов для его 

диагонали AG соответственно равны 
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2
2

2 2 2

2
2

2 2 2

2
2

2 2 2

cos ,

cos ,

cos .

a

a b c

b

a b c

c

a b c

α

β

γ

=
+ +

=
+ +

=
+ +

   (5.12) 

Подстановка уравнений (5.9) (для различных осей вращения) и 

(5.12) в формулу (5.5) для момента инерции относительно закреп-

ленной оси дает 

( )( )

( )

2 2 2
тр 0

2

2 0 1 02

AGr mg M r t t

x x x x

− −
=

− − −
 

( ) ( )

( )

2 2 22
тр 0

2 2 2 2

2 0 1 02

xr mg M r t ta

a b c x x x x

− ⋅ −
= ⋅ +

+ + − − −
 

( ) ( )

( )

2 2 22
тр 0

2 2 2 2

2 0 1 02

yr mg M r t tb

a b c x x x x

− ⋅ −
+ ⋅ +

+ + − − −
 

( ) ( )

( )

2 2 22
тр 0

2 2 2 2

2 0 1 0

.

2

zr mg M r t tc

a b c x x x x

− ⋅ −
+ ⋅

+ + − − −
 

В связи с тем, что сумма квадратов направляющих косинусов 

равна единице, получаем 
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2
.

x y z

AG

a t b t c t
t

a b c

+ +
=

+ +
   (5.13) 

Эта закономерность может быть проверена экспериментально. 

Измерения 

1. Для выполнения работы необходимо измерить радиус шкива 

r  и размеры тела a b c, ,  (ребра параллелепипеда). Величины 

a b c r, , ,  измеряют штангенциркулем не менее трех раз в различ-

ных сечениях тела, заносят их в табл.5.1. 

 

2. Заносят в таблицу 5.2 значения x x x x0 1 2 3, , , . Взвешивают 

груз P и заносят в табл.5.2 его массу. 

Таблица 5.1 

N a , aa S  b , bb S  c ,
c

c S  r , rr S  

1      

2     

3  

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Определяют время опускания груза Р  при пустой рамке t0 . 

Для этого нить, имеющую на конце груз, аккуратно виток к витку 

наматывают полностью на шкив. Освобождают груз. Измерение 

времени необходимо проводить не менее трех раз. Данные заносят 

в таблицу 5.2. Одновременно для каждого опыта в таблицу заносят 

значения x4 . 

4. Закрепляют в рамке параллелепипед в разных положениях и 

измеряют времена , , , , .x y z AG MNt t t t t  не менее трех раз. Результаты 

заносят в табл.5.3. 

Таблица 5.2 

Параметры 
исследуемой 
системы 

N t0 00 , tt S  x4 4x  трM r  
трM tS  

х0= 1     

х1= 2     

х2= 3     

х3= 4     

m= 5  

 

 

 

  

 

Таблица 5.3 

N tx 
xt , 

xtS  
ty 

yt , 

ytS  
tz 

zt , 

ztS  
tAG 

,

AG

AG

t

t

S < >

< >
 tMN 

,

MN

MN

t

t

S < >

< >
 

1      

2      
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Обработка результатов 
1. Определяют среднее арифметические значения a b c r, , ,  и 

выборочные стандартные отклонения для этих величин. Данные 

заносят в табл. 5.1. 

2. Находят средние арифметические значения и выборочные 

стандартные отклонения для t0  и x4 . Данные заносят в табл.5.2. По 

формуле (5.11) находят величину трM r  и погрешность ее опреде-

ления. 

3. Находят средние арифметические значения , , , ,x y z AG MNt t t t t  и 

погрешности их определения. Результаты заносят в табл. 5.3. 

4. По формуле  (5.9) находят экспериментальные значения ве-

личин J J Jx z MN, ,   и погрешности их определения.   Данные зано-

сят в табл.5.4. 

Таблица 5.4 

Jx xJS  Jz zJS  JMN MNJS  теор
MNJ  теор

MN
JS  

        

 
5 . Так как ось MN  лежит в плоскости xz , то соотношение 

(5.5) для J MN  принимает вид 

2 2cos cosMN x zJ J Jα γ= ⋅ + ⋅  , 

где  

2 2
cos

a

a c
α =

+
, 

2 2
cos

c

a c
γ =

+
. 

 

Подставляя в это выражение определенные в п.4 значения 

J Jx y,  вычисляют теоретическое значение теор
MNJ  и сравнивают его 

с экспериментальным (табл. 5.4). 

6. Подставляя в (5.13) определенные экспериментально геомет-

рические размеры , ,a b c  и времена , , ,x y z AGt t t t  опускания груза для 

различных способов крепления тела в рамке, убеждаются в пра-

вильности (в пределах погрешности измерений) соотношения 

(5.13), а следовательно, и уравнения (5.5).  

 

 

Упражнение 2. Изучение тензора инерции методом 

                                         колебаний 

Рассмотрим малые колебания физического маятника, представ-

ляющего собой сложное тело, состоящее из рамки, закрепленного 

на стержне дополнительного груза и исследуемого тела, в качестве 

которого выбран параллелепипед (рис.18) или цилиндр (рис.19). 

колебания происходят вокруг оси, проходящей через центр масс 

рамки и исследуемого тела. Действие моментов сил тяжести, при-

ложенных к стержню и добавочному грузу, закрепленному на нем, 

приводит к возникновению колебаний всей системы. Основное 

уравнение вращательного движения в этом случае имеет вид 
2

0 02

1
,

2

d
J mgl m gl

dt

ϕ
ϕ ϕ′ = +        (5.14) 

где ϕ  — угол отклонения рамки от положения равновесия, 

m масса груза, l  — расстояние от центра масс груза до оси вра-

щения, 0 0,m l  — масса и длина стержня, на котором закреплен до-

полнительный груз, 0J J J′ = +  — момент инерции физического ма-

ятника, включающего в себя исследуемое тело ( )J , рамку со 

стержнем и дополнительным грузом ( )0J . 

Уравнение (5.14) является уравнение колебаний 
2

2
02

0,
d

dt

ϕ
ω ϕ+ =          (5.15) 

где циклическая частота колебаний определяется из соотношения  

0 0
2

0

1

2
mgl m gl

J
ω

 
+ 

 =
′

. 

Так как 0 2 Tω π= , то 

2
0 0

2

1

2
.

4

mgl m gl T

J
π

 
+ 

 ′ =    (5.16) 

Определив период колебаний рамки без тела 0T , можно найти 

момент инерции маятника без тела  0J . 

Для момента инерции исследуемого тела относительно фикси-

рованной оси вращения получаем: 0J J J′= − , или 
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( )2 2
0 0 0

2

1

2
.

4

mgl m gl T T

J
π

 
+ ⋅ − 

 =   (5.17) 

Пользуясь этой формулой, можно определять моменты инерции 

тела относительно произвольных осей.  

В частности, для параллелепипеда можно определить , ,x y zJ J J  

для осей , совпадающих с главными центральными осями (рис.18), 

а также момент инерции относительно оси, совпадающей с одной 

из диагоналей параллелепипеда — например AG, выразив 

, , ,x y z AGJ J J J  в соответствии с (5.17) через периоды колебаний 

, , ,x y z AGT T T T  и период колебаний пустой рамки 0T . 

Выразим момент инерции тела относительно оси AG в соответ-

ствии с уравнением (5.9) через , ,x y zJ J J : 

 
2 2 2

cos cos cosAG x y zJ J J Jα β γ= + + , 

 

или 

( ) ( )2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
2

2 2

1 1

2 2
cos

4 4

AG xmgl m gl T T mgl m gl T T

α
π π

+ ⋅ − + ⋅ −

= +

   
   
   

 

( ) ( )2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
2 2

2 2

1 1

2 2
cos cos

4 4
.

y zmgl m gl T T mgl m gl T T

β γ
π π

+ ⋅ − + ⋅ −

+ +

   
   
   

 

 

Учитывая, что сумма квадратов направляющих косинусов равна 

единице, получаем  
2 2 2 2 2 2 2

cos cos cos ,AG x y zT T T Tα β γ= + +  

или 
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2
.

x y z

AG

a T b T c T
T

a b c

+ +
=

+ +
    (5.18) 

 

Это уравнение может быть проверено экспериментально. 

 

Рассматривая колебания цилиндра относительно осей 

, ,Oy Oz MN  можно найти величины , ,y z MNJ J J  определяя, соответст-

венно, периоды колебаний , ,y z MNT T T . 

Рассмотрим колебания цилиндра относительно оси MN  

(рис.19). Направляющие косинусы для этой оси равны 
2 2

2 2 2

2 2 2 2

4
cos , cos , cos 0

4 4

d R

R d R d
γ β α= = =

+ +
,             (5.19) 

 

где R — радиус цилиндра, d  — его длина. 

Момент инерции цилиндра относительно оси MN , как и в пре-

дыдущем уравнении, можно выразить через компоненты тензора 

инерции J Jz y, , записанного в главных осях (см.5.5): 

2 2
cos cosMN y zJ J Jβ γ= + ,              (5.20) 

и, следовательно 
2 2 2 2

2

2 2

4

4

y z

MN

T R T d
T

R d

⋅ +
=

+
.          (5.21) 

 

Отметим, что уравнение (5.14) было записано без учета сил тре-

ния в оси маятника. Это обстоятельство, однако, практически не 

сказывается на уравнении (5.17), так как силы трения слабо влияют 

на период колебаний физического маятника. 

 

                                          Измерения 

1. Для выполнения работы необходимо измерить массы и раз-

меры тел: радиус R  и длину d  цилиндра, ребра параллелепипеда 

, , ,a b c  а также массу груза m , массу и длину стержня 0 0,m l . Реко-

мендуется проводить измерения каждой величины не менее трех 

раз, а линейные величины измерять в различных сечениях тела. 

Данные заносят в табл.5.5. 

2. Дополнительный груз закрепляют в крайнем нижнем поло-

жении. Параллелепипед закрепляют в рамке в разных положениях и 

измеряют время  tn , n = 3–5 колебаний маятника. Для каждого по-

ложения тела проводят не менее трех измерений. Значения n  и tn  

заносят в таблицу 5.6. 
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Таблица 5.5 

Исследуемое тело 
Параметр 

Цилиндр Параллелепипед 
m m0 l0 

N 1 2 3 1 2 3 

R    

, RR S< >< >   

d    

, dd S< >< >   

 

a    

, aa S< >< >   

b    

, bb S< >< >   

c    

, cc S< >< >  

 

 

   

 

Таблица 5.6 
Характеристики колебательного движения параллелепипеда 

N nx tnx Tx ny tny Ty nz tnz Tz nAG tn TAG 

             

             

             
 

3. Измеряют время tn0  3–5 колебаний рамки без тела. Измере-

ния проводят не менее трех раз. Данные заносят в таблицу 5.7. 

Таблица 5.7 
Характеристики колебательного движения цилиндра 

N n0 tn0 T0 ny tny Ty nz tnz Tz nMN tn TMN 

             

             

             
 

 

4. Закрепляют в рамке цилиндр, измеряют времена tn  для коле-

баний цилиндра относительно осей , ,z y MN . Результаты заносят в 

таблицу 5.7. 
 

 

Обработка результатов 

1. Определяют средние арифметические значения и среднеквад-

ратичные отклонения для размеров цилиндра и параллелепипеда и 

их погрешности. Результаты заносят в табл. 5.8. 

Таблица 5.8 

a, Sa b, Sb c, Sc R, SR d, Sd 

     

 

2. Находят средние значения периодов колебаний параллелепи-

педа T T T Tx y z AG, , , . Находят погрешности этих величин. Результаты 

заносят в табл. 5.9. 

Таблица 5.9 

,x TxT S< >< >  ,y TyT S< >< >  ,
zz TT S< >< >  ,

AGAG TT S< >< >  

    

 

3. Подставляют в (5.18) определенные экспериментально гео-

метрические размеры и периоды колебаний маятника для различ-

ных способов крепления параллелепипеда в рамке. Находят ошибки 

определения величин, стоящих в правой и левой частях  уравнения 

(5.18). Убеждаются в правильности равенства (5.18) в пределах 

ошибок измерений. 

Таблица 5.10 

00 , TT S< >< >  ,y TyT S< >< >  ,
zz TT S< >< >  ,MN MNT S< >< >  

    

 

4. Находят средние значения периодов колебаний цилиндра Tz, 

Ty, TMN  и пустой рамки T0 и их погрешности. Результаты вносят в 

табл. 5.10. Определяют по формуле (5.17) значения моментов инер-

ции , ,z y MNJ J J  для цилиндра. Находят погрешности этих величин. 

Результаты заносят в табл. 5.11. 

Таблица 5.11 

Jx xJS  Jy yJS  JMN MNJS  теор
MNJ  теор

MNJS  
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5. Подставляя в (5.20) определенные в п.4 значения ,z yJ J , нахо-

дят теоретическое значение момента инерции MNJ , сравнивают его 

с экспериментальным (найденным в п.4). 

 

Основные итоги работы 

В результате выполнения работы должно быть проверено со-
отношение (5.13) или (5.18) для параллелепипеда и (5.21) для цилин-
дра и проведено сравнение экспериментального и теоретического 
значений величины момента инерции при вращении тела относи-
тельно оси AG  (для параллелепипеда) и оси MN  (для цилиндра). 

 

Контрольные вопросы 

1. Записать уравнение моментов и объяснить смысл входящих в 

него величин. 

2. Какова связь между моментом импульса и угловой скоро-

стью? Что такое тензор инерции? 

3. Записать компоненты тензора инерции для простейших сис-

тем тонкая палочка, система материальных точек. 

4. Что такое главные оси? Что такое центральные оси? Приме-

ры. 

5. Как направлены векторы угловой скорости и момента коли-

чества движения при вращении тела вокруг закрепленной оси 

а) если ось вращения совпадает с одной из главных осей; 

б) если ось вращения не совпадает ни с одной из главных осей? 

6. Связь между компонентами тензора инерции и моментом 

инерции относительно фиксированной оси. 

7. Что такое эллипсоид инерции? как с помощью эллипсоида 

инерции определить значение момента инерции тела относительно 

заданной оси? 
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М.: Высшая школа, 1986. §49. 

2. Сивухин В. Общий курс физики. Том 1. Механика, 3-е изд. М.: 
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Рис. 21. Устройство 

крутильного маятника 

 

 

Цель работы 

Изучение тензора инерции твердого тела. 
 

Идея эксперимента 

С помощью крутильного маятника, представляющего собой 

рамку с исследуемым телом, закрепленную на упругом подвесе, 

определяется момент инерции тела относительно закрепленной оси. 

Сравнивая период колебания маятника без тела и с телом, можно 

найти момент инерции тела относительно фиксированной оси. 

Компоненты тензора инерции относительно системы координат, 

жестко  связанной с телом, определяются из нескольких таких опы-

тов, отличающихся  направлением оси вращения тела при колеба-

ниях маятника. 

 

Теория 

Рассмотрим колебания крутильного маятника, представляюще-

го собой сложное тело, состоящее из рамки, закрепленной на вер-

тикальной упругой проволоке, и исследуемого тела (рис. 21). Дей-

ствие момента сил упругости приводит к 

возникновению колебаний всей системы с 

периодом 

2 ,
J

T
D

π
′

=                       (6.1) 

где  D — коэффициент  упругости  подвеса, 

J ′ — момент инерции рамки с исследуемым 

телом.  

Из соотношения (6.1) можно найти момент 

инерции J ′ : 

                

2

.
2

T
J D

π

 
′ =  
 

                      (6.2) 

6 Определение тензора инерции 

твердого тела  
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Определяя период колебаний пустой рамки 0T , можно найти 

момент инерции маятника без тела 0 :J  

2
0

0 .
2

T
J D

π

 
=  
 

                                       (6.3) 

Для момента инерции исследуемого тела относительно фикси-

рованной оси вращения получаем: 

0.J J J′= −                                               (6.4) 

Меняя положение тела относительно рамки, можно определять 

моменты инерции для осей вращения, имеющих различное направ-

ление относительно тела. 

Тензор инерции будем рассматривать в системе координат, же-

стко связанной с твердым телом. При этом, как показано во введе-

нии, 
2 2 2

cos cos cosxx yy zzJ J J Jα β γ= + + +  

2 cos cos 2 cos cos 2 cos cosxy xz yzJ J Jα β α γ β γ+ + + , (6.5) 

где α, β, γ — углы, определяющие положение оси вращения тела 

относительно системы координат, связанной с исследуемым телом. 

Используемая в задаче установка удобна для определения мо-

ментов инерции “плоских тел” 

— т.е. таких тел, толщина 

которых значительно меньше 

их поперечных размеров. При 

этом одну из осей (например, 

ось Oz), связанную с телом 

системы координат, удобно 

направить перпендикулярно 

плоскости тела. Оси Ox и Oy 

находятся в плоскости тела и их 

направления произвольны, 

начало координат совпадает с 

центром масс тела и находится 

на оси вращения (рис. 22). При 

этом один из направляющих 

косинусов ( cosγ ) равен нулю, и вместо (6.5) получим 

2 2cos cos 2 cos cos .xx yy xyJ J J Jα β α β= + +     (6.6) 

 

Рис. 22. Схематическое представление 

твердого тела и систем координат x0y, 

x’0y’. Ось вращения ОР и системы 

координат лежат в плоскости чертежа 

 

Величина  J — момент инерции  данного тела относительно 

оси, проходящей через его центр масс. При повороте системы ко-

ординат (осей Ox и Oy в своей плоскости), величина момента инер-

ции J не изменяется, но каждой ориентации осей соответствуют 

свои значения компонент тензора инерции ,xx yyJ J  и .xy yxJ J=  

При определенном выборе системы координат, когда направле-

ния осей  Ox′  и Oy′  совпадают с главными осями инерции тела, 

0,xy yxJ J= =  и вместо (6.6) имеем 

2 2cos cos .x yJ J Jα β′ ′ ′ ′= +                  (6.6а) 

В последнем соотношении cosα ′  и cos β ′  — направляющие 

косинусы выбранной ранее оси вращения в новых осях координат 

Ox′ , Oy′ , xJ ′  и yJ ′  — компоненты тензора инерции в системе ко-

ординат, оси которой совпадают по направлению с главными осями 

инерции.  

Выберем на оси вращения некоторую точку Р, находящуюся на 

расстоянии R от начала координат и имеющую координаты 

иx y′ ′ . Пусть величина R численно равна 1 J . При этом 

cos ; cos .x R y Rα β′ ′ ′ ′= =  Подставив эти величины в (6.6а),  по-

лучим  
2 2

2 2
,x y

x y
J J J

R R

′ ′
′ ′= +  

или 
2 2

2 2
1,

x y

a b

′ ′
+ =              (6.6б) 

где 
2 2

2 2,
x y

JR JR
a b

J J
= =

′ ′
, a и b являются постоянными величинами. 

Уравнение (6.6б) является каноническим уравнением эллипса в 

координатах , ,x y′ ′  полуоси которого 1 , 1x ya J b J′ ′= = . 

Эллипс (6.6б) является сечением эллипсоида инерции плоско-

стью ′ ′x y .  Эллипсоидом инерции называется поверхность, харак-

теризующая величины моментов инерции твердого тела относи-

тельно множества возможных осей вращения, проходящих через 
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Рис. 23. Форма и по-

ложение тела  относительно 

оси вращения 

одну точку (в данном случае через центр масс тела). При этом  для 

каждого направления вдоль оси l  откладываются отрезки, числен-

но равные величине 
1

,

lJ
 где lJ  — момент инерции тела 

относительно оси .l  Концы этих 

отрезков образуют поверхность, 

называемую эллипсоидом инерции 
(трехмерное уравнение эллипсоида 

инерции может быть получено из 

(6.5)). 

Пусть исследуемое тело имеет 

форму, показанную на рис. 23. Точка 

О — центр масс тела. Оси Ox  и Oy  

выбраны произвольно. Тело 

закреплено в рамке крутильного 

маятника так, что точка О лежит на 

оси вращения, а положение тела характеризуется углом 

( 2 ).α β π α= −   

Если тело закреплено в рамке так, как показано на рис.24а, то 

0α =  и 2.β π=  Из (6.6) получаем  

.l xxJ J J= =          (6.7) 

При закреплении тела, соответствующем рис.24б, 2α π=  

и 0.β =  И, следовательно, из (6.6) 

 

2 .yyJ J J= =      (6.8) 

При повороте тела в своей плоскости на угол 0α  (рис. 24в) и –

0α  (рис. 24г) относительно оси вращения получаем, соответствен-

но,  

2 2
3 0 0 0cos sin sin 2 ,xx yy xyJ J J J Jα α α= = + +           (6.9) 

2 2
4 0 0 0cos sin sin 2 .xx yy xyJ J J J Jα α α= = + −  (6.10) 

Из (6.9) и (6.10) следует, что  

3 4 02 sin 2xyJ J J α− =  или 3 4

0

.
2sin 2

xy

J J
J

α

−
=                    (6.11) 

 

Из (6.6) можно получить, что при 0 2α α π= +    

2 2
5 0 0 0sin cos sin 2 .xx yy xyJ J J J Jα α α= = + −           (6.12) 

Складывая  (6.9) и (6.12), получаем 

3 5 1 2.J J J J+ = +                                       (6.13) 

Экспериментальное определение величин 1,J 2 ,J 3J  и 4J  дает 

возможность найти четыре отличных от нуля компоненты тензора 

инерции плоского тела: ,,xx yy xy yxJ J J J=  для заданной системы 

координат. Если оси координат Ox  и Oy  совпадают с главными 

осями инерции тела, то 0.xy yxJ J= =  Соотношение (6.13) может 

служить проверкой правильности проведенного эксперимента. 

 

 

Рис. 24. Положения тела относительно оси вращения 
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Экспериментальная установка 

Экспериментальная установка показана на рис. 25. Она состоит  из  

стойки и рамки, закрепленной на упругом подвесе. Исследуемые 
тела поочередно крепятся в рамке с помощью винта. Конструкция 

крепления рамки на подвесе такова, что рамка может поворачи-

ваться вокруг горизонтальной оси и фиксироваться в различных 

положениях. В работе изучаются тензоры инерции для нескольких 

“плоских” тел, имеющих разную форму: малых по толщине парал-

лелепипеда, треугольной призмы, полудиска, а также для тел, кон-

фигурация которых может меняться в процессе эксперимента. Сис-

тема координат, относительно которой определяется момент инер-

ции тела, жестко связана с телом, а, следовательно, и с рамкой. На 

 
 

Рис. 25. Устройство установки для изучения тензора инерции твердого тела 

 

рамке  имеется шкала, позволяющая определять углы между осью 

вращения и осями системы координат, связанной с телом. 

Установка снабжена системой автоматического отсчета времени 

и числа периодов, включающей в себя таймер и фотоэлектронный 
датчик. 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Определение коэффициента упругости 

                           подвеса и момента инерции пустой рамки 

Определение упругости подвеса осуществляется из результатов 

изучения колебаний длинного металлического стержня, закреплен-

ного с помощью специального приспособления в рамке перпенди-

кулярно оси вращения. Предполагается, что предварительно изме-

рена его длина и масса и вычислен его момент инерции, а также 

определены погрешности этих величин (результаты измерений и 

расчетов  необходимо внести в табл.6.1) 

Таблица 6.1 

Длина стержня L = SL = 

Масса стержня m = Sm = 

Момент оси стержня относительно оси, прохо-
дящей через центр масс и перпендикулярной 
стержню, J = 

SJ = 

 
Измерения 

1. Измерить время tn  n = 10–20 колебаний пустой рамки. Изме-

рения провести несколько раз, данные занести в табл.6.2. 

2. Закрепить стержень в рамке симметрично. Измерить время tn  

10–20 колебаний рамки со стержнем. Измерения провести несколь-

ко раз, данные занести в табл.6.2. 

Обработка результатов 

1. Для каждого опыта определить периоды колебаний пустой 

рамки 0T  и рамки со стержнем 2T . 

2. Найти средние арифметические значения 0T  и 2T  и выбо-

рочные стандартные отклонения для этих величин
0 2
,T TS S . Резуль-

таты вычислений внести в табл. 6.2. 
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Таблица 6.2 

Колебания без стержня Колебания со стержнем 

N tn n T0 <T0> ST0 N tn n T2 <T2> ST
2
 

1    1    

2    2    

3    

  

3    

  

· · · · · 

 

3. Учитывая, что период колебаний крутильного маятника свя-

зан с моментом инерции соотношением (6.1), получаем, что 

2 2 2 ст
2 0 4

J
T T

D
π− = , 

где стJ  — вычисленный ранее момент инерции стержня.  

Отсюда следует, что 
2

ст

2 2
2 0

4 J
D

T T

π
=

−
. 

Используя последнее соотношение, определить коэффициент 

упругости подвеса, а затем по формуле (6.3) — момент инерции 

пустой рамки J0 . 

 

Упражнение 2. Определение сечения эллипсоида инерции 

Измерения 

1. Для выполнения работы необходимо измерить размеры одно-

го из тел по указанию преподавателя (ребра параллелепипеда, сто-

роны треугольной призмы, радиус полудиска). Данные занести в 

табл. 6.3. 

2. Все тела, исследуемые в данной задаче, закрепляются в рамке 

благодаря ее конструкции, таким образом, что центр масс лежит на 

оси  вращения. Закрепив в рамке выбранное тело, измеряют время 

tn  n = 10–20 колебаний. Проводят несколько таких измерений. По-

ворачивают рамку на небольшой угол (например, на 15°), и вновь 

измеряют время  tn . Снова поворачивают рамку на тот же угол и 

проводят измерения  tn . Так поступают до полного поворота рамки 

на 180°. Результаты каждого измерения заносят в табл. 6.3. 

 

Таблица 6.3 

Формы и размеры исследуемого тела 

N αi tn n T <Tα> STα
 Jα 1 Jα  

1    

2    

3 

 

   

    

1    

2    

3 

 

   

    

· · · · · 

Обработка результатов 

1. Найти периоды колебаний маятника для каждого значения α , 

их среднее значение Tα< >  и выборочные стандартные отклонения 

TS
α

. Величины занести в табл. 6.3. 

2. Определяют моменты инерции исследуемого тела по форму-
лам (6.2)–(6.4) для различных значений α . Данные заносят в табл. 

6.3. 
3. Построить в полярных координатах ( )R α  сечение эллипсоида 

инерции 1 ( )R J α=  для исследованного тела, считая, что 

(180 ) ( )J Jα α+ =o . На этом же графике необходимо нарисовать и 
исследуемое тело. 

4. Определить положения рамки, при которых момент инерции 
принимает максимальное и минимальное значения. Эти положения 
соответствуют главным центральным осям инерции изучаемого 
тела. 

5. Используя известные формулы (см. Приложение), рассчитать 
величины моментов инерции тела относительно всех трех главных 
центральных осей и сравнить полученные значения с эксперимен-
тальными. При этом теоретическое значение zJ  сравнивается с 

суммой значений J Jx y, , полученной экспериментально, поскольку 

для плоских тел (см. Приложение) J J Jz x y= + . 

Упражнение 3. Определение компонент тензора инерции 

Для выполнения этого упражнения используется  то же тело, 

что и в упр. 2. На поверхности  всех тел, входящих в комплект ус-

тановки нанесены прямые, проходящие через точку, соответст-

вующую  его центру масс и повернутые относительно друг друга на 
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15°. Каждая из этих прямых может быть выбрана за ось Oх системы 

координат, связанной с телом. Вначале любую из этих прямых 

принимают за направление Ох. 
Измерения 

1. Определить четыре величины момента инерции тела  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 2 3 4, , , ,J J J J  для случая, когда выбранная ось Ox , соответствен-

но, совпадает, перпендикулярна, составляет угол 0α  и 0α−  с осью 

вращения ( 0α  — произвольный угол, например 30° или 45°). Для 

выполнения этого пункта необходимо произвести измерения, ана-
логичные проведенным в упр.2. Результаты занести в табл. 6.4. 

Приняв за ось Ox  другую прямую, нанесенную на поверхности 
тела,  повторить все измерения п.1 и получить новые значения ве-

личин ( ) ( )2 2

1 2, ,J J  ( ) ( )
J J3

2

4

2, . Полученные результаты занести в таблицу, 

аналогичную табл. 6.4. 

Обработка результатов 

Воспользовавшись измеренными величинами ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4, , ,

i i i i
J J J J  и 

соотношениями (6.17)–(6.10) определить J J Jxx yy xy, ,  для двух сис-

тем координат, которые использовались в п. 1 и п. 2. Убедиться, что 
компоненты тензора инерции зависят от выбора системы координат 
и занести их в табл. 6.4, указать ориентацию системы координат, 
для которой они получены. 

Таблица 6.4 

Формы и размеры тела 

 N tn n Т <T> S<T> Ji SJi
  

1    

2    

1 Ось Ох парал-
лельна оси вра-
щения 

3    

    

Jxx= 

1    

2    

2 Ось Ох перпен-
дикулярна оси 
вращения 

3    

    

Jyy= 

1    

2    

3 Ось Ох состав-
ляет угол α0 с 
осью вращения 

3    

    

1    

2    

4 Ось Ох состав-
ляет угол α0 с 
осью вращения  

3    

    
Jxy= 

· · · · · 

 

Упражнение 4. Определение компонент тензора инерции 

                                 тела, состоящего из стержней и шаров∗∗∗∗) 

Изучаемое тело представляет собой крестовину из стержней за-

данной массы и длины и шаров. Шары закрепляются на крестовине 

с помощью винтов. В упражнении по указанию преподавателя ис-

следуется одна из трех конфигураций тел, показанных на рис. 26. 

Измерения 

Закрепить тело в рамке. Измерить периоды колебаний маятника 

для нескольких заданных положений рамки, изменяя угол, опреде-

ляющий ее положение относительно оси вращения на 15°, начиная  

от положения при котором два шара находятся на одной вертикали 

(аналогично п.2 упражнения 2). Результаты измерений занести в 

табл.6.5. 

Таблица 6.5 

Выбранная конфигурация системы тел: 

αi  N tn n T <Tα> STα Jα 1 Jα
 ( )

теор
1 Jα

 

1    

2    
 

3    

     

1    

2    
 

3    

     

· · · · · 

 

Обработка результатов 

1. Определить моменты инерции маятников относительно вы-

бранной оси для всех рассмотренных случаев (аналогично п.2 уп-

ражнения 2). 

2. Определить компоненты тензора инерции выбранного тела  

J J Jxx yy xy, ,  для системы координат, оси которой направлены вдоль 

крестовины.  

3. Используя известные формулы для моментов инерции стерж-

ня и шара (см. Приложение), определить моменты инерции тела 

относительно вертикальной оси для использованных значений α . 

                                                           
∗
 ) Данное упражнение выполняется по указанию преподавателя. 
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Построить в полярной системе координат сечения эллипсоидов 

инерции  1 Jα  и ( )
теор

1 Jα  по найденным экспериментальным и 

теоретическим данным. 

 

Основные итоги работы 

В результате выполнения работы должно быть эксперимен-
тально получено сечение эллипсоида инерции плоскостью xOy  ис-

следованного тела. Определены направления главных  центральных 
осей инерции и определены компоненты тензора инерции для двух 
ориентаций осей Ox  и Oy . Следует провести сравнение данных 

эксперимента с теорией.  Для тела в виде крестовины для одного 
расположения системы координат должны быть определены экс-
периментально  и теоретически компоненты тензора инерции, 
построены экспериментально и теоретически определенные сече-
ния эллипсоидов инерции. 

 

Контрольные вопросы 

1. Записать уравнение моментов и объяснить смысл входящих в 

него величин. 

2. Какова связь между моментом импульса и угловой скоростью? 

Что такое тензор инерции? 

3. Записать компоненты тензора инерции для простейших систем: 

тонкая палочка, система материальных точек. 

4. Что такое  главные оси? Что такое центральные оси? Примеры. 

5. Как направлены векторы угловой скорости и момента количества 

движения тела вокруг закрепленной оси 

 1) если ось вращения совпадает с одной из главных осей; 

 2) если ось вращения не совпадает ни с одной из главных осей? 

 
Рис. 26. Конфигурации тел, исследуемые в данной работе 

 

6. Связь между компонентами тензора инерции и моментом инер-

ции относительно фиксированной оси. 

7. Что такое эллипсоид инерции? Как с помощью эллипсоида инер-

ции определить значение момента инерции тела относительно 

заданной оси? 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ ТЕЛ, 

ИМЕЮЩИХ ПРОСТЕЙШУЮ ГЕОМЕТРИЧЕСКУЮ  

ФОРМУ 

 

При определении момента инерции тела произвольной формы 

относительно некоторой оси его обычно представляют в виде 

совокупности малых элементов, находят момент инерции каждого 

элемента относительно выбранной оси и, затем, проводят суммирование 

(или интегрирование) по всему объему тела. Если форма тела является 

правильной геометрической фигурой, то процесс вычисления величины 

момента инерции значительно упрощается, а иногда могут быть 

использованы некоторые специальные способы, которые на отдельных 

примерах будут рассмотрены ниже. 
 

Приложение 1. Определение момента инерции тонкого стержня, 

относительно оси, проходящей через его середину. Пусть тонкий 

стержень имеет длину l и массу m. Разделим его на малые элементы длины 

dx (рис. 27), масса которых ( )dm m l dx= . Если выбранный элемент 

находится на расстоянии x от оси, то его момент инерции 2dJ x dm= , т.е. 

.
2
dxx

l

m
dJ =  

Интегрируя последнее соотношение в пределах от 0 до l/2 и удваивая 

полученное выражение (для учета левой половины стержня), получим 
 

2 3 22
2

00

2 2
3 12

l
lm m x ml

J x dx
l l

= = ⋅ =∫ .   (п.1) 

Это выражение может быть получено и другим способом, с помощью 

метода подобия. Будем считать, что рассматриваемый стержень состоит из 

двух половин (рис.28). Каждая из них имеет массу m/2 и длину l/2. 

Выражение для момента инерции стержня должно включать его массу и 

длину, так как это единственные параметры, определяющие его 

инерционные свойства при вращении. Пусть 
2kmlJ = ,            (п.2)    

где k  — неизвестный коэффициент. 

Для каждой из половин стержня при вращении вокруг оси AA ′  можно 

найти момент инерции, используя (п.2) и теорему Гюйгенса–Штейнера: 

П  риложения  

 

 

2 2

1
2 2 2 4

m l m l
J k

   
= +   

   
.              (п.3) 

Полный момент инерции стержня 






















+








==

22

1
4222

22
lmlm

kJJ .          (п.4) 

Но этот же момент инерции, согласно (п.2), равен 2kml . Приравнивая 

(п.4) и (п.2), имеем 

2
22

42
2

22
2 kml

lmlm
k =








+








     (п.5) 

или k
k

=+
16

1

4
 и, следовательно,  

12

1
=k ,     (п.6) 

т.е.
2

12

1
mlJ = , что совпадает с (п.1)    

 

Приложение 2. Моменты инерции прямоугольной пластины отно-
сительно главных центральных осей. Для расчета моментов инерции 

прямоугольной пластинки со сторонами a  и b  и массой m  выберем сис-

тему координат так, чтобы ее оси совпадали с главными центральными 

осями (рис. 29). Для прямоугольной пластинки легко вычислить моменты 

инерции относительно осей x  и y . Рассмотрим, например, расчет xJ . 

Пластинку можно представить как совокупность тонких полосок, для ка-

          
 

Рис. 27. Представление стерж-

ня, вращающегося вокруг оси, 

проходящей через его середи-

ну, в виде совокупности малых 

элементов dx 

 Рис. 28. К определению момента 

инерции тонкого стержня относи-

тельно оси, проходящей через его 

середину с помощью метода подо-

бия 
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Рис. 29. Выбор сис-

темы координат и пред-

ставление пластинки в 

виде совокупности тонких 

полосок 

 

 
 

Рис. 30. Представ-

ление пластинки в виде 

набора малых элементов 

ждой из которых момент инерции вычисляется так же, как для тонкой па-

лочки длины a . Момент инерции пластинки относительно оси x  равен 

сумме моментов инерции этих полосок, т.е. 

( ) 22

12

1

12

1
maadmJJ

ixx === ∑∑ .        (п.7) 

Аналогично вычисляется момент инерции 

пластинки относительно оси y  

2

12

1
mbJ y = .                 (п.8)  

Для вычисления момента инерции 

пластинки относительно оси z  вос-

пользуемся следующим приемом. 

Рассмотрим малый элемент массы mδ  (рис. 

30). Его момент инерции zJ δ  относительно 

оси z  равен 

( )2 2
zJ m x yδ = δ + ,            (п.9) 

т.е. можно записать, что 

2 2 z x yJ mx my J Jδ = δ + δ = δ + δ ,   (п.10) 

где xy JJ  , δδ  — моменты инерции этого 

малого элемента относительно осей y  и x . 

Это же соотношение справедливо не 

только для отдельного элемента, но и для 

любого плоского тела в целом. В этом легко 

убедиться, представляя плоское тело как 

совокупность отдельных малых элементов 

(рис.30) и производя суммирование по всем 

этим элементам. 

Таким образом, используя (п.7), (п.8) и (п.10), получим 

( )22

12

1
bamJ z += .    (п.11)   

 

Приложение 3. Момент инерции треугольной пластины относи-

тельно главной центральной оси, перпендикулярной его плоскости. 

Определим момент инерции треугольной пластины с помощью метода 

подобия. Этот метод используется обычно в тех случаях, когда изначально 

ясен общий вид формулы, определяющей момент инерции. В частности, 

 

 
 

Рис. 31. Схематичное 

представление применения 

принципа подобия для оп-

ределения момента инерции 

тела, имеющего форму рав-

ностороннего треугольника 

если тело является правильной фигурой, например, квадратом, равносто-

ронним треугольником, то в конечное выражение для момента инерции 

относительно оси, проходящей через центр масс и перпендикулярной 

плоскости фигуры, войдет масса тела и квадрат его характерного размера. 

Действительно — это единственные параметры, которые могут характери-

зовать инерционные свойства тела при 

его вращении вокруг выбранной оси. 

Таким образом можно записать 

2J kma= ,                (п.12) 

где J  — момент инерции тела, m  — его 

масса, a  — характерный размер (сторона 

квадрата или треугольника), k  — 

неизвестный коэффициент, который 

определяется формой тела. 

Для пластины, имеющей вид 

правильного треугольника CBA ′′′  (рис. 

31), момент инерции относительно оси, 

перпендикулярной плоскости пластины и 

проходящей через точку O , может быть 

выражен формулой (п.12). 

Проведем геометрическое построение (рис. 31) и рассмотрим тре-

угольную пластину ABC  со стороной a2 . Очевидно, что ее масса будет 

равна 4 m , а формула для момента инерции будет иметь вид 

( ) ( ) 22
1 1624 makamkJ ⋅⋅=⋅= .            (п.13) 

Пластина ABC  состоит из четырех одинаковых треугольников со сто-

роной a  каждая. В этом случае момент инерции треугольника ABC  мож-

но представить в виде суммы моментов инерции четырех треугольных 

пластин. Для вычисления этих моментов инерции воспользуемся тем, что 

центр масс треугольника находится в точке пересечения его медиан. Обо-

значим через d  расстояние от центров CAA ′′∆ , BBA ′′∆ , CCB ′′∆  до точки 

O  — центра масс пластины ABC . Используя теорему Гюйгенса–

Штейнера, получаем 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 AA C A BB C B C A B CJ J md J md J md J′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + =  

2 24 3 .k ma md= ⋅ +  (п.14) 

Учитывая, что 3d a= , и сравнивая (п.14) с (п.13), находим,что 
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Рис. 32. Выбор 

системы координат и 

представление диска в 

виде наборов тонких 

2
2

2
16

3
34 kma

a
mkma =+ ,             (п.15) 

откуда следует 

12

1
=k .     (п.16) 

Таким образом момент инерции плоского тела, имеющего форму рав-

ностороннего треугольника, относительно оси, проходящей через центр 

масс (точку О) перпендикулярно его плоскости, равен 

2

12

1
maJ = .                        (п.17)  

 

Приложение 4. Моменты инерции тонкого диска относительно его 
главных центральных осей. Для расчета моментов инерции тонкого 

диска массы m  и радиуса R  выберем систему 

координат так, чтобы ее оси совпадали с глав-

ными центральными осями (рис. 32). Опреде-

лим момент инерции тонкого однородного дис-

ка относительно оси z , перпендикулярной к 

плоскости диска. Рассмотрим бесконечно тон-

кое кольцо с внутренним радиусом r  и наруж-

ным drr + . Площадь такого кольца 

rdrds  2π= , а его масса 
2

2
R

rdr
m

S

mds
dm == , 

где 2 RS π= — площадь всего диска. Момент 

инерции тонкого кольца найдется по формуле 
2dmrdJ = . Момент инерции всего диска определяется интегралом 

2

0

3

2

2

2

12
mRdrr

R

m
dmrJ

R

z === ∫∫ .        (п.18) 

 

Для определения xJ  воспользуемся симметрией диска ( )yx JJ =  и ут-

верждением (п.10), полученным при расчете момента инерции прямо-

угольной пластины. При этом из (п.10) получаем 

xz JJ 2= ,                        (п.19) 

откуда 

2

4

1
mRJJ yx == .             (п.20)   

 

 

 

 

Рис. 33. Выбор системы 

координат 

и представление цилиндра в 

виде 

Приложение 5. Моменты инерции цилиндра относительно его 
главных центральных осей. Выберем оси системы координат, совпа-

дающие с главными центральными осями так, как показано на рис. 33. 

Определим момент инерции цилиндра относительно оси z . Цилиндр 

представляет  собой  набор тонких   дисков  с  массами dm  и моментами 

инерции 
2

2

1
dmRdJ z = . Момент инерции цилиндра равен сумме момен-

тов инерций zdJ  тонких дисков 

2
1

2
z zJ dJ mR= =∑ ,     (п.21) 

 где R  — радиус цилиндра, m  — его 

масса. 

Пусть теперь ось вращения 

проходит через центр масс цилиндра 

перпендикулярно его продольной оси 

(рис.П.7) и совпадает с осью 

координат x . Представим цилиндр 

как совокупность тонких дисков 

толщины dz  и массы ( )dm dzm l= ⋅  

( l  — длина цилиндра). Момент инерции тонкого диска xJd ′  относительно 

оси Ox  в соответствии с (п.20) и теоремой Гюйгенса–Штейнера равен 

22

4

1
dmzdmRJd x +=′ ,    (п.22) 

где z  — расстояние от диска до центра цилиндра. 

Момент инерции всего цилиндра найдем после интегрирования по z  

(по всей длине цилиндра): 

2
2

2

2

4

1
mRdz

l

m
zJ

l

l

x += ∫
−

,    (п.23) 

откуда получаем 

22

4

1

12

1
mRmlJ x += .                            (п.24)  

 

Приложение 6. Момент инерции цилиндра с центральным отвер-

стием относительно его продольной оси. Однородный цилиндр массы 

m  с внешним радиусом 2R  и внутренним радиусом 1R  (рис. 34) можно 

рассматривать как сплошной цилиндр радиуса 2R , массы 2m , из которого 
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вырезано отверстие — цилиндр радиуса 1R , массы 1m . Очевидно, что 

( )2
11

2
2212

2

1
RmRmJJJ −=−=  и, так как 12 mmm −=  и 

2
2

2
1

2

1

R

R

m

m

π

π
= , то 

( )2
1

2
2

2

1
RRmJ += .                               (п.25) 

 

Приложение 7. Момент инерции шара. Сплошной шар массы m  и 

радиуса R  можно рассматривать как совокупность бесконечно тонких 

сферических слоев с массами dm , радиусом r , толщиной dr  (рис. 35). 

Рассмотрим малый элемент сферического слоя m δ  с координатами x, 

y, x.  Его моменты инерции относительно осей ,,, zyx проходящих через 

центр слоя  — xJ δ , yJ δ , zJ δ , равны   

( ) ( ) ( ).  ,  ,  222222
yxmJzxmJzymJ zyx +=+=+= δδδδδδ  

Таким образом можно записать 

2   x =++ zy JJJ δδδ ( )2 2 2
.m x y zδ + +                 (п.26)  

Так как для элементов сферического слоя ,2222 rzyx =++ то 

2
2 .x y zJ J J mrδ + δ + δ = δ  

После интегрирования по всему объему слоя получим 

.2
2

dmrdJdJdJ zyx =++                    (п.27) 

Так как, в силу симметрии для сферического слоя dJdJdJdJ zyx === ,  а 

( )

2

3

4  

 4 3

dV r dr
dm m m

V R

π

π
= = , то 

3

4
2 2

3

2

R

drr
mdmrdJ == . 

                        
 

Рис. 34. Схематическое представление 

цилиндра с центральным отверстием 

Рис. 35. Схематическое представление 

шара как совокупность  сферических 

слоев 

 

 

 

Рис. 36. Выбор 

системы координат и 

представление парал-

лелепипеда в виде 

тонких прямоуголь-

Интегрируя по всему объему шара, получаем 

∫ ∫==

R

R

drr
mdJJ

0

3

4

2 . 

Окончательно (после интегрирования) получим, что момент инерции 

шара относительно оси, проходящей через его центр равен 

2

5

2
mRJ = .                             (п.28)   

 

Приложение 8. Моменты инерции параллелепипеда со сторонами 

,a b  и c  относительно его главных осей. Выберем оси системы коорди-

нат  ( zyx ,, ) совпадающими с главными цент-

ральными осями. Начало системы координат 

совпадает с центром параллелепипеда. Для 

определения момента инерции относительно оси 

Ox  представим параллелепипед как 

совокупность тонких прямоугольных пластинок 

(рис. 36) массой ( )dm m c dy=  и толщиной dy . 

Момент инерции xJd ′  каждой такой пластинки 

относительно оси Ox   в соответствии с (п.7) и 

теоремой Гюйгенса–Штейнера равен 

dmydmbJd x ⋅+=′ 22

12

1
.             (п.29) 

Момент инерции всего паралле-

лепипеда получим, интегрируя по всему объему 

 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

12 12

c c

x

c c

m m
J b dy y dm m b c

c c
− −

= + = +∫ ∫ .     (п.30) 

Аналогично вычисляются моменты инерции относительно осей y  и x : 

( )2 21

12
yJ m a b= +  ,                               (п.31) 

( )2 21

12
zJ m a c= + .            (п.32)  

 

Приложение 9. Моменты инерции равнобедренной треугольной 

призмы относительно ее главных осей. Рассмотрим предварительно 

моменты инерции тонкой равнобедренной треугольной пластины HPQ  
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Рис. 37. Выбор системы коорди-

нат и представление пластины в 

виде тонких полосок 

(рис. П.37) массы 1m  относительно ее 

главных осей. 

Центр пластины лежит на 

пересечении медиан, причем 

hQGOG
3

1

3

1
==  ( h  — высота треуголь-

ника). Главные центральные оси 11OO ′  и 

22OO ′  такой пластины расположены так, 

как показано на рис. 37 (ось 33OO ′  

проходит через точку O  

перпендикулярно плоскости пластины). 

Для удобства интегрирования введем 

систему координат zyx ′′′ ,,  с началом в 

точке Q , так что zQ ′  перпендикулярна 

плоскости пластины, а оси xO ′  и yO ′  

лежат в плоскости пластины и ось xO ′  

перпендикулярна высоте треугольника. 

Представим пластину как набор тонких полосок толщиной dy , с массами 

dm  и длинами ( )yl , причем ( )
a

l y y
h

= ⋅ ( a — основание треугольника) 

( )1 1 1

2

2
.

2 2

m m ma
dm dy l y dy y y dy

ha ha h h
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅    (п.33) 

      

Момент инерции ydJ  каждой такой полоски относительно оси 22OO ′  

(совпадающей с осью y′ ) равен (см.п.1) 

( ) dyy
h

am
y

h

a
ydy

h

m
yldmdJ y ⋅⋅

⋅
⋅=








⋅⋅=⋅= 3

4

2
1

2

2

12

6

12

12

1

12

1
.    (п.34) 

Полный момент инерции пластины 2J  относительно оси 2 2O O′  получаем 

после интегрирования: 

2
1

0

4

4

2
13

4

2
1

0

2
24

1

4

1

6

1

6

1
amy

h

am
dyy

h

am
J

hh

=⋅⋅=⋅⋅= ∫ .     (п.35) 

Момент инерции xJd ′  каждой полоски относительно оси x′  равен 

12 3
2

2
x

m
dJ dm y y dy

h
′ = ⋅ = ⋅ ⋅ .      (п.36) 

 

 

Рис. 38. Выбор системы коор-

динат и представление равнобед-

ренной призмы в виде тонких тре-

угольных пластин 

Для всей пластины 

213

0

2

1

2

2
h

m
dyy

h

m
J

h

x ⋅=⋅⋅=′ ∫ .  (п.37) 

Момент инерции 1J  относительно главной оси 11OO ′  связан с xJ ′  с 

помощью соотношения (теорема Гюйгенса–Штейнера) 
2

11
3

2








+=′ hmJJ x ,               (п.38) 

откуда получаем 

2
1

2
1

2

11
18

1

9

4

2

1

3

2
hmhmhmJJ x ⋅=








−⋅=








−′= .       (п.39) 

Для определения момента инерции пластины относительно оси 33OO ′ , 

перпендикулярной плоскости пластины, воспользуемся соотношением 

(п.10), верным для плоских тел 

213 JJJ += ,           (п.40) 

т. е.  









+=⋅+⋅= 22

1
2

1
2

13
3

1

4

1

6

1

18

1

24

1
hamhmamJ .              (п.41) 

Очевидно, что для пластины в форме плоского равностороннего тре-

угольника, когда ( )3 2h a= ⋅ , выражение (п.41) совпадает с (п.17), полу-

ченным более простым 

способом. 

При определении моментов 

инерции равнобедренной призмы 

толщины b  и массы m  

представим ее как набор тонких 

треугольных пластин с массами 

1 ( )dm m b dz= ⋅ . Систему 

координат выберем так, чтобы 

оси zyx ,,  совпадали с главными 

центральными осями призмы 

(см. рис. 38). Момент инерции 

призмы относительно оси Oz  равен сумме моментов инерции отдельных 

пластин: 









+= 22

3

1

4

1

6

1
hamJ z .      (п.42) 
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Получим теперь выражение для xJ  и yJ . Момент инерции отдельной 

пластины 1dJ ′  относительно оси Ox  в соответствии с (п.39) и теоремой 

Гюйгенса–Штейнера равен  

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1

18 18

m m
dJ dJ dm z dm h dm z h dz z dz

b b
′ = + ⋅ = + = + .   (п.43). 

Интегрируя по всей высоте призмы, получаем момент инерции xJ  отно-

сительно Ox : 

2
 

2

32
2

2

22

3

1

18

1

18

1
b

b

b

b

x z
b

m
mhdzz

b

m
h

b

m
J

−
−

+=







+= ∫ = 2 2

1 1

18 12
mh mb+ .    

  (п.44) 

Для оси Oy  имеем 

2 2 2 2
2 1 1

1 1

24 24

m m
dJ m a m z a dz z dz

b b
′ = + = + ,            (п.45) 

откуда 

22
2

2

22

12

1

24

1

24

1
mbmadzz

b

m
a

b

m
J

b

b

y +=







+= ∫

−

.     (п.46) 

Приложение 10. Моменты инерции полудиска относительно его 
главных центральных осей. Определим предварительно моменты инер-

ции для тонкой полукруглой пластины, имеющей массу 1m  (рис. 39). 

 

Найдем положение центра масс (т. А) этого тела, т. е. расстояние d . 

По определению центра масс имеем 
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Выберем декартову систему координат zyx ′′′ ,,  с центром в точке O  

(рис. 39). Проводя прямое интегрирование так же, как для диска, и учиты-

вая, что yx JJ ′=′ , получаем 

 

 
Рис. 39. Выбор системы координат для 

определения момента инерции 

 

 
Рис. 40. Выбор системы координат и 

представление полудиска толщины b
в виде тонких полукруглых пластин 
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Моменты инерции, относительно 

главных центральных осей получаем, 

используя теорему Гюйгенса–Штей-

нера: 
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При рассмотрении моментов 

инерции полудиска массы m , 

радиуса R  и толщины b  представим 

его в виде набора тонких пластин так, 

как показано на рис. 40. 

Систему координат 

выберем так, чтобы ее центр 

совпадал с центром масс полудиска, а направление осей координат — с 

направлением соответствующих главных центральных осей.  

Моменты инерции ,, yx dJJd ′ zdJ   тонких  пластин с массами 

1 ( )dm m b dz= ⋅ , относительно осей OyOx,  и Oz  получаем на основании 

(п.51)–(п.53) и теоремы Гюйгенса–Штейнера: 
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где z  — расстояние пластины от центра масс полудиска. 
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Выражения для моментов инерции полудиска получаем после интег-

рирования по всему объему: 
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Приложение 11. Моменты инерции тел, рассмотренных 
                   в приложениях (относительно осей, указанных на рисунках)  

Форма тела Моменты инерции 
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Форма тела Моменты инерции 

Тонкий диск 
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Форма тела Моменты инерции 

Шар 
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5
x y zJ J J mR= = =  
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