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8&�%�>����� �#0�� ��&� ���&��������� ��+����� %�( ���%�����.

������� ���/���� � ��#( �������� ����%�� D�,&��'� � �����������

����&*� (��(/��( ������� ���� ���&��������� ������	 ;�%�&'���� %�����

���,� $�������/ ������������� B���� ������������� �����&����������

��&��	

���#��� $���#�� ���������� ����&�� �� ������ ���,������,� �$*��

$&�$�%�����( �#0�,� ��&�� ���&��������� ��+����� �� ����������

���������� ��� ����� �	 "	 D��������� ���%�����.������� �.,� � !.

,� ��&���	 ;#�&��� ��%�&'�� ��*-� !)� ��%�� $� ������*� &��%����

��&��� &�-���� ����&*+ $�����(�� �� %��������� ,��#���� �&���� �������

������*� $��(��( � ����%* ������������ ��+�����	 7����� $���#�(

�������(/� ������������ ��%��� $� ���&��������� ��+������ ���,�� ��

����&*+ $&���%��* � �������*+ �#�&����+ ��%�� 5	 5	 7��+�������

I	 �	 ��������� D	 ;	 6��������� J;#�&��� ��%�� $� ���&���������

��+����� %�( �������K� �	 D	 6������ "	 �	 ;�&#� J;#�&��� ��%�� $�

������������ ��+�����K� 9	 ;	 �(���>���� 4	 �	 8&�+��� I	 5	 =��������

�	 4	 H������� J;#�&��� ��%�� $� ������������� ��+�����K	 ���,��

��%��� (��(/��( �&�,������*��	 6�'%�( ���� ���������( � ��#���-�,�

�$&������,� ���&��������,� ����&����� ����&*�� $� �����/ ����&�� ��'��

��������( ������ $�����*� $&� &�-���� ��%��	 6��,� �&�����&�����

$&�'%� ���,� �� ���%����� �.,� � !.,� ��&�� ���������,� ����������

���	 ����& ��%����(� ��� %����( ���,� ���'���( $�����*� %�$��������

�



� ��0�����/0�� ���#�*� $���#�(� $� ���&��������� ��+����� �� ������

%�( ���0�+�(� �� � %�( $&�$�%��������� ��%�0�+ ������&���� ���(��( $�

���&��������� ��+�����	

����& �*&�'��� �,&����/ $&������������� ����� �����,�� %�>����

7��,� ;�&�������� �������� � $&������&� �������/ "����&�����


�&������ ��(�-�� �� ��#( ����,��� �&�% �����������,� �����( &���$���

� �� ��&&����&�� �� �#���(�����*� &��#�& &�#��* � &(% ����&���*+

$&�%��'����� ����/0�+�( ����%������+ ���#�������� �#�&����� >���*+

������� � $�����*+ ���������� �� ���,�� �$���#�������-�� ����-���/

%����,� $���#�(	
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• D������*� #���� $&��������*+ �&���������*+ ���&%���� {qi}, i = 1, 3

ei =
∂r/∂qi
|∂r/∂qi| . L�	�M

• ;�(�� $��(&�*+ � %���&���*+ ���&%����

x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ. L�	�M

• ;�(�� >����%&������+ � %���&���*+ ���&%����

x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ, L�	!M

z = z.

• ;�(�� ���&������+ � %���&���*+ ���&%����

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ, L�	@M

z = r cos θ.

• "����& ���&���� ����&������� �����

v =
dr

dt
≡ ṙ L�	 M

�



• "����& � ���%&�� �����&� ���&���� � %���&���*+ ���&%�����+

v = ẋ ex + ẏ ey + ż ez, L�	?M

v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2. L�	)M

• "����& � ���%&�� �����&� ���&���� � $��(&�*+ ���&%�����+ L� ������

$�����,� %��'���(M

v = ρ̇ eρ + ρϕ̇ eϕ, L�	FM

v2 = ρ̇2 + ρ2ϕ̇2. L�	EM

;������(/0�/ �����&� ���&���� vρ = ρ̇ ���*��/� &�%�������� �

�������(/0�/ vϕ = ρϕ̇ � �&�����&�������	

• "����& � ���%&�� �����&� ���&���� � >����%&������+ ���&%�����+

v = ρ̇ eρ + ρϕ̇ eϕ + ż ez, L�	��M

v2 = ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2. L�	��M

• "����& � ���%&�� �����&� ���&���� � ���&������+ ���&%�����+

v = ṙ er + rθ̇ eθ + r sin θϕ̇ eϕ, L�	��M

v2 = ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2. L�	�!M

• ;����&��( ���&���� $����*����� ����/ $��0�%� ΔS �������� &�%���.

�����& �� ����� �&��( Δt

σ = lim
Δt→0

ΔS

Δt
, L�	�@M

"����& �����&��� ���&���� �$&�%��(���( �����&�*� $&�����%�����

&�%���.�����&� ����� � �� ���&����

σ =
1

2
r × ṙ. L�	� M

" $��(&�*+ ���&%�����+ L$&� $������ %��'����M

σ =
1

2
ρ2ϕ̇. L�	�?M

�



4�$&������� �����&� �����&��� ���&���� �$&�%��(���( $&������ $&���,�

�����	

4�'� ������ ��&���� J����&������( �����K ��$�����/��( ���'�

J�����K ��� $&��(�*� � ���&������� ���������� ����&���&�

B����������*� ��&��� J�����>�K	

�	 �������� �*&�'���( %�( �����&�� ��������,� #����� $��(&�*+ �

>����%&������+ ���&%���� � ��%� &����'���( $� #����� %���&���*+

���&%����	

�	 �������� �*&�'���( %�( �����&�� ��������,� #����� ���&������+

���&%���� � ��%� &����'���( $� #����� %���&���*+ ���&%����	

!	 H��*� %����&��>�&������� $������� �*&�'���� %�( �����&�

���&���� ����� � $��(&�*+ � >����%&������+ ���&%�����+	

@	 H��*� %����&��>�&������� $������� �*&�'���� %�( �����&�

���&���� ����� � ���&������+ ���&%�����+	

 	 �������� �*&�'���(� �$&�%��(/0�� �������*� #���� � �����&

���&���� v ����� � $�&�#��������+ ���&%�����+ (ξ, η, ϕ)

ρ =
√
ξη, z =

1

2
(ξ − η), ϕ = ϕ.

?	 �������� �*&�'���(� �$&�%��(/0�� �������*� #���� � �����&

���&���� v ����� � B���$�������+ ���&%�����+ (u, v)

x = a NOu cos v, y = a PO u sin v (a = NQRPS).

)	 8���� %��'���( � $�������� ���� ��� �,�� ��'%� �� �����&�� ���&����

� &�%���.�����&�� ��� �&��( �������( $����(��*� � &���*� α	 4����

�&������� �&�����&�� �����	

�



F	 1�(> #�'�� $� $&(��� �� ���&����/ v1	 9,� �������� $&����%�����

�� ���&����/ v2 ��#���� ����&�( � +�%� $�,��� ���,%� #�'��

� ��$&������� ��&�,� �� ���>�	 " �������*� ������ �&�����

&�����(��� ��'%� ���� &���� a � ��$&������( �+ %��'���(

�&��,������*	 4���� �&������� �&�����&�� ��#��� � ������� ��������

��(������ � ���>��	

E	 8���� %��'���( $� B���$�������� �&#��� ���&�, ������&�,�

$&��(,���/0�,� ������,� >���&�� ��+�%(0�,��( � �%��� �� �������

B���$��� � $����(���� ������������ ��,� �����&��� ���&����/ σ0	

��&����& B���$�� p� �,� B��>���&������ ε	 7$&�%����� ��������

�,����� ���&���� ����� � $�&�,����	

��	 8���� %��'���( $� B���$�� � B��>���&�������� ε � $����(����

������������ �,� ������ �����&��� ���&����/	 4���� ����-����

������������ � ����������� ���&����� ����� $&� %��'����	

��	 8���� %��'���( $� B���$�� � $�&����&�� p � B��>���&�������� ε �

$����(���� ������������ �,� ������ �����&��� ���&����/ σ0	 4����

$�&��% %��'���( �����	

��	 8���� %��'���( $� $���&+����� ���&* ���� ��� �,�� ��'%� �����&��

�� ���&���� � ��&�%����� �������(�� $����(��*� �,�� α	 4����

�&������� �&�����&�� �����	

�!	 ;��&'��� �������� $� ���&���� $&(��,� �,��� �#&��������,�

,�&����������� � ��&��������� $&(�*��	 4�'��� ����> ���&'�(

�(��� � $����(���� ���&����/ v0 � ,�&����������� ��$&������� �

���&��� �� ��&-��* �,��	 2���� ���&'�( &���� l	 " �������*�

������ ���&'��� �������(�� � ,�&������� �,�� α0	 2�( ��&�%��*

���&'�( �$&�%����� �M �&������� �&�����&��T �M ����������� ��

�&����� ���&���� %��'���(T !M ����������� �� �&����� ����&���(T

@M ����� %��'���(	

�



�@	 8���� %��'���( � $�������� ���� ��� �U &�%������( � �&�����&������(

���$�����* ���&���� �����(� �� r ���%�/0�� �#&���� vr =
b

r2 �

vϕ =
1

ar
	 4���� �&������� �&�����&�� �����	

� 	 8���� %��'���( $� ��&%���%� ρ = 2a cos2 ϕ

2
� $����(���� $� ��������

���&����/ v	 4���� ���&���� ����� � �� ����&���� ��� ����>�� ρ	

�?	 8���� �$��*���� ��&%���%� ρ = 2a cos2 ϕ

2
����� �#&����� ��� ��

&�%���.�����& �&�0����( � $����(���� ���&����/ ω	 4���� ���&����

����� � �� ����&���� ��� ����>�� �,�� ϕ	

�)	 8���� %��'���( $� �$�&��� ρ = aeϕ ���� ��� &�%������(

�������(/0�( �� ����&���( &���� ���/	 2�������� ��� �#���/��*�

�������* ���&���� � ����&���( ����� $&�$�&>�������* ρ	 5��������

��� ϕ̇(t = 0) = ω	

�F	 8���� %��'���( � $�������� � $����(���� $� �������� ���&����/ v �

$����(���� �,����� ���&����/ ω	 7$&�%������ ��� �� �&����� �������

��$&������� �����&� ���&���� v(t)	

�E	 8���� %��'���( $� B���$�� � $�����(�� a � b	 �&� B��� ���&����

�� �������( $����(���� � &����� v0	 7$&�%������ ��� �����(� ��

$���'���( ����� �����&* ���&���� � ����&���( �� %��'���(	

��	 8���� %��'���( $� B���$�� � $�����(�� a � b	 �&� B��� �,����(

���&���� �&�0���( &�%���.�����&�� $&���%����,� �� >���&� B���$��

� ������ $����(��� � &���� ω	 7$&�%������ ��� �� �&������ ���(���(

�����& ���&���� %��'���( ����� v(t)� ���� � �������*� ������

�&����� x(t = 0) = a	

��	 8���� %��'���( $� B���$��
(x
a

)2
+
(y
b

)2
= 1 � ����&������

$�&�������*� ��� y	 4���� ����&���� ����� ��� ����>�/ ���&%�����

���� r(t = 0) = b ey� v(t = 0) = v0 ex	

�	
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• ����% D�,&��'� $&������ %�( ������� �� ����&*� ����'��*

�%�����*� � ,�������*� ��(��	

• 3���� ���$���� ���#�%* ������*

s = 3N −K, L�	�M

,%� N G ����� ����&�����*+ ����� ������*� K G ����� �&�������

,�������*+ ��(���� ����'���*+ �� �������

fi(q1, . . . , qN , t) = 0, i = 1, K.

• ����>�( D�,&��'�� ��� ��,&��'��� LB��� �&����� ��&��� � #�%��

��$�������� ��'�M� G ����>�( �#�#0���*+ ���&������ �#�#0���*+

���&%���� � �&������ ��$������(���( %����� �������

L = L(q̇, q, t). L�	�M

• 2�( �����������+ ��+��������+ ������ � ���&>�����*+ �������+

������� ��,&��'��� �$&�%��(���( &�������/ ������������ �

$����>������� B��&,�� ������*

L(q̇, q, t) = T (q̇, q, t) − U(q, t). L�	!M

��



• �����>�����*� ���* G ���*� ����&*� ��,�� #*�� $&�%�������*

� ��%� ,&�%����� ������&�� ����(&��� ����>��� ���*������

$����>����� ��� $����>������� B��&,���

F p(r, t) = −∇U(r, t) ≡ − ∂U(r, t)

∂r
. L�	@M

• 7#�#0����( ����

Qi =
N∑

α=1

F α · ∂rα

∂qi
L�	 M

• 2������� ������* �$��*�����( �������� �&������� D�,&��'�

d

dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= Qd
i , L�	?M

,%� Qd
i G �#�#0����( %����$������( ����	 �$&�%��(���( ��&�����

L�	 M	

• 2����$�>�� � &����+ ����%� D�,&��'� ����*��/��( � $&���� �����

�&������� D�,&��'� L�	?M	 4������ %����$�����*+ ��� �� ��&�'����(

�� ��%� ��,&��'����	

• �����>��� ����&������� ����� � �%��&�%��� $����(���� $���

�(,�����( g = −gez

U = mgz L�	)M

• �����>��� �$&�,� %���&��&������� $&�'��* '��������/ k

U =
kx2

2
, L�	FM

,%� x G �%������� $&�'��*	

• D�,&��'��� �$&�%���� ���%�������� %�#������� � ���� ���,���*+

� ��%� $����� $&�����%��� $� �&����� �� ����(&��� ����>��

�#�#0���*+ ���&%���� � �&�����
d

dt
f(q, t) �� ���(�� ��%� �&�������

D�,&��'� L�	?M	 8� ���� ��,&�'���* L � L′ = L +
d

dt
f(q, t) ���/�

�




�%�� � �� '� ���������� ��%�&'���� � �$��*��/� �%�� � �� '�

�������	

��	 1�$����� ��,&��'��� � �&������( D�,&��'� %�( ����&�������

������ %��'�0���( � ��%����� $����>������� $��� U(r, t)� �*#�&�(

� �������� �#�#0���*+ ���&%���� �M %���&���*�� #M >����%&��������

�M ���&�������	 " ��'%�� ������ �*#�&� �#�#0���*+ ���&%����

$���&���� ���$�����* �#�#0����� ���*	

�!	 1�$����� ��,&��'��� � �&������( D�,&��'� %�( ����&�������

������ %��'�0���( � ��%����� $����>������� $��� U(r, t)� �*#�&�( �

�������� �#�#0���*+ ���&%���� $�&�#��������� ���&%����* (ξ, η, ϕ)

ρ =
√
ξη, z =

1

2
(ξ − η), ϕ = ϕ.

�@	 �������� �*&�'���( %�( ���$����� �#�#0����� ���* Qi

����&������� ����� � $�&�#��������+ ���&%�����+ (ξ, η, ϕ)

ρ =
√
ξη, z =

1

2
(ξ − η), ϕ = ϕ.

� 	 1�$����� ��,&��'��� � �&������( D�,&��'� %�( ����&�������

������ %��'�0���( � ��%����� $����>������� $��� U(r, t)� �*#�&�(

� �������� �#�#0���*+ ���&%���� B���$�������� ���&%����* (u, v)

x = a NOu cos v, y = a PO u sin v (a = NQRPS).

�?	 �������� �*&�'���( %�( ���$����� �#�#0����� ���* Qi

����&������� ����� � B���$�������+ ���&%�����+ (u, v)

x = a NOu cos v, y = a PO u sin v (a = NQRPS).

�)	 ����&���� ��,&��'��� �������������,� ��(����� ������m � %�����

���� l� %��'�0�,��( � �%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g $�%

��



%�������� ���* ��$&��������( F ���� = −βv	 1�$����� �&�������

D�,&��'�	

�F	 ����&���� ��,&��'��� � �&������� D�,&��'� %�( %��+ #������

������� m1 � m2� ��(����*+ ��������� � ��&���('���� ����/ �

%��'�0�+�( � �%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g� ��$*�*��(

%������� ���* ��$&��������( F ���� = −βv	

�E	 ����&���� ��,&��'��� � �&������� D�,&��'� ��&��������,�

$&�'����,� ��(����� ������ m � '��������/ $&�'��* k�

%��'�0�,��( � �%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g

$�% %�������� ���* ��$&��������( F ���� = −βv	 2����

��%���&��&������� $&�'��* l0	

!�	 
������ ������ m1 ��'�� #�� �&���( ��������� $� ,�&�����������

�$�>�	 6 #������ � $���0�/ ��������,� ���&'�( %���* l� ����&*�

��'�� ����&-��� ����#���( � ��&��������� $��������� $&��&�$����

%&�,�( #������ ������ m2	 ;������ ��+�%���( � ��&���������

�%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g	 1�$����� ��,&��'��� �

�&������( D�,&��'�	

��



!�	 ����&���� ��,&��'��� %�����,� �������������,� ��(������

����&-�/0�,� $������ ����#���( � �%��&�%��� � $����(����

��&��������� $��� �('���� g	 ����* -�&���� m1 � m2� %���*

�������*+ � ��&���('��*+ ����� l1 � l2	

!�	 ����&���� ��,&��'��� $&�'����,� ��(����� ������m � '��������/

$&�'��* k� ����&-�/0�,� $������ ����#���( � �%��&�%��� $���

�('���� g	 2���� ��%���&��&������� $&�'��* l0	

!!	 ����&���� ��,&��'��� ������*� �����(0�� �� %��+ -�&���� �������

m1 � m2	 ��&�*� -�&�� $�%��-�� �� $&�'��� '��������/ k

� %����� l0 � ��%���&��&������� �����(��� � ��'�� ����&-���

��&��������� ����#�������� %��'����	 "��&�� -�&�� $�%��-�� �

���>� ��&���('���� ���� %����� l� $&��&�$������ ����� � $�&����

-�&���� � ��'�� ����&-��� %��'���� � ��&��������� $��������	

;������ ��+�%���( � �%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g	

��



!@	 ����&���� ��,&��'��� ����&������� ����� ������ m� �A��'�/0�� �

,��%��� $���&+����� ��$�%��'��,� ����� � �,��� α $&� ����������

� �%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g	 ;�������� �&�������

%��'���(	

! 	 ����&���� ��,&��'��� ����&������� ������ $&���������

%��'�0���( $� ����&����� $���&+����� ,��%��� ���&�������

��$�%��'��� ��-� &�%���� R � �%��&�%��� � $����(���� $���

�('���� g	

!?	 �&���� ������ m1 $&��&�$��� %���( $&�'����� '�������(�� k1

� k2 � ��$�%��'�*� ��&�������*� ������� � ��'�� ����&-���

%��'���� �%��� ,�&��������	 ;���� � ,&����� �� ���� %����� l

��&�� ,�&����������/ 0��� �%��� ���� ,�&����������� $���&+�����

$�%��-�� -�&�� ������ m2� ����&*� ��'�� ����#����( �

��&��������� $��������	 ;������ ��+�%���( � �%��&�%��� �

$����(���� $��� �('���� g	 " �����(��� &��������( ,&���� ��+�%���(

$���&�%��� ��'%� ��������� $&�'��* $&� B��� ��%���&��&����*	

����&���� ��,&��'��� ������*	

��



!)	 ;������ �$��*�����( ��,&��'�����

L = eβt/m

(
mẋ2

2
− U(x)

)
.

��������� ��� �� �&������� %��'���( ���$�%��� � �&��������

�%����&��,� %��'���( �����>* ����* m � $����>������� $��� U(x)

$�% %�������� ���* ��$&��������( F �� = −βv	

!F	 2�� #������ �������m1 �m2 �������* �� ��$�%��'���� ��&��������

&��$���'����� ����>� &�%���� R � $� +�&%� ��(���* $&�'����

'��������/ k � %����� l0 � ��%���&��&������� �����(���	 ;������

��+�%���( � �%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g	 ����&����

��,&��'��� ������*	

!E	 
������ ������ m �������� �� $�������>� &�%���� R� &��$���'�����

� ��&��������� $��������� � $&��&�$���� � %��� �%������*�

$&�'���� '��������/ k ��'%�(	 ;������ ��+�%���( � ��&���������

$��� �('���� g	 �&� %��'���� #������ ��$*�*���� %������� ���*

��$&��������( F ���� = −βv	 ����&���� ��,&��'��� ������*	

1�$����� �&������� %��'���(	

��



@�	 8��� ������ m1� $&��&�$������ � $&�'��� '�������� k� ��'��

����&-��� ����#�������� %��'���� ������ �%��� ��&���������

���&��* '�����,� $&(��,� �,��	 8��� ������ m2 $&��&�$���� �

$�&���� ���� � $���0�/ ��������,� ���&'�( %����� l � ��'��

%��,����( �%��� ,�&����������� ���&��* $&(��,� �,��	 ;������

�&�0����( ���&�, ��&��������� ��� � $��� �('���� g = −gez �

$����(���� �������� �������� ν	 ����&���� ��,&��'��� ������*	

1�$����� �&������( %��'���(	

@�	 ��������� ��� �&������� %��'���( �%����&��,� ��>���(��&� �

��,&��'�����

L =
mẋ2

2
− kx2

2
$&� ������� ���* �(���,� �&���( F �� = −βv ���$�%��� � �&��������

%��'���( ������* #�� %����$�>�� � ��,&��'�����

L = eβt/m

[
mẋ2

2
+
βxẋ

2
− 1

2

(
k − β2

2m

)
x2
]
.

@�	 ��������� ��� ������� � ��,&��'�����

L =
ẋ+ γx

ωx
VWNSX

(
ẋ+ γx

ωx

)
− 1

2
ln
(
(ẋ+ γx)2 + ω2x2) ,

��



,%� γ � ω G &����&�*� ��B���>����*� B����������� ���������

,�&����������� ��>���(��&� � �(���� �&������ %��'���� ����&�,�

�$��*�����( �&��������

ẍ+ 2γẋ+ (γ2 + ω2)x = 0.

���� "������� 
��!��� � ���
� ������!�

• 5���,&���� %��'���( ���*�����( ����>�( �#�#0���*+ ���&%�����

�#�#0���*+ ���&����� � �&������ �� �����(/0�( ���� �������� $&�

B���/>�� ������*

f(q(t), q̇(t), t) = NQRPS %�( ∀t, L�	EM

��� B����������� ��$���
d

dt
f(q(t), q̇(t), t) = 0. L�	��M

• 6�'%*� ����,&�� %��'���( ��'�� &������&����� ���

%����&��>������� �&������� $�&��,� $�&(%��	 9��� �����

���%���*+ ���������*+ ����,&���� %��'���( ���$�%��� � ������

���$���� ���#�%* ������*� ��'�� $�$*�����( ����� ����� %��'���(

������* �� &�-�( ������� %����&��>�����*+ �&������� D�,&��'�

���&�,� $�&(%��	

• 7#�#0����( B��&,�( �$&�%��(���( &���������

E =
s∑

i=1

q̇i
∂L
∂q̇i

− L = E(q̇, q, t). L�	��M

• 7#�#0���*� ��$����� �����������/0�� �#�#0����� ���&%����� qk�

�$&�%��(���( &���������

pk =
∂L
∂q̇k

. L�	��M

��



• Y���������� ���*�����( �#�#0����( ���&%������ �� ����&��

��,&��'��� �� ������� L$&� B��� ��,&��'��� ������� ��

�����������/0�� �#�#0����� ���&���� q̇kM

∂L
∂qk

= 0, L�	�!M

�� ���� ��,&��'��� ���&��� ���� ���

L = L(q̇1, q̇2, . . . , q̇k−1, q̇k, q̇k+1, . . . q̇s; q1, q2, . . . , qk−1, qk+1, . . . , qs; t).

• �&����� ��+�'%���( ����,&���� %��'���( $� ��%� ��,&��'����

�M ���� ��,&��'��� (��� �� ������� �� �&�����

L = L(q̇, q),

�� ����
∂L
∂t

= 0,

� ���������/� %����$�>�� LQd
i = 0M� �� �#�#0����( B��&,�( E

(��(���( ����,&���� %��'���(T

�M ���� %�( ��,&��'���� ������( >���������( ���&%����� qk

� ���������/� %����$�>�� LQd
i = 0M� �� �#�#0���*� ��$����

pk� �����������/0�� >���������� ���&%������ (��(���( ����,&����

%��'���(	

@!	 3����>� ������ m %��'���( � $��� �('���� $� �&���� y = a/x + bx

La > 0� b > 0M� &��$���'����� � ��&��������� $�������� Lg = −geyM	

1�$����� ��,&��'��� � �&������( D�,&��'�	 4���� ����� %��'���(

� ���%&���&�+	


	



@@	 ����&���� �*&�'���� %�( �#�#0����� B��&,�� � �&������� %��'���(

%�( �%����&��� ������*� �$��*������ ��,&��'�����

L =
mẋ2

2
+ a e−γt

(
ẋ− γx

)
− kx2

2
(a, γ = NQRPS).

4����� ���� �����'��� ����,&��* %��'���(	

@ 	 ����&���� �*&�'���� %�( �#�#0����� B��&,�� � �&������� %��'���(

%�( �%����&��� ������*� �$��*������ ��,&��'�����

L =
mẋ2

2
+ a

(
ẋ sin Ωt+ xΩ cos Ωt

)
− kx2

2
(Ω = NQRPS).

4����� ���� �����'��� ����,&��* %��'���(	

@?	 5�$�����( �$&�%������ �#�#0����� B��&,�� E� $�������� ���

dE

dt
= −∂L

∂t
.

2����$�>�� ���������/�	

@)	 2�( ������������ ������* � s ���$��(�� ���#�%* � ��,&��'�����

L =
1

2

s∑
i,j=1

aij(q) q̇i q̇j +
s∑

i=1

bi(q)q̇i + c(q, t)

$���&���� �*&�'���( %�( �#�#0����� B��&,�� � �#�#0���*+

��$������	

@F	 4���� ����� %��'���( � ���%&���&�+ %�( ������* � ��,&��'�����

Lb = NQRPSM

L =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+ bẏ PZRx− 1

2
ω2

0x
2.

@E	 2���� l $�����,� �������������,� ��(����� ���(���( � �����������

�� �,�� ���������( ��(����� �� ��&������ $� ���������� ������

l = l(ϕ)	 ����&���� ���#�%��,� $�%���( g	 4���� ����� %��'���(

��(�����	


�



 �	 
������ ������ m ��'�� #�� �&���( ��������� $� ,��%����

��%���&��&������ ���&'�/� ����&*� �&�0����( � $����(����

�,����� ���&����/ ω � ��&��������� $�������� ���&�,

,�&����������� ���� $�&$��%����(&��� ���&'�/	 ;������ ��+�%���(

� ��&��������� $��� �(,�����( g	 1�$����� ��,&��'��� � �&������(

D�,&��'�	

 �	 
������ ������ m1 ��'�� #�� �&���( ��������� $� ,�&�����������

�$�>�	 6 #������ � $���0�/ ��������,� ���&'�( %���* l� ����&*�

��'�� ����&-��� ����#���( � ��&��������� $��������� $&��&�$����

%&�,�( #������ ������ m2	 ;������ ��+�%���( � ��&���������

�%��&�%��� � $����(���� $��� �('���� g	 4���� ����� %��'���(

#������ � ���%&���&�+	

 �	 ����&������( ����� ������ m %��'���( $� ���&� &�%���� R �

$��� ���* �('���� g = −gez	 4���� ����,&��* %��'���( � �����

%��'���( ����� � ���%&���&�+	 " �������� �#�#0���*+ ��$���������

���&������� ���&%����*	

 !	 ����&������( ����� ������ m %��'���( $� ���&� &�%���� R �

$��� ���* �('���� g = −gez	 4���� ����,&��* %��'���( � �����

%��'���( ����� � ���%&���&�+	 " �������� �#�#0���*+ ��$���������

>����%&������� ���&%����*	

 @	 ����&������( ����� ������ m %��'���( $� $���&+����� $�&�#����%�

az = x2 + y2 La = NQRPSM � $����(���� � �%��&�%��� $��� �('����

g = − g ez	 1�$����� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���( ����� �

���%&���&�+	







  	 ����&������( ����� ������ m %��'���( $� ����&����� $���&+�����

������ � �,��� $����,� &�����&� α � $����(���� � �%��&�%��� $���

�('���� g = −gez	 1�$����� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���(

����� � ���%&���&�+	 7�� ������ ���$�%��� � ���/ z� �,� ��&-���

��+�%���( � ������ ���&%����� ����� &��$���'�� � $���$&���&������

z > 0	

 ?	 ����&������( ����� ������ m �������� #�� �&���( $� ����>�

&�%����� R� &��$���'������ � ��&��������� $��������	 6���>�

�&�0����( ���&�, ����,� ��&��������,� %�����&� � �������� ω � $���

�('���� g = −gez	 ����&���� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���(

�����	

 )	 
������ ������ m $&��&�$���� � $&�'��� '��������/ k � ��'��

%��,����( �%��� ����>� &�%����� R� &��$���'������ � ��&���������

$��������	 ;������ $&���%���( �� �&�0�������� %��'���� ���&�,

��&��������� ���� $&�+�%(0�� ��&�� >���& ����>�� � $����(����

�,����� ���&����/ ω	 2���� $&�'��* � ��%���&��&�������

�����(��� l0	 ����&���� ���#�%��,� $�%���( g = −gez	 ����&����

��,&��'���	 4���� ����� %��'���( #������ � ���%&���&�+	

 F	 ;��&'��� ������ m � %����� l -�&��&�� ���&�$��� � ��&+���

����� � ��'�� ����&-��� $������ %��'���� � ��&��������� $���

�('���� g	 ����&���� ��,&��'��� ������*	 4���� ����� %��'���(
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� ���%&���&�+ � �#0�� ��%� %�( $&���������,� %��'���( ���&'�(	

1�$����� �&������( D�,&��'�	 :������&���( �����*� ������ ���*+

���������� ���&'�( �� ��&������� ����� ������� ���*+ ������*+

����#����	

 E	 ;��&'��� ������ m � %����� l �������� $� ���&���� $&(��,� �,��

#�� �&���(	 "�&+��� �,� ����> $&��&�$��� � $&�'��� '��������/ k	

;������ $&���%���( �� �&�0�������� %��'���� ���&�, ��&���������

���&��* $&(��,� �,�� � $����(���� �,����� ���&����/ ω	 4�$�����

��,&��'��� � ����� ����� %��'���( ���&'�( $&� �������� ��� �

�������*� ������ �&����� ���&'��� $������( ������������ ���&��

$&(��,� �,��� � �,��� ����&*� �� �������(� � ,�&����������� ���/�

&���� ϕ0	 2���� ��%���&��&������� $&�'��* l0.

?�	 ;��&'��� ������ m � %����� l $�%��� � ��&��������� $��������

� $����(���� � �%��&�%��� $��� �('���� g ���� ��� ��'��� �,�

����> �������� $� ,��%��� ,�&����������� $���&+�����	 ����&����

��,&��'��� � ����� ����� %��'���( ���&'�( � ���%&���&�+	

?�	 ;��&'��� ������ m � %����� l ��'�� %��,����( � $��������� ������(

#�� �&���( � $��� �(,�����( �%��� ���>�� $� ��&��������� �$�>��

%&�,�� G $� ���,����� �$�>�� $&����� ����&�� ��%�� ����>���

y = f(x)	 ;������ $&���%���( �� �&�0�������� %��'���� ���&�,

��&��������� �$�>* � $����(���� �,����� ���&����/ ω	 4�$�����

��,&��'��� ������*� �����( ��������� ����>�/ f(x)	 4���� (��*�


�



��% ����>�� y = f(x)� $&� ����&�� �/#�� $���'���� ���&'�( #�%��

&��������*�	 ����&���� ���#�%��,� $�%���( g = −gey	

?�	 2�� ���&'�( ������� m1� m2 � %������ l1� l2 ��&�$���* -�&��&��	

��&�*� ���&'��� -�&��&�� $&��&�$��� � ��&+��� �����	 ;����(� ���

���&'�� ����&-�/� %��'���� � ��&��������� $�������� � $����(����

� �%��&�%��� $��� �(,�����( g� $���&���� ��,&��'��� ������*	

?!	 ;��&'��� ������ m � %����� l �������� � ��&��������� $��������

$� ���&���� $&(��,� �,�� #�� �&���( � $����(���� � �%��&�%���

$��� �('���� g	 ����&���� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���( �

���%&���&�+	

?@	 ;��&'��� ������ m � %����� l #�� �&���( �������� $� ���&����

$&(��,� �,��� $�������� ����&�,� ��&��������� � $����(���� �

�%��&�%��� $��� �('���� g	 ;������ �&�0����( ���&�, ��&���������

���&��* �,�� � $����(���� �,����� ���&����/ ω	 ����&����

��,&��'��� � ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

? 	 ;��&'��� ������ m � %����� L -�&��&�� $&��&�$��� � #�&�#���

&�%���� R� ����&*� �&�0����( ���&�, ��� ������&�� � $����(����


�



�,����� ���&����/ ω	 ����&���� ���#�%��,� $�%���( g = −gez	

����&���� ��,&��'��� ������*	

??	 ���%��� $&��������� ����>� &�%����� R �&�0����( � $����(����

�,����� ���&����/ ω ���&�, ����,� ��&��������,� %�����&�	 4�

����>� ��%��� #������ ������ m� ���%������( � ����*�-��

������ ��&�'����� $&�'���� '��������/ k � %����� l0 �

��%���&��&������� �����(���	 �&�'��� &��$���,����( $� +�&%�	

4���� ����� %��'���( #������ � ���%&���&�+	

?)	 ���%��� $&��������� ����>� &�%����� R �&�0����( ���&�, ����,�

��&��������,� %�����&� � $����(���� �,����� ���&����/ ω	 4� ����>�

��%��� ������� ������ m� ���%������� N ������ [ ��&�'�����

$&�'���� '��������/ k� %���� $&�'��* � ��%���&��&�������

�����(��� Rϕ0	 �&�'��� &��$���'��� $� %�,�	 4���� ����� %��'���(

������� � ���%&���&�+	
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?F	 6������ ������ m ��'�� ��������� �%��� ,��%��,� ���&'�( \]

%����� 2l� ���>* ����&�,� � �����+ \ � ] '����� ���%����*

�� ���&����� $&(��,� �,�� ∠AOB� �&�0�/0�,��( ���&�, �����

��&��������� ���&��* \[ � $����(���� �,����� ���&����/ ω	

6������ ���%����� � ������� \ � ] %���( �%������*�� $&�'�����

'��������/ k	 2���� ��'%�� $&�'��* � ��%���&��&�������

�����(��� &���� l0� ∠[\] = α	 4���� ����� %��'���( ������� �

���%&���&�+	

?E	 ;��&'��� ������ m � %����� L -�&��&�� $&��&�$��� �� &�����(���

a �� ��&��������� '������ �$�>* � ��'�� ����&-��� $������

%��'���� � ��&��������� $��������	 ;������ $&���%(� �� �&�0����

� $����(���� �,����� ���&����/ ω ���&�, �$�>*	 ;��&'��� $&�

%��'���� �������( � ��&��������� $��������	 ����&���� ���#�%��,�

$�%���( g = −gez	 ����&���� ��,&��'��� ������*	
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��#� $��!���� ��� !����% ����� �

&������������� '���

• 2��'���� �����>* � ��&(%�� e � $&���������� B����&���,������

$��� �$��*�����( ��,&��'�����

L =
1

2
mṙ 2 +

e

c
A · ṙ − eϕ. L�	�@M

• "����&�*� A � ����(&�*� ϕ $����>���* B����&���,�����,� $��(

���%(��( ���� ��� $� ��� �%�������� �$&�%��(/��( ��$&('�������

B����&������,� E � ��,�����,� H $���� ��,����� &���������

H(r, t) = ∇ × A(r, t), L�	� M

E(r, t) = −∇ϕ(r, t) − 1

c

∂A(r, t)

∂t
. L�	�?M

• �����>���* A, ϕ �$&�%����* ���%�������� �� ������ ���/0�,��(

��#�&� $����>����� A, ϕ ��'�� $���&���� %&�,�� ��#�& A′, ϕ′

A′ = A + ∇α(r, t), L�	�)M

ϕ′ = ϕ− 1

c

∂α(r, t)

∂t
L�	�FM

� �/#�� $&���������� ����(&��� ����>��� α(r, t)� ����&*�

������������� ��� ��� '� �����,�&�>�� B����&���,�����,� $��(

E,H 	

��&�+�%

A, ϕ→ A′, ϕ′


�



��,����� L�	�)M � L�	�FM ���*�����( ����#&�����*� $&��#&���������

$����>����� A, ϕ B����&���,�����,� $��(	

• :���& �����&� A � $&��������*+ �&���������*+ ���&%�����+

{qi} (i = 1, 3)

∇ × A =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h1e1 h2e2 h3e3
∂

∂q1

∂

∂q2

∂

∂q3
h1A1 h2A2 h3A3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. L�	�EM

• �&�%���� ����(&��� ����>�� ϕ � $&��������*+ �&���������*+

���&%�����+ {qi} (i = 1, 3)

∇ϕ =
1

h1

∂ϕ

∂q1
e1 +

1

h2

∂ϕ

∂q2
e2 +

1

h3

∂ϕ

∂q3
e3 L�	��M

• ��&����&* D��B

hi =

∣∣∣∣ ∂r∂qi
∣∣∣∣ ≡

√√√√(
∂x

∂qi

)2

+

(
∂y

∂qi

)2

+

(
∂z

∂qi

)2

L�	��M

%�( %���&���*+ ���&%����

h1 ≡ hx = 1, h2 ≡ hy = 1, h3 ≡ hz = 1; L�	��M

%�( >����%&������+ ���&%����

h1 ≡ hρ = 1, h2 ≡ hϕ = ρ, h3 ≡ hz = 1; L�	�!M

%�( ���&������+ ���&%����

h1 ≡ hr = 1, h2 ≡ hθ = r, h3 ≡ hϕ = r sin θ. L�	�@M

• :������*� ����#&���� $����>����� %�( �%��&�%�*+ $����(��*+

B����&������,� � ��,�����,� $���� H = H0ez� E = E0 LH0 =

NQRPS, E0 =
−−−→
NQRPSM

ϕ = −E0 · r L�	� M
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1) A =
1

2
H0(−yex + xey), L�	�?M

2) A = −H0 yex, L�	�)M

3) A = H0 xey. L�	�FM

• " ����#&���� �����&��,� $����>����

A =
1

2
H0(−yex + xey)

��,&��'��� ��&('����� �����>* � �%��&�%�*+ $����(��*+

B����&������,� � ��,�����,� $��(+ H = H0ez� E = E0

� %���&���*+ ���&%�����+

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+
eH0

2c

(
xẏ − yẋ

)
+ eE0 · r, L�	�EM

� >����%&������+ ���&%�����+

L =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2

)
+
eH0

2c
ρ2ϕ̇+ eE0 · r, L�	!�M

� ���&������+ ���&%�����+

L =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
+
eH0

2c
r2 sin2 θ ϕ̇+ +eE0 · r. L�	!�M

)�	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � �%��&�%��� � $����(����

��,������ $��� H = H0ez	 " >����%&������+ ���&%�����+ �����

����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+	 ����� (���,� �*�������(

$�������*+ ����,&���� $�������� ��� �&�����&��� %��'���( �����>*

(��(���( �������( ����(	 7$&�%����� $�&����&* �������� �����

-�, �������� ����� � &�%��� $����	

)�	 3����>� ������ m � ��&(%�� e ��+�%���( � $������ ,��%���

�&�#�� ������/0� ����,� &�%����� ���,����� � ��&�� ��&�'�����

�	



&�%���� R	 8&�#�� �&�0����( � $����(���� �,����� ���&����/ ω

���&�, ��&��������,� %�����&� ��&�'�����	 "%��� ��� �&�0���(

%�������� $��� �('���� g � �%��&�%��� $����(���� ��,������ $��� H 	

;�������� ��,&��'��� � �&������( D�,&��'� �����>*	 4���� �����

�� %��'���( � ���%&���&�+	

)�	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � ��&�0���*+

��,������ H = H0 ez � B����&������� E = E0 ex $��(+	 "

����#&���� �����&��,� $����>���� A =
1

2
H0(−yex + xey) $����

��$��&�%�������,� &�-���( �&������� D�,&��'� � %���&���*+

���&%�����+ (��� ����� ����� %��'���( �����>*	

)!	 
������ ������ m � ��&(%�� e �������� �� �$�>�� ���,����/ $�

$�&�#��� y = ax2� � %��'���( � �%��&�%��� � $����(���� $���

�('���� g = −gey	 4� &�����(��� h ����� �� ��&-��* $�&�#��*

�� ��� y ��+�%���( ��$�%��'�*� ������*� ��&(% Q	 ;����(� ���

�&���( ���� ����� ����� %��'���( #������ � ���%&���&�+	 " �������

��,%� #������ ��$*�*���� %������� ���* �&���( F �� = −γv� ��$�����
�&������� D�,&��'� La, γ = NQRPSM	

)@	 
������ ������ m � ��&(%�� e �������� �� $&(��/ �$�>��

�#&���/0�/ �,�� α � ��&������/ � �&�0�/0�/�( ���&�,

��&��������� ��� � �������� �������� ν � �%��&�%�*+ � $����(��*+

$��� �('���� g = −gez � ��,������ $��� H = H0ez	 4���� �����

%��'���( #������ � ���%&���&�+	

) 	 
������ ������ m � ��&(%�� e �������� �� �$�>�� ���,����/ $�

$�&�#��� y = ax2 La = NQRPSM� ����&�( �&�0����( ���&�, ��&���������

��� � �,����� ���&����/ ω � �%��&�%�*+ � $����(��*+ $��� �('����

g = −gey � ��,������ $��� H = H0ey	 4���� ����� %��'���(

#������ � ���%&���&�+	

)?	 
������ ������ m1 ��'�� #�� �&���( ��������� $� ,�&�����������

��



�$�>�	 6 #������ � $���0�/ ��������,� ���&'�( %���* l� ����&*�

��'�� ����&-��� ����#���( � ��&��������� $��������� $&��&�$����

%&�,�( #������ ������ m2 � ��&(%�� Q	 ;������ ��+�%���( �

��&��������� $��� �('���� g � ���#�� ,�&����������� �%��&�%��� �

$����(���� B����&������� $��� E	 1�$����� ��,&��'��� � �&������(

D�,&��'�	

))	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+�����

��&��������,� ������ � �,��� $&� ��&-��� 2α � $��� �('����

g = −gez	 " ��&-��� ������ ���&�$��� ��&(% Q	 1�$�����

��,&��'���� ������� ����,&��* %��'���( � ����� ����� %��'���(

�����>* � ���%&���&�+	

)F	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ���&� &�%���� R � $���

�('���� g = −gez� � ���'� �%��&�%�*+ � $����(��*+ B����&�������

E = −E0ez � ��,������ H = H0ez $��(+	 4���� ����,&��*

%��'���( � ����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+	

)E	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+����� $�&�#����%�

az = x2 + y2 La = NQRPSM � $����(��*+ � �%��&�%�*+ $��� �('����

g = −gez� B����&������� � ��,������ $��(+� ��$&('������� ����&*+

�������������� E = −E0ez � H = H0 ez	 1�$����� ��,&��'��� �

����� ����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+	

F�	 8���� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ����&����� $���&+�����

������ � �,��� &�����&� α � $����(���� � �%��&�%��� $��� �('����

g = −gez� � ���'� B����&������� � ��,������ $��(+� ��$&('�������

����&*+ �������������� E = E0ez � H = H0ez	 1�$����� ��,&��'���
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� ����� ����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+	 7�� ������ ���$�%���

� ���/ z� �,� ��&-��� ��+�%���( � ������ ���&%����� ����� &��$���'��

� $���$&���&������ z > 0	

F�	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+����� $�&�#����%�

az = x2 + y2 La = NQRPSM � $����(��*+ � �%��&�%�*+ $��� �('����

g = −gez � ��,������ $���� ��$&('������� ����&�,� H = H0 ez	

1�$����� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���( �����>* �

���%&���&�+	

F�	 8���� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ����&����� $���&+�����

������ � �,��� &�����&� α � $����(���� � �%��&�%��� $��� �('����

g = −gez� � ���'� ��,������ $���� ��$&('������� ����&�,�

H = H0ez	 1�$����� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���( �����>*	

7�� ������ ���$�%��� � ���/ z� �,� ��&-��� ��+�%���( � ������

���&%����� ����� &��$���'�� � $���$&���&������ z > 0	

F!	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ���&� &�%���� R �

$��� �('���� g = −gez � �%��&�%��� � $����(���� ��,������ $���

H = H0ez	 4���� ����,&��* %��'���( � ����� %��'���( �����>* �

���%&���&�+	

F@	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � ��,������ $���

#���������,� $&���%���� � ����� I	 4���� ����� %��'���( �����>*

� ���%&���&�+	 ����� �(,�����( $&���#&���	

F 	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+�����

��&��������,� ������ � �,��� $&� ��&-��� 2α � $��� �('����

g = −gez	 " ��&-��� ������ ���&�$��� ��&(% Q	 5�����( ���'�

�%��&�%��� ��,������ $��� H = H0ez� ��$&�������� �%��� ���

������	 6���� &��$���'�� � $���$&���&������ z > 0	 ����&����

��,&��'��� �����>* � ����� ����� �� %��'���( � ���%&���&�+	

��



F?	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � �%��&�%�*+ � $����(��*+

��,������ $��� H = H0ez � $��� �('���� g = −gez $� $���&+�����

$�&�#����%� az = x2 + y2 La = NQRPSM	 1�$����� ��,&��'��� �

>����%&������+ ���&%�����+ � ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

F)	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � �%��&�%���

��,������ $���� ��%����� � ����#&���� �����&��,� $����>����

A =
1

2
H0(−yex + xey)� � B����&������� $��� E = −axex − ayey�

La = NQRPSM	 4���� ����� %��'���( �����>*� ���� r(0) = r0�

v(0) = v0	

FF	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+����� $�&�#����%�

az = x2 + y2 La = NQRPSM � $����(��*+ ��,������ H = H0ez �

B����&������� $��(+ E = −E0ez	 1�$����� ��,&��'��� � ����� �����

%��'���( �����>*	

FE	 3����>� ������ m � ��&(%�� q %��'���( $� $���&+�����

��&��������,� ������ � �,��� $&� ��&-��� 2α � $��� �('����

g = −gez � $����(���� B����&������� $��� E = E0ex	 6&��� ��,�� �

��&-��� ������ ���&�$��� ��&(%Q	 1�$����� ��,&��'��� � �&������(

D�,&��'� �����>*� ���� ����� &��$���'�� � $���$&���&������ z > 0	

E�	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � ���%��&�%��� ��,������

$���

H =
H0

NO2ay
ez (H0 = NQRPS).

4���� ����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+	

E�	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � �%��&�%��� � $����(����

��,������ $��� H = H0ez� ��$*�*��( $&� B��� %������� ���*

��$&��������( F ���� = −2γv	 4���� ����� %��'���( �����>* $&�

��%���*+ �������*+ ������(+ r(0) = 0� v(0) = v0ex	

E�	 7%��&�%�*� ���&'��� ������ m � %����� l -�&��&�� ���&�$���

� ��&+��� ����� � ����&-��� $&���������� �&�+��&��� %��'����

��



L$&��������� �&�0����( ���&�, ��&��������� ��� � $&���������

������((�� �� ��&������M	 �� ���&'�/ &������&�� &��$&�%���� ��&(%

q	 "%��� ��&������ ���� ��$&�����* �%��&�%�*� � $����(��*� $���

�(,�����( g � B����&������� $��� E	 ����&���� ��,&��'��� ���&'�(	

��(� )
�������� 
��!����� *����������

�����
������ 
��!��� 

• D�,&��'��� �����>* ������m� ����&-�/0�� �%����&��� %��'����

L����� ���$���� ���#�%* s = 1M � $����>������� ���>����&��� $���

U(x)

L =
1

2
mẋ2 − U(x) L�	!�M

L−∞ < x < +∞M	

• 1���� %��'���( �����>* � ���%&���&�+

t− t0 = ±
x∫

x0

dx√
2

m

(
E − U(x)

) , L�	!!M

,%� �������� �#�#0����� B��&,��� ����,&��� %��'���(� �%��������

�$&�%��(���( �������*�� ������(�� x(t0) = x0� ẋ(t0) = v0

E =
1

2
mv2

0 + U(x0) = NQRPS. L�	!@M

• 1���� J±K � ���%&���&� L�	!!M �$&�%��(/��( ��$&��������

%��'���( �����>*� �� ���� �����������/� ������ �#�#0�����

���&����

ẋ = ±
√

2

m

(
E − U(x)

)
. L�	! M

��



1��� J+K ���%��� #&���� ��,%� �����>� %��'���( � ���&���

���������( ���&%����* x L� B��� ������ ẋ > 0MT ���� J−K ���%���

#&���� ��,%� �����>� %��'���( � ���&��� �����-���( ���&%����* x

L� B��� ������ ẋ < 0M	

• ���'����� ��������� ����&*� ��'�� $&������� �#�#0����(

���&%����� x $&� %��'���� �����>*� �$&�%��(���( ��&���������

E ≥ U(x) L�	!?M

L������� ����������� %����$��� �#����� %��'���(M	

• 9��� $&� %��'���� �����>* ���'����� �������� �� �#�#0�����

���&%����* x �,&�������� %��'���� ���*�����( ������*�� �

$&������� ������ G ��������*�	

• ��&��% �������,� %��'���(

T = 2

x2∫
x1

dx√
2

m

(
E − U(x)

) , L�	!)M

,%� ����� $���&��� x1,2 �$&�%��(/��( &��������� �#�#0����� B��&,��

� $����>����

E = U(x1,2). L�	!FM

• " �����+ $���&��� �#�#0����( ���&���� �����>* ẋ = 0	

E!	 4���� ����� %��'���( �%����&��� �����>* � $����>������� $���

U(x) �#���� ����� $���&��� x0 $&� �������� ��� U ′(x0) �= 0	

E@	 4���� ����� %��'���( �%����&��� �����>* � $����>������� $���

U(x) �#���� ����� $���&��� x0 $&� �������� ��� U ′(x0) = 0�

U ′′(x0) < 0	

��



E 	 4���� $�&��% �������,� %��'���( �����>* ������ m �

$����>������� $���

U(x) =

{
0, |x| > L,

−U0, |x| ≤ L.

E?	 3����>� ������ m %��'���( � $����>������� $���

U(x) =

{
−U0 + kx2, x > 0,

∞, x < 0 (U0, k > 0)

� B��&,��� E	 6���� $�&��% %��'���( �����>*^

E)	 4���� �&��( ��%�&'��� �*������� �������� $����>������,� $��(

U(x) =

{
0, |x| > L,

−U0, |x| ≤ L,

$&� $&�+�'%���� �����>�� ������ m $&���&���������� �#�����

−∞ < x < +∞	

EF	 3����>� ������ m %��'���( � $����>������� $���

U(x) = k|x|, (k > 0)

� B��&,��� E	 6���� $�&��% %��'���( �����>*^

EE	 4���� $�&��% ����#���� �����>* ������ m � $����>������� $���

U(x) = ax2, (a > 0).

���	 4���� $�&��% �%����&��,� �������,� %��'���( �����>* ������ m �

$����>����

U(x) = − a

x2 , (a > 0).

���	 7$&�%������ ��� ������� �� B��&,�� E $�&��% �������,� %��'���(

�����>* ������ m � $����>������� $���

U =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−U0

(
1 − x

a

)
, x > 0,

−U0

(
1 +

x

a

)
, x < 0 (U0, a = NQRPS > 0).

��



���	 4���� $�&��% ����#���� �����>* ������ m � $����>������� $���

U(x) = − a

|x| + b
, (a, b > 0).

��!	 4���� ����� %��'���( �����>* ������ m � $����>������� $���

U(x) = −U0 cos
x

a
, (U0, a > 0),

���� � �������*� ������ �&����� ẋ(0) = −2
√
U0/m� x(0) = 0	

��@	 3����>� ������ m %��'���( � $����>������� $��� U(x) =
a

x2 �

L a > 0 M	 �� ������ ������ ���(���( ���&%����� � �������� �&������

���� � �������*� ������ ��� #*�� $���'��������� � ���&���� &����

���/^

�� 	 3����>� ������ m %��'���( � $����>������� $���

U(x) =

{
− α

x2 , x > L,

∞, x ≤ L (α > 0)

N B��&,��� − α

L2 < E < 0	 3��� &���� $�&��% %��'���( �����>*^

��?	 3����>� ������ m %��'���( � $����>������� $���

U1(x) =

{
a− k|x|, |x| < a/k,

0, |x| ≥ a/k (a, k > 0)

� B��&,��� E > a	 4� ����� �&��( $���� $&�+�'%���( ��%

$����>�����*� #�&��&�� B�� �����>� �������� �� %&�,�� �����>* �

��� '� ������� ����&�( %��'���( � $����>������� $��� U2(x) = 0

� ����� ����� '� �������*� ������(^ " �������*� ������ �&�����

�����>* ���/� ���&%����� x0 < −a/k � $���'�������/ $&���>�/

���&����	

��)	 "*������� � $�&��� $�&(%�� $� α � β $�$&���� � $�&��%� ����#����

�%����&��,� ,�&���������,� ��>���(��&� � ��,&��'�����

L =
mẋ2

2
− mω2

0x
2

2
,

��



�#����������/ ����� %�#����� L�����0�����M � $����>����

δU(x) = −αx3 − βx4, α, β → +0.

��F	 4���� �&��( ��%�&'�� $&� $&�+�'%���� �����>�� ������ m �#�����

�� x = −∞ %� x = ∞� �#����������� �������� $����>������,� $��(

U(x) =
U0

NO2ax
, (a, U0 = NQRPS > 0).

��E	 4���� $�&��% �������,� %��'���( �����>* ������ m � $����>����

U(x) = A

(
_`a

(
−2x

a

)
− 2 _`a

(
−x
a

))
(A, a = NQRPS > 0).

���	 7$&�%������ ��� ������� �� B��&,�� $�&��% �������,� %��'���(

�����>* ������ m � $����>������� $���

U(x) = U0 SX2 αx,

,%� α � $����(���(	

���	 7$&�%������ ��� �� B��&,�� E ������� $�&��% �������,� %��'���(

�����>* ������ m � $����>������� $���

U(x) = − U0

NO2ax
,

,%� U0 � a G $���'������*� $����(��*�	

���� $��!���� � ���������� '���

• Y���&������ $��� G $���� � ����&�� ����� %������/0�( ��

%��'�0�/�( � ��� �����>�� ������� �� &�����(��( %� ������,� >���&�

� ��$&������ �%��� ������ ���%��(/0�� �����>� � ������� >���&

F = −F (r)
r

r
L�	!EM

��



L�%��� $&�%$���,����(� ��� ������� ���&%���� �*#&��� ���� ���

������� >���& ��+�%���( � ������ ���&%����M	

• "�(��� >���&������ $��� $����>������� $&���� $����>���

>���&�����,� $��(� ���'� ��� � ����� ������� �� &�����(��( ��'%�

�����*� >���&�� � �����>��� %��'�0���( � �,� $���

U(r) =

∫
F (r)dr. L�	@�M

• 2��'���� � �/#�� >���&������ $��� (��(���( $������	

;��%���������� �����>�� %��'�0�(�( � >���&������ $���� ����� %��

���$��� ���#�%* Ls = 2M	 ���������� � ����&�� ��'�� �&�����&�(

�����>*� %��'�0���( � >���&������ $���� ���*�����( $��������/

D�$����	 7&�����>�( $�������� D�$���� � $&���&������ �$&�%��(���(

��+&��(/0���( �����&�� ������� ��$����� L L����,&�� %��'���(M

�����& ������� ��$����� L �&��,������ $�������� D�$�����G �

��%����( �������*�� ������(��	

• " $��(&�*+ ���&%�����+ $�������� D�$���� ��,&��'��� �����>*�

%��'�0���( � $&���������� >���&������ $��� U(r)

L =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2ϕ̇2

)
− U(ρ). L�	@�M

• 5���,&��* %��'���(

E =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2ϕ̇2

)
+ U(ρ), L�	@�M

pϕ = mρ2ϕ̇. L�	@!M

• ���������� ��*�� ����,&��� %��'���( pϕ

pϕ = |L| L�	@@M

LL G �����& ������� ��$����� �����>*M	

�	



• 1���� %��'���( �����>* � $&���������� >���&������ $��� U(r) �

���%&���&�+

t− t0 = ±
ρ∫

ρ0

dρ√
2

m

(
E − U�� (ρ)

) , L�	@ M

ϕ− ϕ0 = ±
ρ∫

ρ0

pϕ

mρ2

dρ√
2

m

(
E − U�� (ρ)

) , L�	@?M

• b��������*� $����>���

U�� (ρ) = U(ρ) +
p2

ϕ

2mρ2 . L�	@)M

• 1���� J±K� � L�	@ M � L�	@?M �$&�%��(/� ���� �#�#0����� ���&����

ρ̇

ρ̇ = ±
√

2

m

(
E − U�� (ρ)

)
. L�	@FM

"*#�& ����� �$&�%��(���( ��$&�������� %��'���( �����>* $�

����-���/ � �������� >���&� ���� �����>� %��'���( � ���&��� ��

������,� >���&� L���&%����� ρ &������ ρ̇ > 0M� $�&�% ���%&���*��

��&�(�� �*#�&�/� J+KT ���� �����>� %��'���( � ���&��� � ��������

>���&� L���&%����� ρ �����-����(� ρ̇ < 0M�G �*#�&�/� ���� J−K	

• ���'����� ��������� $&�������*+ �#�#0����� ���&%������ ρ $&�

%��'���� �����>* � >���&������ $��� �$&�%��(���( ��&���������

E ≥ U�� (ρ) L�	@EM

L������� ����������� %����$��� �#����� %��'���(M	

• ���������� ��������� ���&%����* ϕ ������������� J�����*����/K

�&�����&�� ���&�, ������,� >���&�	

��



• ��&��% �������,� %��'���( � >���&������ $���

T = 2

ρ2∫
ρ1

dρ√
2

m

(
E − U�� (ρ)

) , L�	 �M

,%� ����� $���&��� ρ1,2 �$&�%��(/��( &��������� �#�#0����� B��&,��

� B���������,� $����>����

E = U�� (ρ1,2). L�	 �M

• " �����+ $���&��� �#&�0����( � ���� ��-� &�%������(

�������(/0�( �����&� ���&���� �����>* vρ = ρ̇ = 0� �&�����&������(

'� �������(/0�( vϕ = ρϕ̇ �= 0	

• 8&�����&�( �������,� %��'���( ��������� ���� ��0�����/� �����

>��*� ����� k, n ∈ Z� ���

ρ2∫
ρ1

pϕ

mρ2

dρ√
2

m

(
E − U�� (ρ)

) = π
k

n
. L�	 �M

• ��%���� �����>* �� ������� >���& �����'��� ����

(
U(ρ)ρ2 +

p2
ϕ

2m

)∣∣∣∣∣
ρ→0

≤ 0. L�	 !M

���	 2�������� ��� �����& D�$����G:��,�GD��>�

A = v × L − αr

r

(��(���( ����,&���� %��'���( ��%��� 6�$��&�
(
U(r) = −α

r

)
LLG �����& ������� ��$����� �����>*M	

�




��!	 4���� �&��( $�%���( �����>* ������ m � >���& $��(

U(r) = − b

r2 , b > 0,

� &�����(��( R �� �����(��( $���(� $&� ������� L2/2m < b� E > 0	

��@	 4���� �&������� �&�����&�� �����>* ������ m � >���&������ $���

U(r) = − α

r
, α > 0.

:������&��� ������� �����������/0�� ���� �����'�*� �������(�

B��&,�� E �����>*	

�� 	 4���� �&������� �&�����&�� �����>* ������ m � >���&������ $���

U(r) = − α

r
, α < 0.

:������&��� ������� �����������/0�� ���� �����'�*� �������(�

B��&,�� E �����>*	

��?	 4���� $�&��% �������,� %��'���( �����>* ������ m � >���&������

$���

U(r) = − α

r
, α > 0.

��)	 7$&�%������ $&� ����+ �������(+ B��&,�� E � ������� ��$����� L

�����'�� �������� %��'���� �����>* #�� $�%���( �� ������� >���&�

$����>��� ����&�,�

U(r) = − α

r
− β

r2 , α, β > 0.

��F	 3����>� ������ m %��'���( � $���

U(r) =
α

r
− β

r2 , α, β > 0.

�&� ����+ �������(+ B��&,�� E � ������� ��$����� L �����'��

���������� %��'���� �����>* � $�%����� �� ������� >���&^

��



��E	 7$&�%������ $&� ����+ �������(+ B��&,�� E � ������� ��$����� L

�����'�� ������ &����(��� �����>* ������ m � $���

U(r) =
α

r
− β

r2 , α, β > 0.

���	 7$&�%������ $&� ����+ �������(+ n �����'�� $�%���� �����> ��

������� >���&� $����>��� ����&�,�

U(r) = − α

rn
.

���	 4���� �&������� �&�����&�� �����>* ������ m � B��&,��� E < 0 �

�������� ��$����� L $&� %��'���� � >���&������ $���

U(r) = − α

r2 , α > 0.

$&� ������� $�%���( �����>* �� >���&	

���	 4���� �&������� �&�����&�� �����>* ������ m � B��&,��� E > 0 �

�������� ��$����� L $&� %��'���� � >���&������ $���

U(r) = − α

r2 , α > 0.

$&� ������� $�%���( �����>* �� >���&	

��!	 4���� �&������� �&�����&�� �����>* ������ m � B��&,��� E > 0 �

�������� ��$����� L $&� &����(��� �� ������� >���&�� $����>���

����&�,�

U(r) = − α

r2 , α > 0.

��@	 4���� ���������� �#�&���� ���&�, ������,� >���&�� ����&-���*+

�����>�� ������ m $&� &����(��� �� ������� >���&�� $����>���

����&�,�

U(r) = − α

r2 , α > 0

$&� �������� ��� L2/2m > α� L G ������ ��$����� �����>*	

��



�� 	 4���� �&������� �&�����&�� �������,� %��'���( �����>* ������ m

� >���&������ $���

U(r) = − α

r
+

β

r2 , α, β > 0.

��?	 4���� �,����� &�����(��� ��'%� %���( $����%��������*��

$&�+�'%���(�� ����� r�	
 L�,����� ���0���� �$�>���&�M $&�

�������� %��'���� �����>* ������ m � >���&������ $���

U(r) = − α

r
+

β

r2 , α, β > 0.

��+� ,�
��� ����� �� 

• 1�%��� &����(��( $�����(�� $� ���������� +�&����&� &����(��(

$���� �����> �� ������� >���&�� ��#�/%������ B��$�&�����������

$������� ����&��>�/ � $�&����&�+ ��� �����> $����� ��� � ������,�

>���&�	

• " ��%��� &����(��( $&�%$���,����(� ��� $����

�M �%��&�%�� $� ������ ������/ L�� ���� ��� �����>* $���� ���/�

�%�� � �� '� $�&����&*� ��� �����>* $���� ���/� �%�������/

B��&,�/MT

�M $���� %��������� &��&�'��� ���#* ��'�� #*�� $&���#&���

������%�������� �����> $���� ��'%� ��#�� L�� ���� �%�����������

��� ���(�� �� %��'���� ��'%�� �����>* $����� G B�� ������%�������

� �����*� >���&��M	

• ��% &����(���� $��������( ��������� ��$&������( %��'���(

�����> $����� �#����������� ������%�������� � �����*� >���&��	

��



• b��$�&���������� ����&(���� ��������� (��(���(

%����&��>������� ������� &����(��( dσ� ����&�� �$&�%��(���(

����-����� ����� �����>� &����(��*+ � �%���>� �&������ � $��������

$����� ������/0�,� �� ������� >���& $���� �����>

dσ =
dN����/dt

j
. L�	 @M

• ��������� $����� $�%�/0�,� $���� $����*����� ����� ����������

�����> $���� $&������� � �%���>� �&����� ��&�� �%������/

$��0�%��� &��$���'����/ $�&$��%����(&�� ��$&������/ %��'���(

�����>

j =
dN

dt dS
. L�	  M

• �&�>����*� $�&����& p G B�� %���� $�&$��%����(&�� �$�0����,�

�� ������,� >���&� �� $�&����������� ��$&������� %��'���( �����>*

$����	

• 2�( ������������,� &������ %����&��>������,� ������( &����(��(

$���� �����> � >���&������ $��� ������,� >���&� ���#+�%��� �����

����������� $&�>�����,� $�&����&� p �� �,�� &����(��( θ

p = p(θ), L�	 ?M

��,%� %�( �*�������( dσ ��'�� ���$����������( �%��� �� ��&���

dσ = 2πp(θ)
∣∣∣dp(θ)∣∣∣, L�	 )M

dσ = π
∣∣∣dp2(θ)

∣∣∣, L�	 FM

dσ = 2πp(θ)

∣∣∣∣∣dp(θ)dθ

∣∣∣∣∣dθ, L�	 EM

dσ =
p(θ)

sin θ

∣∣∣∣∣dp(θ)dθ

∣∣∣∣∣dΩ. L�	?�M

LdΩ G B������ �������,� �,�� dΩ = 2π sin θdθM

��



• 1���������� p(θ) ��'�� #*�� ���%��� �� �&������( �&�����&��

π − θ = 2

∞∫
ρmin

pϕ

mρ2

dρ√
2

m

(
E − U��(ρ)

) L�	?�M

� ������ ��,�� ���

U��(ρ) = U(ρ) +
p2

ϕ

2mρ2 ≡ U(ρ) +
Ep2

ρ2 . L�	?�M

;�����-���� L�	?�M $&���%��� %�( �����(� ��,%� $&� &����(���

�����>� �� ��$����� ����&-��� $���*� �#�&�� ���&�, ������,� >���&��

� ��������� �,����� �#�#0����� ���&%����* ϕ ����&������� �����

$&� &����(��� Δϕ < π	 " $&������� ������ &�������� ���#+�%���

��%���>�&����� ��%��'�0�� �#&����	

;�����-���� L�	?�M �$&���%���� %�( $����>������ �#*��/0�+ ��

$&���&���������� #������������

U(ρ)

∣∣∣∣∣
ρ→∞

= 0.

• " ������� ��,%� &���������( $�%���� �����> $���� �� ������� >���&�

����&�������� � B��$�&���������� ����&(���� ��������� (��(���(

������� $�%���( �����> �� ������� >���& L������� ��+����M� ����&��

�$&�%��(���( ����-����� ����� �����>� �$��-�+ �� ������� >���& �

��



�%���>� �&������ � $�������� $����� ������/0�,� �� ������� >���&

$���� �����>

σ��� =
dN����/dt

j
. L�	?!M

• �&�%����*� $&�>����*� $�&����& p0 G �������� $&�>�����,�

$�&����&�� ���( ����&*� �����>* $���� ����$��������� �*+�%(�

�� �&�,���/ �&#��� ���&�, ������,� >���&�	 9,� �������� ��'��

#*�� ���%��� �� ������( ���$�%���( �������( B��&,�� �����> $����

� ���������� B���������,� $����>����⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

E = U��(ρ0, p0),
∂

∂ρ
U��(ρ0, p0) = 0,

∂2

∂ρ2U��(ρ0, p0) < 0.

• ������������ ������� $�%���( �����> �� ������� >���& L�������

��+����M ��'�� #*�� �*������� $� ��&����

σ��� = πp2
0. L�	?@M

��)	 3����>� ������ m � B��&,��� E �$&�,� &����������( �� -�&� &�%����

R	 4���� %����&��>������� � $����� ������� &����(��(	

��F	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����>� ���&����

����&*+ %� &����(��( $�&�������� ��� x� �� ,��%��� �$&�,��

$���&+������ �#&��������� �&�0����� ,&����� ����>��

y = f(x) = a cR
x

b
, b ≤ x ≤ 3b, (a, b > 0)

���&�, ��� x	

��



��E	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����>� ���&����

����&*+ %� &����(��( $�&�������� ��� x� �� ,��%��� �$&�,��

$���&+������ �#&��������� �&�0����� ,&����� ����>��

y = f(x) = b PZR
x

a
, 0 ≤ x < πa, (a, b > 0)

���&�, ��� x	

�!�	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����>� ���&����

����&*+ %� &����(��( $�&�������� ��� x� �� ,��%��� �$&�,��

$���&+������ �#&��������� �&�0����� ,&����� ����>��

y = f(x) = b− a2

x
,

a2

b
≤ x <∞, (a, b > 0)

���&�, ��� x	

�!�	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����>� ���&����

����&*+ %� &����(��( $�&�������� ��� x� �� ,��%��� �$&�,��

$���&+������ �#&��������� �&�0����� ,&����� ����>��

y = f(x) = ax1/2, (a > 0)

���&�, ��� x	

�!�	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����>� ���&����

����&*+ %� &����(��( $�&�������� ��� x� �� ,��%��� �$&�,��

$���&+������ �#&��������� �&�0����� ,&����� ����>��

y = f(x) = a− b

x2 ,

√
b

a
≤ x <∞, (a, b > 0)

���&�, ��� x	

�!!	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( $����&���� ��&(%�� e ��

(%&� ����� � ��&(%�� Ze	

�!@	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����> � B��&,��� E ��

���&������� $����>������� (�� ,��#���� U0

U =

{
0, r > R,

−U0, r < R.

��



�! 	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����> ������ m �

B��&,��� E � >���&������ $���� $����>��� ����&�,�

U =

{
0, r > R,

U0, r < R.

�!?	 4���� %����&��>������� ������� &����(��( �����> ������ m �

B��&,��� E � >���&������ $���� $����>��� ����&�,� (α > 0)

U =

{
0, r > R,

α

r
− α

R
, r < R.

�!)	 4���� ������� $�%���( �� ������� >���& %�( �����> ������ m�

%��'�0�+�( � $����>����

U(r) = − α

rn

� B��&,��� E� n > 2� α > 0	

�!F	 4���� ������� $�%���( �� ������� >���& %�( �����> ������ m�

%��'�0�+�( � $����>����

U(r) =
α

r
− β

r2

� B��&,��� E	

�!E	 4���� ������� $�%���( �� >���& %�( �����> ������ m� %��'�0�+�( �

$����>����

U(r) =
α

r2 − β

r4

� B��&,��� E	

�@�	 4���� ������� $�%���( �� >���& %�( �����> ������ m� %��'�0�+�( �

$����>����

U(r) = − α

r2

� B��&,��� E	

�	



�@�	 4���� $����� ������� $�%���( �� ������� >���& %�( �����> ������ m

� B��&,��� E� %��'�0�+�( � >���&������ $���

U(r) =
α

r2 − β

r3 (α, β > 0).

�@�	 4���� $����� ������� $�%���( �� ������� >���& %�( �����> ������ m

� B��&,��� E� %��'�0�+�( � >���&������ $���

U(r) =
α

r2 − β

r6 (α, β > 0).

��-� ����� �������� ����.��� 

• D�,&��'��� ���#�%��� ����#�������� ������* � s ���$��(��

���#�%* � ���%&������� $&�#��'���� $� ���*� ���������(� ��

$���'���( &��������( ����� ��%

L(2)
0 =

1

2

s∑
i,j=1

tijẋiẋj − 1

2

s∑
i,j=1

uijxixj, L�	? M

,%� tij� uij G $����(��*� ��B���>����*� xi = qi − q0i G �����

���������� �#�#0����� ���&%����* qi �� $���'���( &��������( q0i	

• ����'���� &��������( q0i �$&�%��(���( �������� ��������

$����>���� ������* U(q1, q2, . . . , qs)	

4��#+�%��*� �������� �������� $����>���� U(q1, q2, . . . , qs) � �����

q0i (��(���( �&�#������ B���&�����

∂U(q0)

∂qi
= 0. L�	??M

• 2���������� ������� �������� $����>���� U(q1, q2, . . . , qs) ���

����>�� ���������+ $�&�����*+ L�&���&�� ;�������&�M ������� �

��



���� ���#* ��� �,���*� ����&* ���&�>* U � �����(0�� �� ���&*+

�����*+ $&�����%�*+ $����>���� uij =
∂2U(q)

∂qi∂qj

∣∣∣∣
q0

(
(U)ij = uij

)
�

�*�������*+ � ����� B���&����� q0i L�	??M� #*�� $���'������*

δ1 = u11 > 0, δ2 =

∣∣∣∣∣ u11 u12

u21 u22

∣∣∣∣∣ > 0, . . . δs =

∣∣∣∣∣∣∣
u11 · · · u1s
			 			 			

us1 · · · uss

∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

• �&������( D�,&��'� %�( ������* � ��,&��'����� L�	? M G

�&������( ���*+ ������*+ ����#����∑
j

(
tijẍj + uijxj

)
= 0. L�	?)M

:�-���� �%��&�%��� ������* ������*+ %����&��>�����*+

�&������� L�	?)M �0���( � ��%� $�&��%������+ ����>��

xj(t) = d_
(
Aj e

iωt
)

L�	?FM

� ���$������� ��$����%�� Aj	

��%�������� L�	?FM � �&������( L�	?)M $&���%�� � �%��&�%��� �������

������*+ ��,�#&�������+ �&�������∑
j

(
− ω2tij + uij

)
Aj = 0, L�	?EM

����&�( ����� ���&��������� &�-���� $&� ������� &�������� ���/ ��

�$&�%������(

e_S
(
− ω2tij + uij

)
= 0. L�	)�M

=�&����&���������� �&������� L�	)�M � �#0�� ������ ����� s &�-����

ω2
(i)� ����&*� �$&�%��(/� ��#������*� ������* ����#��������

������* ω(1), ω(2), . . . , ω(s)	

����,�( $����%��������� ω = ω(k) (k = 1, s) � ������� L�	?EM� %�(

��'%�� ��#�������� ������* ��+�%�� ���$������/ ��$����%� A(k)
j 	

�




" ���,� ����� ���*+ ����#���� L�#0�� &�-���� ������*

%����&��>�����*+ �&������� L�	?)MM ����� ��%

xj(t) = d_
∑

k

CkA
(k)
j eiω(k)t. L�	)�M

6��$�����*� ��������* Ck, k = 1, s L2s ��0�������*+ ��������M

�%�������� ��+�%(��( �� 2s �������*+ �������

xi(0) = x0i, ẋi(0) = v0i, i = 1, s. L�	)�M

• " ������ ������� ��#�������� ������* �&������( �����������

�����������/0�,� ������,� &�-���( ������* L�	?)M %����( ��������

����>��� �&�����	 "����� L�	?FM �,� ���#+�%��� ��$����� � ��%�

x
(ω=0)
j (t) = d_ (Aj(a+ bt)) L�	)!M

� ���$�����*�� ����������� a � b LAj G ���$������( ��$����%�

L��#������*� �����& ���&�>* ������* L�	?EMM� ������/0�� �������

�������M	

• " ������ �&���*+ ��#������*+ ������ ω(n)� ��� �������� �� ���&��

������*+ %����&��>�����*+ �&�������� ��% �����������/0�,�

������,� &�-���( ������* L�	?)M ������� �� ������-���( ��'%�

�&�������/ N ������* ω(n) � ������ K ������� ���������*+

��#������*+ �����&�� v1, v2, . . . , vK ���&�>* ������* L�	?EM

L�$&�%��(���� �� &��,�� rM� � ����&�� ������� ω $���'��� &�����

�����%����� �&����� ������� ω(n)

K = s− r,

,%� s G &����& ���&�>* ������* Ls× sM� ����&*� ���$�%��� � ������

���$���� ���#�%* ����#�������� ������*� ��� B����������� �����

�&������� � ��,�#&�������� ������� L�	?EM	

��



9��� K = N � �� �����������/0�� ������� &�-���� ��&����(

�����,���� L�	?FM � ��$����%��� &����� �������� ���#���>��

��#������*+ �����&�� vi

x
(n)
j (t) = d_

((
N∑

i=1

Civ
i
j

)
eiω(n)t

)
; L�	)@M

9��� K < N � �� &�-���� ������* L�	?)M� ��,����� �#0�� ���&���

%��'�� �������( � ��%� $&�����%���( ���,������ $� t ���$��� (N−K)

�� eiω(n)t⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x1 = d_

(
a11 + a12t+ . . .+ a1(N−K)t

N−K
)
eiω(n)t,

· · ·
xs = d_

(
as1 + as2t+ . . .+ as(N−K)t

N−K
)
eiω(n)t.

L�	) M

7%����� ��� $������ "���&-�&���� ��'%��� ��&�/

+�&����&���������,� �&������( �&������� N ������������� &����

N ������� ���������*+ &�-���� �������� ������* ��,�#&�������+

�&������� L�	?EM L�� ���� %�( ��'%�� ��#�������� ������* N .�

�&������� ��'�� ����� N ������� ���������*+ ����#>�� ��$����%M�

�� ���� ������ K < N %�( �&�������� �$��*��/0�+ ����#������*�

������*� �������'��	 ;��%���������� � ������ �&���*+ ������

�����������/0�� ������� &�-���� ��$��*�����( ���,%� � ��%� L�	)@M	

4������'����� �������� &�-���/ %�( �&���*+ ������ ����� ��%

L�	) M $��(��� � ���������� ����� �&���( ������� � ������ ����#����

������� ��%�&'�0�+ ��&(%� � B��$����>�����*�� ���'� � ���$���*�

�&�����*� ���'������ $&�����&����� #* ������ ��+&�����( B��&,��	

• ;�������� ���$�����*+ ��$����%� �����������/0�+ &������*�

��#������*� �������� ω(k) � ω(n) Lk �= nM� (��(���( �+ �&��,����������

� ����� T LT G ���&�>� ���%&������� ��&�* ������������ B��&,���

�����(0�� �+ ��B���>������ tijM

AT
(k)TA(n) = 0 (k �= n) L�	)?M

��



L������ T ��% ��$����%�� AT �������� �&���$���&������M	

• ���� ���-��+ $����>�����*+ ���� %������/0�+ �� ����

����#�������� ������*� ���0�����(���( $���� %�#������( �

��,&��'���� L� $&�%$���'����� ��� ���-��� �#�#0���*� ���*

(��(/��( ����>�(�� ��-� �&����� Qi = Qi(t)M ���,����,�

ΔL =
s∑

i=1

Qi(t)qi. L�	))M

• ����*� ��,&��'��� ����#�������� ������*� $�%��&'�����

%������/ ��%���*+ ���-��+ ��� � ���%&������� $&�#��'���� $�

���*� ���������(� �� $���'���( &��������(

L(2) = L(2)
0 + ΔL =

1

2

s∑
i,j=1

tijẋiẋj − 1

2

s∑
i,j=1

uijxixj +
s∑

i=1

Qi(t)xi. L�	)FM

�&������( �*��'%���*+ ����#���� G ���%��&�%��( �������

������*+ %����&��>�����*+ �&�������∑
j

(
tijẍj + uijxj

)
= Qi(t), L�	)EM

&�-���� ����&�� $&�%�����(�� ��#�� ���#���>�/ �#0�,� &�-���(

�%��&�%��� ������* � ������,� &�-���( ���%��&�%��� ������*

xi(t) = x
�#0	� �%��&	
i (t) + x

�����	� ���%�	
i (t) L�	F�M

7#0�� &�-���� �%��&�%��� ������* ���� ����� ���*+ ������*+

����#���� L�	)�M	

3������ &�-���� ���%��&�%��� ������* ������� �� ��%�

���%��&�%������ ������* L�	)EM	 " ������� ��,%� ���-��� ���* G

$�&��%������� ����>�� ������* Ω

Qi(t) = d_
(
fi e

iΩt
)
, L�	F�M

��



������� &�-���� ������* L�	)EM �0���( � ��%� $�&��%������� ����>��

��� '� ������* Ω

x
�����	� ���%�	
k (t) = d_

(
Bk e

iΩt
)

L�	F�M

� ���$������� ��$����%�� Bi� ����&�( ��+�%���( �� ��,�#&��������

������*� $��������� $�%��������� L�	F�M � L�	)EM(
− Ω2 T + U

)
B = F L�	F!M

L� ���&����� ��%�� ,%� ���&�>* T � U �#&������* ��B���>�������

tij � uij� � ����#>* B � F G B��������� Bi � fi ��������������M

B =
(
− Ω2 T + U

)−1
F. L�	F@M

• 4�&�����*� ���&%����* ξiG B�� ����� �#�#0���*� ���&%����*�

� ����&*+ ��,&��'��� ����#�������� ������* $&�%�����(�� ��#��

����� ��,&��'����� �%����&�*+ ,�&���������+ ��>���(��&�� �

���������� &���*�� ��#������*� �������� ����#�������� ������*

L =
∑

i

(
1

2
ξ̇2
i −

1

2
ω2

(i)ξ
2
i

)
. L�	F M

• 2�( ��+�'%���( ��&�����*+ ���&%���� ���#+�%���

�	 ����&���� ��&��&�����*� �� �%���>� L� ����� T M ���$�����*�

��$����%* Ã
(k)
i 

Ã(i)TTÃ(k) = δik. L�	F?M

�	 ����&���� ���&�>� A �� ���$����� ����#>�� ��&��&�����*+

��$����% Ã

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
Ã

(1)
1 Ã

(2)
1 . . . Ã

(s)
1

Ã
(1)
2 Ã

(2)
2 . . . Ã

(s)
2

			 			 			

Ã
(1)
s Ã

(2)
s . . . Ã

(s)
s

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , Aij = Ã

(j)
i . L�	F)M

��



!	 4�&�����*� ���&%����* ξi ��+�%(��( $&��#&��������� �#�#0���*+

���&%���� x→ ξ

xi =
∑

j

Aijξj L�	FFM

��� � ���&����� ��%�

x = Aξ. L�	FEM

���&�>� A �%�������&(�� ������/� �����,������ L�	F?M

ATTA = I, L�	E�M

��� $�����(�� �#&����� L�	FEM � ������������ ��$����� L� ���&�����

��%�M

ξ = ATTx. L�	E�M

�@!	 4���� ��#������*� ������* ������* � ��,&��'�����

L = ẋ2 +
5

2
ẏ2 + 3 ẋẏ − 5

2
x2 − 4y2 − 6xy.

�@@	 4���� ��#������*� ������* ������* � ��,&��'�����

L = ẋ2 +
5

2
ẏ2 + ẋẏ − 2x2 − 7

2
y2 + xy.

�@ 	 4���� ����� ���*+ ����#���� #������ ������ m� ��%���� �� ,��%��/

�$�>�� ���,����� � ��%� $�&�#��* y = ax2 La > 0M� ��+�%(0���( �

��&��������� $��������� � �%��&�%��� $��� �('���� g = −gey $&�

�������*+ ������(+ x(0) = 0� ẋ(0) = v0	

�@?	 4���� ����� ���*+ ������*+ ����#���� ������*� �����(0�� �� %��+

-�&���� ������� 3m � 2m � %��+ �%������*+ $&�'�� '�������(��

k ��'%�(	

��



�@)	 4���� ����� ���*+ ����#���� %��+ #������ ������ m ��'%�(�

��(����*+ %&�, � %&�,�� $&�'���� '��������/ k � ��������*+ ��

,��%��/ ,�&����������/ �$�>�	

�@F	 4���� ����� ���*+ ������*+ ����#���� �&�+ #������ ������� m� M

�m� ��(����*+ %���( �%������*�� $&�'����� '��������/ k ��'%�(

� ��������*+ �� ,��%��/ ,�&����������/ �$�>�	

�@E	 ����&������( ����� ������ m %��'���( � $��� �('���� g = −gey

$� �&���� y = a/x + bx La, b > 0M� &��$���'����� � ��&���������

$��������	 4���� ����� ���*+ ������*+ ����#���� ������ ���� �

�������*� ������ �&����� ��� ��+�%����� � $���'���� &��������(

� ����� ��������/ ���&���� v(0) = v0ex	

� �	 4���� ����� ���*+ ����#���� ������* � ��,&��'�����

L =
1

2

(
6q̇2

1 + 11q̇2
2 + 22q̇2

3 + 12q̇1q̇2 + 22q̇1q̇3 + 28q̇2q̇3

)
−

−1

2

(
9q2

1 + 38q2
2 + 49q2

3 + 30q1q2 + 40q1q3 + 82q2q3

)
.

� �	 4���� ����� ���*+ ������*+ ����#���� �&�+ #������ ������ m

��'%�(� ��������*+ �� ,��%��� ,�&����������� ����>� &�%����� R �

��



��(����*+ %&�, � %&�,�� �&��( �%������*�� $&�'����� '��������/

k ��'%�(	

� �	 6���#�������( ������� �$��*�����( ��,&��'�����

L =
1

2

(
q2 q̇

2
1 + q1 q̇

2
2

)
−
(

1

q1q2
+ q1 + q2

)
.

4���� ����� ���*+ ������*+ ����#����� �����'�*+ � ����� �������	

� !	 6���#�������( ������� �$��*�����( ��,&��'�����

L =
1

2

(
q̇2
1 + q̇1 q̇2 + q̇2

2

)
− cR

(
q1q2

)
− 1

q1q2
− 1

q1
− 1

q2
.

4���� ����� ���*+ ������*+ ����#����� �����'�*+ � ����� �������	

� @	 4���� ����� ���*+ ����#���� ������*� ����&�( �$��*�����(

��,&��'�����

L = q̇2
1 + q̇1q̇2 +

5

2
q̇2
2 − 3

(
q2
1 + 2q1q2 + 3q2

2

)

$&� ��%���*+ �������*+ ������(+ q1(0) = q2(0) = 0� q̇1(0) = 0�

q̇2(0) = 3	

�  	 4���� ����� ���*+ ���#�%�*+ ����#���� ��(����*+ ��(������ $&�

��%���*+ �������*+ ������(+ α1(0) = α0� α2(0) = 0� α̇1(0) = α̇2(0) =

= 0	 ����* ��(������ m� %���* ����� l� '�������� $&�'��* k	

����&���� ���#�%��,� $�%���( g	

��



� ?	 f�&��� ������� m1 � m2 ��&�$���* $&�'������ '�������(�� k� 2k

� 3k � ��,�� #�� �&���( ����#����( �%��� �$�>*� ���,����� � ��%�

$�����&�'����� &�%���� R	 ;������ &��$���'��� � ,�&�����������

$��������	 ����&���� ��,&��'��� � ����� ����� ���*+ ���#�%�*+

����#����	 ;������ 2m1 = m2	

� )	 3����>� ������ m � ��&(%�� q > 0 %��'���( $� $���&+�����

��&��������,� ������ � �,��� 2α $&� ��&-��� � $��� �('���� g =

−gez � ���#�� $����(���� B����&������� $��� E = E0ex	 " ��&-���

������ ���&�$��� ������*� ��&(% Q > 0	 4���� ������* � ��$����%*

���*+ ����#���� �#���� $���'���( &��������(	

� F	 4���� ����� ���*+ ����#���� #������ ������ m� ��%���� �� ,��%��/

�$�>�� ���,����� � ��%� $�&�#��* y = ax2 La > 0M� ��+�%(0���(

� ��&��������� $��������� � �%��&�%��� $��� �('���� g = −gey

$&� �������� ��� �� #������ %�������� ���-�(( $�&������( ����

F = ex F0 PZRω0t	

� E	 4���� ����� ���*+ �*��'%���*+ ����#���� ������*� �����(0�� ��

%��+ -�&���� ������� 2m � m � %��+ $&�'�� '�������(�� 2k � k�

���� �� -�&�� ������ 2m %�������� ���-�(( ,�&����������( ����

F = F0 PZRΩt	 ;������� ��� $��� �('���� �����������	

�	



�?�	 4���� ����� ���*+ �*��'%���*+ ����#���� ������*� �����(0�� ��

%��+ -�&���� ������� 2m � m � %��+ $&�'�� '�������(�� 2k � k�

���� ������ ����&-��� ����#���( $� ������ x
��

= A PZRΩt	 ;�������

��� $��� �('���� �����������	

�?�	 4���� ����� ���*+ �*��'%���*+ ����#���� ������*� �����(0�� ��

%��+ -�&���� ������� 3m � 2m � %��+ $&�'�� '��������/ k ��'%�(�

���� �� -�&�� ������ 2m %�������� ���-�(( ,�&����������( ����

F = F0 NQPΩt	 ;������� ��� $��� �('���� �����������	

�?�	 4���� ����� ���*+ ����#���� %��+ #������ ������ m ��'%�(�

��(����*+ %&�, � %&�,�� $&�'���� '��������/ k � ��������*+

�� ,��%��/ ,�&����������/ �$�>�� ���� ����( #������ ��$*�*����

%������� ,�&����������� ���* F1 = f1 NQPΩt� � $&���( G F2 = f2 PZRΩt	

�?!	 2�� #������ ������ m ��'%�( ��(���* �&��( �%������*��

$&�'����� '��������/ k ��'%�( � �������* �� ,��%���

,�&����������� ����>� &�%���� R	 8���� A �&�$����( %��+ $&�'��

��



����#����( $� ��%������ ������ αA(t) = a PZRΩt	 4���� ����� ���*+

����#���� #������	

�?@	 f�&��� ������� m � M ��&�$���* $&�'������ '�������(�� k

� ��,�� #�� �&���( ����#����( �%��� $&(��� � ,�&�����������

$��������	 4� -�&�� ������ M %�������� ���-�(( $�&��%������(

���� F1(t) = f1 cos Ωt� � �� -�&�� ������m G ���� F2(t) = f2 sin Ω t	

����&���� ��,&��'��� ������* � ����� ����� ���*+ �*��'%���*+

����#����	 ;������ M = 3m/2	

�? 	 f�&��� ������� m � M ��&�$���* $&�'������ '�������(�� k �

k/2 � ��,�� #�� �&���( ����#����( �%��� $&(��� � ,�&�����������

$��������	 �&���( ������ ����&-��� �*��'%���*� ����#���( $�

������ x��(t) = X0 cos Ω0t	 ����&���� ��,&��'��� � ����� �����

���*+ ����#����	 ;������ M = 4m	

�??	 2�� -�&��� ������� 2m � 3m/2� �&� $&�'��* '�������(��

k� k � 2k �#&���/� ����#�������/ �������� ���#&�'����/ ��

�




&������	 f�&��� ��,�� %��,����( � ,�&����������� ��$&�������	

D���( ������ ����&-��� �*��'%���*� ����#���( ��,����� ������

X1(t) = A1 sin Ω1 t� � $&���( G ��,����� ������ X2(t) = A2 cos Ω2 t	

4���� ����� ���*+ �*��'%���*+ ����#���� ������*	

�?)	 2�� �%������*� #������ ������ m ��'%�( �������* �� �$�>��

���,����/ $� $�&�#��� y = ax2 La > 0M� &��$���'����� ��&��������

� $��� �('���� g = −g ey� � ��(���* ��������� $&�'����

'��������/ k	 4���� ����� ���*+ ������*+ ����#���� � ��&�����*�

���&%����*	 �&��(�� %���� ��%���&��&������� $&�'��* &�����

���/	 :����&��� #������ $&���#&���	

�?F	 2�� #������ ������ m ��'%�( �������* �� ,��%��� ,�&�����������

����>� &�%���� R � ��(���* $&�'���� '��������/ k	 
������

$�%��&'��* %������/ ���-��+ $�&��%������+ ���� ��$&������*+ $�

����������� � ����>� F1 = f1 PZRΩt � F2 = f2 NQPΩt	 4���� �����

����#���� #������	

��



�?E	 2�� -�&��� ������ m ��'%*�� %�� $&�'��* '�������(�� k �

�������*� ���&'��� %����� l �#&���/� ����#�������/ �������	

;������ &��$���'��� � ��&��������� $�������� � ��+�%���( �

�%��&�%��� $��� �('���� g	 "�&+��� -�&�� �%��� �$�>* ��'��

%��,����( ������ � ,�&����������� ��$&������� � ��$*�*����

%������� ,�&����������� ���* F (t) = F0 sinω0t	 ����&����

��,&��'��� � ����� ����� ���*+ �*��'%���*+ ����#����	

�)�	 6 -�&��� ������ 2m� $&��&�$������� � %��� $&�'����

'�������(�� 2k � k/2� �� ���� %����� L $�%��-�� %&�,��

-�&�� ������ m/2	 ��&�*� -�&�� ��'�� %��,����( ������

�%��� ,�&����������� $&(���� ���&�� G � ��&��������� $��������	

�&���( ������ ����&-��� �*��'%���*� ����#���( ��,����� ������

X(t) = A cos(ωt+ϕ0)	 4���� ����� �*��'%���*+ ����#���� -�&����	

�)�	 2�� ,&����� ������� m � 2m� ��(����*� $&�'������ '�������(�� k�

k � 2k� ��,�� %��,����( �%��� $&(��� � ,�&����������� $��������	

D���( ������ ����&-��� ����#���( � ������������ � �������

x��(t) = A cosω0t	 4���� ����� ���*+ �*��'%���*+ ����#����

������*	

��



�)�	 2�� -�&��� ������� 2m � m� �&� $&�'��* '�������(�� 3k/2� k/2

� 2k �#&���/� ����#�������/ �������� ���#&�'����/ �� &������	

f�&��� ��,�� %��,����( � ��&��������� ��$&������� � �%��&�%���

$��� �('����	 "�&+�(( ������ ����&-��� �*��'%���*� ����#���(

��,����� ������ X(t) = A cos
Ω

4
t	 4���� ����� ���*+ �*��'%���*+

����#���� -�&����	

�)!	 4���� ��&�����*� ���&%����* ����#�������� ������*�

���#&�'����� �� &������	 �&������ ��,&��'��� � ��&��������

��%�	

�)@	 4���� ��&�����*� ���&%����* ����#�������� ������*�

���#&�'����� �� &������	 �&������ ��,&��'��� � ��&��������

��%�	

��



�) 	 4���� ��&�����*� ���&%����* ����#�������� ������*�

���#&�'����� �� &������	 �&������ ��,&��'��� � ��&��������

��%�	

�)?	 4���� ��&�����*� ���&%����* ����#�������� ������*�

���#&�'����� �� &������	 �&������ ��,&��'��� � ��&��������

��%�	

�))	 4���� ��&�����*� ���&%����* ������*� �$��*������ ��,&��'�����

L = m
(1

2
ẋ2

1 + ẋ1ẋ2 + ẋ2
2

)
− 1

2
k x2

1 −
1

2
k x2

2 − k x1 x2.

�)F	 4���� ��&�����*� ���&%����* ����#�������� ������*�

���#&�'����� �� &������	 �&������ ��,&��'��� � ��&��������

��%�	

�)E	 4���� ����� ���*+ ����#���� � ��&�����*� ���&%����* ������* �

��,&��'����� Lγ = NQRPSM

L =
1

2

(
m1 ẋ

2 +m2 ẏ
2
)
− 1

2

(
ω2

1 x
2 + ω2

2 y
2
)

+ γ xy.

��



�F�	 4���� ����� ���*+ ����#���� � ��&�����*� ���&%����* ������* �

��,&��'����� Lβ = NQRPSM

L =
1

2

(
m1 ẋ

2 +m2 ẏ
2
)

+ β ẋ ẏ − k

2

(
x2 + y2

)
.

�F�	 ;������ �$��*�����( ��,&��'�����

L =
1

2

(
q2
1 q̇

2
1 + q2

2 q̇
2
2

)
− 1

2

(
1

q2
1

+
1

q2
2

+ 2q1q2

)
.

4���� ����� ���*+ ������*+ ����#����� �����'�*+ � ����� �������	

4���� ��&�����*� ���&%����*	 �&������ ��,&��'��� � ��&��������

��%�	

�F�	 6���#�������( ������� �$��*�����( ��,&��'�����

L =
mẋ2

1

2
+mẋ2

2 −
kx2

1

2
− kx2

2

2
−
√

3

8
kx1x2

4���� ����� ���*+ ����#���� ������*� ����

x1(0) = 0, ẋ1(0) = v1,

x2(0) = a, ẋ2(0) = v2.

4���� ��&�����*� ���&%����*	

�F!	 6���#�������( ������� �$��*�����( ��,&��'�����

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+mΩ

(
xẏ − yẋ

)
+mg

√
l2 − x2 − y2.

;����(� ��� Ω2 << g/l� ����� ����� ���*+ ������*+ ����#���� $&�

�������*+ ������(+

x(0) = 0, ẋ(0) = V,

y(0) = 0, ẏ(0) = 0.

4���� ��&�����*� ���&%����*	

��



�F@	 ����&���� ��,&��'��� ������* %��+ ��(����*+ ��(�������

���#&�'����� �� &������� � $&�#��'���� ���*+ ����#����	 ;������

����&-��� ����#���( � ��&��������� $�������� � �%��&�%���

� $����(���� $��� �('���� g	 4���� ����� ���*+ ����#���� �

��&�����*� ���&%����*	

�F 	 ;������ �$��*�����( ��,&��'�����

L = a
(
ẋ2 + ẏ2

)
+ β ẋẏ + b

√
l2 − x2 − y2.

4���� ����� ���*+ ����#����� �����'�*+ � ����� �������� �

��&�����*� ���&%����* La, b, β, l = NQRPSM	

�F?	 2�� #������ ������� m � 4m� ���%�����*� $&�'������ �

'�������(�� k � 4k� ����'��* �� ,�&����������/ �$�>�� ���,����/

� ��&�� ��&�'����� &�%���� R	 " $&�#��'���� ���*+ ����#����

$���&���� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���(	 4���� ��&�����*�

���&%����*	

�F)	 2�� #������ ������� m � 2m ���%����* $&�'������ '�������(�� k�

2k � 2k ����'��* �� ,��%��/ ,�&����������/ �$�>�� ���,����/ � ��%�

$�����&�'����� &�%���� R	 ����&���� ��,&��'��� � $&�#��'����

��



���*+ ����#���� � ����� ����� ���*+ ���#�%�*+ ����#����	 4����

��&�����*� ���&%����*	

�FF	 2�� #������ ������� m � 4m ����'��* �� $&(��/ ,��%��/ �$�>��

����������/ $�% �,��� α � ,�&������� � ��+�%(��( � ��&���������

�%��&�%��� $��� �('���� g	 :�����(��� �%��� ��&������ ��'%�

������� �&�$����( �$�>* &���� h	 4���� ����� ���*+ ����#����

������* � ��&�����*� ����#����	

�FE	 2�� -�&��� ������ m ��'%*� $�%��-��* �� �������*+ $&�'����+

'�������(�� k � ��,�� %��,����( �%��� ��&������ � �%��&�%��� �

$����(���� $��� �('����	 ����&���� ��,&��'���� ����� ��#������*�

������* ����#�������� ������*� ����� ���*+ ����#����	 �&������

��,&��'��� � ��&�������� ��%� � ����� ��&�����*� ���&%����*	

��



��/� $������� ���
��� ���

• 8����& ���&>�� ������* N ������*+ ����

Jij =
N∑

α=1

mα

(
r2

αδij − xα ixα j

)
, L�	E�M

,%� rα � xα i G &�%���.�����& � �,� ���$�����* �������� ����* $�%

����&�� α � ������� ���&%����� '����� ��(������ � �������� ���

L����&�����*+ �����M� � ������� � �� >���&� ����	

4�$&�&*��*� �����, L�	E�M

Jij =

∫
dm

(
r2δij − xixj

)
=

∫
d3x ρ(r)

(
r2δij − xixj

)
, L�	E!M

,%� ρ(r) G �#A����( $�������� &��$&�%�����( ����* Ld3x ≡ dV G

B������ �#A��� ���&%�,� ����M	

• 8��&%�� ���� ��'�� $������� ��� ������� #���������,� �����

����&�����*+ ������ &�����(��� ��'%� �/#*�� %���( �������

����&�� �������( ��������*� �� �&������	

• " ����� �#0�� ������ ���&%�� ���� ����� ? ���$���� ���#�%*� �

%�( �%��������,� ��%���( �,� $���'���( �&�#����( ? �#�#0���*+

���&%���� L�&� ���&%����* �$&�%��(/� $���'���� >���&� �����

�0� �&� ��%�/� �&�����>�/ �&�+ ���� '����� ��(������ � ���&%*�

����� ������* ���&%���� ������������ ���� ��$�%��'��� ������*

���&%����M	

• 6����������( B��&,�( ���&%�,� ����

T =
1

2
MV 2 +

1

2

3∑
i,j=1

Jij ωiωj, L�	E@M

,%� M G ����� ���&%�,� ����� V G ���&���� %��'���( >���&� ����

���&%�,� ����� ωi G $&���>�� �����&� �,����� ���&���� �&�0���(

���&%�,� ���� �� ��� ������* ���&%����� '����� ��(������ � ���	

�	



• D�,&��'��� ���&%�,� ����

L =
1

2
MV 2 +

1

2

3∑
i,j=1

Jij ωiωj − U(r, t), L�	E M

,%� U(r, t) G $����>������( B��&,�( ���&%�,� ����	

• "*#�&�( %��'�*� �#&���� ��$&������( ���� ������* ���&%�����

'����� ��(������ � ���&%*� ������ ��'�� %�#����( %��,�������>��

�����&� ���&>��

Jij =

⎛
⎜⎝
J1 0 0

0 J2 0

0 0 J3

⎞
⎟⎠ . L�	E?M

2��,������*� ���$�����* J1, J2, J3 �����&� ���&>�� ���*��/�

,����*�� ��������� ���&>�� ���&%�,� ����	 7�� ������* ���&%�����

� ����&�� �����& ���&>�� %��,������� ���*��/� ,����*�� ��(��

���&>�� ���&%�,� ����	

• 9��� �������* ���$�����* ����&� ���&>�� J����ij � �������

���&%���� � ������� � >���&� ���� ����� �� ���$�����* J ′
ij �����&�

���&>�� � %&�,�� ������� ���&%����� ������ ����&�� ������� ��

>���&� ���� �� �����& a L������ �����&� a ���$�%��� � >���&�� ����M�

��,�� #*�� �*������* $� ��&����

J ′
ij = J����ij +M

(
a2δij − aiaj

)
L�	E)M

L���&��� f�����&�M	

• �,�* b���&� θ, ϕ, ψ $�����(/� ��%��� �&�����>�/ ���� ������*

���&%���� x′, y′, z′� '����� ��(������ � ���&%*� ������ $� ����-���/

� ��(� ��$�%��'��� ������* ���&%���� x, y, z	

θ G �,�� ����>�� G ���%���( ��� �,�� ��'%� ��(�� z � z′

L������*�����( � ��$&������� �� ��� z � ��� z′� 0 ≤ θ ≤ πMT

��



ϕ G �,�� $&�>����� G ���%���( ��� �,�� ��'%� ���/ x � ������ �����

ON L������*�����( � ��$&������� �� ��� x � ����� ����� ON � 0 ≤
ϕ < 2πMT

ψ G �,�� ��#�������,� �&�0���( G ���%���( ��� �,�� ��'%� ���/ x′

� ������ ����� L������*�����( � ��$&������� �� ����� ����� ON �

��� x′� 0 ≤ ψ < 2πM	

D���( ����� ON G ����( $�&�������( ���&%�����*+ $��������� xy �

x′y′	

• 6������������� �&������( b���&� $�����(/� ��$����� $&���>��

�����&� �,����� ���&���� $&���������,� �&�0���( ���&%�,� ���� ��

��� ������* ���&%���� x′, y′, z′� '����� ��(������ � ���

ωx′ = θ̇ cosψ + ϕ̇ sin θ sinψ, L�	EFM

ωy′ = −θ̇ sinψ + ϕ̇ sin θ cosψ, L�	EEM

ωz′ = ψ̇ + ϕ̇ cos θ. L�	���M

�E�	 " ��&-���+ ���%&��� �� ���&���� 2a &��$���'��* ������*� ����*

m � M 	 4���� ���$�����* �����&� ���&>�� ������������ �M ����

x, y, zT #M ���� x′, y′� ���$�%�/0�+ � %��,����(�� ���%&���� � z L���

z $�&$��%����(&�� $�������� &������M	

�




�E�	 4���� ,����*� ��� ���&>�� � ,����*� ������* ���&>�� ������*�

�����(0�� �� ������*+ ���� m � M � &��$���'���*+ � ��&-���+

$&(���,������� �� ���&����� 2a � 2b	

�E�	 4���� ,����*� ��� ���&>�� � ,����*� ������* ���&>�� ������*�

�����(0�� �� ������*+ ���� m � 2m� &��$���'���*+ � ��&-���+

$&(���,�����,� �&��,������� � �������� 2a � 4a	

�E!	 7$&�%����� ������* ���&>�� �%��&�%��,� $�&�#����%� �&�0���(

�*����� h � &�%����� a $������ $���&+����� � ������� ���&%����

� ������� � >���&� ����	

�E@	 4���� ,����*� ������* ���&>�� $���� ������������ �%��&�%���

$������&* ������ m � &�%����� R	

��



�E 	 2��� ������ m � &�%����� R ����*�����( #�� $&�������*����( $�

��������� $��������	 1�$����� ��,&��'��� %����	 4���� ����� �,�

%��'���(	

�E?	 6��>* �����,� ���&'�( ������ m � %����� l ������(� $� �$�>��

���,����� $� $�&�#��� y = ax2 La > 0M � ��&�������� &��$���'�����

���/ y � �%��&�%��� $��� �('����	 4���� $�&��% ���*+ ����#����

���&'�(	

�E)	 7%��&�%�*� $��*� $���>����%& ������ m � &�%����� R ��+�%���(

�� -�&�+������ ,�&����������� $���&+����� � ��'�� ����&-���

������*� $�����$�&�������*� ����#���(	 4���� $�&��% B��+

����#����	

�EF	 ������ ������ m � &�%����� R ��'�� %��,����( $&��������*�

�#&���� $� ,�&����������� $���&+�����	 ����&���� ��,&��'���

��



�����* � ����� ����� �� %��'���( � ���%&���&�+	 �����*� ������*

���&>�� �����* J1 = J2 = J0 � J3 = J 	

�EE	 ;��&'��� ������ m � %����� l -�&��&�� ���&�$��� � ��&-���

$&(��,� �,��� $�������� ����&�,� &��$���'��� ��&��������	 6 ���>�

���&'�( -�&��&�� $&��&�$��� ����� '� ���&'���� ����> ����&�,�

�������� $� ,��%��� ,�&����������� $���&+�����	 ;������ ��+�%���(

� �%��&�%��� $��� �('����	 ����&���� ��,&��'��� ������* � �����

�� %��'���(	

���	 4���� �����������/ B��&,�/ �%��&�%��,� ������� ���(0�,��( #��

$&�������*����( $� ,�&����������� $���&+������ ���� ����� ������

m� �,� �*���� h� � &�%��� ��������( R	

���	 ����&���� ��,&��'��� � ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+ %�(

�%��&�%��,� ������&����,� ������ ������ m� ���� &�����(��� ��

��'��� ����� ������ %� �,� >���&� ���� l� � ,����*� ������* ���&>��

J1 = J2 � J3	 " �������� �#�#0���*+ ���&%���� ��$��������� �,�*

b���&�	

��



���	 7%��&�%�*� >����%& ������ m � &�%����� r $�&����*�����( #��

$&�������*����( $� >����%&������� $���&+����� &�%����� R �

�%��&�%��� $��� �('����	 ����&���� ��,&��'��� >����%&�	 4����

$�&��% �,� ���*+ ����#����	

��!	 4� ��$�%��'�*� ,�&���������*� >����%& &�%����� R $���'��

�#���/��� -�&�+����*� #&���� ������ m � $&(���,����*�

$�$�&���*� �������� �*����� 2l ���� ��� $&�%������ ��$&�������

#&���� $�&$��%����(&�� ��� >����%&�	 7$&�%����� $�&��% ������*+

����#���� #&����� ���� �,� ,����*� ������ ���&>�� ������������

���� $&�+�%(0�� ��&�� �,� >���& ���� $�&�������� ��� >����%&��

&���� ma2	

��@	 4���� ������� ������*+ ����#���� ���%��&�%��,� �����,� ���&'�(

��



������ m � %����� l� ���>* ����&�,� ������(� $� &��$���'������

� ��&��������� $�������� ,��%���� �#&��� &�%����� R	 ���������

����* ���&'�( ������� ������� �� &�����(��( %� �%��,� �+ �,�

���>��	

�� 	 4���� ����������� �������� ������* �&�0���( ������&����,�

������ ���&�, ��&��������� ���� $&� ����&�� ��� (��(���(

��������*�	 ����� ������ m� &�����(��� �� ��'��� ����� ������

%� �,� >���&� ���� l� � ,����*� ������* ���&>�� J1 = J2 � J3	

��?	 4���� ����������� �������� ������* �&�0���( %����� $����������,�

�� &�#&�� $&� ����&�� ��� (��(���( ��������*�	 ����� %���� m� �,�

&�%��� R� � ,����*� ������* ���&>�� J1 = J2 = J0 � J3 = J 	

��)	 4���� ����������/ ���&���� ���(0�,��( %����� $&� ����&�� �,�

%��'���� (��(���( ��������*�	 ����� %���� m� �,� &�%��� R� �

,����*� ������* ���&>�� J1 = J2 = J0 � J3 = J 	

��F	 7%��&�%�*� >����%& ������ m � &�%���� R $&������ ������

�%��&�%�*� ���&'��� ������ m� &��$���'���*� �� &�����(��� b ��

��� >����%&� $�&�������� ��	 Y����%& ��'�� #�� $&�������*����(

$�&����*�����( $� ,�&����������� $���&+�����	 4���� ������� ���*+

����#���� >����%&� �#���� $���'���( �,� &��������(	

��



���
� )

��!	� �����#!	��

#��� �	���� � 	������� 0��������

• ����>�( ����������� ��� ,����������� LB��� ��&��� � #�%�� ��'�

��$���������M� �$&�%��(���( ������-�����

H = H(p, q, t) =
s∑

i=1

piq̇i − L(q̇, q, t)

∣∣∣∣∣
q̇i=q̇i(p,q,t)

, L!	�M

,%� $&�%$���,����(� ��� � $&���� ����� ���#+�%��� �*&�����

�#�#0���*� ���&���� q̇i ��&�� ������������ $�&�����*� pi, qi ��

������ ������* �&�������

pi =
∂L
∂q̇i

(i = 1, s),

�$&�%��(/0�+ �#�#0���*� ��$����* ��� ����>�� �#�#0���*+

���&%���� � ���&�����	

• :�������� L!	�M� $�����(/0�� $� ��%������ ��,&��'���� L
$���&���� ,����������� H� �*&�'��� $&(��� $&��#&��������

D�'��%&�� ����&��� ��,����� ���&��� � ��(���� ����>��� ��'�� #*��

���0�������� $&� �*$������� ������(

e_S

(
∂pi

∂q̇j

)
≡ e_S

(
∂2L
∂q̇i∂q̇j

)
�= 0. L!	�M

��



• 7#&����� $&��#&�������� D�'��%&� $�����(�� $� ��%������

,������������ H $���&���� ��&��'��� L

L(q̇, q, t) =
s∑

i=1

piq̇i −H(p, q, t)

∣∣∣∣∣
pi=pi(q̇,q,t)

, L!	!M

,%� $&�%$���,����(� ��� � $&���� ����� ���#+�%��� �*&�����

�#�#0���*� ��$����* pi ��&�� $�&�����*� q̇i, qi �� ������ ������*

�&�������

q̇i =
∂H

∂pi
(i = 1, s)

�� ��,����� ���&��� � ��(���� ����>��� B�� ��'�� #*�� ���0��������

$&� �*$������� ������(

e_S

(
∂q̇i
∂pj

)
≡ e_S

(
∂2H

∂pi∂pj

)
�= 0. L!	@M

• 2������� ������* � ,������������� H(p, q, t) �$��*�����(

������������� �&������(�� ����������⎧⎪⎨
⎪⎩
q̇i =

∂H

∂pi
,

ṗi = − ∂H

∂qi
+Qd

i .
L!	 M

,%� Qd
i G �#�#0����( %����$������( ���� L�	 M

Qd
i =

N∑
α=1

F d
α · ∂rα

∂qi
. L!	?M

• �� ������ ��*��� ,����������� $&�%�����(�� ��#�� �#�#0����/

B��&,�/ ������*� ��$������/ � �����������+ $�&�����*+ p, q

H(p, q, t) = E(p, q, t). L!	)M

��



��E	 ��������� ��� �� �$&���%������� �&������� D�,&��'� ���%�/�

�&������( ����������	

���	 ��������� ��� �� �$&���%������� �&������� ���������� ���%�/�

�&������( D�,&��'�	

���	 ����&���� ,����������� ������*� ����&�( �$��*�����(

��,&��'�����

L =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2PZR2θϕ̇2

)
− U(r).

���	 ����&���� ��,&��'��� ������*� ����&�( �$��*�����(

,�������������

H =
p2

ρ

2m
+

p2
ϕ

2mρ2 + U(ρ, ϕ).

��!	 ����&���� ��,&��'��� ������*� ����&�( �$��*�����(

,�������������

H =
1

2m

(
p − e

c
A(r, t)

)2

+ eϕ(r, t).

��@	 ����&���� ,����������� ������*� ����&�( �$��*�����(

��,&��'�����

L = −mc2
√

1 − ṙ2

c2
− U(r, t).

�� 	 ����&���� ,����������� ������*� ����&�( �$��*�����(

��,&��'�����

L = −mc2
√

1 − ṙ2

c2
+
e

c
A(r, t) · ṙ − eϕ(r, t).

��?	 ����&���� ��,&��'��� ������*� ����&�( �$��*�����(

,�������������

H =
p2

ρ

2m
+

1

2mρ2

(
pϕ − eH0

2c
ρ2

)2

+
p2

z

2m
+mgz.

�	



��)	 ����&���� ��,&��'��� ������*� ����&�( �$��*�����(

,�������������

H =
c

n(r)

√
p2,

,%� n(r) G ��%����( ����>�( ���&%����	 7#A(����� $�������*�

&��������	

��F	 ��������� ��� %�( ������* � ,�������������

H =
c

n(r)

√
p2,

������� L!	@M ��&�-���	

��E	 ��������� ��� �� �&������� ���������� %�( ������* �

,�������������

H =
c

n(r)

√
p2,

���%��� ����� $&��������( ;��������

n(r)PZR θ = NQRPS,

,%� θ G �,�� ��'%� �����&�� ���&���� ṙ � �����&�� ∇n(r)	

���	 f�&�� ������ m � ��&(%�� q $�%��-�� �� ���� %����� l �

����&-��� ����#���( � ��&��������� $�������� � �%��&�%��� $���

�('���� g � ���#�� ,�&����������� B����&������� $��� E	 ����&����

,����������� -�&���	 1�$����� �&������( ����������	

���	 3����>� ������ m � ��&(%�� q %��'���( $� $���&+����� ������

� �,��� $����,� &�����&� 2α � �%��&�%��� $��� �('���� g

� ��&��������� B����&������� $��� E	 ����&���� ,�����������

�����>*	

���	 
������ ������ m � ��&(%�� q �������� �� �$�>�� ���,����/ $�

$�&�#��� y = bx2 Lb > 0M� ����&�( �&�0����( ���&�, ��� y � $����(����

�,����� ���&����/ ω � �%��&�%�*+ � $����(��*+ $��� �('���� g �

��,������ $��� H 	 ����&���� ,����������� #������	

��



��!	 
������ ������ m � ��&(%�� q �������� �� $&(��/ �$�>�� ����&�(

�&�0����( ���&�, ��&��������� ��� � $����(���� �,����� ���&����/

ω� �#&���( $����(��*� �,�� α � ��&������/� � �%��&�%�*+ �

$����(��*+ $��� �('���� g � ��,������ $��� H 	 ����&����

,����������� #������	

��@	 2�� #������ ������� m1 � m2 � ��&(%�� q ��'%�( �������* ��

�$�>�� ���,����/ $� $�&�#��� y = ax2� ����&�( �&�0����( ���&�,

��� y � $����(���� �,����� ���&����/ ω � �%��&�%�*+ � $����(��*+

$��� �('���� g � ��,������ $��� H 	 
������ ��(���* $&�'����

'��������/ k � %����� l0 � ��%���&��&������� �����(���	 ����&����

,����������� ������*	

�� 	 D�,&��'��� �������������,� ��(����� ����� ��%

L =
1

2
mϕ̇2 −mω2

(
1 − NQPϕ

)
.

����&���� ,����������� ��(������ �*#�&�( � �������� �#�#0�����

���&%����*

x = 2 PZR
ϕ

2
.

��?	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � �%��&�%��� $����(����

��,������ $��� H = H0ez	 " ����#&���� �����&��,� $����>����

Ax = −H0y, Ay = Az = 0

$���&���� ,�����������	 ;�������� �&������( ���������� � �����

����� %��'���(	

�




#��� 1��.�� 2	������

• ;��#�� �������� �$&�%��(���( &���������

{A(p, q, t), B(p, q, t)} =
s∑

i=1

(
∂A

∂pi

∂B

∂qi
− ∂A

∂qi

∂B

∂pi

)
. L!	FM

• ;������� ���#�� ��������

10. 4����������������

{A,B} = −{B,A} . L!	EM

20. 
�����������

{c1A+ c2B,D} = c1 {A,D} + c2 {B,D} , L!	��M

{D, c1A+ c2B} = c1 {D,A} + c2 {D,B} L!	��M

(c1, c2 = NQRPS)	

30. J�&����� D��#��>�K

{AB,D} = A {B,D} +B {A,D} . L!	��M

40. 4�����>����������

{A, {B,C}} + {C, {A,B}} + {B, {C,A}} = 0 L!	�!M

L��'%����� H��#�M	

• ���%���������*� ���#�� ��������

{pi, qj} = δij, L!	�@M

{pi, pj} = 0, L!	� M

{qi, qj} = 0. L!	�?M

• �����( $&�����%��( $� �&����� �� $&���������� ����>�� F (p, q, t)

�����������+ $�&�����*+

d

dt
F (p, q, t) =

∂F

∂t
+ {H,F} L!	�)M

��



L��&�� � $&�%$���'����� ��� ���������/� %����$�>�� Qd
i = 0M	

• �&������( ���������� L!	 M ��,�� #*�� ��$����* � B������������

��&�� ��&�� ���#�� �������� L%����$�>�� ���������/�M{
ṗi = {H, pi} ,
q̇i = {H, qi} .

L!	�FM

• 8����& D���.3����* εijk G $�������/ ����������&���*� �����&

�&����,� &��,�� ����� ���

ε123 = 1. L!	�EM

L2�( �����&� D���.3����* �&����,� &��,� �* �� %����� &������(

��'%� ��G � ����&���&�����*�� ��%������ εijk ≡ εijk� $��������

&��� �%�� � �&�+��&��� �����%���� $&���&������ � $&���� ��������

���&%����	M

�����( ����������&������� ��������� ��� $�&��������� �/#*+ %��+

��%����� ��%�� � ����� �����

εijk = −εjik,

εijk = −εikj, L!	��M

εijk = −εkji.

; $���0�/ �����&� D���.3����* ��'�� ���$����� � �����&��� ��%�

��$��*���� ���$�����* �����&��,� $&�����%���( �����&��	 9���

A = B × C,

�� Z.( ���$������ �����&� A ��'�� #*�� ��$����� ���

Ai = εijkBjCk, L!	��M

,%� ��������( �$&���%���*� $&����� �����&�����( b��-�����

$� %��'%* $����&(/0���( ��%����� $��������( �����&������(
3∑

j,k=1

)
	

��



8�� Z.( ���$������ �����&� ������� ��$����� L = r × p

Li = εijkxjpk,

� Z.�( ���$�����* �����&� ��$&('������� ��,�����,� $��(

H = ∇ × A

Hi = εijk
∂

∂xj
Ak.

"�'�*�� (��(/��( ���%�/0�� �������� �����&� D���.3����*	

10. �&�����%���� %��+ ���$����� �����&� D���.3����* ��'�� #*��

$&�%�������� � ��%� �$&�%������( &����&�� !×!� �����������,� �� δG

�������� L�����&�� 6&�����&�M

εijkεabc =

∣∣∣∣∣∣∣
δi
a δi

b δi
c

δj
a δj

b δj
c

δk
a δk

b δk
c

∣∣∣∣∣∣∣ L!	��M

L��&��� $&�����&����* ��%������ $�&��,� �����&� D���.3����*� �

����#>* G ���&�,�	M

20. ;��&��� %��+ �����&�� D���.3����* $� �%���� ��%���� ��'��

#*�� $&�%�������� � ��%� �$&�%������( �×�� �����������,� �� δG

�������� L�����&�� 6&�����&�M

εijkεkbc =

∣∣∣∣∣ δ
i
b δi

c

δj
b δj

c

∣∣∣∣∣ = δi
bδ

j
c − δi

cδ
j
b . L!	�!M

30. ;��&��� %��+ �����&�� D���.3����* $� %��� ��%�����

εijkε
ijn = 2δn

k . L!	�@M

40. ;��&��� %��+ �����&�� D���.3����* $� �&�� ��%�����

εijkε
ijk = 6. L!	� M

��



��)	 "*������� ���#�� �������� VM {pk, F (q)} , #M {qk, F (p)} .

��F	 2�( ������������ �����>* ������ m� %��'�0���( � $&����������

B����&���,������ $���� �*������� ���#�� �������� %�( ���$�����

�����&� ���&���� {ẋi, ẋj} . 7���� �*&����� ��&�� ��$&('�������

��,�����,� $��(	

��E	 "*������� ���#�� �������� {Li, xj} , ,%� Li G ���$�����* �����&�

������� ��$����� L�� '� � ��%���+ �!�G�! M	

�!�	 "*������� ���#�� �������� {Li, pj} .

�!�	 "*������� ���#�� ��������
{
Li, r

2
}
.

�!�	 "*������� ���#�� ��������
{
Li,p

2
}
.

�!!	 "*������� ���#�� �������� {Li,p · r} .

�!@	 "*������� ���#�� �������� {Li, Lj} .

�! 	 "*������� ���#�� ��������
{
Li,L

2} .
�!?	 4���� Fijk� ��%������� ���#��� ��������

Fijk =
{

(xipj + f(r · p) δij) , εkmnpmxn

}
,

,%� $� %��'%* $����&(/0���( ��%����� $��������( �����&�������

f G ��%����( ����>�(	

�!)	 4���� Fijk� ��%������� ���#��� ��������

Fijk =
{(

pipj + f(r2)xixj

)
, xjpnpm

}
,

,%� $� %��'%* $����&(/0���( ��%����� $��������( �����&�������

f G ��%����( ����>�(	

�!F	 ������������ ������* ����� ��%

H =
1

2
IijLiLj +BiLi,

��



,%� Li G ���$�����* �����&� ������� ��$������ Iij � Bi

G $����(��*� �����&*� $� %��'%* $����&(/0���( ��%�����

$��������( �����&������	 ;����( ��������� ���#�� ��������

{Li, Lj} = −εijkLk,

$������� �&������( %��'���( %�( Li	

�!E	 ;������ �$��*�����( %������������ $�&�����*�� A� B� C� ���#��

�������� ����&*+ �������*

{A,B} = C − AB

C
, {A,C} = −A {B,C} = B.

������������ B��� ������* ����� ��%

H =
1

4
C4.

4�$����� �&������( %��'���( %�( $�&�����*+ A,B,C � ����� �����

%��'���( A(t), B(t), C(t) ������*	

�@�	 2�( �����>*� %��'�0���( � >���&������ $��� U(r) = −α
r

L��%���

6�$��&�M� � ,�������������

H =
p2

2m
− α

r

�*������� ���#�� �������� {H,A}� ,%� A G �����& D�$����G:��,�G

D��>�

A =
1

m
p × L − αr

r
LL G �����& ������� ��$����� �����>*M	

�@�	 �������� $���� �*�������( ���#�� �������� {Lz, H} , ��� ���$������
Lz ������� ��$����� �����>*� %��'�0���( � >���&������ $����

(��(���( ����,&���� %��'���(	 ������������ �����>*

H =
1

2m

(
p2

z + p2
y + p2

z

)
+ U

(√
x2 + y2 + z2

)
.

��



#�#� "������� 
��!��� � ���
� 0��������

• 5���,&���� %��'���( ���*�����( ����>�( �����������+

$�&�����*+ p, q � �&������ ��+&��(/0�( ���� �������� ��������*�

$&� B���/>�� ������*

F (p(t), q(t), t) = NQRPS %�( ∀t, L!	�?M

��� B����������� &��������

d

dt
F (p(t), q(t), t) = 0. L!	�)M

• 2��������*� �������� ��,�� ���#* ����>�( F (p(t), q(t), t) #*��

����,&���� %��'���(� (��(���( �%���&������� �*$������� %��+

������� L��,����� L!	�)MM

1)
∂F

∂t
= 0, L!	�FM

2) {H,F} = 0. L!	�EM

• �&����� ��+�'%���( ����,&���� %��'���( $� ��%� ,������������

�	 9��� ,����������� (��� �� �&����� �� ��������

H = H(p, q),

� ���������/� %����$�>�� LQd
i = 0M� �� ��� ,����������� (��(���(

����,&���� %��'���(

H(p, q) = NQRPS.

�	 9��� %�( ,������������ ������( >���������( ���&%����� qk�

∂H

∂qk
= 0,

�� ���� ,����������� ���&��� ���� ���

H = H(p1, . . . , pk−1, pk, pk+1, . . . , ps; q1, . . . , qk−1, qk+1, . . . , qs; t), L!	!�M

��



� ���������/� %����$�>�� LQd
i = 0M� �� �#�#0���*� ��$���� pk�

�����������/0�� >���������� ���&%����� qk� (��(���( ����,&����

%��'���(

pk = NQRPS.

!	 9��� ����� ����� �����&���>�( ����������� ,������������ ��

$�&* ����������� ��$&('���*+ $�&�����*+ � ������&�/ ����>�/

f(pk, qk)� �� ���� ,����������� ���&��� ���� ���

H = H
(
f(pk, qk), p1, . . . , pk−1, pk+1, . . . , ps; q1, . . . , qk−1, qk+1, . . . , qs; t

)
,

�� � ���������� %����$�>�� LQd
i = 0M ����>�( f(pk, qk) (��(���(

����,&���� %��'���(

f(pk, qk) = NQRPS.

L8��'� �$&���%���� �&��������� �#�#0���� �� ������� ��,%� �����

����� �����&���>�( ���������+ $�& ����������� ��$&('���*+

$�&�����*+	M

• 8��&��� �������� ���� %�� ����>�� F (p, q, t) � G(p, q, t) (��(/��(

����,&����� %��'���(� �� ���#�� ��������

{F (p, q, t), G(p, q, t)}
���'� (��(���( ����,&���� %��'���(	

• 2�( ��+�'%���( ������ %��'���( ������* � ���%&���&�+

���#+�%��� ����� ������� ����,&���� %��'���(� ������� ���$����

���#�%* ����� �������	

�@�	 4���� ����� %��'���( � ���%&���&�+ %�( ������*� ����&�(

�$��*�����( ��,&��'�����

L =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2ϕ̇2

)
− a NQPϕ

ρ2 (a = NQRPS).

��



�@!	 3����>� � >���&������ $��� U(r) � ���&������+ ���&%�����+

�$��*�����( ��,&��'�����

L =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2PZR2θϕ̇2

)
− U(r).

4���� ����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+	

�@@	 3����>� %��'���( $� $���&+����� ���&* &�%����� R � �%��&�%���

$��� �(,�����( g	 ����&���� ,����������� �����>*	 �������

����,&��* %��'���(	 4���� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

�@ 	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ���&� &�%����� R � $���

�('���� g = −gez� � ���'� �%��&�%�*+ � $����(��*+ B����&�������

E = −E0ez � ��,������ H = H0ez $��(+	 ����&���� ,�����������

�����>*	 ������� ����,&��* %��'���(	 4���� ����� %��'���( �

���%&���&�+	

�@?	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+����� $�&�#����%�

az = x2 + y2 (a = NQRPS) � $����(��*+ � �%��&�%�*+ $��� �('����

g = −gez� B����&������� � ��,������ $��(+� ��$&('������� ����&*+

�������������� E = −E0ez � H = H0ez	 ����&���� ,�����������

�����>*	 ������� ����,&��* %��'���(	 4���� ����� %��'���( �

���%&���&�+	

�@)	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ����&����� $���&+�����

������ � �,��� &�����&� α � $����(���� � �%��&�%��� $��� �('����

g = −gez� � ���'� B����&������� � ��,������ $��(+� ��$&('�������

����&*+ �������������� E = E0ez � H = H0ez	 7�� ������ ���$�%���

� ���/ z� �,� ��&-��� ��+�%���( � ������ ���&%����� ����� &��$���'��

� $���$&���&������ z > 0	 ����&���� ,�����������	 �������

����,&��* %��'���(	 4���� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

�@F	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+����� $�&�#����%�

az = x2 + y2 (a = NQRPS) � $����(��*+ � �%��&�%�*+ $��� �('����

�	



g = −gez � ��,������ $���� ��$&('������� ����&�,� H = H0ez	

����&���� ,����������� �����	 ������� ����,&��* %��'���(	 4����

����� %��'���( � ���%&���&�+	

�@E	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ����&����� $���&+�����

������ � �,��� &�����&� α � $����(���� � �%��&�%��� $��� �('����

g = −gez� � ���'� ��,������ $���� ��$&('������� ����&�,�

H = H0ez	 7�� ������ ���$�%��� � ���/ z� �,� ��&-��� ��+�%���(

� ������ ���&%����� ����� &��$���'�� � $���$&���&������ z > 0	

����&���� ,����������� �����>*	 ������� ����,&��* %��'���(	

4���� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

� �	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� ���&� &�%����� R � $���

���* �('���� g = −gez � �%��&�%��� � $����(���� ��,������ $���

H = H0ez	 ����&���� ,����������� �����>*	 ������� ����,&��*

%��'���(	 4���� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

� �	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
1

2
p2

1

(
1

2
p2

2 +
1

2
ω2

0q
2
2

)
+

1

2
ω2

0q
2
1.

4���� ����� %��'���( ������*	

� �	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

3

2
+
ω2

0q
2
3

2
+ a

p2
1

2

(
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2

)
+ b

(
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2

)(
p2

3

2
+
ω2

0q
2
3

2

)
.

4���� ����� %��'���( ������* (��� La, b = NQRPSM	

� !	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

2m
+
mω2

0q
2

2
+ λ

(
p2

2m
+
mω2

0q
2

2

)n

.

4���� ����� %��'���( ������* Ln > 2� λ = NQRPSM	

��



� @	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

1

p2
2 + PZR2q2

+ PZR2q1.

4���� ����� %��'���( ������*	

�  	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

1

2m
+
mω2

0q
2
1

2

(
p2

2

2m
+
mω2

0q
2
2

2

)
.

4���� ����� %��'���( ������*	

� ?	 5�$�����( ����% ����,&���� %��'���(� ����� (��� ����� %��'���(

������*� ����&�( �$��*�����( ��,&��'����� La = NQRPSM

L =
m

2

(
ẋ2 + x4 ẏ2

)
− a NOy

x4 .

� )	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � �%��&�%��� $����(����

��,������ $��� H = H0ez	 " ����#&���� �����&��,� $����>����

A = −H0y ex

$���&���� ,����������� �����>*	 ������� ����,&��* %��'���(	

4���� ����� %��'���(	

� F	 3����>� �$��*�����( ��,&��'����� La = NQRPSM

L =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2PZR2θϕ̇2

)
− aϕ̇ cos θ.

4���� ����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+	

� E	 4���� � (���� ��%� ����� %��'���( ������*� ����&�( �$��*�����(

��,&��'����� La = NQRPSM

L =
m

2

(
ẋ2 + x4 ẏ2

)
− a NOy

x4 .

�




�?�	 ;������ �$��*�����( ,������������� Lλ = NQRPSM

H =
p2

1

2
+
ω2

0q
2
1

2
+
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2
+ λ

(
p2

1

2
+
ω2

0q
2
1

2

)
sin

(
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2

)
.

4���� ����� %��'���( ������* � (���� ��%�	

�?�	 f�&�� ������ m � ��&(%�� e ��'�� %��,����( $� ����&�����

$���&+������ �#&��������� �&�0����� ,&����� ������&�� ����>��

y = f(x) ���&�, ��� y� � �%��&�%�*+ � $����(��*+ ��,������ $���

H = H0 ey � $��� �('���� g = −g ey	 ����&���� ,����������� �

����� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

�?�	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( � $����(���� � �%��&�%���

��,������ $��� H = H0 ey $� $���&+������ �#&��������� �&�0�����

��&+��� ����� $�&�#��* y = a x3 La > 0M ���&�, ��� y	 ����&����

,����������� �����>* � ����� ����� �� %��'���( � ���%&���&�+	

�?!	 �� $���&+����� ������ � �,��� $���&�����&� α ��'�� %��,����(

�����>� ������ m � ��&(%�� e	 " ��&-��� ������ ���&�$���

������*� ��&(% q	 ;������ ��+�%���( � �%��&�%�*+ � $����(��*+

$��� �('���� g = −gez� � ���'� B����&������� � ��,������ $��(+

��$&('������(�� �������������� E = E0ez � H = H0ez	 ����&����

,����������� � ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+	

�?@	 ;������ �$��*�����( ��,&��'�����

L =
m

2

(
ṙ2 + r2 θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2

)
− U(ϕ)

r2 sin2 θ
.

����&���� ,������������ ������� ����,&��* %��'���( � ����� �����

%��'���( � ���%&���&�+ LU(ϕ) G ������&�( ��%����( ����>�(M	

�? 	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+�����

��&��������,� ������ � �,��� $&� ��&-��� 2γ � �%��&�%��� $���

���* �('���� g = −g ez	 " ��&-��� ������ ���&�$��� ������*� ��&(%

��



Q	 ����&���� ,����������� �����>* � ����� �� ����� %��'���( �

���%&���&�+	

�??	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+����� �&�0���(

z = f(x2 + y2) � �%��&�%�*+ � $����(��*+ ��,������ H = H0 ez �

B����&������� E = −E0 ez $��(+	 ����&���� ,����������� �����>*�

������� $� �,� ��%� ����,&��* %��'���( � ����� ����� %��'���(

�����>* � ���%&���&�+	

�?)	 " ��&-��� $�&�#����%� z = βρ2 Lβ > 0M ��+�%���( ��$�%��'�*�

������*� B����&������� ��&(% Q	 �� $���&+����� $�&�#����%�

��'�� %��,����( ������*� ��&(% e ������ m	 ;������ ��+�%���( �

�%��&�%�*+ � $����(��*+ $��� �('���� g = −g ez � ��,������ $���

H = H0 ez	 ����&���� ,����������� � ����� ����� %��'���( ��&(%�

� ���%&���&�+	

#�(� *����������� '���.�������� 

• �&��#&�������( �����������+ $�&�����*+ (p, q) → (P,Q){
Pi = Pi(p, q, t),

Qi = Qi(p, q, t),
L!	!�M

����&*� �� ���(/� ��%� �&������� ���������� L������������

����&*+ �&������( ���������� ����&�����*M� ���*��/��(

������������� $&��#&�������(��	

• ������� ��,������������ J���&*+K �&������� ����������

� J���&*+K $�&�����*+ (p, q) � ,������������� H(p, q, t) �

J���*+K �&������� ���������� � J���*+K $�&�����*+ (P,Q) �

��



,������������� K(P,Q, t)

c

(∑
i

pidqi −Hdt

)
=
∑

i

PidQi −Kdt+ dF1(q,Q, t), L!	!�M

,%� c = NQRPS	

• 4��#+�%���� � %���������� ������� ������������ $&��#&�������(

L!	!�M ������� � ��0���������� �%��� �� ���*&�+ $&�����%(0�+

����>��� �%�������&(/0�+ �$&�%�����*� �&������(� L��&�����

�����������,� $&��#&�������(� ��	 ��#��>�M	

• 6�������� c ���*�����( �����������/ �����������,�

$&��#&�������(	

• 6����������� $&��#&�������� � �����������/ c = 1 ���*�����(

����������*�	

• 6&���&�� ������������ $&��#&�������� L!	!�M (��(���(

������������ ��,%� � ������ ��,%�� ��,%� �*$���(/��( &��������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

{
Pi(p, q, t), Qj(p, q, t)

}
p,q

= c δij,{
Pi(p, q, t), Pj(p, q, t)

}
p,q

= 0,{
Qi(p, q, t), Qj(p, q, t)

}
p,q

= 0,

,%� ��'��� ��%��� � ���#�� �������� {, }p,q ��������� ��� ���

�*����(/��( $� J���&*�K $�&�����*� (p, q)	

• :��������

K = cH +
∂F

∂t

� ��&����+ �����������,� $&��#&�������( ���%��� $�������

���%�/0�� �#&���� L�� $&���&� $&�����%(0�� ����>�� ������

F1(q,Q, t)M

��



'�(��)�* ��&���* �����������,� $&��#&�������( %�(

$&�����%(0�+ ����>�� &���*+ �������	

6����

$&�����%(0�+

����>��

�������

��0���������(

$&�����%(0��

����>��

��&���*

�����������,�

$&��#&�������(

F1(q,Q, t) e_S
(∂Qi

∂pj

)
�= 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cpi =
∂F1

∂qi
,

Pi = − ∂F1

∂Qi
,

K = cH +
∂F1

∂t
.

F2(q, P, t) e_S
(∂Pi

∂pj

)
�= 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cpi =
∂F2

∂qi
,

Qi =
∂F2

∂Pi
,

K = cH +
∂F2

∂t
.

F3(p,Q, t) e_S
(∂Qi

∂qj

)
�= 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cqi = − ∂F3

∂pi
,

Pi = − ∂F3

∂Qi
,

K = cH +
∂F3

∂t
.

F4(p, P, t) e_S
(∂Pi

∂qj

)
�= 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cqi = − ∂F4

∂pi
,

Qi =
∂F4

∂Pi
,

K = cH +
∂F4

∂t
.

��



K(P,Q, t) = cH
(
p(P,Q, t), q(P,Q, t), t

)
+
∂F1

(
q(P,Q, t), Q, t

)
∂t

L!	!!M

L�����,���� %�( F2� F3 � F4M � $�����(�� ����� (��*� ��%

J����,�K ,������������ ������* $���� ����&-���( �����������,�

$&��#&�������( L!	!�M	

�?F	 "*(������ ������ ������������� ������������� $&��#&�������/

������������� $&�����%(0�( ����>�(

F =
∑

i

Qiqi.

�?E	 4���� $&�����%(0�/ ����>�/ ��'%��������,� $&��#&�������(

(p, q) → (P,Q) {
Pi = pi,

Qi = qi.

�)�	 4���� $&�����%(0�/ ����>�/ $&��#&�������( ���-��#�&�����(

(p, q) → (P,Q) {
Pi = αpi,

Qi = βqi,

,%� α, β = NQRPS.

�)�	 4���� $&�����%(0�/ ����>�/ $&��#&�������( (p, q) → (P,Q){
Pi = αqi,

Qi = βpi,

,%� α, β = NQRPS.

��



�)�	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q) (��(���( ������������

� ����� �,� $&�����%(0�/ ����>�/{
P = q + e−q + ln p,

Q = peq.

�)!	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q) (��(���( ������������

� ����� �,� $&�����%(0�/ ����>�/⎧⎨
⎩ P = q−4

(
p4 − 1

2
q6
)
,

Q = pq−1.

�)@	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q) (��(���( ������������

� ����� �,� $&�����%(0�/ ����>�/{
P = −qp+ q5,

Q = ln(p− q4).

�) 	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q) (��(���( ������������

� ����� �,� $&�����%(0�/ ����>�/⎧⎪⎨
⎪⎩

P = ln
p

4q3 ,

Q =
1

4
pq.

�)?	 ��%��&,���� �%����&�*� ,�&���������� ��>���(��& �

,�������������

H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2

������������� ������������� $&��#&�������/ � $&�����%(0��

����>���

F =
1

2
mωq2NSXQ.

4���� (��*� ��% $&��#&�������(	 ����&���� J���*�K ,�����������

K	 1�$����� J���*�K �&������( ���������� � �+ &�-���	 1��(

&�-���( $����%��+� ��$����� &�-���( J���&*+K �&�������

����������	

��



�))	 ��%��&,���� �%����&�*� ,�&���������� ��>���(��& �

,�������������

H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2

$&��#&�������/ (p, q) → (P,Q)⎧⎪⎨
⎪⎩

P =
i√

2mω

(
mωq − ip

)
e−iωt,

Q =
1√

2mω

(
mωq + ip

)
eiωt.

2�������� ��� $&��#&�������� (��(���( ������������	 4���� �,�

$&�����%(0�/ ����>�/	 ����&���� J���*�K ,����������� K	

1�$����� J���*�K �&������( ���������� � �+ &�-���	 1��( &�-���(

$����%��+� ��$����� &�-���( J���&*+K �&������� ����������	

�)F	 ��%��&,���� ������� � ,�������������

H =
pq3

2t

$&��#&�������/ (p, q) → (P,Q)⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

P = pq3

(
1 + t exp(q−2)

)
,

Q = q−2 + ln
(
tpq3

)
.

2�������� ��� $&��#&�������� (��(���( ������������	 4���� �,�

$&�����%(0�/ ����>�/	 4���� J���*�K ,����������� K	

�)E	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = (γ p)1/α q(1−α)/α,

P = − (γ p)(α−1)/α q(2α−1)/α

(��(���( ������������ Lα, γ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

��



�F�	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩
Q = −p q,
P = ln

(
1

α
qγ pα

)

(��(���( ������������ Lα, γ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�F�	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = − (b q)α+1 pα+2,

P = (b q)−α p−α−1

(��(���( ������������ Lα, b = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�F�	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩
Q = 2 NOq t,

P =
p

t POq t

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�F!	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Q = a p+

(
3 q

a b t

)1/(b−1)

,

P = − 3 q

a

(��(���( ������������ La, b = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�F@	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = ln q

P = p q

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�		



�F 	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩ Q = ln

(
p

α qα−1

)
P = p q

(��(���( ������������ Lα = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�F?	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = −γ q
P = p+ exp(γq − 1)

(��(���( ������������ Lγ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�F)	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = q + ln p− ep,

P = p

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�FF	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = −γ p e−q,

P = eq

(��(���( ������������ Lγ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�FE	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩ Q = −1

2
γ p sin 2q,

P = ln SXq

(��(���( ������������ Lγ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�	�



�E�	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩ Q = (γ p)1/2 1√

q
,

P = −q3/2 √γ p
(��(���( ������������ Lγ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�E�	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩
Q = −p q,
P = ln

(
1

α
pα qβ

)
,

(��(���( ������������ Lα, β = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�E�	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎪⎨
⎪⎩
Q = −

(
p

α+ 1

)1/α

− q,

P = −p,
(��(���( ������������ Lα = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�E!	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = −q − γ p+ t cos(q t),

P = q,

(��(���( ������������ Lγ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�E@	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = −q + ln p,

P = −p
(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�	




�E 	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = VWNSX(p q),

P = λ
(
1 + (p q)2

)
ln q

(��(���( ������������ Lλ = NQRPSM	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	

�E?	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
P = ln

(
p19 q20) ,

Q = p q

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�E)	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩
Q = q−2 + ln

(
2 p q3) ,

P = p q3 + 2 p q3 exp

(
1

q2

)
(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�EF	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
P = 2 q

(
e(p+q)2 + 1

)
+ 2 p

(
e(p+q)2 − 1

)
,

Q = p+ q

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�EE	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = −q NSX p,
P = 2 ln cos p

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

!��	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = q p,

P = ln
(
q20 p19)

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

�	�



!��	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q){
Q = cR (1 +

√
q cos p) ,

P = 2 (1 +
√
q cos p)

√
q sin p

(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

!��	 �&� ����+ �������(+ $�&����&�� α � β $&��#&��������(p, q) → (P,Q){
Q = qα cos βp,

P = qα sin βp

(��(���( ������������^ 6����� � B��� ������ �,� $&�����%(0�(

����>�(^

!�!	 4���� $&�����%(0�/ ����>�/ $&��#&�������( �����������+

$�&�����*+ (p, r) → (P ,R){
P = p +

e

c
∇α(r, t),

R = r,

�����������/0�,� ����#&�������� $&��#&�������/

A → A + ∇α(r, t), ϕ→ ϕ− 1

c

∂α(r, t)

∂t
.

%�( ��&('����� �����>* � B����&���,������ $��� Lα(r, t) G

$&���������( ����(&��( ����>�(M	

!�@	 ��%��&,���� ������� � ,������������� H = H(p, q) $&��#&�������/

(p, q) → (P,Q) ⎧⎨
⎩

P = p,

Q = μq +
∂ϕ(p, t)

∂t
,

,%� μ = NQRPS� ϕ(p, t)G ��%����( ����>�(	 2�������� ���

$&��#&�������� (��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/

����>�/	 4���� J���*�K ,����������� K	

�	�



!� 	 2�������� ��� $&��#&�������� �����������+ $�&�����*+

(px, py; x, y) → (Px, Py;X, Y )⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Px =
a

2

(√
2px cos x− y

)
,

X =
1

a

(√
2px sinx+ py

)
,

Py =
a

2

(
−
√

2px sinx+ py

)
,

Y =
1

a

(√
2px cosx+ y

)
(��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

!�?	 2�������� ��� $&��#&�������� (p, q) → (P,Q)⎧⎨
⎩
Qi = qi,

Pi = pi − ∂

∂qi
g(q, t),

,%� g(q, t) G ������&�( ��%����( ����>�( �#�#0���*+ ���&%���� �

�&������ (��(���( ������������	 4���� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

!�)	 2�( ������* � ��,&��'�����

L =
mẋ2

2
+ fx (f = NQRPS)

$���&���� (��*� ��% $&��#&�������( (p, x) → (P,X){
P (t) = p(t+ τ),

X(t) = x(t+ τ)

� ����� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

!�F	 2�( �%����&��,� ,�&���������,� ��>���(��&� � ��,&��'�����

L =
mq̇2

2
− mω2q2

2

�	�



$���&���� (��*� ��% $&��#&�������( (p, x) → (P,X){
P (t) = p(t+ τ),

Q(t) = q(t+ τ)

� ����� �,� $&�����%(0�/ ����>�/	

!�E	 3����>� ������ m� %��'�0�(�( � >���&������ $���� �$��*�����( �

>����%&������+ ���&%�����+ ��,&��'�����

L =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2

)
− U

(√
ρ2 + z2

)
.

;���&-��� ������������ ������������ $&��#&��������

(pρ, pϕ, pz; ρ, ϕ, z) → (P1, P2, P3;Q1, Q2, Q3)

� $&�����%(0�� ����>���

F = P1

√
ρ2 + z2 + P2 VWNSX

ρ

z
+ P3 ϕ.

1�$����� (��*� ��% B��+ $&��#&�������� � $���&���� J���*�K

,����������� K	

#��� ���
 0��������34��.�

• ����% ����������GH��#� ������� �� �%�� � $&��>�$�������

�����'����� %�( �/#�,� ,������������ $�%�#&��� ������&��

������������ $&��#&��������� $&���%(0�� � J������K ,������������

K = 0	

• �&������� ����������GH��#�

∂F

∂t
+H

(
∂F

∂q
, q, t

)
= 0, L!	�FM

�	�



,%� $�&�*� �&,����� ����>�� ���������� � ��%� ������� $&�����%���

��������� ��� � ����>�� ���������� ���#+�%��� ��� �#�#0���*�

��$����* �������� �� �����*� $&�����%�*� $� �����������/0��

�#�#0���*� ���&%������

pi → ∂F

∂qi
. L!	�FM

• �� ������ ��*���� ����>�( F � �&������� ����������GH��#� L!	 M

���� $&�����%(0�( ����>�( ������&�,� �����������,� �����������,�

$&��#&�������(� $&���%(0�,� � J�����K ����>�� ���������� K = 0	

• " ���������+ $&���'���(+ ���#+�%��� ����� ������� &�-����

�&������( ����������GH��#� L!	 M G $���*� ����,&���G ������&��

&�-����� �����(0�� �� �������+ $&��������*+ ��������� ������ �����

���������*+ $�&�����*+ L��� &���� s+ 1M � �&�������� $&���� �%��

�� ��+ �+�%�� �%%�����*� �#&����

F = F (q1, q2, . . . , qs; β1, β2, . . . , βs; t) + βs+1. L!	�FM

• ����*� ����,&�� �&������( ����������GH��#� ��+�%���( ����%��

&��%�����( $�&�����*+� $&���� $�&�����*� %��(� �%%������� � �

������ $����,� &��%�����( $�&�����*+ �����

F (q1, q2, . . . , qs, t) = T (t) +Q1(q1) +Q2(q2) + . . .+Qs(qs). L!	�FM

• ;�,����� ���&��� H��#�� ����� %��'���( ��'�� #*�� ���%�� $����

%����&��>�&�����( $����,� ����,&��� �&������( ����������GH��#�

$� ���%%�����*� ���������� � $&�&��������( $&�����%�*+ ���*�

$&��������*� ����������

αi =
∂F (q, β, t)

∂βi
⇒ qi = qi(α, β, t) ≡ qi(t). L!	�EM

• 6�������* βi� (��(/0���( $� ������ ��*��� ����,&�����

%��'���(� ��,�� #*�� ���%��* � $���0�/ ��&��� �����������,�

�	�



$&��#&�������(

pi =
∂F (q, β, t)

∂qi
⇒ βi = βi(p, q, t) = NQRPS. L!	�EM

!��	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+

%�( �%����&��� �����>* ���N�� m� %��'�0���( �%��� ��� x �

$����>������� $��� U(x)	

!��	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+ %�(

�����>* ������m� %��'�0���( � >���&������ $��� U(r)� � $��(&�*+

���&%�����+ $�������� D�$����	

!��	 ����%�� ����������GH��#� � ���&������+ ���&%�����+ ����� �����

%��'���( � ���%&���&�+ %�( �����>* ���N�� m� %��'�0���( �

>���&������ $��� U(r)	

!�!	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+ %�(

������*� ����&�( �$��*�����( ��,&��'�����

L =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2ϕ̇2

)
− a NQPϕ

ρ2 (a = NQRPS).

!�@	 3����>� �$��*�����( ��,&��'�����

L =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2PZR2θϕ̇2

)
− aϕ̇ cos θ (a = NQRPS).

4���� ����� %��'���( �����>* � ���%&���&�+ ����%�� ����������G

H��#�	

!� 	 ����%�� ����������GH��#� ����� (��� ����� %��'���( ������*�

����&�( �$��*�����( ����>��� D�,&��'� La = NQRPSM

L =
m

2

(
ẋ2 + x4 ẏ2

)
− a NOy

x4 .

�	�



!�?	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

3

2
+
ω2

0q
2
3

2
+ a

p2
1

2

(
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2

)
+ b

(
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2

)(
p2

3

2
+
ω2

0q
2
3

2

)
.

����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* � (����

��%� La, b = NQRPSM	

!�)	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

1

2
+
ω2

0q
2
1

2
+
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2
+ λ

(
p2

1

2
+
ω2

0q
2
1

2

)
sin

(
p2

2

2
+
ω2

0q
2
2

2

)
.

����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* (���

Lλ = NQRPSM	

!�F	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

2m
+
mω2

0q
2

2
+ λ

(
p2

2m
+
mω2

0q
2

2

)n

.

����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*	

Lλ, n = NQRPS� n > 1M	

!�E	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
1

2
p2

1

(
1

2
p2

2 +
1

2
ω2

0q
2
2

)
+

1

2
ω2

0q
2
1.

����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*	

!��	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
p2

1

2m
+
mω2

0q
2
1

2

(
p2

2

2m
+
mω2

0q
2
2

2

)
.

����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*	

!��	 3����>� ������ m � ��&(%�� e %��'���( $� $���&+����� �&�0���(

z = aρ6 (a = NQRPS) � �%��&�%�*+ � $����(��*+ $��� �('����

g = −gez� ��,������ $��� H = H0ez � B����&������� $���

E = − E0 ez	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���(

�����>* � ���%&���&�+	

�	�



!��	 ;������ �$��*�����( ,�������������

H =
1

2

(
p2

1 + p2
2

q1 − q2
+

(
p2

3 +
1

q2
3

)(
q1 + q2

))
.

����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*	

!�!	 ;������ �$��*�����( ����>�� ,�������������

H = g(t)
exp

(
p1 + q1

)2
− exp

(
p2 + q2

)2

exp
(
2(p1 + q1)

)
+ exp

(
2(p2 + q2)

) ,
,%� g(t) G ��%����( ����>�( �&�����	 ����%�� ����������GH��#�

����� ����� %��'���( ������*	

!�@	 " $�&�#��������+ ���&%�����+ ξ, η, ϕ

ρ =
√
ξη, z =

1

2
(ξ − η), ϕ = ϕ

����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( � ���%&���&�+ %�(

�����>* ������ m� %��'�0���( � >���&������ $���

U(r) = − α

r
.

!� 	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ��,&��'�����

L =
1

2

(
q̇2
1 + q̇2

2 sin q2

)
− 1

2

(
q2
1 + q2

2

)
.

!�?	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ��,&��'�����

L = q̇2
1 SXq1 +

cos q2
cos q1

q̇2
2.

!�)	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ,�������������

H =
1

4

(
p2

1 + p2
2 + p2

3

)
− q2

2 +
1

q2
3

+
1

sin2 q1

��	



$&� ��%���*+ �������*+ ������(+

qi(0) =
(π

2
, 0, 1

)
, q̇i(0) = (

√
2, 1, 0).

!�F	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ,�������������

H =
1

4

(
p2

1 + p2
2 + p2

3

)
+ q1 +

1

q2
− 1

q2
3

$&� ��%���*+ �������*+ ������(+

qi(0) = (0, 1, 1) , q̇i(0) = (1, 0, 0).

!�E	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ,�������������

H =
1

4

(
p2

1 + p2
2 + p2

3

)
+

1

sin2 q1
+ SO2q2

$&� ��%���*+ �������*+ ������(+

qi(0) =
(π

2
, 0, 0

)
, q̇i(0) = (1, 2, 1).

!!�	 ����%�� ����������GH��#� � $��(&�*+ ���&%�����+ $��������

D�$���� ����� ����� %��'���( �����>* ������m � >���&������ $���

U(r) =
1

2
mω2r2

$&� ��%���*+ �������*+ ������(+

r(0) = x0ex, v(0) = v1ex + v2ey.

!!�	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ,�������������

H =
1

4
q2
2 q

5
1 p

2
1 +

13

251
p2

2 q
3
2 +

7

9
q2
2 q

7
1.

���



!!�	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ��,&��'�����

L = A(x1) ẋ1
2 +B(x1)

(
ẋ2

2 + C(x2) ẋ3
2
)
−D(x1),

,%� A,B,C,D G ��%���*� ����>�� �������*+ �&,�������	

!!!	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������*�

�$��*������ ��,&��'�����

L = −mc2
√

1 − 1

c2

(
ρ̇2 + ρ2 ϕ̇2

)
− U(ρ).

!!@	 ����%�� ����������GH��#� � %���&���*+ ���&%�����+ �����

����� %��'���( ���#�%��� �&�+��&��� &��(���������� �����>*�

�$��*������ ��,&��'�����

L = −mc2

√
1 − ṙ2

c2
.

!! 	 ����%�� ����������GH��#� � ���&������+ ���&%�����+ ����� �����

%��'���( &��(���������� �����>*� %��'�0���( � >���&������ $���

U(r) = − α

r
� α > 0� � ��,&��'�����

L = −mc2

√
1 − ṙ2

c2
− U(r).

!!?	 ����%�� ����������GH��#� � ���&������+ ���&%�����+ ����� �����

%��'���( �&�+��&��,� &��(���������,� ��>���(��&� � ��,&��'�����

L = −mc2
√

1 − ẋ2 + ẏ2 + ż2

c2
− k

2

(
x2 + y2 + z2

)
.

!!)	 2�( ������* � ��,&��'�����

L =
√
a ẋ2 + b x2 + c ,

,%� a, b, c G ��������*� ����� ����� %��'���( ����%�� ����������G

H��#�	

��




!!F	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H =
1

2

(
p2

1 q
4
1 + p2

2 q
2
1 − 2 q2

1 q2

)
.

!!E	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,������������� Lb = NQRPSM

H =
1

2

(
p2

1 +
p2

2

cos2 q1

)
+ b sin q1.

!@�	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H =

(
p2

1 + q2
1 cos q1

)
2

q2
2 +

1

2
p2

2 cos q2.

!@�	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H = p2
1 + sin q1 +

(
p2 + p3 cos q2

)2

q2
2

.

!@�	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H = p2
1 + q2

1 +
p2

2 + p2
3

q2
2 + q2

3
.

!@!	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H =
p2

1

q2
1

+
1

q2
1

(
p2

2

q2
2

+
p2

3

q2
2 q

2
3

)
.

!@@	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H =
1

2

[
p2

1 + p2
2

q1 − q2
+

(
p2

3 +
1

q2
3

)(
q1 + q2

)]
.

���



!@ 	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H =
p2

1 q
2
1 + p2

2 q
2
2

2 p2
1 q

2
1 + 3 p2

2 q
2
2

sin t.

!@?	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H =
p2

1 + sin2 q1 + p2
2 + cos2 q2

p2
1 − sin2 q1 + p2

2 − cos2 q2
.

!@)	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
1

4

(
q̇2
1

q2
2

+ q̇2
2

)
+ q̇2

3 − 2 q2
1 q

2
2.

!@F	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
1

2

(
q̇2
1 q

4
1 + q̇2

2 q
2
1
)− q2

2

q2
1
.

!@E	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
1

2

(
q̇2
1 q

2
1 + q̇2

2 q
2
2 + q̇2

3
)− cos q1.

! �	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
1

2

(
q̇2
1

q2
2

+ q̇2
2 + q̇2

3

)
− 1

2
q2
1 q

2
2.

! �	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
1

2

(
q̇2
1 + q̇2

2 sin q2
)− 1

2
(q2

1 + q2
2).

! �	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
1

2

(
q̇2
1 SX q1 +

cos q2
cos q1

q̇2
2

)
.

���



! !	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
1

2

(
q4
1 q̇

2
1 +

sin q2
cos q1

q̇2
2

)
− q2

2 cos q1.

! @	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
q̇2
1

q2
2

+
1

4
q̇2
2 NSX q2 + q̇2

3 − q2
1 q

2
2 sin q1.

!  	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

��,&��'�����

L =
q̇2
1

4 q2
2

+
q̇2
2

4 q2
2
− 3 q2

1 q
2
2 + f(q2),

,%� f(q2) G ������&�( ��$&�&*���( � %����&��>�&����( ����>�(	

! ?	 ����%�� ����������GH��#� ����� ����� %��'���( ������* �

,�������������

H =
1

2

exp

(
2(p1 + q1)

)
+ exp

(
2(p2 + q2)

)

exp
(
p1 + q1

)
+ exp

(
p2 + q2

) f(t),

,%� f(t) G ��%����( ����>�( �&�����	

! )	 4���� �&������� �&�����&�� � ����� %��'���( �����>* ������ m �

��&(%�� e � ���%��&�%��� B����&������� $��� E = (ax, 0, bz) ����%��

����������GH��#�	

! F	 " ���&������+ ���&%�����+ ����%�� ����������GH��#� �����

�&������� �&�����&�� � ����� %��'���( L� ���%&���&�+M �����>*

���N�� m � >���&������ $��� U(r) = ar2� a > 0	

���



! E	 ;��&'��� ������m � %����� l �������� $� ���&���� $&(��,� �,�� #��

�&���(	 4���� ����� %��'���( ���&'�( ����%�� ����������GH��#�

$&� �������� ��� � �������*� ������ �&����� ���&'��� $������(� �

�,��� ����&*� �� �������(�� � ,�&��������/� &���� α0	

#�+� 2��������� 
������3	���� 5
��.��������

���������

• ��&�����*� %�������G�,�� G ���#*� ������������ $�&�����*��

����&*� ��,�� #*�� ���%��* %�( ������� �%�������&(/0�+

���%�/0�� �&�#�����(�

�	 ;������ (��(���( �#�#0����.�����&��������� �� ���� %�( ���

�#�#0����( B��&,�( (��(���( ����,&���� %��'���(	 " ����������

,����������� H ������* �� ������� (��� �� �&�����

H = H(p, q)

� ���������/� %����$�>�� LQd
i = 0M	

�	 ;�0������� ��#�& �����������+ $�&�����*+ Lp, qM� %�$����/0��

$����� &��%������ $�&�����*+� �� ���� ,����������� ������* ���&���

���� ��� ����� ����� �����&���>�( %�( ��'%�� $�&* Lpi, qiM

����������� ��$&('���*+ $�&�����*+ � ������&�/ ����>�/ Ψi

H = H (Ψ1(p1, q1),Ψ2(p2, q2), . . .Ψs(ps, qs)) , L!	�EM

$&���� �%�� ����>�( Ψ ��'�� �+�%��� � %&�,�/	

!	 ;������ ����&-��� $�&��%������� ��� �������.$�&��%�������

%��'����� �� ���� ��#� �M ��'%�( �� $�&�����*+ � �����������

��$&('����� $�&� Lpi(t), qi(t)M (��(���( $�&��%������� ����>���

���



�%��,� $�&��%� Ti L������ ��#&�>��M� ��#� �M ��'%*� �#�#0���*�

��$���� pi (��(���( $�&��%������� ����>��� �����������/0��

�#�#0����� ���&%����* qi pi = pi(qi)� $&� B��� ���� �#�#0����(

���&%����� qi(t) �� (��(���( $�&��%������� ����>��� �&�����

L������ �&�0���(M	

• 2�( ��,� ���#* $�&���� � $�&�����*� %�������G�,��� ���#+�%���

����&-��� ������������ ������������ $&��#&��������� ��(� �

�������� $&�����%(0�� ����>�� ���&%������/ ����� $����,�

����,&��� �&������( ����������GH��#�	

• ��&������( %������� L��� $&���� %�������M ���%���( ���

����,&�� $� $������ $�&��%� ��������( ��$����� pi ��� ����>��

�����������/0�� ���&%����* qi

Ji =
1

2π

∮
pidqi. L!	�EM

• 7��#�������/ $�&�����*+ %������( (��(���( �+ $����(�����

Ji = NQRPS. L!	�EM

• ��&������( �,�� w� ��� ����������� ��$&('����( $�&������(

� $�&������� %������(� B���/>����&��� �� �&����� $� ���������

������

wi(t) =
∂H(J )

∂Ji
t+ w0i, L!	�EM

$&���� $&�����%�*� � �������� $� t ���,������ $� ����� �$&�%��(/�

��#������*� ������* ������*

ωi =
∂H(J )

∂Ji
. L!	�EM

• J4��*�K ,����������� K� $�������*� $���� ����&-���(

�����������,� $&��#&�������( � $�&�����*� %�������G�,��� �������

���



������ �� $�&�����*+ %������( � $&�%�����(�� ��#��J���&*�K

,����������� H� �*&�'���*� ��&�� $�&�����*� %������(

K = H(J1,J2, . . . ,Js). L!	�EM

• �%��#�������� ��%����*� ���*�����( ����� ��������� �� �&������

$�&����&� λ(t)� $&� ����&�� �������� �,� ��������( �� +�&����&�*�

�&������� $&���'���� ������*� &���*� $�&��%� ������* T �
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