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Обозначения и логические символы
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§ 1. Полнота множества действительных чисел 
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Множество действительных чисел 
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 является расширением множества рациональных чисел 
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 посредством добавления новых (иррациональных) чисел, существование которых устанавливается с помощью аксиомы полноты, которую мы сформулируем ниже:
Определение. Множество 
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[image: image47.wmf]b

$Î

¡

 такой, что 
[image: image48.wmf]b

a

A

a

£

Þ

Î

"

; число 
[image: image49.wmf]b

 называется верхней гранью множества 
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 (от латинского supremum – наивысший).
Аксиома полноты (аксиома 1). Если множество 
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 ограничено сверху, то существует точная верхняя грань множества 
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Определение. Множество 
[image: image56.wmf]A

Ì

¡

 называется ограниченным снизу, если 
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 называется нижней гранью множества 
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Утверждение. Если множество 
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 ограничено снизу, то 
[image: image64.wmf]A

inf

$

.
Доказательство. Пусть 
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 ограничено сверху и по аксиоме полноты 
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, что и требовалось доказать.
В качестве аксиомы полноты можно взять другое утверждение, эквивалентное аксиоме 1, которое называется аксиомой отделимости. Ниже мы сформулируем эту аксиому, а доказательство эквивалентности этих аксиом предлагаем сделать самостоятельно.

Определение. Говорят, что множества 
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Аксиома отделимости (аксиома 2). Если множества 
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 отделимы, то существует элемент 
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Определение. Система отрезков 
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 называется вложенной, если 
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, т.е. каждый последующий отрезок содержится в предыдущем.
Лемма Кантора о вложенных отрезках. Пусть дана система вложенных отрезков 
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, тогда найдётся точка 
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, принадлежащая всем отрезкам.
Доказательство. Пусть 
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 – множество левых концов отрезков 
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 – множество правых концов, тогда по аксиоме отделимости 
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, что и доказывает лемму Кантора.

Замечание. Лемма Кантора будет неверна, если вместо вложенных отрезков рассматривать систему вложенных интервалов, например, 
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Определение. Вложенная система отрезков называется стягивающейся, если длины этих отрезков 
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 становятся сколь угодно малыми с ростом числа 
[image: image88.wmf]n

.

Утверждение. Если система отрезков 
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 стягивающаяся, то существует единственная (!) точка 
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, принадлежащая всем отрезкам одновременно.
(Доказать самостоятельно).

§ 2. Предел последовательности

Пусть задано отображение 
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 некоторое действительное число 
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Примеры последовательностей:
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Определение. Число 
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 называется пределом последовательности 
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2) Последовательность 
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[image: image118.wmf]a

 было бы пределом последовательности 
[image: image119.wmf](

)

{

}

n

n

a

1

-

=

, то, по определению предела последовательности, положив 
[image: image120.wmf]2

1

=

e

 мы имели бы неравенство 
[image: image121.wmf]2

1

<

-

a

a

n

 для всех 
[image: image122.wmf]0

n

n

³

. Если 
[image: image123.wmf]n

 – чётное число, то 
[image: image124.wmf](

)

1

1

=

-

=

n

n

a

, а при нечётном 
[image: image125.wmf](

)

1

1

-

=

-

=

n

n

a

. Следовательно, число 
[image: image126.wmf]a

 должно одновременно удовлетворять двум неравенствам:
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Эти системы (как показывает последняя) несовместимы. Следовательно, последовательность 
[image: image128.wmf](

)

{

}

n

n

a

1

-

=

 не имеет предела.
Утверждение (единственность предела). Если последовательность 
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 не может быть пределом последовательности 
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Доказательство. Пусть 
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При 
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 эта система несовместна. Тем самым единственность предела доказана.

Арифметические свойства пределов. Пусть даны две последовательности 
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Доказательство.
1) Пусть выбрано число 
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Пусть 
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2) Пусть выбрано число 
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Пусть 
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3) Доказать самостоятельно.

§ 3. Предел монотонной и ограниченной последовательности. Число е
Определение. Последовательность 
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Утверждение. Всякая монотонная и ограниченная (т.е. ограниченная сверху и снизу) последовательность имеет предел.
Доказательство. Пусть задана неубывающая последовательность 
[image: image174.wmf]{

}

n

a

. Обозначим 
[image: image175.wmf]A

Ì

¡

 − множество значений 
[image: image176.wmf]n

a

, которые принимает последовательность, тогда по аксиоме 1 
[image: image177.wmf]A

sup

$

. Обозначим 
[image: image178.wmf]A

a

sup

=

 и докажем, что 
[image: image179.wmf]a

a

n

n

=

¥

®

lim

.
Зададим произвольное число 
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Случай невозрастающей последовательности 
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}

n

a

 доказать самостоятельно.

Утверждение. Существует предел последовательности 
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Доказательство. Обозначим 
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Лемма. Для всякого числа 
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Доказательство. Докажем это утверждение индукцией по 
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Далее докажем, что последовательность 
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Кроме того, последовательность 
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Итак, мы доказали, что последовательность 
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, т.е. предел последовательности 
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Определение константы Эйлера. Числом 
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[image: image222.wmf]1

1

n

n

a

n

æö

=+

ç÷

èø

, т.е. 
[image: image223.wmf]1

lim1

n

n

e

n

®¥

æö

=+

ç÷

èø

.

§ 4. Предел функции

Определения:
Окрестностью точки 
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Î

¡

 будем называть произвольный открытый интервал, содержащий точку 
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, и обозначать 
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Проколотой окрестностью точки 
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 будем называть окрестность точки 
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, из которой исключена сама точка 
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, и обозначать 
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δ-окрестностью точки 
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 будем называть такую окрестность точки 
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Проколотой δ-окрестностью точки 
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Пусть функция 
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Определение предела функции. Число 
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Замечание. В определении предела функции в точке 
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Определение бесконечно малой величины (б.м.в.). Функция 
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Утверждение. 
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Это утверждение следует из определений предела функции и б.м.в., ввиду эквивалентности неравенств: 
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Определение. Функцию 
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Утверждение. Если 
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Доказательство. Так как в определении предела функции число 
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Свойства бесконечно малых величин.
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Доказательство. Докажем, что 
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Следовательно 
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Далее докажем, что 
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Пусть задано число 
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Осталось доказать, что 
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Арифметические свойства предела функции. Пусть в некоторой 
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Доказательство. Так как по доказанному выше: 
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По свойствам б.м.в. 
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Для доказательства свойства 3) заметим, что при 
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По свойствам б.м.в. 
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 есть б.м.в., следовательно свойство 3) также доказано.

§ 5. Односторонние пределы.
Предел монотонной и ограниченной функции

Определение. Число 
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Аналогично определяется предел слева. Число 
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Из определений пределов следует
утверждение. 
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В качестве примера рассмотрим функцию: 
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Справедливы равенства 
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Определения:
Функцию 
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Функцию 
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Утверждение. Пусть функция 
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Доказательство. Пусть функция 
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§ 6. Предел сложной функции
Теорема о пределе сложной функции. Пусть функция 
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Доказательство. Пусть задано число 
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Замечание. Условие теоремы 
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§ 7. Переход к пределу в неравенстве
Утверждение 1. Пусть функции 
[image: image428.wmf](

)

fx

 и 
[image: image429.wmf](

)

gx

 определены в 
[image: image430.wmf](

)

O

a

o

, 
[image: image431.wmf](

)

(

)

fxgx

£

, 
[image: image432.wmf](

)

O

xa

"Î

o

, 
[image: image433.wmf](

)

lim

xa

fxA

®

=

, 
[image: image434.wmf](

)

lim

xa

gxB

®

=

, тогда 
[image: image435.wmf]AB

£

.
Доказательство. Пусть 
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Утверждение 2 (лемма о двух милиционерах). Пусть функции 
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Доказательство. Рассмотрим 2 случая:
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2) Пусть 
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§ 8. Предел 
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Утверждение. 
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Рассмотрим окружность единичного радиуса с центром 
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§ 9. Предел 
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Доказательство.
Определение. Целой частью числа 
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Далее докажем, что 
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Из доказанного утверждения выведем три важных предела:
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Правомерность этих предельных переходов следует из непрерывности функций 
[image: image517.wmf]x
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 и 
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§ 10. Сравнение бесконечно малых величин

Будем предполагать, что функции, которые мы будем рассматривать в этом параграфе определены в окрестности нуля.
Определение. Функция 
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Свойства бесконечно малых величин:
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3) 
[image: image530.wmf](

)

(

)

mnnm

xoxox

®

+

×=

;
4) 
[image: image531.wmf](

)

(

)

(

)

nmnm

oxoxox

®

+

×=

;
5) если 
[image: image532.wmf]nm

£

, то 
[image: image533.wmf](

)

(

)

n

nm

m

ox

ox

x

®

-

=

;
6) 
[image: image534.wmf](

)

(

)

(

)

nn

ooxox

®

=

;
7) 
[image: image535.wmf](

)

(

)

(

)

nnn

oxoxox

®

+=

.
Доказательство. Докажем два первых свойства. Доказательство остальных предлагаем сделать самостоятельно.
1) Пусть 
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Свойство 1 доказано.
2) Пусть 
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Примеры:
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Свойства бесконечно малых величин удобно применять при вычислении пределов.

§ 11. Непрерывность функции в точке

Пусть функция 
[image: image548.wmf](
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 определена в 
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[image: image550.wmf]a

.
Определение. Функция 
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 (краткая запись: 
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Свойства непрерывных в точке функций:
1) Если 
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Доказательство свойства 1 получается, если воспользоваться соответствующими свойствами пределов функции.
Для доказательства свойства 2 нужно применить теорему о пределе сложной функции.
§ 12. Типы разрывов функции в точке

Определение. Функция 
[image: image562.wmf](
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[image: image566.wmf](

)

fa

 не определено.
Пример. 
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Определение. Функция 
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Определение. Функция 
[image: image578.wmf](
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 разрыв второго рода, если не существует хотя бы один из односторонних пределов 
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Примеры:
1) 
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В первых двух примерах точка 
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§ 13. Непрерывность монотонной функции.

Определение. Функция 
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Определение. Функция 
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 и непрерывна в точке 
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Теорема. Пусть функция 
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Доказательство. По теореме о пределе монотонной функции 
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Если 
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 (доказать самостоятельно). Теорема доказана.
Следствие. Из доказательства теоремы следует, что, если 
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§ 14. Непрерывность обратной функции

Определение. Пусть функция 
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Теорема. Пусть функция 
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Доказательство. Пусть для определенности функция 
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§ 15. Непрерывность основных элементарных функций и
обратных к ним

Постоянная функция 
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Показательная функция 
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Функция 
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Функция 
[image: image678.wmf](

)

(

)

cos

fxxC

=Î

¡

 ввиду непрерывности сложной функции 
[image: image679.wmf]cossin

2

xx

p

æö

=-

ç÷

èø

.

Функции 
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Из теоремы о непрерывности обратных функций следует, что 
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§ 16. Свойства функций непрерывных на отрезке
Определение. Функция 
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Теорема 1. Пусть 
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В результате мы получаем систему стягивающихся отрезков 
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Определение. Число 
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[image: image731.wmf](

)

fx

 на множестве 
[image: image732.wmf]S

Ì

¡

, если 
[image: image733.wmf]1

xS

$Î

 такая, что 
[image: image734.wmf](

)

(

)

1

xSfxfxM

"ÎÞ£=

. Краткая запись 
[image: image735.wmf](

)

max

S

Mfx

=

. Число 
[image: image736.wmf]m

 называется минимумом функции 
[image: image737.wmf](

)

fx

 на множестве 
[image: image738.wmf]S

Ì

¡

, если 
[image: image739.wmf]2

xS

$Î

 такая, что 
[image: image740.wmf](

)

(

)

2

xSfxfxm

"ÎÞ³=

. Краткая запись 
[image: image741.wmf](

)

min

S

mfx

=

.
Теорема 2. Пусть 
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Доказательство. По теореме 1 
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Последнее неравенство противоречит тому, что 
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Теорема 3 (о промежуточном значении). Пусть 
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Доказательство:
Лемма. Пусть 
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Доказательство. Обозначим 
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 пополам и так далее. Тогда либо за конечное число таких операций мы найдём точку 
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Итак, будем доказывать теорему. Обозначим 
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Следствие. Пусть 
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Доказательство. По теореме 2 
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§ 17. Равномерная непрерывность. Теорема Кантора

Пусть 
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Определение. Функция 
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Пример 1. Функция 
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Пример 2. Функция 
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Теорема Кантора. Пусть 
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§ 18. Производная функции в точке

Пусть 
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если он существует. Обозначим 
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Определение. Функцию 
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Сравнивая соотношения (2) и (3), получим 
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Производная суммы, произведения и частного двух функций:
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Доказательство:
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Далее, применяя доказанное правило дифференцирования произведения функций, получим соотношение: 
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§ 19. Дифференцирование обратной функции

Утверждение. Пусть 
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Доказательство. Существование и непрерывность обратной функции было доказано ранее. Далее имеем: 
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§ 20. Дифференцирование сложной функции

Утверждение. Пусть 
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Доказательство. Так как 
[image: image927.wmf](

)

(

)

0

fxDx

Î

 и 
[image: image928.wmf](

)

(

)

0

gyDy

Î

, то:

[image: image929.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00000

o

fxfxfxfxxx

¢

D=-=D+D

 и

[image: image930.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00000

o

gygygygyyy

¢

D=-=D+D

.
Из этих соотношений по свойствам б.м.в. следует, что: 
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Утверждение доказано.
Производные основных элементарных функций и обратных к ним:
Используя доказанные выше свойства производных и пределов, докажем следующие равенства:
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§ 21. Дифференциал функции и его свойства

Пусть 
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Определение. 
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Свойства дифференциала

Важным свойством дифференциала функции является инвариантность формы дифференциала относительно замены переменной:
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По правилу дифференцирования сложной функции 
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 мы можем рассматривать как дифференциал функции 
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 − это равенство и выражает свойство инвариантности первого дифференциала относительно замены переменной.

Отметим еще некоторые свойства дифференциала, которые следуют из соответствующих свойств производных.
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Доказательство этих свойств предлагаем сделать самостоятельно.

§ 22. Производные произвольных порядков. Формула Лейбница

Определение. Производной второго порядка в точке 
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Аналогично производная порядка 
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Заметим, что функция может иметь первую производную  точке и не иметь вторую и все последующие.

Пример. Для функции 
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Вычислим производные произвольных порядков от некоторых функций. Следующие равенства доказываются индукцией по 
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, в частности: 
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Далее выведем формулу позволяющую вычислять производную 
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-ого порядка произведения двух функций:
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формула Лейбница. 
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Доказательство. Отметим важное свойство биномиальных коэффициентов: 
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Далее, для доказательства формулы Лейбница применим метод математической индукции по числу 
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 совпадает с известной формулой для производной произведения двух функций.
Пусть для некоторого 
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Тогда, дифференцируя это равенство еще раз получим соотношения: 
[image: image1040.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

0

n

n

nkk

k

n

k

uvCuv

+

-

=

¢

×=×=

å

 
[image: image1041.wmf](
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, что и доказывает формулу Лейбница при следующем значении 
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§ 23. Теоремы о конечных приращениях

Пусть 
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[image: image1047.wmf](

)

fx

 имеет в точке 
[image: image1048.wmf]0

x

:
локальный максимум, если 
[image: image1049.wmf](

)

(

)

(

)

00

O

xxfxfx

"ÎÞ£

,
строгий локальный максимум, если 
[image: image1050.wmf](

)

(

)

(

)

o

00

O

xxfxfx

"ÎÞ<

,
локальный минимум, если 
[image: image1051.wmf](

)

(

)

(

)

00

xxfxfx

"ÎOÞ³

,
строгий локальный минимум, если 
[image: image1052.wmf](

)

(

)

(

)

o

00

O

xxfxfx

"ÎÞ>

,
локальный экстремум − локальный максимум или локальный минимум,
строгий локальный экстремум – строгий локальный максимум или минимум.

Теорема Ферма (необходимое условие локального экстремума). Пусть 
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Таким образом, должны одновременно выполнятся два неравенства:
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Замечания: 1) Функция 
[image: image1066.wmf](

)

fxx

=

 имеет в точке 
[image: image1067.wmf]0

x

=

 локальный минимум, но 
[image: image1068.wmf](

)

(

)

0

fxDx

Ï

.
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Теорема Ролля. Пусть выполнены следующие условия:
1) 
[image: image1073.wmf](

)

[

]

,

fxCab

Î

,










2) 
[image: image1074.wmf](

)

(

)

,

fxDab

Î

,










3) 
[image: image1075.wmf](

)

(

)

fafb

=

.
Тогда 
[image: image1076.wmf](

)

,

cab

$Î

 такая, что 
[image: image1077.wmf](

)

0

fc

¢

=

.
Доказательство. Если 
[image: image1078.wmf](

)

(

)

fxfa

=

, 
[image: image1079.wmf][

]

,

xab

"Î

, то 
[image: image1080.wmf](

)

(

)

,0

xabfx

¢

$ÎÞ=

 и утверждение теоремы выполнено.
Если 
[image: image1081.wmf](

)

fx

 принимает различные значения на 
[image: image1082.wmf][

]

,

ab

, то по доказанной теореме 
[image: image1083.wmf][

]

12

,,

ccab

$

 такие, что 
[image: image1084.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

[

]

(

)

12

,

,

max,min

ab

ab

fcfxfcfx

==

, 
[image: image1085.wmf](

)

(

)

12

fcfc

¹

. Тогда хотя бы одна из точек 
[image: image1086.wmf]1

c

 и 
[image: image1087.wmf]2

c

 отлична от концевых точек 
[image: image1088.wmf]a

 и 
[image: image1089.wmf]b

. Пусть 
[image: image1090.wmf](

)

1

,

cab

Î

. Тогда по теореме Ферма 
[image: image1091.wmf](

)

1

0

fc

¢

=

. Теорема Ролля доказана.
Следствие 1. Пусть 
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Доказательство. По теореме Ролля 
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Пусть функции 
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Следствие 2. Пусть 
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Доказательство. Функция 
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Теорема Лагранжа. Пусть 
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Доказательство. Применим следствие 2 теоремы Ролля, определив функцию 
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Следствие 1. Если 
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[image: image1128.wmf](

)

12

,,

xxab

Î

. Применим теорему Лагранжа к функции 
[image: image1129.wmf](

)

fx

 на 
[image: image1130.wmf][

]

12

,

xx

: 
[image: image1131.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1212

0

fxfxfcxx

¢

-=-=

, 
[image: image1132.wmf](

)

12

,

cxx

Î

, т.е. 
[image: image1133.wmf](

)

(

)

(

)

1212

,,

xxabfxfx

"ÎÞ=

, что и доказывает следствие 1.
Следствие 2. Пусть 
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Замечание. Если 
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Доказать самостоятельно (индукцией по 
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Замечание. Теорема Лагранжа имеет следующую геометрическую интерпретацию: Рассмотрим график функции 
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Теорема Коши. Пусть функции 
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Доказательство. Применим следствие 2 теоремы Ролля: 
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Заметим, что 
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§ 24. Формула Тейлора
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Теорема 1. Пусть 
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Замечание. Равенство (1) называют формулой Тейлора с остатком (2) в форме Лагранжа.
Доказательство. Зафиксируем значение 
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Следовательно, 
[image: image1194.wmf](

)

0

,

cxx

$Î

 такая, что 
[image: image1195.wmf](

)

(

)

1

0

n

c

j

+

=

 (
[image: image1196.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1111

0

,1!1!0

nnnn

n

cfcPcxAnfcAn

j

++++

=--+=-+=

), т.к. 
[image: image1197.wmf](

)

(

)

1

0

,0

n

n

Ptx

+

=

. Далее из доказанного равенства находим значение 
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Итак, мы доказали, что 
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Подставляя в это равенство значение 
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, из которого следует утверждение теоремы 1.

Теорема 2. Пусть 
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Замечание. Равенство (3) называется формулой Тейлора с остатком 
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Доказательство. По теореме 1 справедливо равенство: 
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Теорема 2 доказана.

Замечание. Формула Тейлора с остатком 
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§ 25. Представление основных элементарных функций с помощью формулы Тейлора

При 
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[image: image1217.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

!

k

n

k

k

f

fxxR

k

=

=+

å

,



(4)

где остаток 
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 можно представить либо в форме Лагранжа 
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2) Ввиду того, что 
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3) Так как 
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4) 
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где 
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[image: image1239.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1...

,0,0,

1!1

,0o

n

n

n

n

n

nx

Rxcx

nc

R

rxx

a

aaa

+

+-

é

--×

=Î

ê

++

=

ê

ê

=

ê

ë

.

§ 26. Правило Лопиталя
Теорема 1 
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Определение. 
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Теорема 2 
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Пусть зафиксировано произвольное число 
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Т.к. 
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такое, что:
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(2).

Итак, из равенства (2) следует, что:
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Теорема 2 доказана.

Определение. 
[image: image1288.wmf](
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Замечание. Утверждения теорем 1 и 2 также справедливы, если 
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Доказательство. 
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§ 27. Исследование функций
Нахождение локального экстремума функции
Доказанная ранее теорема Ферма устанавливает необходимое условие локального экстремума функции в точке 
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Теорема 1 (достаточное условие локального экстремума). Пусть 
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 –  точка строгого локального максимума.
Доказательство. Запишем формулу Тейлора для 
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Т.к. по условию теоремы 
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 – точка строгого локального максимума. Теорема 1 доказана.
Замечание. Если 
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 точкой локального экстремума.

Следующая теорема обобщает результат теоремы 1.

Теорема 2. Пусть 
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 – точка строгого локального максимума. Если же 
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 функция не имеет локального экстремума.
Доказательство. Представим 
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Если 
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 четно, то знак правой части равенства (1) в достаточно малой окрестности 
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 – точка строгого локального минимума; если 
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 – точка строгого локального максимума. Если же число 
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 нечетно, то значения правой части равенства (1) имеет разные знаки в правой и левой полуокрестностях точки. Следовательно, точка 
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 не является точкой локального экстремума. Теорема 2 доказана.
Условия выпуклости функции
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Определение. Функция 
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и выпукла вниз, если:
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Геометрически условия выпуклости означает, что если 
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Теорема 1. Пусть 
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Доказательство. Воспользуемся формулой Тейлора для 
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Знак правой части последнего равенства в достаточно малой окрестности 
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 – точка выпуклости вниз 
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Определение. Точка 
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 разный для точек, принадлежащих левой и правой полуокрестностям точки 
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. Геометрически это означает, что график функции 
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Теорема 2. Пусть 
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Доказательство. Воспользуемся формулой Тейлора для 
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Если 
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 нечетное, то знак выражения в правой части последнего равенства различный в левой и правой полуокрестностях точки 
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. Теорема 2 доказана.
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