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Глава 1

Введение: основные

алгебраические структуры

в этой главе мы представим вниманию читателя основные алге

браические структуры, с которыми мы встретимся при изложении

курса и при решении задач. Детальное знакомство с ними будет про

исходить по мере нашего продвижения и накопления фактического

материала. Преимущество работы с абстрактными математическими

понятиям и может быть оценено лишь при необходимости рассматри

вать многочисленные частные при меры.

Предмет алгебры существенно менялся с течением времени:

арифметические действия над натуральными и положительными ра

циональными числами в глубокой древности (3 век н. э.): алгебра

ические уравнения первой и второй степени (9 век); появление ал

гебраической символики (15-17 века); к 18-му веку алгебра сложи

лась в том объёме, который сейчас принято называть «элеJlлентар

НОЙ алгеброй»: в 18-19 веках алгебра - это прежле всего алгебра

многочленов; с середины 19-1'0 века центр тяжести алгебраических

исследований перемещается на изучение произвольных алгебраиче

ских операчий. Изучение алгебраических структур (т. е. множеств

с опрелелёнными на ННХ операциями) было подготовлено развити

('М числовых систем (построением комплексных чисел и кватерни

()1юн). созла I! нем матричного ИСЧ исления, ВОЗНИ кновен ием булевой

'I,III·,·{)!,I,I. IIllСlllflСЙ алгебры Грассмана, исследованием групп подста

понок Таким образом, к 20-му веку сформировалась точка зрения
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на современную алгебру как на общую теорию алгебраических опе

раций (под влиянием работ Д. Гильберга, э. Артина. э. Нётер и

с выходом в 1930 г. монографии Б. Л. ван дер Вардена «Современная

алгебра» ).

1.1. Алгебраические операции

Если М - непустое множество, '17, - натуральное число, то че

рез 111n
обозначим множество упорядоченных последовательностей

(пtl, nt2",,; 'ПLn ) , nLi Е А1, 1 ~ 't ~ n. Под п-арной алгебраической

операцией на множестве М понимается отображение

число т1 называется арностью алгебраической операции са, Истори

чески сначала возникли бинарные операции ('17, = 2) и унарные опе

рации ('17, = 1). Нульарные операции - это фиксированные элементы

множества 111, поскольку под м'» пони мается одноэлементное мно

жество.

1.2. Группоиды, полугруппы, моноиды

Непустое множество М с бинарной операцией "": М Х 11,1 ~ М
называется гриппоидом. Иногда нам удобнее использовать обозначе

ние

17],1 w m2 = w((m], m2», ml, m2 Е М.

Бинарная операция w: 111 х 111 ---" 1\11 называется ассоциативной, если

('1nl ш rП2) w тнз = ЛI·l W(rHZ UJ 'тнз) для всех '{/Ч~ '{Н2, IJLз Е 1\1[,

и коммитатинной, если

ПЧWnLz='ГnzWТJLl для всех 'Inl,'ПL2ЕJJI.

Упражнение 1.2.1.

1) Бинарная операция разность целых чисел

-: Z Х Z ~ Z, (m],ТI/.2) >--' m·l - ·"'2,

не является ассоциативной и не является коммутативной.



1.2. Группоиды, лолугруллы. МОНОИДbJ 3

2) Следующие бинарные операции ассоцнативны н коммутативны:

2.1)
+:HxH-;Н, (mj,Гn2) с-.>П'l +m2

(сложение натуральных чисел);

-: N х N -; М, (ml,m2) с-.> mlm2

(умножение натуральных чисел):

2.2) пусть P(JvI) - множество всех подмножеств (включая пу

стое) множества М,

п. Р(М) х Р(М) -; Р(М), (А, В) f-> А n В

(пересечение подмножеств);

U: р(м) Х р(м) -; р(м), (А, В) ь-э А U В

(объединение подмножеств);

*: р(м) Х р(м) -; р(м),

(А, В) f-> А * В = (А \ В) U (В \ А) = (А U В) \ (А n В)

(симметрическая разность подмножеств).

3) Пусть т(м) = ММ = и: М -; М} - совокупность всех ото

бражений из множества М в множество JvI,

о: JvIM Х мМ -; мМ, (/,g) f-> /09,

где (/ о 9)(m) = /(g(m)) для 111 Е М (композиция отобра

жений). Тогда о - ассоциативная операция (она является ком

мутативной тогда и только тогда, когда IJvII = 1, т. е. Jv!
одноэлементное множество), подробнее см. задачу 1.7.1.

4) Бинарная операция

N х N ------+ М) (т.) n) !-J- т.n'

(возведение в степень) неассоциативна и некоммутативна; би

нарная операция

коммутативна, но не является ассоциативной ((1", 2) w 3 1
11", (2",З)).
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5) Если (М, [Ц) - группоид с бинарной операцией [Ц: М Х М -7 111,
то подмножество L с:; 11;[, для которого

(замкнутое относительно операции [Ц), является труппоидом.

называемым подерцппоидом, Например:

а) (1\1, +) - подгруппоид в группоиде (2, +) (здесь 2 - целые

числа);

б) подмножество 2 \ {О} не является замкнутым в группсиле

(2, +) относительно операции сложения.

Пусть (iVl1, [Цl) и (Л12, [Ц2) - группоиды. Отображение

называется гомоморфизмом гриппоидов , если

f(xW1Y)=/(X)W2/(Y) для всех х,УЕМ1 .

Биективный гомоморфизм группоидов называется изоморфизмом

груnnоидов (В случае его наличия группсилы (М1 , [Цl) и (М2 , [Ц2)

называются изоморфными; обозначение 1111 ~ 1112).

Лемма 1.2.2.

1) Пусть /1 И /2, где

ЯВЛЯЮТСЯ гомоморфизмами группоидов. Тогда их произведение

/2/1,

также является гомоморфизмомгруппоидов.
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2) Пусть f: (M1'Wl) --+ (1V!2,W2) -изоморфизм группоидов, тогда

обратное отображение

г
1

: (M2,W2) --+ (M1,WI)

зэкэке является ИЗ0МОРФнзмом группоидов.

Доказательство.

Г) для любых х, у Е 1111 имеем

(.f2I1)(XW1Y) = I2(.f1(:TW1Y)) = !2Ul(X)W2 !1(У)) =

= МfФ)) Wз f2(iJ(y)) = ((2М(Х) W3 и2/1) (у).

2) Пусть z, w Е М2 , Z = f(:c), w = /(у), где Х = f-1(z),
У = /-I(ш) Е М1. Тогда

г 1 ( z W2 ш) = г1и(т) W2 /(у)) = г1и( х; W1 у)) =

= XW1Y = г1 (z) W1 г1 (ш) . О

Следствие 1.2.3. Отношение «бытъ нзоморфнынн» является от

ношением эквивалентностн на классе группоидов: (M,w) ~ (M,w):
если (M1,Wl) ~ (M2,W2), то (M2,W2) ~ (M1,Wl); если (M1,W1) ~
~ (M2,W2) и (M2,W2)~ (МЗ,WЗ), то (M1,W1) ~ (Мз,wз).

Упражнение 1.2.4.

]) Тождественное отображение

1м: М --+ 111, 1м(т) = т,

является изоморфизмом

1м: (M,w) --+ (M,w)

группсипов.

2) Отображения

f (!'! +) --+ (N, .).

А: (!'! -ь) --+ (N, +),

/(n) = 2",

/,(n) = kn., k Е lЧ,

являются гомоморфизмами труппоилов (но отображение

[«: (N,') --+ (lЧ, .), /,(n) = kn, k OF 1,

не является гомоморфизмом группоидов).
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Пусть (NI, ш) - группсил. элемент е Е 111 называется (двусторон

ним) нейтральным элементом, если

е w т = т = т w е для всех т Е 111.

Упражнение 1.2.5. Следующие элементы являются нейтральны-

МИ:

1) () в (f\!U{O},+), (2,+), (IQJ,+), (IR,+);

2) 1 в (lЧ, .), (2, .), (IQJ, .), (IR,);

3) 1м в (мМ,о);

4) М в (р(м), п):

5) iZJ в (P(M),U) и в (Р(М),*);

6) в (lЧ, +) нет нейтральных элементов (в России f\! = {1, 2, ... }).

Лемма 1.2.6. Пусть (111,ш) - группоид, е и е' - нейтральные эле

менты. Тогда е = е' (другими словами, если в группоиде существует

нейтральный элемент, то он единственный).

Доказательство. е = е w е' = е'. D

Замечание 1.2.7. В мультипликативных обозначениях опера

ции w в моноиде , Тnl w 'm'2 = nLl'ПI'2, нейтральный элемент часто

называют единицей и используют для него обозначение 1 = ем', в ад

ДИТИВНЫХ обозначениях, n~l w Тn'2 = 'т.! + Тn'2, нейтральный элемент

обычно называют нулём и используют для него обозначение О = Ом.

Определение 1.2.8. Группоид (М, ш) с бинарной операцией

ш:МхМ--->Л1

называется полугруппой, если операция u; ассоциативна; моноидом

если операция ассоциативна (т. е. это полугруппа) и в (111,ш) суще

ствует нейтральный элемент е..

Замечания 1.2.9.

1) Подгруппсип (L, w) полугруппы (I1J, w) является полугруппой и

называется подполигриппой.
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2) Гомоморфизм (изоморфизм) группоидов, ЯВЛЯЮШ,ихся полугруп

пами, называется гомоморфизмом (изоморфизмом) полугрупп,

3) Подмоноидам моноила (lV1, w, ем) называется подполугруппа

(L, w, ем) (таким образом, подмножество L с:; 111 замкнуто от

носительно операции w), содержащая нейтральный элемент ем,

4) Если (111, "', ем) и (!VI', w', ем,) - моноилы. ТО под гомоморфиз

мом моноидов пони мается гомоморфизм полугрупп

/: (lVI,w, ем) ---> (M',w',eM')

такой, что /(ем) = ем'. Ясно, что произведение гомоморфиэ

мов моноидов - гомоморфизм моноидов, обратное отображение

к изоморфизму моноидов - изоморфизм моноидов.

Определение 1.2.10. Пусть (М,,, ем) - моноид и т Е М.

1) Элемент т' Е lV1, для которого тт' = ем, называется правым

обратным элемента т.

2) Элемент т" Е 111, для которого m."m. = ем, называется левым

обратным элемента т..

3) Элемент '/7' Е 111 называется двисторонним обратным элемен

та тn, если П"711. = еА1 = 1'11171 (В этом случае элемент rn называ

ется обратимым),

Лемма 1.2.11. Если в моноиде (!V1,', ем) элемент m. Е М имеет

гтравый обратный т' и левый обратный 'т,", то 71/ = т" и 171, является

'Jбратнмым элементом.

Доказательство

'т.' = еЛln/ = (Тn'//7П)Тn' = m,"(m,m") = 1TI'" eM = 11/', D

Следствие 1.2.12.

1) Двусторонний обратный элемент 1" элемента т моноида

(111·, см) опрелелён (если он существует) однозначно, для него

используется мультилликативное обозначение m,-l.
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2) Если для элемента т нононлг (lv1,', ем) существует обратный

элемент тn~ 1, ТО = '(n,.

3) Если элементы У;, у моноида (Лl.·, ем) обратимы с обратными

:1:-1 иу-1, ТО

(:J;y)-I = у- 1 :г - 1

Действительно (при этом см. теорему 1.3.2),

(y-I:J:-1)(:I;y) = y-l:т - l :J:У = у-l емн = н-1!/ = ем =

= yy-l = уему-I = хуу- 1 у: - 1 = (:су)(у-l",-I).

1.3. Обобщённая ассоциативность

(применение ассоциативной операции

к n сомножителям при n ?: 3)

Рассмотрим ассоциативную операцию на множестве л1,

*' М х М --' 1\11, (о., Ь) ь-, о. * Ь Е М для 0., Ь Е 1\;1, при этом

(0.* Ь) * с = 0.* (Ь*с) Vo.,b, c ЕМ.

Для одного или двух сомножителей нет вопроса о различных рас

становках скобок: а, о. * Ь. ДЛЯ трёх сомножителей а, Ь, с существует

всего две расстановки скобок (о. * Ь) * со а * (Ь * с), обозначающие

применение бинарной операции * (каждый раз применяемой к двум

элементам). На множестве из четырех элементов а1, Й2, аз, (ч рас

становок скобок уже значительно больше: ((О[ * (2) * аз) * 04 (регу

лярная слева расстановка), (0.1 * 0'2) * (аз * 04), (0.1 * (а2 * аз)) * а4,

"1 * ((а2 *аэ) *<'''4), Щ * (а2 * (а.э *04)) (регулярная справа расстановка).

Задача 1,3.1 (трудная). Найти число всех различных расстанс

ВО1\ скобок для применечия бинарной операции на n сомножителях.

Определение ассоциативной бинарной операции ((и. * 11) * С =

а * (11 * с) дли всех а" 11, с Е 1\1) озиачает, что для трёх сомно

жителей результат применекия операции не зависит от расстановки

скобок (т. е. порядка её применения). Наша ближайшая цель - по

казать, что дли ассоциативной бинарной операции это утверждение
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верно и для п. сомножителей 0,1,0,2, ... , аn (при всех расстановках

скобок после соответствующего примененив операции * мы получа

ем один и тот же элемент, который можно обозначить 0-1 *0,2 *. .*0,,,,,
без указания расстановки скобок).

Теорема 1.3.2. Пусть * - бинарная ассоциативная операция на

множестве А! (*: м х М -> М, (а.,Ь) ;-, а. * Ь дЛЯ о..Ь Е М, и

(о. * Ь) * с = а * (Ь * С) дЛЯ всех а,Ь,с Е jИ), aj,0.2,.··,an Е 111,
п. ? 3. Тогда результат применения операции * к n сомножителям

(}.1, 0,21'" 1 0,1), не зависит ОТ расстановки скобок

Доказательство проведем индукцией по п. по вполне упорядо

ченному множеству {n Е !\! I n ;? 3}, это означает, что любое Heny

сто е подмножество этого множества имеет наименьший элемент.

Начало индукции n = 3 обеспечено определением ассоциативной

операции.

Допустим, что утверждение верно для всех ", 3 ,;; k < /1..

Рассмотрим произвольную расстановку скобок на n сомножителях

{I.j, "2, ... , "п, соответствующую применениям бинарной операции *
(каждый раз к двум элементам). Наша цель - доказать, что резуль

тат применения операции * для произвольной расстановки скобок

совпадает с результатом прнменения для регулярной слева расста

новки скобок (... ((а! * «э) * аз) * ...)*аn . При этом для n = 2 имеем

а! * а2, а для n = 1 имеем 0,1.

В· каждой расстановке скобок есть последнее применение опера

ции * (например: (аЬ)@с; (аj*а2)®(u,З*О'4); ((Щ *CJ.2) *аЗ)®(Щ*С1.5),
здесь ® обозначает последнее применение операции * в каждой из

привелённых расстановок). Таким образом, последнее применение

операции * происходит к произведению k сомножителей 0-1: 0.2:· .. : {},/;О

С некогорой расстановкой скобок и к произведению (11- - ") сомно

жителей rч;+ 1: ... J аn С некогорой расстановкой скобок. при этом

1 ,;; 1.: < н: 1 ,;; n - k < п; Результат произведения операции *
в левом и правом блоке не зависит ОТ расстановки скобок (воз

можно, k = 1 или k = 2; возможно, n - k = 1 или п. - k = 2;
если 3 ,;; k < Т/" ТО В силу индуктивного предположения; если

З ,;; n - k < п, то также в силу индуктивного предположения). Вы

берем в левом произведении регилярнию слева расстановку скобок,

а в правом произведении - регулярную справа расстановку скобок.
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Тогда имеем, при меняя последовательно ассоциативность для трёх

сомножигелей.

[(... ((0.1 * 0.2) * 0.:1) o.k_l) *щ] *
* [о.Нl * (о.Н2 * ( (0."-1 * 0.,,) .. .))] =

= [(( ... ((0.1 * 0.2) * аз)··· Ok- ') * Щ) * о.Нl] *
* [ОН2 * (... (Оn-] * оп) .. . )] =

(в наших обозначениях, если k = 1, то [щ] = щ; аналогично, если

n - k = 1, то [о..nl = аn ) .

Итак, результат применения операции * в соответствии с исход

ной (проиавольной) расстановкой скобок совпал с результатом при

мененив при регулярной слева расстановке скобок. Таким образом,

результат применении ассоциативной операции не зависит от расста

новки скобок. О

1.4. Отображения множеств

Пусть И, V - непустые множества, .f: И -; V - (однозначное)

отображение из множества И в множество V, т. е. каждому элементу

'/1. Е И сопоставляется элемент .f('I1.) Е 1/.

Замечание 1.4.1.

1) Сохраняя единообразие с курсом анализа, мы обозначаем при

мененив отображения I к элементу ." Е И через /('и) , т. е .
.f пишем слева от n. Возможно (а иногда и удобнее) было бы

использовать обозначение н],

2) Если I': и --; V, то .f = Г, если для любого 'IL Е И имеем

/('11) = /'(n)

З) Категория Set, в которой объекты - множества, морфизмы

отображения множеств, является одной из ОСНОВНЫХ категорий

в математике.



1.5. Иньеклньные, сюръсхгчвмые. бнгк-ченые отображения

1.5. Инъективные, сюръективные, биективные

отображения

Рассмотрим образ отображения /: и ~ V

Гш / = {'" Е V 1'" = {(/I,), /1, Е И},

11

Можно рассмотреть также полезное отношение эквивалентности 7}"

на множестве И, определяемое отображением f: И ~ 1i ,

Определение 1.5.1. Отображение f: И ~ V называется:

1) инъективным, если разные элементы в И

жении / переходят в разные элементы

11,1,11,2 Е И, 11,1 f 11,2 ==> /(щ) f /(11,2)),

при отобра

в V (т. е.

2) сюръективным, если каждый элемент в V является образом

некоторого элемента нз И (Т. е, "и Е V 3н Е [Т, 'и = /(11,),

другими словами, 1т/ = V),

З) биективным, если отображение / инъективно и сюръективно

(т, е, Vv Е V 3!11" Е И, v = /(11,)).

Замечание 1.5.2.

1) В более ранней математической литературе для биективного

отображения использовалась более длинная комбинация слов:

«взаимно однозначное отображение на»,

2) иногда для сюръективного отображения J: И ~ V мы будем

говорить, что {(1 отобр.ажает множество и на миожес-во 1i>).

Задачи 1,5.3.

1) Пусть IUI = щ IVI = n. доказать, что IU: и ~ V}j = п'":

2) Пусть IUI = т, L(U) - совокупность всех подмножеств мно

жества И (включая пустое подмножество), Доказать, что

IL(U)I = 2'".
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Указание. для подмножества Т ,;; И рассмотреть его харак

теристическую функцию

Ст: И --+ {О, 1},
{

1. и. Е т,
Ст(") = '

О, n(j. Т.

Следствие. 1 + С,,\ + ... + C~· = 211.

3) Найти число инъективных (сюръективных) отображений

f: И --+ V. где IUI = т, IVI = n.

Пример 1.5.4.

1) Отображение .f: N --+ N, лn) = п: + 1, является инъективным,

НО не является сюръективным.

2) Отображение f: N --+ N, Л1) = 1 и f(n) = n ~ 1 для n > 1,
является сюръективным , НО не является инъективным.

3) Тождественное отображение 1u: И --+ и, 1u(-u) = и для всех

'и, Е и, очевидно. является биекцией.

Лемма 1.5.5. Пусть И - конечное множество . .f: И --+ U. Тогда

равносильны условия:

1) J - инъективное отображение;

2) .f - сюрьеклненое отображение

Доказательство.

1) = 2) ПУСТЬ IUI = n < ос. Так как .f - инъективное ото

бражение, то IIш/l =n. ПОС"ОЛЬКУ 1ш/ с; И, IIш/l = n = IUI. то

Im.f = U. т. е . .f - сюръективное отображение.

2) = 1) Допустим противное, т. е. что J не является инъектив

ным отображением. Тогда ./("1) = ./("2) для некоторых '0'1, "2 Е И,

'11., f "2. Следовательно, IIm/I < л. = IUI, поэтому 1ш/ < И, т. е.

отображение J не является сюръективным. что приводит к противо

речию. О

Замечание 1.5.6. Условие конечности множества И в лемме 1.5.5
существенно, как показывает пример 1.5.4. Более того, это сообра

жение может быть использовано для харакгсризации конечных мно

жеств в терминах отображений.



1.6.- Пронзееиенне отображений

1.6. Произведение отображений

Определение 1.6.1. Для диаграммы отображений

ULV~И!

13

определим произведение (иногда называемое компоэицией или си

nерnозuu,uеii) 11, = gl отображений1 и 9 следующим образом:

для u Е И,

Замечание 1.6.2. Не любые два отображения можно перемно

ЖИТЬ!

Примеры 1.6.3.

1) Если lи: U -> U - тождественное отображение множества И,

1v: V -> V - тождественное отображение множества У,

1:И->У,то

f1u = 1 = lv [,

2) Если J: {1,2" .. ,n} -> {1,2,.,. ,n}, J(k) = А+l для 1 ~ k < п.,

j'(n) = 1, то j'"' = l и , где U = Р,2", "n}.

Теорема 1,6.4 (об ассоциативности произведения отображе

ний). Для диаграммы отображений

имеем 11.(g.f) = (I'я)J.

Доказательство. Ясно, что

II(g.f): U -> Z, (llg).f: U -> Z

Для любогоu Е U имеем

(iJ(g/))(u) = 11,«g/)(u)) = 11,(g(j(,,))),

«(11.[1)/)(/1) = (l1.g)(f(u)) = II(g(f(n))),

таким образом, (l1(g/))(,,) = ((hg)Л(u) для всех" Е И, следователь

но, 11,(gЛ = (1'9)/ D
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1.7. МоноИД отображений множества

Пусть U - множество, Т(С) = и: U ---> И} - СОВОКУПНОСТЬ ото

бражений с операцией произведения отображений. В силу доказан

ной теоремы 16.4 эта операция ассоциативна. Нейтральным элемен

ТОМ относительно этой операции является тождественное отображе

ние 1u. Итак, Т(И) -110лугРУ11110 с единицей, т. е. моноид.

Задача 1.7.1. Моноид отображений Т(И) множества и коммуть

тивен тогда и только тогда, когда IUI = 1 (т. е. множество U состоит

из одного элемента).

Указание. Если а Е [', то рассмотрим отображение 1а: U ---> [',

1а(-U) = а для всех а Е U Если а i' Ь, то 1а1ь = 1а i' [ь = 1610

1.8. Характеризация инъективных,

сюръективных и биективных отображений

(в терминах произведений отображений)

Теорема 1.8.1. Пусть 1: U ---> V - отображение непустых мно

жеств. Тогда:

1) 1 - инъективное отображение тогда и только тогда, когда су

ществует отображение у: V ---> [j такое, что 91 = 1u (Т. е.

существует левый обратный элемент для отображения Л,

2) .f - сюрьеклненое ато6ра.ж:ение тогда и только тогда, когда су

ществует отображение у: V ---> U такое, что /9 = 1\1 (т. е.

существует правый обратный элемент для отображения Г).

З) I - бнекзннное отображение тогда и только тогда, когда суще

ствует отображение у: V ---> U такое, что y.f = lu и /.9 = lv
(т. е. существуетлевый и правый обратныедля отображенияЛ.

доказательство.

1а) Пусть .f: [j -+ \! - инъективное отображение. Построим ото

бражение у: \1 ---> [j следующим образом. Если 'С Е 1111 / с; v и

'u = 1(11.),,, Е И. ТО этот элемент '11, определён единственным обра

зом (8 силу инъеКТИ8НОСТИ отображения .N. в этом случае положим
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gCv) = n. Для всех элементов» Е 17 \ 1т/ положим g(v) = по Е и,

где 11.0 - некоторый фиксированный элемент в U. Тогда для всякого

элемента V~ Е и имеем

(gЛ(u) = g(/(".)) = 11 = lи(v),

т. е. g/ = lи.

16) Если существует отображение g: V --> и такое, что g/ = lи.

и J(щ) = J('U.2) дЛЯ I11,и2 Е и, то

иl = lи('Щ) = (g.f)(щ) = g(.t(nl)) =
= g(j(U2)) = (g.f)(1L2) = luCu2) =У,2·

Итак, J - инъективное отображение.

2а) Пусть [: и --> v - сюръективное отображение. Для каждого

элемента 'и Е V множество {п Е и I JCu) = -и} не является пустым.

Выберем в нем один элемент 'и'и (для интересующихся аксиомати

кой теории множеств: это можно сделать в силу аксиомы выбора).

Определим отображение g: V --> и, полагая gCu) = 'Uv . Тогда

(.tg)(v) = /(g('u)) = /Сии ) =и = lvCu).

Таким образом, /g = lv.
26) Если /.9= 1v для некоторого отображения у: V --> и, то дЛЯ

ВСЯКОГО 1) Е V имеем

u = l,ф) = иу)(и) = /(!J(u)),

. т. е. v = / (и) для 'и = g('"). следовательно, /: и --> v - сюръективное

отображение.

За) Если J: и --> 17- биекция, то для всякого элемента u Е 17
существует, и единственный, элемент '(' Е и такой, что 'и = f(u).
В этом случае положим gCu) = и. Получим отображение у: V --> и,

для которого:

(пЛ(n) = (1(1(/1.)) = 11

для всякого 'IJ, Е П: т. е. gJ = Iи;

(.tg)(,,) = Л9(О)) = f(g(.f(lI))) = Л1l) =и

для всякого 'И Е V, т. е. J9 = lv.
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Замечание 1.8.2. Можно было воспользоваться уже доказан

ными утверждениями lа), 2а): из инъективности отображения

f: и ~ v следует существование отображения 9: 11 -'> И, дЛЯ ко

торого 9/ = lu: из сюръективностиотображения I: И -'> V следует

существование отображения 9': V -'> И, дЛЯ которого .f9' = lv: но

тогла

[/ = l и9' = (9Л9' = 9Ur/) = 91v = 9;

таким образом,

Зб) Если существует отображение 9: V -'> И, дЛЯ которого

9/ = lu и /9 = lv, то в силу Iб), / - инъекция, а в силу 2б),

/ - сюръекция, т. е. / - биекция. О

Замечание 1.8.3. Отображение 9, для которого 9.f = 1и, .f9 = 1\1,

как мы показали, определено однозначно. Оно будет обозначаться

у=г
I

Лемма 1.8.4. Пусть и L v !1.., W.

1) Если .f, .'1 - инъекции, то 9/ - инъекция.

2) Если j', .'1 - сюрьекинн, то у/ - сюрьекиня.

З) Если [, .'! - бнекинн, то 9.! - бнекиня.

4) Еслн] - бнекиня. то отображение 9 = /-1 - бяекиня.

Доказательство.

1) Если 'lI.1.1I.2 Е И, 1/, 01 иа. то (('lI.,) f /(11.2). и (9Л(1J.,) =

= .'IU(III)) oI.'1U(1I2)) = (9Л(u.2), т. е. 9/ - инъекция

2) Еслит» Е И'. то ш = 9(и) для некоторого '/J Е v: далее. '() = лn)

для некоторого l/. Е И: поэтому w = 9и(1[,)) = (9Л(V.), т. е. отобра

жение 9.!' является сюръекцией.

3) следует из 1) и 2).

4) Т21< как 9.! = lu, .f.g = 1\/. то .! = 9-1, И поэтому 9 .г'

является биекцией. О
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1.9. Группы

ОДНИМ ИЗ ОСНОВНЫХ общемагемагнческих ПОНЯТИЙ является ПОНЯ

тие группы.

Определение 1.9.1. Непустое множество С с бинарной операцией

*: С х С ~ С, (о., Ь) ~ ". * {, Е С ДJlЯ 0.,Ь Е С, называется группой,

если:

1) операция ассоциативна (т. е. (о. * Ь) * с = 0,* (Ь * с) для всех

0., Ь, С Е С);

2) существует нейтральный элемент е Е С (т. е. 9 * е = 9 = е * 9
для всех .9Е С);

3) для каждого элемента .9 Е С существует обратный элемент

.9-1 Е С (т. е . .9 * .9-1 = е = п-1 * .9).

Замечание 1.9.2. Напомним, что нейтральный элемент (при

мультипликативной записи называемый единицей группы) един

ственный. Обратный элемент .'}- t для элемента .'1 Е С определён

однозначно. Коммутативная группа часто называется абелевой груп

пой.

Лемма 1.9.3. Еслн С - группа. 0.,Ь Е С, то

если аЬ = ас, то Ь = с; если Ьа = са, ТО Ь = с;

уравнение уа = Ь имеет, и ТОЛЬКО одно, решение у = Ьо.- 1 ;

-1= ан .

если х2 = Х, то х = е;

1) уравнение 0.:1' = 11 имеет, 11 только одно. решение :1: = а.- 1 Ь ;

2)

3)

4)

5)

доказательство.

1) Ясно. ЧТО (1.((1.-1Ь) = Ь Если же и.:с = Ь для .с Е С. то :с

= a-1a:r; = а- 1 ь .

2) Ясно. что (Ьо.- 1 ) 0. = I1 Если же уа = Ь для у Е С, то у

= (уо.)о,- 1 = Ьо,- 1

3) и 4) следуют из 1) 11 2).
5) проверяется непосредственно. О
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Примеры 1.9.4 (примеры групп).

1) Целые числа Z, рациональные числа <QJ, действительные чис

ла IR с операцией сложения. Заметим, что: а) натуральные чис

ла f\! с операцией сложения группой не являются (отсутствует

неитральный элемент); б) натуральные числа с нулём f\!n также

не я вля юrся груп пой (обрати ЫЙ элемент (8 адцитивной за п иси

обычно называемый противоположным элементом) существует

только для О; таким образом, например, 1 уже не имеет обрат

ного элемента).

2) Группа вычетов (Zn, +) ПО модулю н. Пусть (Z, +) - группа

целых чисел по сложению, 1 < 11. Е М. ДЛЯ k Е Z пусть

с, = k + 11.2 = {А: + nq I q Е Z}

(сдвиг подгруппы n:;;: на элемент k). Ясно, ЧТО САо = С" 1 Е Z,
тогда и только тогда, когда k - 1 = nq, q Е Z. Так как

k = nq + Т, где q Е Z, О (; r < 11.,

ТО С/, = С,.. Таким образом, множество различных сдвигов

находится в биеКТИБНОМ соответствии с множеством остатков

(0,1,2,.",11.- 1) при делении на число 'п.

Определим операцию сложения на множестве Zn, полагая

Ck+C,=Ck+I=C" где k+l=nij+8, O~8~11.-1, ijEZ,

Проверим корректностьэтой операции, Если С!> = Ck " С/ = С",

ТО "" = k + пи, l' = I + '11'1), 'И"u Е Z, следовательно,

k' + l' = (А: + nи) + (1 + nи) = (А: + 1)+ n(н + 'и),

и поэтому САо , + " = С1+/..

Так как для н, I,т Е Z

(С1 + С,) + Ст = С(I+')+m. = Сни+т) = С" + (С, + Ст).

САо + С, = САо+, = С,+/, = С/ + С"
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то эта операция ассоциативна и коммутативна. Ясно, что Со

является нейтральным элементом в (:2"., +), а элемент C- k яв

ляется противоположным элементом дЛЯ СА;.

Итак, (l", +) - коммутативная группа, называемая группой

вычетов по модулю n (операция сложения - это в точности

операция сложения остатков при делении на л. ПО модулю чис

ла п: сначала надо сложить остатки как целые числа, а затем

ВЗЯТЬ остаток ОТ деления этой суммы на n). Мы отметили, что

1:2пl = [1

В частности, имеем таблицы сложения для групп :22 И :2з:

+ О 1

О О 1

1 1 О

+ О 1 2

О О 1 2

1 1 2 О

2 2 О 1

3) rQI' = rQI \ {О}, 1Ft' = 1Ft \ {О} относительно умножения являют

ся группами (называемыми мильтипликативными. группами

соответствующих полей).

4) rQI+ = {q Е rQll q > О}, 1Ft+ = {7' Е 1Ft I т > О} с операциями

умножения являются группами.

5) С = {1, -l} с операцией умножения является группой.

Замечание 1,9,5, Множество Т(А!) всех отображений

J: 1\.1 -; 1\1[ с операцией умножения (композицией) является полу

группой, но не является группой при IMI > 1 (существуют отобра

жения J: М -::; Л/1, не являющиеся биекциями и, следовательно, не

имеющие обратного отображения].

Упражнение 1,9,6,

1) Пусть с Е 1Ft, с> О, С = {'Г Е 1Ft I -с <г < с} (= (-C;I')) ,
Покажите. что (С, *) - группа, где

о+Ь

а * ь =~ оЬ
';[+-;;2

(сложение скоростей в специальной теории относительности).
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2) Если С - группа, в [(ОТОрОЙ х2 = 1 для всех :е Е С, то С

абелева группа.

Определение 1.9.7. Пусть С - группа, (1. Е С, '17. Е Z - целое чис

ло. Положим

1

9 . о. .~.... о. , есл и '17. > О,

а.Н = е, если 'n = О)

~) еСJJИП<О; где tn=-'n>О.

1П=-n

Замечание 1.9.8. Если т. > О, ТО (0,-1 )m. = (o.m.)-I. Действитель-

но,

Теорема 1.9.9. Пусть G - группа, а Е С, т, '17. Е Z - целые чис

ла. Тогда

ат. аn = ат+n.

доказательство. Формально, мы должны рассмотреть 3 х 3 = 9
случаев.

Случай 1. т > О, '17. > О (следовательно, т +'n > О). Тогда

Случай 2. 111 > О, '" < О (поэтому ",' = -'17. > О). Тогда

a' rlo .ь: = (~).(~) =

п/=-n

1

0. .(1 ..... 0.,

'm-"'';"m+п'

= е, ,
-! -1
~,

П/-II/=--П-'In

=а.'m.+II.

если т. > п' = -7) (т. е. т + 7) > О),

если 'т = п' = -'11 (Т. е т + n = О):

если тn. < 'П/ = -11 (Т. е. 10 +- 11. < О)

Аналогично разбираются остальные случаи: 3) т. < О, '17. > О;

4) т < О, '17. < О: 5) т = О, '17. > О; 6) тn = О, '" = О: 7) пь = О. '17. < О;

3)т > О, '17. = О: 9) тn < О, '17. = О О
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Следствие 1.9.10. (ату" = атn для всех "П, n Е Z.

Рассмотрим целые степени элемента а группы G

... , a.~;;, a.~2, 0.-1 по = с, о., 02, пЭ,.

21

Возможн ы два случая.

Случай 1. Все элементы в этом ряду различны (т. е. а" f а.' для

всех целых чисел k f 1). В этом случае будем говорить, что порядок

элемента а бесконечный (обозначение: О(«) = 00).
Случай 2. В этом ряду о." = а' для некоторых k f 1. Пусть

k > 1. Тогда (l,k-' = е, где k: - 1 > О, т. е. встретилась и на

туральная степень элемента и, равная е. Рассмотрим множество

т = {t Е Z I t > О, а' = е}. Это непустое подмножество натураль

ных чисел. Следовательно, в Т существует наименьший элемент n,
который мы назовём порядком элемента (l, и обозначим через О(о ).

Таким образом:

1) о" = е, n > О;

2) если а" = е, k > О, то k ;;, п.

Пример 1.9.11. G = {1, -1}. (J = -1. Тогда 0.1 = -1, (]2 = 1, т. е

0(0.) = 2.

Лемма 1.9.12. Если 0(1) = н < 00, то;

1) все элементы е = 0,0: а, 0.2; . . , аn- 1 различны;

2) для любого k: Е Z элемент а" совпадает с одним из

P,(J.,n2, ... :an
- 1.

Доказательство.

1) Следует ИЗ определения порядка элемента 0(0).
2) Пусть k Е Z. Тогда k = 'II'! + Т, где О ,;; т < n. Следовательно,

с/' = (аnУ/аГ = еа" = а': LJ

Лемма 1.9.13. Пусть 0(0.) = 11 < 00. Тогда а." = е R том 11 толы,о

В том случае. когда Ас = n'f.
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Доказательство.

1) Если k = ТIJj, то o,k: = (оn.)ч = еЦ = е.

2) Допустим противное, т. е. что k = nq + т, где () < r < n. Тогда

о" = (0"'-)'10." = а" # е (по лемме 1.9.12). Получили противоречие. О

Лемма 1.9.14. для непустого подмножества Н группы С следу

ющие условия эквивалентны:

1) Н является группой относительно исходной операции в груп

пе С;

2) подмножество Н удовлетворяет следующим двум условиям;

а) если /11)12 Е Н, ТО h'I {"2 Е Н;

б) если 1,. Е Н, ТО /,-1 Е Н.

Подмножество Н группы С, удовлетворяющее эквивалентным

условиям Г) и 2), называется подгруппой группы С.

Доказательство.

1) ==} 2). Если /11, /12 Е Н, то, поскольку операция определена

на Н (т. е. не выводит из Н), имеем /11112 Е Н, т. е. 2а).

Если е' - нейтральный ::mемент группы Н, ТО (" . е' = е/. Умножая

в группе С обе стороны равенства на (e'),I, получаем е' = f (здесь

е - нейгральныи элемент группы С).

Если ~'I - обратный элемент ДJIЯ элемента 1, Е Н, то

11,-1 . /1 = е' = р = /1.' h.- 1 ,

т. е. /,-1 = ~-I Е Н (условие 2б)).

2) ==} 1). Условие 2а) показывает, что операция определена на

множестве Н. Конечно, она ассоциативна. Далее, для 1,. Е Н в си

лу 26) I!-1 Е Н, и поэтому, в силу 2а), е = I! . 1,-1 Е Н. Ясно, что

с - нейтральный элемент в Н, а 1,.-1 - обратный элемент для 11 в Н.

Итак, Н - группа относитс.тьно операции, индуцированной операци

ей группы С. О

Следствие 1.9,15. Если С; - группа, 0 # F С Н с С, Н - под

группа группы С, F - пол группа группы Н, то F - полгруппа груп

~C. о
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Теорема 1.9.16. Пусть G - группа, {Н; I 'С Е I} - любое семей

ство подгрупп группы С. Тогда их пересечение Н = n Н; также

является подгруппой. iEI

доказательство.

1) Если h1' /"2 Е Н = ПН;. то /"1./'" Е Н; дЛЯ каждого С.
i-EI

Так как Н; - подгруппа, то h'I/' 2 Е Н; дЛЯ каждого i, и поэтому

/'1/'2 Е n н; = Н
iEI

2) Если 1,. Е Н = n Н;., то /, Е Н; дЛЯ каждого i. Так К2К Н;
'iE!

подгруппа, то н:' Е Н; для К2ЖДОГО 'i., и поэтому н:' Е n Н,. = Н.

ИТ2К, Н = n Н, - подгруппа группы С. <Еl О
'iEl

Примеры 1.9.17 (примеры подгрупп).

1) Чётные числа 22'::-подгруппа в группе целых чисел (2'::.+).

2) 2':: с (1Qi, +), lQi с (JR, +), JR с (!С, +) - подгруппы.

3) В любой группе G имеем наимеиьшую подгруппу Н = {е}

(и наибольшую подгруппу Н = С).

Задача 1,9.18. Группа, имеющая лишь конечное число подгрупп,

конечна.

Пусть а. - элемент группы С. Рассмотри", в G следующее под

множество:

(а) = {а" I -п Е 2'::}

(т. е. совокупность всех целых степеней элемента 0.).

Лемма 1,9.19.

]) (а) является коммутативной подгруппа!, группы С;

2) 1(0.)1 = 0(0.) (т. е. число элементов в подгруппе (а.) равно по

РЯДКУ элемента а).

Доказательство.

1) Для m, n Е Z

= n-n. Е (а).
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Таким образом, для (о) выполнены условия предыдущей леммы, т. е

(о) = {о." 1 n Е Z} - подгруппа группы С. Так как

'т. н ,n+пn Н/.

аа=а =u.u:

то (а) - коммутативная группа.

2) Если 0(0.) = 00, то

(0.) = { ... ,o.-l,e,o., ... },

при ЭТОМ В ряду целых степеней элемента а все элементы различны,

т. е. 1(0.)1 = 00. Если же 0(0.) = П < 00, то, как мы отметили ранее,

(а) = {е, а, ... ,а"-1}

и

l(a)1 = n = О(а) D

Пример 1.9.20. Если С = Z и о. = 2, то

(а.) = {по. 1 о. Е Z} = 2;;::

(все четные числа).

Группа С называется циклической, если найдётся такой элемент

(J. Е С, что (0.) = С, т. е. все элементы группы С являются (целыми)

степенями этого элемента 0., называемого в ЭТОМ случае циклическим

образующим группы С. Если 0(0.) = П. < оо, ТО С = (а.) - цикли

ческая группа из n элементов; если же 0(0.) = 00, то С = (0.)
бесконечная (счётпая') циклическая группа.

Замечание 1.9.21. Любая циклическая группа С = (0.) являет

СЯ конечной или счетной коммутативног' группой. Поэтому любая

некоммутативиая группа не является циклической и любая несчёт

ная группа не является циклической группой

Примеры 1.9.22.

1) (Z, +) = (1) = (-1) (это показывает. что циклических образу

ющих может быть много').
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2) Группа действительных чисел (IR,+) не является счетной. по

этому она не является циклической.

3) Показать, что счётная группа (Q,+) рациональных чисел не

является циклической.

Пусть С и С' - группы. Напомним, что отображение [: с --+ С',

дЛЯ которого f(o.iJ) = I(o.).f(b) для всех элементов о, Ь Е С, называ

ется гомоморфизмом.

Пример 1.9.23. Пусть С = IR+ = {Т Е IR I т > О} с операцией

умножения, С' = (IR,+) с операцией сложения. Так как для отобра

жения ln: IR+ --+ IR имеем ln(a-b) = ln(o) + ln(iJ) для всех а., Ь Е IR+,
то ln - гомоморфизм групп.

Упражнение 1.9.24. Найти все гомоморфизмы

[: С --+ С',

где С = (а), 0(0.) = т, С' = (Ь), О(Ь) = n (в частности, для тn. = 12,
11 = 15).

Для гомоморфизмов [: С --+ С' определим:

1ш, = {9' Е С' 19' = 1(9) для 9 Е С}

(образ гомоморфизма Л;

Kel'/ = {,у Е С 1 /(9) = ,,'},

где е' - нейтральный элемент группы С' (ядро гомоморфизма Л.

Упражнение 1.9.25. В рассмотренных выше примерах найти об

раз и ядро гомоморфизма.

Задача 1.9.26. Доказать. что не существует сюръективного го

моморфизма (Q, +) --+ (Х. +)
Указание. В (Q, +) уравнение nт = о имеет (и единственное)

решение для любых п. Е N, 11.Е Q.

Теорема 1.9.27 (свойства гомоморфизма групп). ПУСТЬ С 11

С' - группы, е и е' соответственно - их нейтральные эяемснлы.

[: С --+ С' - гомоморфюм групп. Тогда:



26 Глава 1. Введение: основные алгебраические структуры

1) /Н =,/;

2) /(.,,-1) = U(;J:))-I ДЛЯ всехт Е С;

З) н' = ImI - подгруппа группы С';

4) если С = (о) - инклнческгя группа, то 1111.! = и(а.)) также

циклическая группа;

6) Ко!' / - подгруппа группы С, при этом у-1 (Кег пу С:;: Ке1' / для

всех элементов у Е С.

Доказательство.

1) Так как ·и. = .f(e) = .f(e 2
) = .f(e).f(e) = и.2 , то " = е', т. е.

/(е) = е'.

2) Так как Л:Е-1)1(х) = .f(.7:-1x) = .f(e) = е' и .f(.7:)I(.7:-1) =

= .f(:r::r-I ) = ле) = е', то /(х- 1 ) = и(х))-1

З) Если 11'1 = п91) и 11; = f(g2)-элементы из Im.f, где

91,92 Е С, то

Если 11.' = .f(9) Е 1т}', .'J Е С, то

Итак, 1ш / -подгруппа группы С'.

4) Если С = (и) И 1,' Е 1ш}', 1/ = пу), 9 Е С, то у = и", n Е Z, и

поэтому

1,' = }'(у) = /(а") = и(а))".

Итак , Ггп I = U(u.)) - цикличсская группа с образующим /(11).
5) следует из 2).
6) Если 11[,1'2 Е Н = Ке1' /, то {(111) = е', {(h. 2 ) = е'. Поэтому

.1'(11.111'2) = /(11'1)/(11'2) = ,,' . ,,' = е', т. е. 1"11"2 Е Кег]'.

Если 1,. Е Кег /, ТО J(/I.) = е', И поэтому }'(11.- 1) = (/(/1))-1 =
= (,,')-1 = е', Т. е. 1,-1 Е KOI'}'. Таким образом, Кег'}' - подгруппа

группы С.
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Если h. Е Н = Кег 1, то /(11.) = е'. Для любого элемента .9 Е С

имеем

f(.9-111.g) = f(.9- 1)f(l1.)f(g) = f(g)-le'1(.9) = е'.

Таким образом, .9-1 Кы' /9 <;; Кс1' f для всех элементов 9 Е С. О

Лемма 1.9.28. Если С. С;', С" -группы, [': С --> С'

у: С' --> с" - гомоморфизмы, то .чJ: G --> с" - гомоморфизм.

доказательство. Пусть а, Ь Е С. Тогда

(яЛ(аЬ) = g[J(oiJ)] = g[J(o)f(iJ)] =

= [уи(о))] [g(J(iJ))] = [(уЛ(а)] [(уЛ(Ь)]. О

Лемма 1.9.29. Пусть С, С' - группы, J: G --> С' - гомоморфизм

групп. Тогда:

1) f -инъекция в том и ТОЛЬКО в том случае, когда Кег1 = {е};

2) / - бнекиня в том и только в том случае, когда Ке1' / = {е},

1т/ = С'

Доказательство. достаточно доказать 1). Если / - инъекция,

то, учитывая равенство 1(е) = е', видим, что Ке1' f = {е}. Пусть

теперь Kel'f = {е}. Если /(0.) = /(Ь) дЛЯ а, Ь Е С, то 1(а- 1 ь ) =

= 1(a- I)/(iJ) = [1(o.)]-I/(b) = е', т. е. a-1f; Е Ке1'/ = {е}. Поэтому

0.-1" = е, т. е. о. = Ь. Итак, / - инъекция. О

Определение 1.9.30. Пусть С, С' - группы. Отображение

f: G --> С' назовем изоморфизмом групп, если:

1) i - гомоморфизм;

2) f - биекция

Группы G и С' называются изоморфными, если существует [<а

кай-либо изоморфизм J: с --> С' (обозначение С", С').

Примеры 1.9.31. Следующие отображения - изоморфизмы

групп:

1) (IR+·) = ({, Е IRI г > о}.·) ~ (IR, +);

2) Z --> 2дС, п >-+ 217..
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Лемма 1.9.32. Если С, С', С" - группы, /: С С'

.9: С' - С" - изоморфизмы, то.9/ и /-1 - изоморфизмы (см. лем

му 122)

Доказательство.

а) По лемме 1.9.29,.9/ - гомоморфизм. Так "а[(.9}' и биекпия. то

.9}' - изоморфизм.

б) Мы знаем, что /-1 - биекция. Пусть 1u, г Е С'. Тогда 111 = /(х),

z = /('У), где х. у Е С. Следовательно, 'Ш.о = Лх)Лу) Лху).

Поэтому Г ' ( 11) z ) = /-1и(х:u)) = х:u = г1('Ш)г

' (z ) , т. е. г'
гомоморфизм. Итак, /-1 - изоморфизм. О

Следствие 1.9.33. Отношение С ~ С' является отношением ЭК

вивалентностина классе групп.

Замечание 1,9.34. Изоморфные группы обладают одинаковыми

«алгебраическими- свойствами.

Пример 1.9.35. Если группы С и С' изоморфны и С - коммута

тивная группа, то С' - также коммутативная группа. Действитель

но, пусть /: С -> С' - некоторый изоморфизм. Если z, 'ш Е С', то

~ - /(а,), 'Ш = /(Ь) для некоторых а" Ь Е С. Тогда

Z11) = /(а.)ЛЬ) = /(а,Ь) = /(1)0) = ЛЬ)Ла) = 11)Z О

1.10. Кольца

Множество Н с двумя бинарными операциями (сложением + и

умножением -) называется ассоциативным кольцом с единицей, ес

ли:

l} относительно сложения (Н, -ь) - абелева (т. е. коммутативная)

группа;

2) умножение - ассоциативная операция. и существует нейтраль

ный элемент 1 (т. е. 1·у = r = у·1 для всех r Е R), называемый

единицей;

З) сложение и умножение связаны законами дистрибитивности

(а + Ь)с = ас + Ьс, с(а + Ь) = са + сЬ

для всех а. {'.с Е Н.
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Если операция умножения коммутативна, то кольцо (Н, +,.) на

зывается коммутативнымКОЛЬЦОМ. Коммутативныекольца ЯВЛЯЮТ

ся одним из главных объектов изучения в коммутативной алгебре и

алгебраической геометрии.

Замечания 1.10.1.

i) Исследуются и неассоциативные кольца. Например, если вме

сто ассоциативности 2) умножение удовлетворяет тождеству

Якоби

а(Ьс) + Ь(са) + с(аЬ) = О

для всех а; Ь , с Е R и

аЬ = -Ьа

для всех а, Ь Е R, то такое кольцо называется кольцом Ли.

2) Рассматриваются также и ассоциативные кольца без единицы.

Например, чётные числа R = 22 являются ассоциативным ком

мутативным КОЛЬЦОМ без единицы.

Примеры 1.10.2 (примеры ассоциативных колец).

i) Кольцо (2, +,.) целых чисел: поля iQJ, 1ft.

2) Кольцо непрерывных вещественных функций С[О,l] на от

резке [О, 1] (для j, Ij Е С[О, г], .с Е [0,1]: (I +1j)(Х) = j(:l;)+y(:t),
иу)(:с) = }(;l;)y(;,)),

3) КОЛЬЦО многочленов IR:[:r;] с действительными коэффициентами.

4) Кольцо вычетов (2", +,.) по модулю П.

Мы уже убедились. что группа вычетов

ПО модулю n с операцией сложения

С" + С, = Сн, = С,., где k + 1 = П'1 + т, О ( .,. ( n - 1.

является коммутативной группой (см. пример 1.9.4. 2)).
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Определим операцию умножения, полагая

Ck' С1 = Сы = С"' где kl = nч + 8, О ~ я ~ п - 1.

Проверим корректность этой операции. Если С

"
= Ck" С1 = Се,

то k' = k+n'l1, l' = l+n'U, k'·[' = kl+n(k·u+u.l+n'l1u), и поэтому

Ck'l' = СЫ ·

Так как

(Ck Cl)Cm. = C(kl)m. = Ck(lm.) = Ck(C1Cm.),

CkC1 = Сы = Си, = C1Ck,

С!С!> = С!> = CkC!,

(С!> + С1)Сm. = C(k'+I)m. = Ckm.+I.m = CkC,n = С1Ст,

ТО (Zn'+, .) является ассоциативным коммутативным КОЛЬЦОМ

с единицей С! (называемым кольцом вычетов по модулю n).

Свойства колец (R, +,.)

[. Так как (Н, +) - абелева группа, то: существует, и единствен

ный, нейтральный элемент относительно сложения О; дЛЯ любого

(1. Е Л существует, и единственный, противоположный элемент -(}.
(т. е. а + (-а) = О); уравнение з: + Ь = а имеет, и единственное,

решен ие л' = а - Ь = а + (-Ь).

2. Справедлив обобщённый закон ассоциативности для умноже

ния, т. е. результат произведения для '(J. сомножителей не зависит от

расстановки скобок; единичный элемент 1 - единственный нейтраль

ный элемент (см. теорему 1.3.2).
3. Проводя индукцию по n, убеждаемся в том, что

(0.1 + .. + аn)'} = а1}; + .. + (J.n.{J;

Ь(u.[ + ... + ап ) = Ьо., + .. + lю".

4. Так как аО = а(О+О) = аО+аО, то аО = О. Аналогично. Оа = О.

5. Так как аЬ+( -а)Ь = (а+( -а))Ь = ОЬ = О, то (-а)Ь = -пЬ. Ана

логично, а( -Ь) = -аЬ. Поэтому (-0.)( -Ь) = -(а( -Ь)) = ._(-пЬ) = оЬ.

6 (а - Ь)с = (о. + (-Ь))с = ас + (-Ь)с = ас - Ьс. с(о. - Ь) =
= с(о + (-Ь)) = со. + с(-Ь) = сп - сЬ, т. е. дистрибутивность для

разности.
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Лемма 1.10.3 (6U1IOМ Ньютона). Пусть R - КОЛЬЦО с 1, 'II Е М.

а1 Ь; П] (1.2, ... ,0.8 Е R. Тогда:

1) если о.Ь = Ьа, 'Го

(о -1- Ь)'" = L C,~o.kb"-k где

;'=0

nl
= 1;

2) если о;о,; = 0,io; для всех 'i. j. то

( + + )1"1. ~ n! -i1
0.102+·' Os =~(i1!) ... (i.,1)01'

где суммироваиие происходит ПО всем s-строчкам (ч , 'i2,"" is )

таким, что i 1 + i 2 + ... + is = n.

Доказательство.

1) Индукция по n С учётом равенства с; -1- c~-1 = c~'ti для

k < n И применением пересгановочносги элементов о. и Ь и закона

дистрибутивности.

2) Индукция по з: s = 2 - пункт 1): если утверждение верно

для в, то по 1):

(Щ -1- ' ,. -1- а, + 0.'+1)" = ((Щ + .. + 0.8) + о.,н)" =
k n-k ~ n1+ 0.8) 0.8+1 = ~ -., (0.1 + .. -1

k+j=n k!J.

n!
= L k!jI

k+J=n

Определение 1.10,4, Подмножество 5 кольцаR называется под

кольцом, если:

а) 5 - подгруппа относительно сложения в группе (R. +):

б) для 0., Ь Е 5 имеем о,ь Е 5:

В) для кольца R с 1 предполагается, что 1 Е 5,



32 Глава 1. Введение: основные е.псебрянческне структуры

Примеры 1.10.5 (примеры подколец). до С IQJ с IR.

Задача 1.10.6. Описать все подкольца в кольце вычетов дО" по

модулю 'п.

Замечание 1.10.7. В кольце дОl0 элементы, кратные 5. образуют
кол ЬЦО с 1, не являющееся подкольцом в дОl0 (у этих колец различные

единичные элементы).

Определение 1.10.8. Если R - кольцо, а, Ь Е R и а i О, Ь i О,

11/' = О, то элемент (), называется левым делителем нуля в R, эле

мент Ь называется правым делителем нуля в Н.

Замечание 1.10.9. В коммутативных кольцах, естественно, нет

различий между левыми и правыми делителями нуля.

Пример 1.10.10. В дО, IQJ, IR нет делителей нуля.

Пример 1.10.11. Кольцо непрерывных функций С[0,1] имеет де

лители нуля. действительно, если

f

о

то I i о, 9 i о, /9 = О

о

9

1
:2

Пример 1.10.12. Если п. = kl, 1 < k.l < л , то С" i Со, С; i Со,

НО CkC, = СО, т. е. КОЛЬЦО вычетов Zп. по составному числу n имеет

делители нуля.

Лемма 1.10.13. Если в кольце R нет (левых) делителей нуля,

то из аЬ = ас, где О i а Е R, Ь, с Е R, следует, что Ь = с (т. е.

ВQЗГ\ЮЖНQСТЬ сокращать на ненулевой элемент слева, если нет левых

делителей нуля; и справа, если нет правых делителей нуля).

Доказательство. Если аЬ = ОС, то а(Ь - с) = О. Так как а не

является левым делителем нуля, то /, - с: = О, т. е. /, = с. О
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Определение 1.10.14. Элемент Х Е Н называется нильпотент

ным; если л." = О для некоторого О < л. Е IЧ. Наименьшее такое

натуральное число n называется степенью нильпотентности эле

мента.

ЯСНО, что нильпотентный элемент является делителем нуля (если

n> 1, то 1;':1:,,-1 = О, :1:"-1 '1 О). Обратное утверждсние неверно (в Z6
нет нильпотентных элементов, однако 2, 3, 4 - иенулевые делители

нуля).

Упражнение 1.10.15. Кольцо Z" содержит нильпотеитные эле

менты тогда и только тогда, когда п. делится на ·/n2 , где т Е N,
m'll.

Определение 1.10.16. Элемент о; кольца Н называется идемпо

тентом, если х2 = Х. Ясно, ЧТО 02 = О, 12 = 1. Если 0;2 = Х И

:Т '1 О, :1; '1 1. ТО Х(СЕ - 1) = 0;2 - "; = О, И поэтому нетривиальные

илемпотенты являются делителями нуля.

Через U(Н) обозначим множество обратимых элементов ассоциа

тивного кольца Н, т. е. тех r Е Н, дЛЯ которых существует обратный

элемент 8 =г- 1 (т. е. гг- 1 = 1 =.,,-11').

Лемма 1.10.17. U(Н) является группой относительно операuии

умножения.

Доказательство.

[) Если т, s Е И(Л), то тв Е U(Н), поскольку (1'8)-1 = 8- 1 г - 1.

2) 1 Е U(Щ.

З) Если '1' Е U(R), то (г- 1 )-1 = Т, т. е ..(-1 Е U(Л). О

Пример 1.10.18. U(Z) = {1, -1}, U(Q!) = Q!* Q! \ {О},

U(IR) =IR*.

Пример 1.10.19. U(С[О, 1]) = {f Е С[О.l] I ](1) '1 О \11 Е [О. 1]}.

Пример 1.10.20. Пусть Zm = {Са. С1 , . . , Ст - 1 ) . С, = k+m.Z.
кольцо вычетов по модулю т. Отметим. что k + m.Z Е U(Z",). k Е Z.
тогда и только тогда, когда (k+mZ)(I+'mZ) = l+mZ для некоторого

1 Е Z. т. е. kl + m.Z = 1 + mZ, что означает Аоl = 1 + тц . q Е Z. т. е.

(Ао.ln) = 1.
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Итак, IU(Zm)1 = <р(ТI1) , где '{(т,) - число натуральных чисел

1 ,,; k: < '!n, не имеющих нетривиальных общих делителей с чис

лом т (функu,uя Эйлера). В частности, р(l) = 1, '10(2) = 1, '10(3) = 2,

'10(4) = 2, <Р(1') = Р - 1 для простого числа р. Более того, если р Е Н,

то '10(7') = 7' - 1 тогда и ТаЛЬМ тогда, когда р - простое число.

Задача 1,10.21. Докажите, что группа U(дСп) циклическая тогда

и только тогда, когда n Е {2, 4,1''',21'О } , где l' - нечётное простое

число.

1.11. Поля

Определение 1.11.1. Ассоциативное коммутативное кольцо К

с 1, в котором для любого иенулевого элемента а. Е К существу

ет обратный элемент а- 1 , называется полем.

Лемма 1.11.2. Если К - поле, то уравнение аСЕ

имеет одно и ТОЛЬКО одно решение (именно, а.- 1 Ь) .

Доказательство. Если 0..1; = Ь. то х = а- 1ах

;Т = а- 1 ь , то ах = а(а- 1 ь) = 11.

Теорема 1.11.3. В поле К нет делителей нуля.

Ь, где а f о,

о.-lь. Если

О

Доказательство. Допустим, что 0., Ь Е К, П f о. Ь f о и аЬ = о.

Тогда Ь = 0.-1 (аЬ) = a-10 = О, противоречие. О

Замечание 1.11.4. Обратное утверждение неверно. В кольце Z
целых чисел нет делителей нуля, но оно не является полем.

Пример 1.11.5. 1Qi, IR, 22 - поля.

Теорема 1.11.6. Кольио вычетов 2" является полем (полем выче

тов) тогда и талыш тогда, когда 11. = Р является простым числом.

Доказательство. Если п. = j! - простое число, то 2р - кольцо

без делителеи нуля (пеиствительно. есл и (:,,(:, = СО, с" f СО'

с, f СО, то k:l = рч, но k н 1 не делятся на р, что привопит К проти

воречию). Доказательство завершает следующая лемма.
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Примеры 1.11.11.

Лемма 1.11.7. Конечное коммутативное колыю без делителей ну

ля является полем.

Докаэательство. Пусть R = {Тn = О, Т] = 1, ... ,I'n-l} - кольцо

из n элементов без делителей нуля. дЛЯ 'Т" 7' О. 1 ( k ( n - 1. все

произведения TA;TIJ'" ~ Тк;Гn-l различны, поскольку 1"/;; не является

делителем нуля. Следовательно. найдётся -i, для которого Tk/i = 1,

T.e.~=r;l. О

Лемма 1.11.8. Пересечение n к, любого семейства подполей к;
i.E!

i Е 1, поля К является подполем. О

Упражнение 1.11.9. Через Q[V2] обозначим наименьшее подпо

ле в IR, содержащее поле Q и элемент v2 (существующее по лем

ме 111.8). Покажите. что поля Q[V2] и Q[V3] не являются изоморф

ными.

Определение 1.11.10. Рассмотрим поле К как абелеву группу

(К, +) относительно сложения, пусть 0(1) ~ порядок элемента 1
в этой группе. Если 0(1) = 00, то говорят, что характеристикаслагК

поля К равна О (т. е. для любых целых чисел k, I Е Z из k 7' I следу

ет, что k· 1 i= I . 1 в К). Если 0(1) = l' < 00, то полагают слаг К =]1
и говорят, что К - поле конечной характеристики ]J (т. е. Р - наи

меньшее натуральное число, для которого ]1·1 =~ = О).

р

1) сlШI'Q = О. cllal'IR = О.

2) слаг Хр =]1 (для простого числа 1').

Теорема 1.11.12. Если К - поле н cllat·К = р > О. то р - простое

число.

Доказательство. Допустим противное, т. е. что l'

1 < s, 1 <]1. Тогда
st, где

(8·1)(1·1) = C!:._:t.:_~~)(~) = ,1 . 1 = 1'·1 = О,

I

но $·1 7' 0.1·17' О в поле К. что прсгиворечитотсутствиюделителей

нуля в поле. D
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1.12. Идеалы и гомоморфизмы колец

Определение 1.12.1. Пусть Н. - кольцо. Подмножество g i' 1 С В
называется левым идеалом кольца Н, если:

1) 1 - подгруппа аддитивной группы (Н, +) кольца Н;

2) .,.] i;;; J для любого элемента 'г Е R (т. е. с.; Е J для всех i. Е 1).

Аналогично определяется правыи идеал: вместо 2) условие

2') J./. i;;; J для любого элемента т Е Н (т. е. -ir Е J для всех i Е 1).

Если подмножество J в кольце Н является и левым и правым иде

алом. то J называется двусторонним идеалом кольца Н (т. е. J
подгруппа в (Н, +), .,] i;;; Г, J'r i;;; J для всех 'г' Е Н). ДЛЯ двусторон

него идеала 1 кольца Н будем использовать обозначение 1 <1Н.

Примеры 1.12.2.

1) {О} и R - идеалы кольца Н.

2) 2n <12 для любого n Е 2.

3) Т" = {! Е С[О, 1] I /(и) = О} <J С[О, 1] для любого а Е [0,1].

4) Если Н. - коммутативное кольцо, о. Е Н, то подмножество

Но. = {то. [ Т Е Н}

является идеалом кольца R, называемым главным идеалом,

лорожлённым элементом а Е Н.

Упражнение 1.12.3. Покажиге. что в кольце целых чисел (2, +..)
каждый идеал имеет вид 7!/n, 1/. Е Z, Т. е. каждый идеал является

главным (такие комыугативные кольца называются кольцами глав~

ных идеалов).

Пусть R и н'- кольца. Отображение f: R ~ Н' называется го

моморфизмом колец. если /(а + 1)) = f(,,) + ЛЬ) и /(аЬ) = /(,,)/(1))
для всех а, /) Е Н.
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Через 1111 / обозначим образ гомоморфизма /, т. е.

1111/ = и(т·) Е R'j r Е R};

через Кег / - ядро гомоморфизма [, т. е.

Ке,.! = {а Е R I /(и.) = О}.
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Если гомоморфизм / является биекцией, то / называется изомор

физмом коле".

Отметим ряд свойств гомоморфизмов колец /: R ---> R'.
1. Так как / - гомоморфизм абелевых групп (R, +), (R', +), то

.1(0) = О', .1(-а) = -.1(и).

2. Если R э 1, R' Э l' и 1111 / = В', то /(1) = 1', /(0.-1) = .1(0.)-1
для обратимого элемента и. Действительно, если а' Е R', то

а' = /(0.), а Е R. Тогда

/(l)а' = /(1).1(0.) = .1(1 . о) = Ла) = а',

а'ф) = f(a)I(l) = /(а· 1) = /(а) = а',

т. е. /(1) = 1';

/(0.-')/(0.) = /(0-]0) = /(1) = 1',

./(o.).1(a- l ) = .1(00-1) = /(1) = 1',

т. е. /(a- I ) = /((1)-1
Это утверждение может не быть верным, если 1111 / =1= Н',

3. Если [: R ---> R' - гомоморфизм колец, то Кег / - двусторон

ний идеал кольца R.

Докаэательство. Так как /: (П,-;-) ---> (R',+)-гомоморфизм

групп, то Кб'/ - подгруппа в (R, +).
Если о. Е Кс]' [, т. е. /(а) = О. Т, -' Е R, то

{(та) = ((1')/(0.) = /(') . IJ = IJ,

/(а.о) = .1(o)j(s) = (). /(,,) = О.

итак, 1'(1. Е Ксг /' 08 Е Кег [, т. е. Ке1' I <J R о
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4. Гомоморфизм колец f: R ---> Н' является изоморфизмом тогда

и только тогда, когда Кег f = {О} и 1т f = R' (следует вспомнить

критерий изоморфизма для гомоморфизмов групп, см. лемму 1.9.29).
Ясно, что изоморфные кольца обладают одинаковыми кольцевыми

свойствами. Например, если .f: R ---> R' - изоморфизм колец, Н

поле, то Г{ также поле.

Упражнение 1.12.4. Если R. - коммутативное кольцо, то R - по

ле тогда и только тогда, когда в R нет идеалов, отличных от {О} и R.

Упражнение 1.12.5. Отображение &':3 &':6, при котором

k + 3&': f--> 4k + 6&':, является инъективным гомоморфизмом колец.

1.13. Кольцо многочленов от одной переменной

Пусть К - проиэвольное поле.

Под многочленом (ненулевым) от одной переменной х С коэффи

циентами из поля К будем понимать формальное выражение вида

f(x) = 0.0 + о.lХ -т- . .. + o.",_lX",-1 + о.""с'"

(иногда удобнее записывать эту сумму одночленов o.j;г,j в другом по

рядке: .1(",) = 0.",,,'" + 0.",_I"л-1 + ... + щх + 0.0), а, Е К, 0.", f' 0
старший коэффициент (о.",,"'" - старший член многочлена л",j),

Щ) - свободный член, n = deg/(1:) - степень HeHYJleBOrO Мн ОгОч.ле

на .1'(:1') (нулевой многочлен - это .l'(х) = 0.0 = О).

Можно было вместо формальных выражений рассматривать счет

н ые последовательности

(0.0, щ, . 0."" О, О, ... ). а; Е К,

в которых почти все а; (Т. е. все, кроме конечного числа) равны

нулю (нулевой многочлен - ЭТО последовательность, в которой все

компоненты равны нулю).

Дв« многочлена J(x) н уСе) называютсяравными, если равны со

ответствующиекоэффициенты при каждой степени ;1.:" переменной .ь.

Через [([:1:) обозначим множество всех многочленов j'(:1') С коэф

фициентами нз поля К,
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На множестве К[:с] введём операции сложения и умножения, для

J('l;) = La,.x',
'=0

g(x) = Lbix;
-i=О

полагая

где

лх) +g(:r) = Ld;2:" I(o:)g(x) = LI,X',
'I:;?'O -i;?.О

cli, = (l.-i + b·i , t'i = L a~~bl·
k+l=-i
O~k,l~/

Теорема 1.13.1. Множество К[х] с операциями сложения и умно

жения - коммутативное ассоциативное кольцо с единицей.

Доказательство.

1) Так как при сложении складываются коэффициенты при одной

степени x i , т. е. d,. = ai+b;, то ясно, что К[х] с операцией сложения

коммутативная группа.

2) Учитывая определение коэффициента

t; = L akbl,
k+l=-i

O~k,l~-i

заключаем, что операция умножения коммутативна.

Пусть теперь

11.(x) = L с.х',
-i,;?.О

Тогда. подсчитывая КОЭффициенты при степени о" в (I(O')g(.T))h(.r) и

В л",) (g ( :l ' ) Ii.( ,,; ) ) , В'ЩИМ, что

L ( L 0.1/)/)('"
u+rn=i. /;;+1=11.

L ЩЬ1(m = L 01( L b1cm).
k+l+m=t /;;+'v=-i '+m=u

Итак. мы проверили ассопиативностьумножения многочленов.

Ясно, ЧТО I(:т:) = 1 (т. е. ао = 1) является нейтральным элементом

для операции умножения.
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3) Подсчитывая коэффициенты при степени :Е' В и(х) + 9(Т) )1),(х)

и /(:/:)11,(":) + 9(:[,)1'1,(:"), видим, что

L (Ok + !)k)Ч = L 'Ч,Сl + L Ьuа,
k+l=-i. /;;+1=;. k+l=i

т, е. установлен закон дистрибутивностив K[:l:J.

Замечание 1.13.2. Отображение К -t К[:е] , для которого

а. с-+ /(:с) = 0.0 = n,

о

является инъективным гомоморфизмом колец (т. е. получили вложе

ние поля J( в кольцо многочленов К[х]).

Лемма 1.13.3. Пусть к -поле, j'(.7:),9(X) Е К[х], о # j(з:),

0#1)(":)' Тогда

а) deg(f(:r) + 9(0:)) (; max(deg J(x), degg(o:)).

б) deg(J(:c),g(:E)) = degJ(x) + deg,g(T).

Доказательство.

а) Если i> max(degj(o:),degg(x)), то С; = а, + Ь; = О

б) Если с!еg.f(з:) = 'П, deg9(:E) = я и i > п. + -', то

,1; = L o.kIJl = о.
~~+l=';

O~k,l~i

При этом с!",+., = оnЬ" # о (поскольку а.n # О, Ь" # о и в поле К

нет делителей нуля). Итак, dn+s = а.",Ь" # о - старший коэффици

ент многочлена /(.7:)9(:[') - является произведением старших коэф

фициентов многочленов лх) И g(J;). Таким образом, deg(f(,c)y(:c)) =

= n +" = deg /(:1) + degy(:I:). О

Следствие 1.13.4. Пусть К - поле. В кольие многочленов К[х:]

нет делителей нуля.

Доказательство. Как мы видели, если /(:т:) # О, cleg I(:r;) = п.,

0." # о - старший коэффициент многочлена f(:r:), 9(.7:) # О.

rlegJ(T) = 8, Ь., # О-старший коэффициент многочлена у(о:) ,
то а"Ь" # 0- старший коэффициент многочлена 1'(:I:)У(:Г), т. е.

1(7:)g(:1:) # О О
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Следствие 1.13.5. Пусть К - поле. В кольце К[:Е] (как в любом

кольце без делителей нуля) можно сокращать на ненулевой много

член, т. е. из .f(:r)g(x) = .f(X)/1(X), .f(,:) f О, следует, что л(х) = 11(Т).

Следствие 1.13.6. Пусть К - поле. U(К[х]) = К \ {О} (здесь

U(R) - группа обратимых элементов кольиг R).

Доказательство. Если О f а Е К, то а- 1 Е К С::; К[х], т. е.

() Е U(К[т]).

Если Л:1:)Л(Х) = 1, то лх) f О, л(х) f О, deg.f(x) + degg(x) = О,

и поэтому cleg /(х) = О = degg(x), т. е. /(1') = ао f О, ао Е К. О

Упражнение 1.13.7. Произведение двух линейных многочленов

(а.х + Ь)(сх + d) = а.сх2 + (a.d+ Ьс)х + bd,

требующее четырех умножении (ас, a.d, Ьс, М) и одного сложения

(асl + Ьс), может быть вычислено с помощью трёх умножений и че

тырёх сложений ивычитаний:

а.с, М, ,,=(а+ь)(с+а), a.d+bc=1t-ac-bd.

А. А. Карацуба использовал это соображение ДJIЯ построения бы

стрых алгоритмов умножения чисел и многочленов.

Теорема 1.13.8 (алгоритм деления с остатком в кольце много

членов). Для любых многочленов /(:1:), у(х) Е К[з:J, у(:!.) f О, суще

ствуют (и притом единственные) многочлены у(х), т(х) Е К[:т] такие,

что:

2) либо '/'(:т:) = О, либо т(:с) f О, degI(:C) < dеgл(:с).

Доказательство-алгоритм (деление Многочленов столбиком)

Пусть

Л:с) = апх" + ... + Qj;[ + аО·

л(:с) = Ь.,.Т" +. ,. + bj:c + 60, ь" f О.

Если" < -', то утверждение 1) очевидно'

лх) = у(:);) . 0+ 1(1)
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Пусть n ;;, в Тогда:
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f'( ) о.n. n-з (' ') _ j' ( ) _ 'Пl
Х - -ь·т; ,9·2: - 1 Х. - al,nl,T -ь .

S

fl(X) - о[ь,n, х'Щ-SУ(,г) = f2(,r) = 02.,ч;J,П2 -ь .
s

f' () а"-2.n.,._2 n.,._2-S ( .) _ j' ( ) _ .."-1,.-1
k-2 Х - --ь-з--Х 9 х - /;;-1 Х - ak-l,nk_1 Х -+.

s :::;; ''-''/;;-1 < '(/,k-2,

/k-l(Х) - аk-~~Щ_l ХПk-1-Sg(Х) = j,,(X) = аk,щхn'k + "

{~:(~8~~kИ;~nk_l,
Складывая все эти равенства и сокращая, получаем

j '(x ) _ (ab"sn' xn- s +. Щ-l.п,._I, Пk_ГS) (.) _ j' ( ).. -+ Ь
,';

х 9 ,[; - k Х ,

т. е.

/(.1:) = '1(1:)и(.т.) + т(х),

где

ч(х) = ~хn-з -+ ... -+ Uk-l,nk_l x'I1.A,-t-.'i)

Ь , Ьз

r(:r) = Ik(x), т(х) = О или deg(T(X)) < ,= degU(;J,),

Если f(:1:) = Y(:I:)'](:I:)+'r(1;) = Y(:l:)'l'(:C) +г' (.1:) , при этом т(х),т'(,,:)

или равны нулю, или имеют степень, меньшую чем deg.q(:T:) = 8, ТО

Если '1(Х) - q'(x) 'f о, то получаем противоречие, ПОСКОЛЬКУ степень

левой части > deg'g(x), а многочлен в правой части или нулевой, или

его степень < degg(:<:). Итак, '1(:1;) = '/(J;), И поэтому г'(:J;) = г (.'J:) ,
О
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Замечание 1.13.9. Если К - подполе поля К' (например, К =

= IQJ с IR = J{I). ](х),У(:1:) Е К[1:] <:; K'[TJ, пт) = g(:J:)'1(r) + г(т)

деление с остатком в кольце многочленов J{1[,r], то '1(х), 1'(Х) Е К['>е].

Определение 1.13.10. Пусть п:е), 'Р(:Е) Е K[:cJ, 'Р(:") '1 о Будем

говорить, что многочлен /(2') делится на 'P(J,), если ](:1:) = 'P(:C)'1(;J,)
(т. е. остаток "('1:) при делении на 'P(:l') равен нулю).

Замечание 1.13.11. Совокупность 'Р(т)К[.Т) = {'Р(.Т)/(1') I {(.Т) Е

Е К[1;]} всех многочленов, делящихся на 'Р(,С), является идеалом

в кольце K[j,j (называемым главным идеалом, порождённым 'Р(:е)).

Упражнение 1.13.12. Пусть К - поле. Покажите. что кольцо

многочленов J([x] является коммутативным кольцом главных идеа

лов.

Отметим ряд свойств делимости многочленов.

Лемма 1.13.13. Если /(х) делится на у(х), у(:с) делится на ',(х),

то ](1;) делится на 1,(:);).

Доказательство. Действительно, если .f(1;) = Y(T)q(:r), .'1(:ё) =
= 11(:I;)ij(;r,), то I(;r,) = I'(;J:)(J(:J:)(](;J:). О

Лемма 1.13.14. Если /(:1:) и .'/(:1;) делятся на II.(T), то Лог) +.'1(:1'),
Л;г,) - У(:Т) делятся на 11.(1').

доказательство. Действительно, если /(Т) = 1'.(T)'1(;T), .'1(х) =
= 11.(:1:)"](1;), ТО /(х) ± У(:Е) = Iф)('l(Х:) ± '](;1:)) О

Лемма 1.13.15. Если многочлен /(1:) делится на 1'(2:).
у(;2:) Е К[х], то /(:r)g(x) делится на 11 (т).

Доказательство. Действительно, если п:е)

[(1)9(1:) = 11,(:I)(q(:I;)Y(:E))
1/(1:)"(1'). ТО

D

Лемма 1.13.16. Если /1 (:т;). . А(т) делятся на 11(:,,), .'11(1,) ..
.'Ik,(Т) Е К[т], то /1(":).'11(;1:) + ... + ]"(.")9"(":) лепнгся 118 11.(:,,).

Доказательство. Действительно, это вытекает из лемм 1.13.]5
н 113]4 О
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Лемма 1.13.17. Если О # с Е К, то любой многочлен лх) Е К[х]

делится на с.

Доказательство. Действительно, /(1;) = c(c-1.f(x)). о

Лемма 1,13,18, Если ((т) делится на у(х) и О # с Е К, то Л·Т)

деmlТСЯ на c<p(J;).

Доказательство. Действительно, если Л;с)

лх) = (c:p(x))(c-1q(;,))
<p(.7;)q(x) , ТО

О

Лемма 1.13.19. Многочлены вида сЛх), О # с Е И, и ТОЛЬКО они

являются делителями многочлена Л:Г), имеющими степень deg.f(x).

Лемма 1.13.20. Многочлен Л.Т) делится на -ч(х) и -ч(х) делится

на лх) тогда и только тогда, когда -чсс) = c.f(x), О # с Е К.

Лемма 1.13.21. Многочлены .f(x) и (J(;c), О # с Е И, обладают

одинаковым запасом делителей в кольце К[х].

Определение 1.13.22. Пусть .f(;c), У(:1:) Е К[4 Многочлен <I(x) Е
Е К[х] называется наибольшим общим делителем (НаД) многочле

нов j'(x) и g(:z,), если:

1) <I(х) - общий делитель многочленов .f(:r) 11 -ч(х) (т. е. Л:г)

= <l(:I:)q(J'), -ч(т) = <l(.r)q(x));

2) для любого общего делителя cl'(:r) многочленов .f(,;) и -ч(,;)

многочлен cl(x) делигся на cl'(x).

Обозначение: (ICr:) = НОД(f(:J:),g(J:)) = (f(J:),g(:r;)).

Замечание 1.13.23. Из 2) следует, что dcg<l(x) ~ c1cg(J'(2:), т. е.

что c/(x) - общий делитель наибольшей степени. Правда, нам ещё

надо установить существование НаД в нашем смысле.

Теорема 1.13.24 (алгоритм Евклида). для любых ЛХ),9(2') Е

Е к[",]:

1) существует наибольший общий делитель (I(:г,) многочленов j'(.,,)

и 9(:1');
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2) d(,r) = НОд(J(Х).,(,i(.r)) находится по проuедуре последователь

ного деления, восходящей к Ееклнлу;

З) нэнболыинй делитель d(x) определён однозначно с точностью

до ненулевой конслгнлы О i с Е К,

Доказательство, 1), 2) Рассмотрим П[JОllедуру Евклида:

л:с) = g(x)qJ(x) + TJ(x),

g(x) =Гl(Х)Ч2(Х)+ "'2 (х),

тl(х) = Г2(З')QЗ(Х) +Тз(Х),

Г'k_З(З;) = Гk_2(З;)fJk_l(Х)+Г'k_l(З;),

'rk_2(:1;) = 'fk-l (X)fJk (х;) +rkJr),

'rk_l(:1;) = Tk(.r)Qk+l(x),

degTl(x) < degg(x);

degT2(x) < deg'rl(x);

dеgгз(г) < degT2(X);

dеgГ'k_l(З;) < deg"'k_2(X);

deg'rk(;J:) < deg'tk_l(X);

а) Поднимаясь последовательно вверх, мы видим, что Tk(X) - об

щий делитель многочленов .'1(1;) и j(:J:),
б) Если d'(x) - общий делитель многочленов 1(з;) и у(х), то,

опускаясь последовательно вниз, мы видим, ЧТО d'(x) -делитель
многочлена d(x),

З) Если (1(х:) и d'(,c) - два наибольших общих делителя, то они

делятся друг на друга, и поэтому d'(:1:) = cd(T), О i с Е Р. Ясно,

что если d(T) - наибольший общий делитель и О i с Е Р, ТО cd(T)
также наибольший общий делитель, О

Теорема 1.13.25 (о выражении наибольшего общего делите

ля через исходные многочлены). Если /(T),9(:r) Е К[т] и d(T) =

= ноди(Т),9(Х)), то существуют многочлены и(х),и(т) Е К[х] та

кие. ЧТО

(1(:1') = 1(:С)1I.(1') + 9(.1)/1(:1:)

(если при этом deg.f(T) > О, clcgY(:J:) > О, ТО можно считать, что

degH(J:) < dcgY(J).

degu(x) < clcg лх):

это позволяет искать многочлены .". (:J:) , I!(Г) с неопрелепённымн ко

эффициентами),
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Доканотельство. Существование таких многочленов u(х), 'О(:Е)

следует из алгоритма Евклида нахождения ,1(:1;) = Tk(:r). Мы выра

жаем последовательно ТА'СТ) сначала через 'ГА-2(Х) и rk-l(x), потом,

подставляя выражение Tk-l(:r:) через ТА,_З(Х) и ТА-2(Х), через ·I'k_з(.7:)

и "'k-2(:/') Н, завершая подъём, через 9(:[,) и 1(:1:).
Если найдены «плохие» 11.(,,) И ,.'("), пусть, например, clegu(:r) )

) degU(T), то '/1.(:1') = U(:';)(l(:r) + Т(Х), И поэтому ,1(x) = Л:С)Т(Х) +
+ iJ(:I') [11(:")-1- J'(:г.)q(;г)]. Из сравнения степеней следует, что cleg('II(;r;)+
+ n")'l(:")) < degj(:r), поскольку cleg(j'(:c}I'(x))<clegj(:r)+clegy(:r),
cleg(l(:I:);( clegj'(:f;), clеgа(:т;);( clegy(:r). О

Определение 1.13.26. Многочлены f(x),u(x) Е К[х] из кольца

многочленовJ{[.x] над полем К называются взаимно простыми; если

их наибольший делитель а(х) равен 1 (т. е. их общие делители - это

лишь ненулевые многочлены нулевой степени О f с Е К).

Теорема 1.13.27. Многочлены j'(x), g(x) Е К[х] езенмно про

сты тогда и ТОЛЬКО тогда, когда существуют такие многочлены

'[I.(:r), 'и(";) Е K[:r], что

j(:r;)u(,;) + g(,}u(x) = 1.

Доказательство.

1) Если многочлены /(.Т) и 9(:") взаимно просты, то для их наи

большего делителя (1(:1:) имеем равенство

Принимая во внимание выражение многочлена <l(:r) через J(:r) И y(:r),
получаем, что для некоторых u(x),'u(x) Е К[х]

j'(O:)l1(X) -1- g(X)l1(X) = 1.

2) Если для 11.(.1:). 'и(:1;) Е K[;r] имеем

j(CГ)U(:J:) + y(:r)'u(:r) = 1,

то любой общий делитель многочленов /(х) и g(x) является делите

лем многочлена 1. Таким образом,

ноди(1),и(х)) = 1,

другими словами, многочлены .f(;{) и .9(:r) взаимно просты. О
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Замечание 1.13.28. Многочлены I(x) и у(х) взаимно просты то

гда и только тогда, когда

К[,/:и(:/:) + K[:I].'I(:T) = К[:1:]

(идеал кольца к [:r:] , лорожлёиный многочленами пх) и g(x), совпа

дает со всем КОЛЬЦОМ многочленов К[х]).

Теорема 1.13.29 (основные свойства взаимно простых много

членов). Пусть п:Е).У(:1:), '«(т),1'(:т) Е K[:r;].

1) Если ноди,'Р) = 1. НОД(j,ф) = 1, то НОД(j,'РФ) = 1.

2) Если.f9 делится на 'Р и ноди, 'Р) = 1, то 9 делится на 'Р.

3) Если I делится на 'Р и делится на ,р, НОД( '(, Ф) = 1, то I
делится на ,!лjJ.

Доказательство.

[) Пусть

Iu+'PV = 1

для ·и.(.т) , Н(Т) Е К[.т]. Умножая это равенство на '1', получаем

Отсюда следует, что любоii общиii делитель многочленов / и 'Р4'

является делителем многочлена ф, но многочлены / и 4' взаимно

просты. Таким образом, ноди, 'Р'1') = 1.
2) Пусть дЛЯ ·(I.(:С). и(1:) Е К[:Е] имеем

/и + у'и = 1.

Умножив это равенство на 9(."), получим

иу)и + y(ug) = g,

и поэтому многочлен [j делится на .р , поскольну оба слагаемых в ле

вой части делятся на у.

3) Пусть / =.pq, где (J(:C) Е K[TJ. Так как / = yq делится на 'и' и

НОД(ч',4!) = 1, то, в силу 2), q = 1,/'\, где х(,с) Е К[х]. Итак:

/ = у'! = (уu')х. о
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Замечание 1.13.30. Определив наибольший общий делитель

<1(:1;) = НОД(JI(:J), ... ,fAx:))

многочленов

f[(,).···,I.,(I:) Е к [;r:] , -';' 1,

как такой делитель этих многочленов 11 (.т), ... , I., (х), которы й де

лится на любой их общий делитель, получаем, проводя ИНДУКЦИЮ

ПО ."1, ЧТО

Il(x) = нодиз(х), НОД(Мх), .' . '/з-I (х)))

Упражнение 1.13.31. Если

f(x) = х(х - 1), у(х) = х(х - 2), l!(x) = (х - l)(х ~ 2) Е IR[x],

то

НОД(/, у) = х, ноди, 17) =:е - 1,
НОД(у, ,.) = х - 2, ноди, g, h) = 1.

Замечание 1.13.32. В алгоритме Евклида можно для удобства

делимое и делитель на каждом шаге умножать на любые неиулевые

числа (при этом мы не заботимся о точном вычислении коэффициен

тов в частных I)-;(:С)).

Пример 1.13.33. Найти ноди(х),у(х)), где

J(x) = 2х4 + 2х3 + х2
-.1: - 1,

v(x) = зх4 +2х2
- х+ 2.

Решение. 3/(;1:) = g(Х)Чl(Х) + 1'l(Е). где Ql(o,) = 2, /'[(х) = 6:Е"

.1:" - Х - 7. Делим 2у(х) на тl(х):

б:г4 + О.т" +4х2 - 2:70 +4 бхЗ - .т: 2 - .г - 7

б:lА - :г:-; - :];2 - 7;]; 1;

л: + 5х2
+5х +4

6.1:': + 30:1;2 + 30;[,+ 24
6У' - х2 - х - 7

31.7:2 + 31,,;+ 31
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Многоточием ... отмечено место, в котором мы произвели доиноже

ние на 6 (соответственно многоточие: показывает, что мы не находим

точные коэффициенты для Q2(:r». Таким образом,

где с точностью до иенулевого множителя '('2(Х) = х2 + х + 1. Далее,

6х;) - х2 - Х - 7

61':\ + 6:Е 2 + 6;[;

- 7;];2 - 7;]; - 7

- 7;];2 -7;]; -7

о

То есть Tl(:r-) делится нацело на Т2С1:). Итак,

НОД(j(:J:),,q(х» = х2 + х + 1.

Упражнение 1.13.34. Наибольший общий делитель dCr) много'

членов 1(.7:) = зх5 - 4х4 + хЗ - зх2 + 4х - 1 и л(х) = 3.7:5 + 5х4 +
+ ./":1 _ ./"2 _ 30: + 1 представить в виде

где 'и(х), 'и(х) - многочлены степеней, меньших чем степени много

членов УСЕ) и f(x) соответственно.

Решение. Сначала с помощью алгоритма Евклида находим

(1(;);) = 3х3 + 2х' + 2х - 1,

при этом

J(:c) .2
11(.С) = (1(:1:) =,1 ~ 2х + 1.

у(;];) ,
91(1:) = (J(x) = .1' + 1; -1.

Ишсм многочлены '11(,1.) и '/!(Т) такие. что

1 = + 1/1СЕ )v(x). (1.1)
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Так как степени многочленов '1.,(,7:) и 'и(",) должны быть меньше двух,

то '11.(:1:) = О,:1, + Ь, 'и('1:) = с;г + 11, где а, iJ..(;..'1 Е IR. Приравнивая

в (I.I) коэффициенты при одинаковых степенях переменной х, полу

чаем систему линейных уравнений для а, Ь, с, 11. Решая эту систему,

получаем, что п, = 3, Ь = 5, с = -3, 11 = 4, Итак.

11(:г) = Зх:! + 2х2 + 2х - 1 = /(:г)(3г + 5) + у(т)(-3.т + 4).

Определение 1.13,35. Пусть J( - поле,

I(:J') = an:r,n + an_l:r
n- 1 + ... + aj:r + «о Е К[.т] , аn,. . ао Е К.

Если с Е К, то элемент

назовём значением многочлена I(:t:) при х = с. Таким образом, по

лучаем отображения:

/:К--+К, cf--+.f(c)

(полиномиальная функция, определяемая многочленом /(2;));

К[х] --+ К, ((х) f--+ .f(c)

(ясно. что если /(х) = У(:") в К[х]. то .f(c) = 9((;) для всех с Е К).

Лемма 1,13,36, Если в К[•.с]

<р(х) = .f(x) + 9(Х), 1}!(х) = лх)у(х)

11 С Е К, то

<р(с) = /(с) + у(с),«;(с) = НI)У(I:).

Тэкнм образом, отображение

""'с: К[х] --+ К, Н:,) f--+ /(с).

является гомоморфизмом колеи (при этом Кег ""',
((с) = О}).

Доказательство следует из определения сложения и умножения

многочленов в кольце К [:Е]. о
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Определение 1.13.37. Элемент с Е К называется корнем много

члена .1(:1:) Е К[:4 если лс) = О.

Теорема 1.13.38 (Безу). Пусть с Е К. Остаток от деления мно

гочлена /С[:) В кольие K[:L] на множитель :1: - С равен значению I(c)
многочлена /(х) прн х = с

доказательство. В силу алгоритма деления

.1(1:) = (х - с)ч(,:) + r(:с) ,

где или Т(") = О, или degr(:r:) = О, и поэтому '1'(1:) = Т Е К. Итак,

п,,) = СТ - е)ч(,,) + т, следовательно, /(е) = (е - с)ч(е) + т = Т, И

поэтому /(:1:) = Сг - с)'1(Х) + f(c). О

Следствие 1.13.39. Элемент с Е К является корнем многочлена

/(х) Е К[х] тогда н юлько тогда, когда многочлен /(х) делится на

ж-с О

Замечание 1.13,40.

1) Если 0., Ь Е К, о. i О. то делимость многочлена .1(:/:) Е K[cr:]

на многочлен 11:[: + Ь = а (х - (-~)) равносильна делимости
(, ..

на многоч.лен :г - с, с = --, и поэтому нахождеНI-iе корнеи

о.

многочлена 1(:>:) Е К[х] в поле К равносильно нахождению его

линейных делителей в кольце [([:1:].

2) Если с Е К, L>,,: К[2:] -+ К, L>,(I) = /(с), то

Кег L>, = и(х) Е К[:с] I I(c) = О} = (1: - г)Jф] = Jc

(главный идеал в кольце К[1:], порождён ный многочленом ":-с).

Замечание 1.13.41 (схема (алгоритм) Горнера деления много

члена f(x) Е К[х] на линейный многочлен х - С, С Е К). Пусть

/(х) = 0.,,",,' + ",,_lX.,,-l + ... + "гХ + 0.0 Е K[2:J,

j(:г) = (1: - с)q(ж) + г, т Е К,

q(x) = ь,,~гl,n~l + .,. + IJ1x + ЬО Е К[.с].
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Тогда, приравнивая коэффициенты при .г". :,,"'-1,... , :,;,1, соответ

ственно получаем

аn = b'n~l;

аn- 1 = Ьn- 2 - cbn - 1 ;

аn - 2 = Ьn- э - СЬп-2;

аl = ЬО - сЬ 1 ;

ао =.,. - сЬо·

Пересчитывая. получаем

Ьn- 1 = аn;

Ьn-2 = cb1t - 1 + аn- ! ;

Ьп-з = CЬ',~_2 + о.n-2;

Ьо = СЬ 1 + а];

Т = сЬо + 0.0.

Таким образом, коэффициенты частного Ь"-I .... , Ь], ЬО и оста

ток 'г' = .!(r:) послсловательно вычисляются по КОЭффициентам

n.н , . , . ~ al, 0,0 И элементу 1":, если испол ьзовать однотипную процедуру

о.n (/.<I-1 O,k+l a.k 0,1 Щ)

11 J
(= Il n_l /Jn _ 2 = ЬЛс = 1Jf._l= !J(j= г=

=('/1/1_1+0.,,_] =C/)j'-';-1 +IЧ:+l ~CIJk+I1~· ="I)I+ I Jl =сЬо+а.{)

'--v---"

-4.1'+7,r:-11).

Пример 1.13.42. Пусть 1(ес) = 2:х4 - .,:2 + з;z:

J21~1~ з_1-2
---=-~ Г2Т =-:JТ7Т:ЩW

поэтому /(ес) = (1:+21,/(,.,.)+20. где q(:l:) = (Т+

- 2. с -2. Тогда
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Замечание 1.13.43.

53

1) Схема Горнера даёт быстрый алгоритм вычисления значения

r = 1(с) многочлена J(cг) Е К[сг] R точке с (минимизируя число

умножении).

2) Последовательное применение схемы Горнера позволяет постро

ить эффективный алгоритм записи многочлена /(:1;) в виде фор

мулы Тейлора по степеням (:1; - с). А именно, при первом при

менении схемы Горнера крайнии правый коэффициент равен

f(c), при втором применении кранчий справа коэффициент ра-

("(с)
вен Г(с), прн третьем - 2!' и так далее. Таким образом,

если degf(x) = 'п, ТО

J"( ) f(n)(c) n
f(x) = f(c) + /'(с)(>: - с) +2Г(г - с)2 +. + -.,,-.!-(х - с)

(формула Тейлора).

Например, для

и с = 5 имеем

1 -61-2 " -41
--j------"---

5 1 -1 1-7 -;11) -154 = 1(5)

5 1 4 113 3" ~ f'(,5)

I г'., 'J)
5 1 9 58 = ---:),-

/(3)(5)
5 1 14 =-'3-'-

-г---- ..
/(4)(5)

1=~

Таким образом,

/(;с) = (;1: - 5)4+ 14(1' - 5)" + ~,·i(.T - 5)2 + 35(:1; 5) - 154
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Определение 1.13.44. Пусть ./'(1;) Е К[х]. с Е К. и с - корень

многочлена j'(:C). т. е . ./'(с) = О. По теореме Безу многочлен /(Т)

делится на :,,·-с. Возможно. многочлен л:с) делится на более высокие

степени многочлена :1; .- С. Пусть k Е N - такое натуральное число,

что j'(:C) делится на (.1; , но не делится на (:г, - c)k+!, поэтому

/(:1:) = (:1'- ",(:т:),

многочлен "'(:1:) Е к [:l:] уже не делится на :1; - с (это равносильно

тому, что 4'(с) -F О). в этом случае число k назовём кратностью

корня с многочлена ./'(1.), а сам корень с - k-краТНblМ корнем мно

гочлена ./(1;). Если k = 1, то корень с называется простым корнем

многочлена f(x).

Замечание 1.13.45. Понятие абстрактного линейного про

странства мы детальпо рассмотрим в главе 9, после того как изучим

ряд конкретных линейных пространств.

Понятие алгебры над полем (как кольца, являющегося к тому же

и линейным пространсгвом) будет рассмотрено в главе 8.



Глава 2

Поле С комплексных чисел

Понятие числа является ОДНИМ из ОСНОВНЫХ понятий В математи-

ческих теориях. К основным числовым системам принадлежат:

• натуральные числа N (полукольцо);

• натуральные числа с нулём Мо = Nu {О} (полукольцо с нулём):

• целые числа Z (кольцо);

• рациональные числа Q (поле);

• действительные числа IR (поле).

При этом

N с N() с Z с Q с IR.

Отметим, что рациональные числа Q и действительные числа 1R
с операциями сложения и умножения являются полями. Напомним,

что множество К с операциями сложения и умножения, (К, -1-, .),

называется полем, если'.

1) операция сложения

коммутативна (о. -1- {у = iJ+ (J '<10.. (у Е К),

ассоциативна «о -1- Ь) + с = и -1- (Ь + с) '<10. (), С Е: К);

существует нейтральный элемент О (О + 0=" '<10 Е: К);

Vu Е К сушесгаует противоположны и элемент -(}.
(0.+(-0) = О)

(кратко, (К, -1-) - коммитативная группа):
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2) операция умножения

коммутативна (оЬ = Ьо Va, Ь Е К);

ассоциативна ((аЬ)с = о,(Ьс) Ifa, Ь, с Е К);

существует нейтральный элемент 1 (10, = о, Va Е К), 1 # о

(кратко, (К, ,) - коммутативный моноиду.

3) имеет место дистрибутивность, связывающая операции сложе

ния и умножения ((а+Ь)с=о,с+Ьс Vo"lJ,CE К).

Условия 1), 2), 3) определяют коммитативное кольцо.

4) Имеет место обратимость иенулевых элементов (Vo, Е К, а. # О,

3Ь Е К аЬ = 1).

Поле действительных чисел IR, при всех его достоинствах, не

является алгебраически замкнутым полем (т. е. многочлены с дей

ствительными коэффициентами могут не иметь действительных кор

ней: например, многочлен ";" + 1 не имеет действительного корня).

Нашей целью является построение расширения С поля действитель

ных чисел IR. IR с С, 8 котором есть такой элемент 'i Е С что 'i2 = -1
(уравнение :1;2 + 1 = О имеет решение), при этом в некогором смысле

это минимальное расширение с этим свойством. Построенное поле С

окажется алгебраически замкнутым (алгебраическим замыканием

поля IR).

2.1. Анализ ситуации

Допустим, что существует поле К, содержащее в качестве под

поля поле дейсгвительных чисел, IRс К, и элемент 'l Е К такой, что

;'2 =_1. Тогда:

1) для (/',1), с. f1 Е IR равенство а + ')'{ = с + J'i выполнено тогда н

только тогда, когда а = -ее = d.

Доказательство. Если а+Ы = c+di, то а-с = (d-b)'i, поэтому

(о - (;)2 = _((1_1))2 следовательно, (о, - = о = (1- ь)2, т. е.

{/ = с. iJ= rJ. О
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2) подмножество D всех элементов о, + Ы, а, Ь Е JR, замкнуто от

носительно операции сложен ил

(n+ /I'i) + «(;+(11) = (о +с) + (iJ+d)'i,

о = о + О; Е D является в D нейтральным элементом,

-(о, + IJ'i) = (-а) + (-Ь); - противоположный элемент для 0,+ bi.
Итак, D относительно сложения - коммутативная группа. О

З) подмножество D замкнуто относительно умножения

(о. + iJ'i)(r: + (1i) = (nс - /)(1) + (ш1 + IJc}i. О

4) (а + Ы)(о, - IJi) = 0.2 + ь2 О

5) если о. + Ь'; f О, ТО 0,2 + [,2 > О, И

(
а Ь) 0,2 + ь2

(а. + Ы) 02 + ь2 - 0.2 + Ь2" = 0.2 + [,2 = 1,

следовательно,

')-1 О. Ь.
(а. + Ь·/, = п2 + ь2 - 0.2 + [,21.

для а + Ы f о. Итак, D является подполем поля К, JR с D,
i Е Г), D - наименьшее подполе в К, содержащее JR и ь. О

2.2. Построение поля комплексныхчисел

На основе проведеиного анализа положим

совокупность упорядоченных пар действительныхчисел.

Рассмотри" следующие операции сложения и умножения:

(п" /,) + (С', а) = (о. + С, /, + (1),
((1., Ь)(,. <1) = (щ - /)(1,си! + Ьс:).
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Тогда:
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Г) iC = (IRL, +) - абелева группа (сложен не ассоциативно и ком

мутативно: (О, О) - нейтральный элемент; (-а, -Ь) - противо

положный элемент для (о" Ь));

2) умножение: ассоциативно

((а, /J)([, а))(е, n = (о,с - ьа, ос} + Ьс)(е, n =
= ((ас - ьа)е - (о,а + lJc)j, (ас - /J(J).f + (о,а + Ьс)е) =

= (асе - iJrJe - аа! - iJcj,acj - iJrl,j" + a,rJe + Ьсе) =

= (ш:е - ш/f - Ьс] - Ьае, ас] + шlе + Ьсе - ЬdЛ =
= (а(се - rlЛ - Ь(с! + ае), а(с! + ае) + Ь(се - dЛ) =

= (п,Ь)(се - rlJ,cJ +ае) = (а.,Ь)(~,d)(е,Л);

коммутати ВНО

(а,Ь)(с, (1) = (o,c-IJd,о,rl+iJс) = (ca.-diJ,сIJ+dо,) = (c,d)(a,iJ);

(1, О) - нсйтральный элемент, (о., Ь)(l, О) = (о., Ь), (1, О) l' (О, О);

3) выполионо свойство дистрибутивности:

(а, Ь)((с, а) + (е, Л) = (о., Ь)((с+ e,d + Л) =

= (о(с+ е) - b(d+ Л,о(d+ J) +Ь(с+е)) =
= (ос + о.е - bd - Ъ]; о,а + а] + Ьс + Ье) =

= (ас - bd + ае - Ь]; o,d+ Ьс + о} + Ье) =
= (ас - bd, o,d+ Ьс) + (о,е - ЬГ, о} + Ье) =

= (о" Ь)(с, d) + (о" Ь)(е, Л.

Итак. С = rn;.'2 с этими операциями сложения и умножения является

коммутативным кольцом с единицей (1, О).
Если (о, Ь) l' (О, О), о. Ь Е IR, то 02 + ь2 > О И

(
о Ь) (02 + ь

2

)(0,/') -?-~')'--2--2 = -?-~2'0 =(1,0),
0- + Ь- а + Ь а- + Ь

таким образом, каждыи элемент (О, О) i' (а, Ь) Е iC = jR2 имеет обрат

ный.
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Итак, С = JН:2 С этими операциями сложения и умножения - поле.

Осуществим вложение поля действительных чисел JН: в построен

ное поле С = JН:2, сопоставляя любому элементу а Е JН: пару (а, О) Е

Е С = JН:2 Так как для 0.,1> Е JН: имеем

(а + Ь,О) = (о..О) + (Ь,О),

(аli, О) = (о,О)(Ь,О),

то это отображение является изоморфизмом поля JН: на подполе

{(о., О) I о. Е JН:} поля с = JН:2 В дальнейшем мы будем отождествлять

о. и (а., О), полагая о. = (о., О), в частности 1 = (1, О).

Если 'i = (0,1), то

i 2 = (0,1)(0,1) = (-1,0) = -1,

(элементi = (0,1) в построенном расширении С = JН:2 поля JН: явля

ется корнем уравнения х2 + 1 = О).

дЛЯ любых 0., Ь Е JН: имеем

(о., Ь) = (а, О) + (0,1» = (а, О) + (Ь, 0)(0,1) = о. + bi,

при этом это представление единственно (как из «анализа задачи»,

так и непосредственно: если о.+Ь; = c+di, то (а, Ь) = a+Ьi = c+di =
= (с, d), следовательно, о. = с, Ь = d).

Элементы построенного поля С = JН:2 называются комплексными

числами. Форма записи комплексного числа в виде о. + Ьь, а, Ь Е JН:,

называется алгебраической формой записи, в которой:

(о. + Ы) + (с + di) = (о. + с) + (Ь + d)i,

(а + I>i)((: + di) = (ас - Ь(1) + (o.d + bc)i,

. _} (j. Ь ..
(а + ы�)) = а 2 + ь2 - а2 +Ь2" для а+ 1,'; '10.

в геометрической интерпретации комплексное число z = а + Ы

изображается вектором в прямоугольной системе координат. выходя

щим ИЗ точки (О, О) В точку (0.,11).
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Ь 1-- (0.' Ь)

z=o.+lJ'i

(О, О) а

Сложение комплексных чисел соответствует сложению векторов:

(o.+c,IJ+d)

(а, Ь)

z=a+bl
z+w=(a+c)+(H(})-i

d f----tL-----I----т":::..--------,А( С, d)

'ш=с+d-i

а

Геометрическая интерпретация умножения и перехода к обратному

элементу будет дана позже,

Для комплексного числа z = о. + ь,; Е С, 0., Ь Е IR, о. = R,ez
называется его вещественной частью, (] = [гп Z - его мнимой частью.

Замечание 2.2.1. В построенном поле С уравнение 1'2 + 1 = О

имеет лишь два решения: :т; = i, :т: = --i. Действительно. если

(а + IJi)" = -1, то а2
- ь2 = -1, 2аЬ = О, Так как Ь l' о (иначе

о2 ='-1), ТО а = о и ь2 = 1, поэтому Ь = ±1,

2.3. Сопряжение комплексныхчисел

Каждому комплексному числу z = т + -iy Е С сопоставим ком

плексное ЧИСЛО z = :1: - 'iy Е С, называемое комплексно сопряжен

ным. Геометрическая интерпретация перехода от z = а + ь,; к сопря-
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жённому комплексному числу z = а - Ь; прозрачна: ЭТО отражение

относительно вещественной оси:

а

,,=а-Ь;

-bl-----~
(а, -Ь)

Теорема 2.3.1.

1) Операция комплексного сопряжения z ~ z является автомор

физмом поля С комплексных чисел (т. е. биекцией, для которой

_ -(W) йiz + 'ш = 2+'11), Z'Ш = z'iijдля z, и: Е С и, как следствие, - =-=-
z z

для z ! О), оставляющим все действительные числа и только

их на месте (8, = Q, для Q, Е JR С::; С; если z = z, то z Е IR).

2) Квадрат комплексного сопряжения равен тождественному отоб

ражению (z = z).

3) Если г = а+Ь,; Е iC. а.Ь Е JR, то z+z = 2и. Е JR, z~z = 2Ь; Е JRi,
N(z) = zz = 02 + ь2 Е JR, при этом N(шz) = N(ш)N(z) для

'Ш , z Е С.

4) Если I: С ~ С - такой автоморфизм поля С комплексных чи

сел, что f(u.) = а для всех u. Е JR С::; С, то либо f = lc, либо

Л.о) = z для z Е С (тем самым показано, что группа Галиа

расширения JR с rc состоит из двух элементов).

Доказательство.

Г) Ясно, что соответствие

z = о. + 1,.; = (о., Ь) ~ z = (]. ~ ь.; = (о.. -Ь)

является биекцией.
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Если z = а + bi, ш = с + di, то

z +ш = (а +Ь) + (c+d)i = (а + Ь) - (c+cl)i =

= (а - ci) + (Ь - di) = z +ш;
-z = -а - Ь;. = -а + Ы = -(а - Ы) = -(2);

z - ш = z + т=:;;;) = Z -ш;

ZШ = (ас - bd) + (",1 + Ье)" = (ас - ьа) - (1(1+ Ьс)'; =

= (а - ы)(с - cli) = Е'й).

Если z f о, то 1 = z· z-1 = Е, z-l, т, е, z-1 = (Е)-1, Поэтому

Если Z = а Е ~, то z = а, Если z = а + Ы, то z = z означает, что

z = а +Ы = а - Ы = Е, т, е. Ь = -ь, поэтому Ь = о и z = и, Е ~, Итак,

z = z тогда и только тогда, когда z Е К

2) Z = 0,- Ы = а + Ы = г,

3) Если z=a+bi, то

z + z = (а + /"i) + (а - bi) = 2а Е ~,

z - z = (n + Ы) - (а - IJi) = 2Ь'; Е ~i,

z ' z = (а + Ы)(о. - Ы) = а2 + ь2 Е ~,

Далее,

N(wz) = 1lIZШZ = wzwz = wйizz = N(w)N(z),

4) Так как i 2 = -1, то /(i)2 = /(-1) = -1, поэтому

либо /(i) = i, и тогда /(0, + iJi) = /(0) + /(Ь)/(п = о + lJi,

либо /и) = -i, и тогда t(о. + iJi) = /Са) + t(iJ)/(i) = а - Ы о

Замечание 2.3.2.

1) Если комплексное число С> получено как выражение из ком

плексных чисел С'I,"', "'n С помощью операций сложения, вы

читания, умножения и деления, то то же выражение из ком

плексных чисел б 1 : , .. , (~n даёт О'.
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2) Правило деления комплексного числа ш = с + d'i на ненулевое

комплексное число О t z = а+Ы Е С (в алгебраической форме):

~ = c+di = (c+d')(o.-I),) = (СU+<1Ь) + (-СЬ+<10) '.
z о.+Ь; (a+iJi)(o-iJ'i) а2 + Ь2 ,,2+Ь2

2.4. Полярные координаты точек плоскости

(отличных от начала координат)

Точка плоскости (о., Ь), отличная от начала координат (О, О), од

нозначно задается своими полярными координатами т, 'р, где т

расстояние от данной точки до начала координат, 'Р - угол между

положительной полуосью абсцисс и радиусом-вектором точки (а, Ь),

отсчитываемый против часовой стрелки (определенный с точностью

до 2Kk, k Е Z, и называемый аргументом точки (о, Ь)).

(а, Ь)
т sin 'Р = Ь 1-----------,'"

'Р

0=(0,0) гсоз о = а

Аргумент точки О = (О, О) не определен.

Формулы перехода от декартовых координат о и Ь точки (0.,1))
к полярным координатам и обратно:

.,.= Vo.2 + ь2;

. Ь
8111ер = ---

";02+Ь2'

(1, = ",cOSif.

а

СО8 ер = ";02 + Ь2 :

Ь = т вш 'Р.

2.5. Свойства модуля комплексныхчисел

д.nя комплексного числа z = u+bi Е С определим его модиль как

Izl = VГZi = }0.2 + 1)2
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(в геометрической интерпретации на плоскости iC = 1R2 модуль ком
плексного числа т = Izl = J0,2 + 1>2 - это расстояние от точки (О, О)

до точки (а, 1», т. е. длина вектора z).

r ...",z = а + 1,;

r = Izl

О

Пример 2.5.1.

1) Если z = а Е IR, то Izl =Ы = 10,1, т. е. функция модуль ком

плексного числа I 1: iC ---4 IR+ является продолжением функции

модуль действительного числа 1 1: IR ---4 IR+ = {Т Е IR, Т? О}.

2) lil = 1, 11 + il = \1'2.

3) Izl = Ja2+ 1>2 = Izl для z =о,+Ь; Е iC.

4) lal =Ы :( Jo,2 + 1>2 = Izl для в = () + Ь; Е С.

Лемма 2.5.2. l111zl = 1111llzl для 'Ш,;; Е iC.

Докаэательстео.

111121 = V('Шz)('Шz) = J(111W)(ZZ) = ..r,;;й5~ = 1111114 о

Другое доказательство этого факта следует из свойств тригоно

метрической формы.

Следствие 2.5.3.

1) Если UI = z-l для О # ;; Е iC, то 1 = 111 = I;;-IZI
поэтому

1

1 .
Iшl= :;;1 =
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2) Для 'Ш, Z Е С z i= О:

Лемма 2.5.4. Iш + zl :( 11111 + Izl для 'Ш, z Е С.
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Первое доказательство. Длина 1111 + zl стороны треугольника не

превосходит суммы длии 11111 + Izl двух других сторон. О

Второе доказательство. Если 'I1J = О или z = О, то утверждение

очевидно.

Пусть теперь 'Ш i= О и z i= О. Так как для z = [1+ b'i имеем

10.1 = -Ja.2 :( J 0.2 + Ь2 = 14

то

11 +z12 = (1 +z)(l +z) = 1+ (z+z) +г;; =

= 1+ 2[1+ 1.012 :( 1+ 21z1 + Izl2 = (1 + Izl)2,

и поэтому, поскольку 11 + zl ) о, 1+ Izl ) о,

11 +,1 :( 1+ 14

Далее,

Iш + гl = Iш(l + ш-1z)1 = Iшl'11 + /11-1 zl :(
:( Iшl(l + Iш-1zl) = Iшl(l + Iш- 11Izl)

=

= 11111 + 11111,,-11121 = Iшl + Izl. о

Следствие 2.5.5. Iшl - 121 :( 1/11 ± zl :( Iшl + Izl для ш, г Е iC

Доказательство.

1) Iш - zl :( Iшl + 1- zl = Iwl + IZI
2) Так как Iшl = 1('/1) - г) + zl :( 1'1) - 21 + 121, то Iщl-lzl :( 1'" - 4
3) Iwl - Izl = Iшl - 1- гl :( Iш + 4 о
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2.6. Тригонометрическаяформа

ненулевого комплексногочисла

Используя полярные координаты, модуль 'r' = V0.2 + Ь2 И аргумент

If = cl.l"g :::, для комплексного числа = а+Ы и принимая во внимание,

что а = л: СОБ 'Р, Ь = ..,. зш '1', получаем тригонометрическую форму:

г = '1'СОБ '1' + 'r' 8i11 'Р'; = ..,. (СОБ '1' + .; 8i11 1").

Примеры 2.6.1.

1) 1 = 1(С080 + ';8inO);

2) ' ( п .' 7r)
1. = 1 СОБ 2' + 1.SШ 2' '

. 1. v3
3) z = -1 + V3z, г = Iz! = v1+3 = 2, СОБ'Р = -2' ВШ'Р = 2'

27r
1" = 3' поэтому

го (27r 27r)Z = -1 + у 3'; = 2 С08 3 + .; sin 3 ;

4) cos 1"-; Si11 'Р = cos( -'1') +; 8i11( -1").

Теорема 2.6.2 (о единственности тригонометрической фор

мы). Если О =f г = а + Ы Е С и

,: = ""1(С08 '1'1 + ';8in'P]) = 'Г2(СО81"2 + ;8i111"2),

где 1R 3 '1'1 > О, 1R 3 "'2 > О, то

1'1 = '1'2 И '1'1 - 'Р2 = 27rk:. k: Е Z.

Доказательство. Из единственности алгебраической формы

имеем

о. = Т[ СО::; '.р! = 'Г2 СОБ'?2; Ь = Тl ып 'Рl = Т2 ып 'Р2·

Возводя в квадрат и складывая, получаем

Ti =:р]+ siп2 ·:.рl) = Т~(СОБ2 'Р2 + sin 2 'Р2) = г~.

Так как Тl > О, 1'2 > О, 1'0 "'1 = Т2· Поэтому СОБ 'Pl = COS lp2, зш yl =

= sin '1'2, следовательно, 'Рl - 'Р2 = 27rk:, k: Е Z. О
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Следствие 2.6.3. Если

0iz=a+blEC, Z=T(C08;p+isil1ep). IRэт>О,

то

Т' = Izl = va2 + ,,2, ;р = aIgz

(т. е. Ю'gz = 'Р + 27Гk, k Е Z).

Упражнение 2.6.4. Если z = Т(СОБ'Р + ~sil1'Р), '1> О, то

-z = 1'(С08(\" + 7Г) + isin('P + 7Г)),

Z = Г(СО8( -\,,) + i sin( -'1')).

2.7. Умножение комплексных чисел

в тригонометрической форме
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Алгебраическая форма записи комплексных чисел удобна для

операций сложения и разности, Как мы сейчас убедимся. триго

нометрическая форма записи ненулевых комплексных чисел удобна

для операции умножения (и как следствие - для деления, возведения

в степень, извлечения корней).

Теорема 2.7.1. Если

ZI = Tl(COS'Pl +'isin'P]), Z2 = Т2(СОБ'Р2 +'isin'(2),

Т] > О, Т2 > О, Тl,"2 Е IR. то

Z1Z2 = (-"]12)(C08('I'1 + '(2) + i8in('Pl + \"2)),

т. е. IZ1221 = Iz]llz21, шg21Z2 = ('Рl +'(2) +27Гk (аргумент произведе

ния равен сумме аргументов).

доказательство.

.:]Z2 = (Г]('2)((СООР1 СОБ'Р2 - Sil1'Pl sil1'P2) +

+ i(coS'PJ хш 'Р2 + siП'Р1 С08\"2)) =

= (ТjI'2)(С08(\"1 + 'Р2) + isil1('P1 + '(2)),

"1('2> О, Итак, это тригонометрическаяформа дЛЯ 2J22, поэтому
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I
Z11 IZ11 (Z1)Следствие 2.7.2. -=- = -1"1для z1,z2 Е С. Z2 l' О. aгg -:;-
~ ~ ~

aIg Z1 - aIg Z2. В частности, Iz- 1j = 1z1- 1, aIg z-1 = - агg z.

Доказательство, Если ZI = T1(COS'Pl + isin'P1), [z11 = Tj.

ш'gZJ = 'Pl+2wk, Z2 = 'f'2(COStp2+'isintp2), IZ21 = Т2, al'gZ2 = 'Р2+2пk,

ТО

"'2(СОБ '1'2 + i sin '1'2) , 'J. (СОБ(<Р1 - <Р2) + i sin( <Рl ~ '1'2)) =
Т2

= '1'1(COStp1 +isin<pl),

следовательно.

поэтому

ЕСJIИ

z = T(cos<p + isin<p), 'r > О,

то

1
,:-1 = -(coe(~<p) +isin(-<p)).

т

и поэтому

Следствие 2.7.3. Умножение комлэсксного числа z на комплекс

ное число 1'(COS)J + isill y ), Т > О, означает «рестэкенне» вектора г

В '1' раз и поворот полученного вектора на угол '1' (т, е, умножение

модуля Izl на т, а затем прибавление <р к al'gz).
В частности, умножение комплексного числа на cos',C+isin<p рав-

11" тг

насильно повороту на 'р (умножение на i = cos'2 + i вш '2 означает

1i
поворот плоскости BOKpyr начала координат на '2)'
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Упражнение 2.7.4 (экспоненциальнаяформа Эйлера записи

комплексного числа). Рассмотрим последовательность

СП = ал. + ib n Е С,

где ан. Ь" Е IR'.. Если существуют

li111 ЬN = Ь Е 1R,
11_00

то существует

nl~~ (а" + 'ibn ) = а, + ib Е С

(в метрике на iC = 1R2, определяемой Izl для г Е С).

Покажите. что

. (a+bi)" ..11111 1+-- = ea.(cosb + 'I,SШЬ).
п-е-со n

Это даёт основание (Эйлер) ввести обозначение

где

е/;'; = cos Ь + 'i sin Ь.

Если Z, ш Е С, то eZ
• е" = еZ +Ш •

2.8. Геометрическаяинтерпретация

обратного элемента z-l для z = а + bi Е С

Если О! г = а + Ь; Е iC, то, как мы видели, zz = N(z) = 1;;12 =
= ,,2 + ь2 ,

_\ z (z)
z = Izl2 = Izl2 .

Таким образом, геометрическое построение комплексного числа z-l

можно провести двумя последовательнымипроцедурами:

)
, ~

а инверсия Z ----J- Z = 1,:.12 относительно окружности единичного

1
радиуса (lz'l = Izl);

б) сопряжение г' --; ? = z·-1
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1 Z

Z = Izl2

-i

Задача 2.8.1. Найти геометрическое множество точек z-1. где z
пробегает прямую {1 + b'i1Ь Е JR}.

Упражнение 2.8.2.

а) Для и) Е С. 1IJ # О, имеем

таким образом,

':; Е Т = {z Е С 1121 = 1},
'Ш

б) Если Z Е Т, т, е. Izl = 1, z = cos<p + isil1<p, то Z

некоторого 0# 1IJ Е С Таким образом,

{
1 + it I }z=--. tEJR =Т
1 - 'lt

Действительно, если '111 = сов fI + ';' зш fI, ТО 111

+isil1(~O) И

"; = cos 2() + i sin 2() = соз е + i ып '1'.
Ш

ДЛЯ

(й

СОБ( ~fI) +



2.8. Ингерпре-гипя обратного элемента 71

Таким образом, если 28 = ер, т. е. 8 = ~, ТО 111 = сое ~ + i зш ~
является одним из решений этой задачи.

Упражнение 2.8.3.

1) Единичная окружность Т = {z Е С 1 Izl = 1} с операцией

умножения является группой (подгруппой мультипликативной

группы (С' = С \ {о},·) поля С комплексных чисел).

2) {тЕJRI/<О}={zЕСlагgz=п+2пk}.

3) Найти все z Е С, дЛЯ которых I z - i 1= 1.
Z+1.

4) Найти все z Е С, дЛЯ которых Iz + il + Iz - il = 2.

5) Три различных комплексных числа Zl, Z2, zз Е С Е JR2 лежат на

одной прямой в JR2 тогда и только тогда, когда

Zl - Z3 Е JR.
Z2 - zз

6) Четыре различных комплексных числа Zl, Z2, zз, Z4 Е С = JR2,
не лежащие на одной прямой в JR2, лежат на одной окружности

тогда и талыш тогда, когда ИХ двойное отношение является

вещественным числом:

Zl - zз : Zl - Z4 Е JR.
Z2 - Z3 Z2 - Z4

7) Рассмотрим отображение инфлексии С --> iC,

г = л: + yi 1-----7 У + ;r;i = !i, .1:, у Е IR..

Показатъ. ЧТО:

(а) отображение "- является биекцией, при этом

(Zi + 22) =.:"l +~, 1,,-1 = Izl = Jx2 +у2;

1
(Ь) Z1V = i"- 'шдля гл» Е С;

(с) IZшl = 1,,-' шl = 1,,-llшl, в частности Iz,,-I = Izl2 для z Е С.
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Теорема 2.8.4 (формула Муавра о возведении в степень ком

плексного числа в тригонометрическойформе). Пусть О i z Е С,

;; = "(СОо'Р+ 'i.iiin'P), ,. > О, n Е Z Тогда

('I'(соо:р + i.sin <р ))n = т
n

(СОБ n<р + i sin n<р).

Доказательство. Утверждение теоремы - частный случай тео-

ремы 2.7.1. О

Упражнение 2.8.5. Так как для n Е N

(СОБn<р+ isinn'P) = (СОБ:р+ ·isin <р)п,

то, выражая правую часть с помощью формулы бинома Ньютона,

получаем, приравнивая действительные и мнимые части:

COS'IM.p = COS7J.l..P- С~СОsn-2I..рsiп2i.p+С~,СОsn-4i..psiп4tp-.

sin n<р = л cosn- 1 I..psin<p-c~ cosn-3 i.psin3 i.p+C~ cosn-5 '{J sin'S 'р-.

Например:

сОБ 2:р = СОБ2 'Р - 8in 2 .р,

cos 3:р = С083 <р - 3 cos 'Р вш2 (р,

СОБ4:р = С084 <р - 6 С082 :рsiп2 :р + 8in 4:p,

Бiп 2:р = 2 cos 'Р sin 'Р,

sin 3'Р = 3 С082 :р sin:p - siп;] 'Р,

sin4'P = 4С08;] :psin:p - 4cos'Psin3 'Р.

Упражнение 2.8.6. Если

'1./. = cos ер + -isin У; '1) = 'И, = СО:'; \f - 'i ып 'Р.

ТО

U+-V=2COSY1 'U,--u=2isil1''-P1 'U"l;=11

1/,т = cos 'l"nу + '{ ып '1/1':":;1

,от = (п}m = (нт,) = COS'fn\.(J - isil1'П'UР;
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2n С05'" {J = (и + 'и)n = L C~",",-k'uk =

k=Q

= (нn + 'и n ) + nl//1J('Un
-

2 + 'и n- 2) + С~.'tL2'V2('Un-4 + 'иn.-4) +. о

Если 1'1. = 2k, то

(_1)'''/2 2n sin" <р = С'и ~ 'И)'n =

= (иn + »") _ nШJ(un-2 + "n-2) + C~.u2,,2(u"-4 + 11",-4) ~ ,

Если 1'1. = 2А: + 1, то

(_1)(n-I)/2 i2 n зш" <р = ('11, - 'и)" =

= С'и" - 'и") - u:шu(иn-2 _ оn-2) + С;,и,2,и2(",n-4 ~ 'и",-4) ~ ,

Отсюда: если 1'1. = 2k, то

2n
сов" 'р =

= 2С05n<р + 2nС05(n - 2)<р + 2С; С05(n - 4)<р +", +
(-1 )n/22п вш" <р =

= 2С05n<р - 2nС05(n- 2)'1'+ 2С;С05(n -4)<р -", + (~1)n/2C~/2;

есл и 1'1. = 2А: + 1, то

2n
сов" 'р =

= 2cosn'P+2ncos(n~ 2)<p+2C~cos(n - 4)'1'+ ,+
+ 2C,\n-I)/2 СО5 <р,

(_1)(n-I)/22n вш" <р =

= 2ып '11'1' - 2'11 5il1(n - 2)<р + 2С; sil1(n ~ 4)'1'- , , , +
+ (_1)(",-I)/22C,\~,,-I)/2 sin <р

Упражнение 2.8.7. Если и = cos <р + '; sin <р, '1' f 2nАс, то

n иn'-1
11.+ .. 0 +u =11,---,

u-1



74 Глава 2. Поле С комплексных чисел

Приравнивая вещественные и мнимые части, получаем:

sin П<р cos (п + 1J'P
L сов k<p = 2. <р 2
k;[ 5111"2

. П<р . (п+1)",
8111 - 5111 ----

'" sin k<p = 2 2L- . <р
Ао=1 вш 2

Теорема 2.8.8 (извлечение корней n-й степени из комплекс

ных чисел). Пусть п;;' 1, О f z Е С, z = T(COS<p + ,; siп \О), т > О.

Тогда существует ровно n различных корней 17.-й степени из z (таких

W Е iC, что шn = z):

(
\О+21rk <P+21rk)Wk= yr cos---+isin--- ,k=O,1,2,.,.,17.-l,

n n

Они все лежат на окружности радиуса р = yr, образуя вершины

правильного n-угольника с аргументами

'р \О + 2к 'р 2к \О + 2к(n - 1) _ 'Е. 2к ( _ )
;1--17.- =;; + -;;, .. '1 11 - 17 + n n 1.

доказательство. Будем искать решения 'Ш уравнения ю" Z

В тригонометрической форме:

ш=р(соsli+isiпli). р>О.

Тогда по формуле Муавра

,шп. = Рn(СОБnО + 'i.sil1n8) = "'(costp+ i.sil1~) = ZJ

т. е. рn = Т, И поэтому (J = ф, nП

корней будет ровно n при k = О, 1.2..

(
\О + 21fk: 'р + 21fk)

'Шk = \fi СОБ--- + i ып---
Т/, n

'р + 21rk, k Е дс. Различных

'n - 1:

k=0.1.2 ..... 17.-1. О

Упражнение 2.8,9. Найдём корни уравнения

:r) - (2 + i):" + (-1 + 7i) = О
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(в алгебраической форме):

(2+'i) ± )(2 +iJ2 -4(-1 +7'i) (2 +i) ±~
Xl~ = 2 = 2 ;

75

}7 - 24; = 5 ~ - ~'i, z = ~-~; = СОБ'Р+"Sil1 \С , где СОБ,? =~,

Sil1'P = -~, fi = ± (cos ~ + iSil1~). Так как Sil1'P < О, cosrp > О,
3п 3п 'р 'р. 'р

то 2 < 'р < 2п, и поэтому 4 < 2 < л , т. е. СОБ 2 < О, S1112 > О,

'Р J1 + СОБ'Р 4. 'Р 1 - cos 'Р 3
следовательно, С08 2 = - --2-- = -6' S1112 = +--2-- = 6'

(
4 3 .) (2 + i) ± (-4 +3i).fi = ± -5 + 5" . Итак, Хl,2 = 2 ' Хl = -1 + 21"

":2 = 3 - i,

Упражнение 2.8.10. Найти все корни третьей степени из

-1 + v'зi = 2 (cos 2; + iвш 2;). По формуле из теоремы все три

корня из -1 + v'зi имеют следующий вид:

3Го (27Т 27Т)
'Шо=v2 C08g+'isil1 g ;

~ (87Т 8") ij2 (14" 14")'Шl = 2 С08 9 + .; зш 9 ; 'Ш2 = 2 СОБ 9 + i ып 9 .

На рисунке:
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Точки Wk являются вершинами правильного n-угольника, вписанного

в окружность единичного радиуса с центром 8 начале координат, при

этом одной из вершин этого многоугольника является 1. Например,
при n = 8

Теорема 2.9.1. СОВОКУПНОСТЬТ" = {ш Е iC I .о" = 1} всех n кор

ней n-Й степени из 1 с операцией умножения является коммутативиой

группой (гюдгруппой в т = {z Ilzl = 1} с С" = С \ {О}).

Доказательство.

1) Если и), z Е Тn , т. е. ш'" = 1, г" = 1, то (шz)'" = w"zn = 1·1 = 1,
поэтому 'ШZ Е ТN . Таким образом, на Т" определена операция умно

жения (очевидно, коммутативная и ассоциативная).

2) Ясно, что 1" = 1, т. е. 1 Е Т,,, и 1- нейтральный элемент в Тn.·

3) Если 'Ш Е Т«, то 'Шn. = 1,

D

Замечание 2.9.2. Группа Т" является циклической, т. е все её

элементы являются степенями одного элемента, называемого цикли

ческим образующим (в качестве одного из ликлических образуюших

27Г .. 27Г k
можно ВЗЯТЬ Ш! = сов - + '/8111-, так как ША. = ('Шj)' для О ,;:

71 1/
~ h: ~ n - 1, т, е. все элементы "ША: группы Т', являются степеня-

ми корня 1lJj, такие корни называются первообразнымиу.Покажите.
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2"k 2"k
что 'ША- = cos~ + 'l sin~ является первообразным корнем тогда и

только тогда, когда наибольший общий делитель чисел k и '/1, равен 1.

Упражнение 2.9.3. Дохаэатъ. что сумма всех k-x степеней кор

ней уравнения :с
п = 1 равна

п.) если k целится на n;

О, если k не делится на п,

2+;
Задача 2.9.4. Если z = 2=i' то Izl = 1, но z не является корнем

из единицы (т. е. z Е Т \ Т" дЛЯ любого n Е М).

Задача 2.9.5. Доказать, что

а) вш (.2':...) sin (2") ... sin ((n - 1)")
2n 2n 2n

". "k -.j2n + 1
б) El

j
8111 2n + 1 = --2-n-'

Указание. Пусть

:.I;~=e'l=cosWS+isin
Jr8

s=1;2, .. ,211,,. n 11- J

(все КОрНИ степени 2.,., из 1). Тогда

2'11 11.-1 2n-l

:"~,, - 1 = П{л: - ;с.,) = П (х ~ х,) П (х ~ x s)(x
2 ~ 1)

8=1 8=1 s=n+l

n-}

:с 2 " - 1 = (х2 - 1)П (х ~ х,)(х - 30,) =
s=1 11.-1

= (:г2 _ 1)П (х2
- 2х СОБ :;' + 1) .

8=1

Следовательно,

(211 1 n-l( -5)
~ = ..2("-1)+T2(n--2)+ + 2+1 П 2 2 "+1;,,2 _ 1 ./. . . . ..Т = ,,; - :с соБ -:; .

,~1
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Полагая х = 1, имеем

,,-1 ( ("8)) n.-l ("8)
'1/, = П 2 - 2С05 -:;; = П 4sin2

2n
s=l .<;=1

= 22 ( П - l ) sin 2 (~) sin" (~~) '" sin2 (_"_(_~_:_,_1_))

Пункт б) доказывается аналогично,

2.10. Решение уравнений

третьей и четвёртой степени

Любое уравнение

с помощью замены

{],n-l
:с=у--

n

(если а,,_] ! О) сводится к уравнению

79

Упражнение 2,10,1 (решение уравнений третьей степени,

формула Кардано). Покажи-ге. что для '1/ = 3 все решения куби

ческого уравнения г3 + ]!Т + '] = О (р, '] Е С) имеют вид '1/, +", где

l' , , ? 1'3
ил: = -3' ",3 и 'И.! - корни квадратного уравнения г: + qz - 27 = О,

Таким образом, для всех трёх решений имеем формулу Кардана

:1:
! '1-- +

2

l'
где кубические корни 11 и l' связаны соотношением '11.1) = -3.

Если n1 И '1'1~ какие-либо значения корней

']

2
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соответственно и "'1"1 = -~, то корни находятся по правилу

где w = -~ + VЗ i =-Yl.
2 2

Величина D = -27ч2 - 41'3 называется дискриминантом мно-

гочлена х3 + 1'1, + ч· Условие D = О равносильно существованию
3ч 3ч

кратного корня (при D = О и р =f о имеем ;101 = -, ;"2 = ;103 = --,
3ч 3ч l' 21'

при этом если - = --, то имеется корень кратности 3; если D = О
р 21'

и l' = О, то '1 = О, а уравнение принимает вид з;3 = О).

Если р, q Е IR, то: при D > О имеется три различных действитель

HЬJX корня; при О < О имеется один действительный и два мнимых

сопряжённых корня; при D = О все корни действительные, из них

хотя бы два совпадают.

Примеры 2.10.2.

1) х3 + 5х2 + 2х - 8 = О, хl = 1, Х2 = -2, 1'з = -4.

2) 1'3 - 6i" + 4(1 - 'i) = О, "1 = -1 - i, "2 = -1 - i, "3 = 2 + 2i.

3) ,,:! +9,,2 + 18;Е+28 = О, "1 = -7, "2 = -l-iVЗ, Х3 = -1 +iVЗ.

Упражнение 2.10.3 (решение уравнений четвертой степени;

Феррари, Эйлер). для решения уравнения

"А + рх2 + Ч" + т = О (р, Ч,'- Е С)

рассматривается соответствующее кубическое уравнение

у') + 2ру2 + (р2 - 4т)у - '/ = о.

Если Yl, У2, Уз - корни этого уравнения, то все корни исходного урав

нения находятся по правилу

где выбор квадратных корней подчинён условию
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Задача 2.10.4. Решить уравнения

а) "А + 2:/:3 + :r:2 - 1 = О,

1 1
Ответ: -2(1 ± vI5), -2(1 ± iVЗ);

б) зА + 2:г;) + 2:1;2 + ;/: - 7 = О.

Ответ: -Н l± iJ2J29 + 1), -Н l± J2V29 - 1)

81

Замечание 2.10.5. Отметим, что общее уравнение пятой степени

неразрешнмо в радикалах, при этом существует критерий разреши

мости в радикалах уравнения любой степени (Абель, Галуа).

2.11. Основная теорема

алгебры комплексных чисел

(теорема Гаусса, 1799 г.)

Теорема 2.11.1. Если л:г) Е C[:r:], deg .f(:r:) ~ 1, то существует

корень с Е С многочлена Л:Е), т. е. лс) = О.

Доказательство.

Шаг 1 (существование абсолютного минимума вещественнознач

ной функции U(1:)1 на комплексных числах С). Напомним, что

и

ДЛЯ Zl. 22 Е iC.

Лемма 2.11.2. Если Лег) = хН + 0.,,_11:,,-1 +.. +щх + о.[), а, Е С,

." ~ 1, то наiiдётся радиус О < А. Е IRC такой, что

1}(z)1 > 1.1(0)1 (= 10.01) для всех z Е С, Izl > А.

(это о:mачает, что вне круга радиуса А. с иенгро» в О значение функ

инн 1/(.1)1 прееоскоинг 1.1(0)1 = 10.01)·
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доказательство. Пусть О 'f .0 Е С Тогда

)
! J п ( (1n-1I(·z = о" + "'n. ..1Z'- + ... + "'IZ + 0.0 = Z 1 + -z- +. +

и 11ОЭТОМУ

1/(2)1 = Izln11+ (a'~_1 + + ~)I ~

;;, Izln (1 _1 о.n-l + ... + '!:fJ.1) ~
г Z71.

1
. ln' ( _ 10."-11 _ _l'!:fJ.l.) = (1 1)

~ '" 1 Izl . .. Izl" 'р z ,

где

" (la"-11 laol)<p(t)=t 1--t--"'-~ для tEIR.

Ясно, что lim <p(t) = +00, и поэтому для любого С (например, для
l-+oo

С = 1/(0) 1= 10.01) найдется IR э А > О такое, что для t > А имеем

<ри) > С. Итак, если Izl = t > А, то

1.I(z)1 ~ <p(lzl) = <p(t) > с = I.I(O)! = laol· о

Так как функция 11(z)l: с -; IRнепрерывна как композиция двух

непрерывных функций С -; С, z>-+ /(z), с -; IR, 11J >-+ Iшl (или если

z = '/1. + 01., (и,11) Е IR2, ТО .I(z) = 1/11(11,,1') + 1/)2(и, 11)1, где 1/)1 (и, 1)) И

ф1(n, 'n) - многочлены с действительными коэффициентами от '11., "1,

11 поэтому l/(z)1 = ')-</;1 (n,'и)2 + '</;2(""и)2 - непрерывная функция от

(н,n)), то на замкнутом ограниченном множестве (компакге)

1< = {z Е С Ilzl >( А}

непрерывная функция l/(z)1 достигает своего минимума в точке

"" С К: В частности, 11(zo)1 >( IJ(O)I = 10.01 Если 2 Е С \ к, т. е.

Izl > А, то, как мы видели,

11(z,,)1 >( 1.1(0)1 >( l/(z)l·
Таким образом, в точке Zo достигается абсолютный минимум функ

нии 1/(2)1 на С.

Шаг 2. Мы покажем, что /(20) = О, т. е. с = оо является корнем

многочлена I(x). Действительно, если /(20) 'f О, то l/(zo)1 > о и,

как показывает следующая лемма Даламбера, это допущение проти

воречит тому, что 20 - абсолютный минимум функции 1/(:1:)1.
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Лемма 2.11.3 (лемма Даламбера). Пусть f(x) Е С]»],

cleg.f(:I) ? 1. .f(zo) ef о для Zo Е С. Тогда для любого Е > О най

дётся такой элемент у Е С, что lyl < Е И Ij(zo + y)1 < If(.зо)l·

Доказательство. Если z = zo + у, т. е. у = z - zo. то

.f(z) = иО + GIZ + .. + a'n_lZn- 1 + г" =

= СО + CIY + ... + Cn_ly'll.-l + сnуn,

где со = j(zo) ef о (при у = о имеем .: = оо), С"' = 1 (как коэффициент

при у"' в (Zo + у)П).

Пусть k > О - наименьший номер слагаемого, для которого

Ck ef О. Итак,

Основное соображение заключается в том, что в окрестности точ

ки Zo (т. е. у = О) поведение многочлена определяется первыми двумя

членами СО + с,у'.

Сначала пусть Уа - одно из решений уравнения со = О (т. е.

У5 = - ЗJ., Уа - один из k корней из комплексного числа - ЗJ.). Если,
Ck Ck

далее, t Е (0,1) с;: lR, то cky5 = -со, и поэтому

.f(zo + tyo) = со + c,Jky~' + Ck+ltk+ly~+l + .. + сп/Ну;;' =

= со(1- t") + (Ck+ly~+l + ... +

Если !r;k+lIIYol,,+l + ... + Icnl = М, то

Выберем / Е (0,1) достаточно малым, так что

Лft
= I/Yol < е. Тогда 0< 1 - тс;;т < 1, и поэтому

М: < !c;ol, /IYol

I.f(zo + tyo)! < Icol = lj(zo)l, I/yol < Е.

Таким образом, у = lyO удовлетворяет утверждению леммы. О
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Теорема 2.11.4 (о разложении многочлена с комплексными

коэффициентами в произведение линейных множителей). Пусть

f(x) Е С[х]. deg пг) = 11, :? 1. ТОГДЕ

/(,г,) = а(:г, - от) .. (7: - О'n), 0., Щ, .. , О'" Е С,

при этом это разложение единственное (с точностью до порядка со

множителей).

доказательство. В силу теоремы Гаусса на йдётс» такое с Е С.

что лс) = О. По теореме Безу

лх) = (:г, - c)q(.x), q(:г,) Е С[:г,], dеgq(:г,) = 11, - 1.

Применим далее теорему Гаусса к q(x), если 11, - 1 :? 1. Продолжая
этот процесс, убеждаемся в существовании разложения на линейные

множители.

Пусть теперь

f(x) = а(х - аl), . (х - аn ) =

= Ь(х - (3[) ... (х - (3,,), 0., Ь, а;, (3.; Е С, а! О, Ь! о.

Ясно, что о. = Ь. Если <'; ! (3j для всех j = 1, ... , п. то

Поэтому в оба разложения входит одинаковое множество различных

корней. Убедимся в совпадении кратностей вхождения каждого корня

н оба разложения. Действительно, если

то, сокращая в С[,с] на (:г, - о)". получаем 'п(.т) = (:1: - п:)'-"'12(7:), и

поэтому ql(a) = О, что противоречит 'п(а)! о. о

Следствие 2.11.5. Если О1" .. ",. - различные корни многочле-

иа /(х:) Е C[xJ, k[,,,.,k,.-их кргпюсгн. n = clcgf(J;), то

n ="'[ + ... + kn (таким образом, миогочлен степени n = deg J имеет

ровно п. корней с учётом их кратности).
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Замечание 2.11.6 (о неприводимых многочленах над полем

комплексных чисел). По аналогии с определением простых чисел

в кольце целых чисел 2 многочлен f(x) Е К[х], degf(x) ;, 1, назы

вается неприводимым, если /(х) нельзя представить в виде J(x) =

= '1'(:Е)1/' ( ,; ) , deg'P(X);' 1, deg"jJ(x);' 1 (иными словами, если '1'(:1:)
делитель многочлена f(r), cleg'P(T) ;, 1, то deg'P(T) = n = deg.f(T)).

Таким образом, мы установили, что неприводимые многочлены

над полем С комплексных чисел - это в точности многочлены

первой степени. Из единственности разложения на линейные мно

жители над С получаем существование и единственность разложения

на неприводимые многочлены над С

Лемма 2.11.7. Если К - поле, f(:Е) ,у(х) Е К[т], degf(2;) ,:; п,

deg,q(r) ,:; п, f(r) и ,q(:x:) совпадает в (n + l)-й различных точках

"1" " "п+! Е К, то л,х) = .'](т).

Доказательство. Пусть /'(2;) = f(x) - У(1:). Тогда если 11.(:r:) l' О,

то deg h.(x) ,:; n и Г,(а.,) = f("..;) - .'](а;) = О для i = 1, .. , n + 1. Но
это противоречит тому, что число различных корней не превосходит

степени многочлена. О

Следствие 2.11.8. Если IKI= 00 (в частности, для К = IQ, JR или

С), то формальное и ФУНlщиональное определение равенства много

членов совпадают.

Замечание 2.11.9. Для конечного поля Z2 разные многочлены

:Е И :L2 в точках О и 1 принимают одинаковые значения, т. е. равны

как функции их 22 В 22.

Теорема 2.11.10 (формулы Виета). Если К - поле,

Ul,··-)CI:n Е I(,

/(Т) = эз" + (J,п_I.1'п-1 + ... + (),IT + ао = (:г - (11)", (Т - п,,),

.1'0

ап-l = -(0:1 + "2 + .. + "п),

а1 = (_1)П-l(0:Iа2 ... ап_1 + .. + Cl2":J" .а,,),

0.0 = (-1)nО 1 0::2 ",Q'II'
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1 1 1 n
2) 1;1 - 1 + Х2 - 1 + ... + х" - 1 = ~2'

Доказательство. В силу закона дистрибутивности умножение

на (:т: ~ о ) сводится к умножениям на :т: И на ~a. Формулы Виета

получаются подсчётом коэффициента при :с
;,

(т. е. надо при указан

ных раскрьгтиях скобок k раз выбрать:с и, следовательно, (n~k) раз

корни). О

Упражнение 2.11.11. Пусть сумма корней многочлена с комплекс

ными коэффициентами (считая кратность) равна нулю. докажите,

что сумма корней производной этого многочлена также равна нулю.

Упражнение 2.11.12. Пусть Хl" ,Х;" - корни многочлена l+x+
+ .т,2 + ... + э:" Е С[х]. Тогда:

1) многочлен (1 + х)"+1 - х"+1 имеет корни --- ---
Xl - г ... , ХN - 1 '



Глава 3

Системы линейных

уравнений

в средней школе рассматривались линейные уравнения аСЕ = Ь и

системы линейных уравнений

{ ОСЕ + Ьу =: е,
ССЕ + rly - f,

где о, Ь, с, d, с, f Е JR - действительные числа.

В излагаемой теории систем линейных уравнений мы будем совер

шать с коэффициентами операции сложения и умножения, а также

делить (т. е. умножать на обратный элемент) на ненулевой элемент.

Таким образом, естественно рассматривать системы линейных урав

нений с коэффициентами из проиэвольного поля К для пони мания

основных моментов теории систем линейных уравнений можно счи

тать, что К - поле JR действительных чисел.

Наша ближайшая цель - исследовать системы т. линейных урав

пени и общего вида ОТ ТI. переменных ];1, .Г2~ T;~1

ja 11.'l.: 1 + (J,12:J.::....) ..+ .
(J.21:Ч + U,п:J>2 +

(J,ml·[l + Um2J2 -+

где '1//', П Е N, (Ji)) ь, Е К,

-+ (J11I:Г n = /)1,

+ (l.'2// J :u = /п·
(3.1)
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Таким образом, ';-е уравнение, 1 ~ i ~ т, нашей системы запи

сывается в виде

(аи - коэффициент при переменной Xj в ;-м уравнении, bi - свобод

ный член i-ro уравнения), или, кратко,

LQ,'i.iXj = ь..
j=l

Прямоугольная(m,хn)-таблицакоэффициентовo,i,j Е К (т строк,

n столбцов)

А = (:~: :~~ :~: . :.~:.)
а'т.} 0,1"/1,2 о,mЗ атn

называется матрицей коэффициентов системы линейных уравне

ний (3,1), а прямоугольная (m.х (n+1))-матрица (тn строк, 71.+1 стол

бец)

(

0.11

- 0.21
А = (O"jlb,) = .....

(I'т,}

называется расширенной матрицей системы линейных уравне

ний (3.1) (уже полностыо её определяющей).

Если '111, = '11 (число уравнений равно числу переменных). то сис-

тема линейных уравнений (и матрица А = (:~:' ::: ::::) её коэффици
ентов при переменных) называется кеадротной.

В квадратной матрице

С,:: ::: .:::)
можно определить диагональ и побочную диагональ:

г



3.1. Совокупность решений системы линейных уравнений

Если в системе линейных уравнений (3.1) Ь 1
система называется однородной.

3.1. Совокупность решений

системы линейных уравнений

89

= Ьm = О, то

Определение 3.1.1. Решением снетемы линейных уравнений (3.1)
называется строчка n элементов поля К (11, ... , In ) , 1.; Е К, такая,

что при подстановке в 'i-e уравнение, 1 ~ i ~ 'т, II вместо Хl, l2 вме

сто :1;2, ... , l'i вместо X'i, . . . , 'n вместо :1:n получаем Ь, (С80бод!'1ЫЙ член

;-го уравнения), т. е.
n

LЩjl.i =b'i·
j=l

Таким образом, строчка (11, ... , ln) является решением, если зна

чения [1, ... : {n соответственно для Xl···· 1 Хn удовлетворяют всем

т уравнениям системы (3.1).
Через Х обозначим совокупность всех решений системы линей

ных уравнений (3.1).

Замечание 3.1.2.

1) Х С;; К" (т. е. совокупность всех решений является подмно

жеством в множестве К" всех строк длины n элементов из

поля К).

2) Возможно, что Х = g (т. е. система линейных уравнений не

имеет решений), в этом случае система называется несоемест

ной.

3) Если Х i е (т. е. система имеет решение), то систе

ма (3.1) называется совместной. Например, однородная сис

тема линейных уравнений всегда имеет нулевое решение,

(О, . О) Е Х С;; К" Если система имеет только одно решение

(IXI = 1), то система называется определенной. Если IXI > 1,
то совместная система называется неспределенной. Итак, для

числа решений имеются следующие возможности:
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Число решений

О 1 > 1

Система Система Система

несовмесгная. определённая, неопределённая,

Х=0 IXI =1 IXI> 1

Примеры

{:Г1 + :1:2 = О, {'El+X2=1, {Хl + Х2 = 1":] + ;[;2 = 1 Х] - Х2 = О

X={(~,~)} .7:2 = С Е К,

Х] = 1- с

Х={(l-с,с)!

с Е К}

X=IZJ [Х] = 1 IXI= IKI > 1

несовместная определённая неопределённая

с. л. у. с. л. у. с. л. у.

Основная задача исследования систем линейных уравнений (3.1)
заключается в описании (нахождении) множества решений Х <;; К"
(в частности, определения, к какому типу принадлежит система (3.1):
несовместная, определённая, неопределённая).

3.2. Эквивалентныесистемы

линейных уравнений

две системы линейных уравнений ОТ одного набора х 1) . _ . ) ХП
неизвестных и соответственно ИЗ т. и р уравнений

(1)

(п)

+ о,тnХn. = Ьm..

{~~.1.~:~ ". .. + а~n;I:л. = b~)

a~]Xl + ... + = ь;,
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называются эквивалентными, если их множества решений X I и ХН

совпадают (т. е. подмножества ХI и ХН в К" совпадают, Х[ = Хн).

Это означает, что: либо они одновременно являются пустыми подмно

жествами Х! = 0 = ХН (т. е. обе системы (1) и (11) несовместны),

либо они одновременно непустые Х[ "f 0, хн "f 0 и Х[ = ХН (т. е.

каждое решение системы 1 является решением системы 11 и каждое

решение системы 11является решением системы 1).

Пример 3.2.1.

1) Любые две несовместные системы от неизвестных Xl), ~ Хn
эквивалентны (в этом случае Х! = 0 = Х2).

2) Системы

(1) (11)

эквивалентны (при К = JR), поскольку

3.3. Метод Гаусса

План алгоритма, предложенного Гауссом, был весьма прост:

1) применять к системе линейных уравнений последовательно пре

образования, не меняющие множество решений (таким образом

мы сохраняем множество решений исходной системы), и пе

рейти к эквивалентной системе, имеющей «простой вид» (так

называемую ступенчатую форму);

2) для «простого вида» системы (со ступенчатой матрицей) опи

сать множество решений, которое совпадает с множеством ре

шений исходной системы.

Отметим, что близкий метод «фан-чен» был известен уже в древне

китайской математике.
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3.4. Элементарныепреобразованиясистем

линейных уравнений (строк матриц)

Определение3.4.1 (элементарноепреобразование 1-го типа).

При i t k к i-My уравнению системы прибавляется k-e уравнение,

умноженное на число с Е К (обозначение: ('i)' = (i) + c(k); т, е, лишь

одно i-e уравнение (i) заменяется на новое уравнение (i)' = (i)+c(k)),
Новое i-e уравнение имеет вид

или, кратко,

L aijxj = L(aij + Cakj)Xj = Ь; + cbk = bj,
)=1 j=1

т, е, в новом i-M уравнении

Определение 3.4.2 (элементарноепреобразование2-го типа).

При i t k i-e и k-e уравнение меняются местами, остальные уравне

ния не изменяются (обозначение: (i)' = (k), (k)' = (п; для коэффи

циснтов это означает следующее: для j = 1, .. , , n

Замечание 3,4.3. Для удобства в конкретных вычислениях мож

по примсгиггь элементарное преобразовиние3-го типа: i-e уравне

111"" умножнется па неиулевое число О! с Е к, и)' = c(i),

Предложение 3.4.4. Если от системы (1) мы перешли {( систе
М/' (П) /lIJII ПОМОЩИ /юнечного числа элементарных преобреэовеннн

1-,." /1 2-/'() типа, то от системы (П) можно вернуп-ся J( системе (1)
'j'(J/о/\(":lJн'ментарныlии преобргзоегннямн ]-го и 2-ги типа.

Докаеательстео.

1) Если i t k ,1 и)' = (i) + c(k), то (k)' = (k). (i) = (i)' - с(А) =
= (i)' - c(k)'.

2) Если i t k и (i)' = (k). (k)' = (i), то и) = (А)'. (k) = (i)', О
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Замечание 3.4.5. Утверждение верно и с включением в число

элементарных преобразований элементарного преобразования 3-го

типа. Если 0'1 с Е К и (i)' = c(i), то 0'1 с1 Е К и (i) = C 1(i)'.

Теорема 3.4.6. После последовательногоприменения конечного

числа элементарных прео6разований 1-го или 2-го типа к системе

линейных уравнений получается система линейныхуравнений, экви

валентная первонэчэльноЙ.

доказательство. Заметим, что достаточно рассмотреть случай

перехода от системы 1 к системе 11 при помощи одного элементар

ного преобразования и доказать для множеств решений включение

Х[ <:;: ХН (поскольку в силу доказанного предложения от системы 11
можно вернуться к системе 1 и поэтому будем иметь включение

ХН <:;: X J , т. е. будет доказано равенство Х! = Хн).

Случай 1, элементарное преобразование 1-[0 знпг: (-i)' = (i)+c(k),
i i= k. Пусть 1 = (11, ... , ln) Е Х[ - решение первой системы. Прове

рим, что оно удовлетворяет новому i-My уравнению:

"(а... + са;, ·)1· = Ь· + cbk.~ 1-] .)) '1. ,

j=1

Действительно,

n

2:=(0.;)+ r:G.kj)l) = 2:= a.;)lj + с 2:= а.;)) = Ь; + cbk ·

j=1 j=1 .1=1

Случай 2, элементарное преобразование 2-[0 типа: (i)' (k),
(Ас)' = (i), i '1 Ас. Утверждение очевидно. О

Замечание 3.4.7. Утверждение верно и для элементарного пре

образования 3-го типа: (i)' = c(-i). с,! О. Действительно. подставляя

решение (11, .... 1,,) Е Х[ в новое i-e уравнение

2:= CQ.·i-iХ) = clJi, .
.1=1

получаем

= cb'i,. о
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3.5. Приведение системы линейных уравнений

с помощью элементарныхпреобразований

к ступенчатомувиду

Определение3.5.1 (определениеступенчатойматрицы (систе

мы)). Под ступенчатой системой линейных уравнений понимается

система линейных уравнений со ступенчатойматрицей коэффици

ентов, т. е.:

1) все нулевые строки находятся в маТРИllе ниже ненулевых строк;

2) если (О, ... ,О, a'ik,' .. ,a'in)' a·;.k i О - первый ненулевой элемент

в -i-и строке (называемый лидером '/-й строки). то a,·s = О для

всех i < r ~ т" 1 :(: .'3 ~ k (элементы 0,"'5 = О для всех

мест (т, S), расположенных в строчках, ниже i-й, и в столб

цах s = 1,2, ... , k). Другими словами, лидер строки с большим

номером стоит строго правее.

Определение 3.5.2. Ненулевая матрица А Е Мт.n(К) имеет

главный ступенчатый ВИД, если матрица А имеет ступенчатый вид,

все лидеры ненулевых строк 0.111,0.21." ... , О"",. (1 ,,; /1 < ... < 1,. ,,; n)
равны 1 и для каждого .i, 1 ,,; .i ( л, в !гм столбце матрицы А

единственный иенулевой элемент - это (J,jl.? = 1.

Примеры 3.5.3. Матрица

имеет ступенчатый вид (выделены лидеры строк), но не главный сту

пенчатый вид.

Матрица

1
О

О

имеет главный ступенчатый вид.

Нулевая матрица имеет ступенчатый вид
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Матрица

(
О О О)
1 О 1
О О 1
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не является ступенчатой (нулевая строка находится выше иенулевых

строк).

Матрицы

(

1 1 О 1) (1 1 О 1)
0001,0001
О 1 О О О О О 1

не являются ступенчатыми (лидер третьей строки находится не стро

го правее, чем лидер второй строки).

Замечание 3.5.4. Свойство быть ступенчатой матрицей алгорит

мически (с помощью компьютера) распознаваемо.

Лемма 3.5.5. Пусть а = (0,1,0,2"", аn), (3 = (Ь

"
Ь2 , ... , Ьn ) Е К";

(ч - лидер строки а, bl - лидер строки (3, k ~ 1. Ст. - лидер строки

о· + (3 = (С1"", Сп), С; = а; + Ь" 1 ~ i ~ n. Тогда:

1) k ~ m;

2) если k < т., ТО k = 1.

Доказательство.

1) Так как

а = (О, , О, ak,.·" аn ) ,

(3 = (О, ,О, bl , ... ,Ьn ) ,

k ~ 1. то

а." "f О,

Ь, "f о,

а + (3 = (О,. ., О, а" + bk , ... ,о." + Ь".).

и поэтому k ~ тn (если Ь! = -ak, то а" + /'/ = О, И тогда k < rn).
2) Пусть k < т.. Если k < 1, то ЬА, = О,

СУ + ,6 = (О, .. , О, ak,.··· аn + Ьn ) . щ, "f О.

и поэтому k = т, что противоречит k < т..

Итак, k = 1. О
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Следствие 3.5.6. Пусть 01,(31, ... ,(3·", Е К", 01 = «("" ... ,0.,,),
т

(3., = (/)'1, ... ,/)''')' 1 :(; -i :(; т., и = L AjJj • А) Е К, u.k-лидер
j=l

строки СУ, /)" - лидер строки О,. Тогда k ? шiп{!;}. О

Теорема 3.5.7 (алгоритм Гаусса). Всякую систему линейных

уравнений конечным числом элементарных преобразований }-го и

2-го ТИПОВ можно привести J( ступенчатому виду (Т. е. к системе

линейных уравнений, матрица коЭффициентов которой является сту

пенчатой матрнцеЙ).

Докаеательство. Можно считать, что не все коэффициенты Щj

равны нулю и, более того, что при хl (т. е. в первом столбце матрицы

коэффициентов) есть иенулевой элемент o.jl '1 О (в противном случае

можно перейти к системе от переменных ;"2, ... ,х,,). Если 0.11 = О,

то, переставляя l-е и j-e уравнения (строки расширенной матрицы)

(т. е. совершая иреобразование 2-го типа), приходим к случаю, когда

n\1 '10.
Для -i = 2, З, ... ,rn последовательно проведём преобразования

г-го типа

(i)' = и) -- оп (1)
all

(здесь с = - ~), Тогда
(/.11

Рассматривая I1UJlучившиеся 2-е) ... 1 'l'h-е уравн~ния, еол и с.реди

коэффициентов есть неиулевые (пусть k - первый столбец с не ну

левым элементом a;k среди "~k" ,a;"k)' повторим нашу процедуру:

переставим второе уравнение (строку) с l-м уравнением (строкой) и

обеспечим нули ниже коэффициента o.~k'

Этот процесс остановится в том случае, когда все коэффициенты

прн переменных в оставшихся уравнениях равны нулю.

Итак, окончательная получившаяся система линейных уравнений

будет иметь ступенчатый вид (т. е. матрица коэффициентов при пе

ременных :1:1: ,"2. " ;);" будет иметь ступенчатый вид).
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allXl + + . + .
0;/:1 + + a2kXk + .

+ ... +.

+.
+

+
+

0"1 + ... + ..

+ ... +.

+ ... +.

+

+ ..

+ ... +

+ .. + 0:1:'/1 = h'Г+l'

D

Замечания 3.5.8.

1) Важный инвариант - число т уравнений в ступенчатом виде

с ненулевыми коэффициентами при переменных, т. е. число

«ступенек,>, r ~ т. Возможен случай т = т (т. е. блок уравне

ний с нулевыми коэффициентами при Xl,"" Х" отсутствует).

Независимость числа r от способа приведения к ступенчатому

виду будет установлена позже (это - ранг матрицы коэффици

ентов).

2) Можно было бы продолжить процесс приведения к ступенчато

му виду для расширенной матрицы системы линейных уравне

ний.

Следствие 3.5.9. Всякая система линейных уравнений эквива

лентна некоторой ступенчатой системе линейных уравнений.

Следствие3.5.10. Каждую матрицуэлементарнымипреобразова
ниями строк }-го и 2-1'0 типа можчо привести к ступенчатому виду.

3.6. Исследование ступенчатых систем

линейных уравнений

Лемма 3.6.1. Однородная система линейных уравнений всегда

совместна.

Доказательство.

(О, ... , О) Е К".

Решением системы является нулевая СТРОЧI\3

D
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Лемма 3.6.2. Если система линейных уравнений содержит урав

нение

0";1+. + О"," = Ь "f О

(назовём его «экзолнческнм» уравнением). то система несовместна.

Доказательство. Д~Я любой строчки (k1•... , k") Е К"

оь.ч . +O·kn=O"fb. О

Замечание 3.6.3. Если матрица коэффициентов системы линей

ных уравнений нулевая (т. е. все коэффициенты равны нулю), то её

совместность равносильна тому, что все свободные члены нулевые

(при этом Х = кn) . О

По иенулевой ступенчатой матрице переменные Х1,.'" Х" разо

бьём на две группы: главные :l:il' J;i21· _ 1 a;'i'r' «проходящие. через

уголки ступенек (их .,. штук), и свободные - все остальные n - 'г

переменных (их может и не быть совсем при .,.= n).

Лемма 3.6.4. Если в ступенчатой системе линейных уравнений

нет «экзогнческнх» уравнений (т. е. если 'Г = тn. или 'г < тn и

Ь,.+\ = ... = Ь"" = О), то для любого набора значений для свобод

ных неизвестных существует (и единственный) набор значений для

главных ненэнесгнык и эти наборы дают в СОВОКУПНОСТИ решение

системы лннейных уравненнЙ.

Доказательство. Так как значения для свободных неизвестных

заданы, то, рассматривая т-е уравнение и перенося в правую часть

уравнения члены со значениями свободных неизвестных, располо

женных правее места (г, t.) (если они есть), получаем уравнение

(см. (3,2))

имеющее единственное решение ДЛЯ главного неизвестного

--1
;};t = с/.(1,_(.

Поднимаясь в ег - l)-е уравнение, повторяем этот же приём и од

нозначно определяем значение главного неизвестного в «уголке)

(Т - l)-го уравнения. Продолжая процесс. доходим до 1-1'0 уравне

ния и определяем однозначно значение для первой главной перемен

ной J'i[ (в (3.2) /1 = 1). Тем самым заданные значения свободных
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неизвестных оказались однозначно дополнены найденными значени-

ями главных до решения системы линейных уравнений. о

Теорема 3.6.5 (критерий совместности системы линейных

уравнений по её ступенчатомувиду).

1) Система линейных уравнений (п./" 11);) из т уравнений с неиз

вестными Х1, .•. ) ХN совместна тогда и только тогда, когда в её

ступенчатом виде нет «экзотических» уравr-тений (Т. е. или

т = т: или т < '/7/, и Ь'l'+1 = ... = Ьm = О).

2) Для совместной системы свободным неизвестным можно при

давать ПРОИЗ80льные значения, при этом главные неизвестные

однозначно определяются (при заданных значениях свободных

неизвестных), тем самым мы получаем все решения системы

линейных уравнений.

Доказательство. Отметим, что исходная система и её ступенча

тая системы эквивалентны.

1) а) Ясно, что совместная система не может содержать «экзотиче

ское» уравнение (лемма 3.6.2). Таким образом, при первом появлении

«экзотического» уравнения в методе Гаусса процесс надо остановить:

система несовместна

б) Если в ступенчатом виде нет «экзотических» уравнений, то

утверждение следует из леммы 3.6.4.
2) Алгоритм нахождения всех решений в случае отсутствия <'ЭК-

эотичесних. уравнений рассмотрен в лемме 3.6.4. О

Следствие 3.6.6. Система линейных уравненнй несовместна то

гда и только тогда, когда в её стулемчатом виде найдётся «экзотиче

ское» УРCJвнение.

Теорема 3.6.7 (критерий определённости системы линейных

уравнений по её ступенчатому виду). Система линейных уравне

ний является определённой тогда 11 только тогда, когда в её ступен

чатом виде:

а) нет «экзотических'> уравнений (критерий совместности);

б) .,. = '/1 (т. е. все неизвестные главные, другим словами - отсут

ствуют свободные неизвестные).
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Доказательство.

1) При условии совместности, если т < n, т. е. имеется хотя бы

одно свободное нсизвестное. то ему можно придать как минимум два

различных значения из поля К. После дополнения значений свобод

ных персменных значениями главных переменных до решения сис

темы мы получаем заведомо два различных решения системы, т. е.

IXI> 1, система является неопределённой.

2) Если же 11рИ условии совместности т = 'п, т, е. нет свободных

неизвесгн ых. ТО главные неизвестные определяются в методе Гаусса

однозначно (через свободные члены системы), таким образом, систе

ма линейных уравнений является определённой. D

Упражнение 3.6.8. Процесс приведения к ступенчатому виду

можно продолжить на расширенную матрицу системы (a.ijlbi). По

кажите, что система совместна тогда и только тогда, когда ступенча

тый вид расширенной матрицы системы (aijlb.i.) содержит столько же

ненулевых строк, сколько и ступенчатый вид матрицы (ajj) (все ли

деры строк ступенчатого вида расширеннойматрицы находятся среди

столбцов матрицы коэффициентов (aij)).

Замечание 3.6.9. Любая ненулевая матрица А Е Mm.,n(I<) с по

мощью элементарных преобразований строк I-ro, 2-го и 3-го типа

может быть привелена 1( главному ступенчатому виду. Действитель

но, вначале приведем матрицу А к ступенчатому виду. С помощью

элементарных преобразований 3-го типа сделаем все лидеры нену

левых строк 0.111' (J,2l2"") (17'1", 1 ~ II < l2 < < l1" ~ 'Н, равными

единице. После этого, применяя элементарные преобразования строк

г-го типа, добьёмся того, что в lt-М столбце единственный неиулевой

элемент - это (t,-I,. = 1, затем аналогично добьёмся с использова

нием элементарных преобразований строк [-го типа того, что един

ственный неиулевой элемент в [1·_с1'1 столбце - это 0,.,.-1,1',-'_1 = 1,.
в 11-'1 столбце - это (111, = 1 (эта процедура часто называется обрат

ным ходом метода Гаусса). Таким образом, мы привели матрицу А

к главному ступенчатому виду. Позже (см. 9.5.1) будет доказано, что

главный ступенчатый вил. матрицы определён однозначно.

Если совместная система линейных уравнений (8 частности, од

нородная система) привецена к главному ступенчатому виду. то мы
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сразу (без последовательной подсгановки уже полученных выраже

ний в предыдущие уравнения) получаем единственное выражение

главных неизвестных через свободные: l-е уравнение (1 :( 1 :( г)

главного ступенчатого вида имеет вид

и поэтому

(3.3)
8=j/+l

8=/=j/+1,···,j,-

(для однородной системы (,l = О), В правой части присутствуют лишь

свободные переменные. Таким образом, главный ступенчатый вид од

нородной системы ровносилен (с заменой знака) выражению главных

неизвестных через свободные (по этому ступенчатому виду).

В частном случае, при т = п, главный ступенчатый вид опреде

лённой системы линейных уравнений имеет форму

о
{,1

ь:
О

О

где (bJ J .. 1 Ьn ) - единственное решение.

3.7. Некоторые следствия из метода Гаусса

Следствие 3.7.1. Над полем действительных чисел К = lR: (и над

любым бесконечным полем) число решений системы линейных урав

нений может быть равно О (несовместнан система), 1 (опредеЛёиная

система) и 00 (неопредеЛёниая система).

Замечание 3.7.2. Над конечным полем 1:2 = {O,l} из двух эле

ментов система 1:1 + .(;2 = О имеет ровно два решения.
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Следствие 3.7.3 (квадратные системы линейных уравнений).

1) Пусть т = n (т. е. число уравнений равно числу неизвестных).

Тогд.а следующие условия эквивалентны:

а) система определённая (т. е. имеет единственное решение);

о) ./. = п В ступенчатом виде (т. е. нет свободных неиэвест

ных);

В) соответствующая однородная система имеет только одно

решение (О, ... , О).

2) Альтернатива Фредгольма: при т = n либо система линейных

уравнений определённая, либо соответствующая ей однородная

система имеет ненулевое решение.

доказательство.

1) Если в ступенчатом виде r = n, то, учитывая, что m. = п,

получаем l' = n = т.. Следовательно, нет «экзотических» уравнений,

и поэтому система совместна. Из критерия определённости с этим

замечанием получаем. что утверждения а) и б) эквивалентны (и для

однородной системы эквивалентны утверждения б) и в)),

2) С учётом 1) альтернатива Фредгольма соответствует для '/' :о:; n

следуюшеи альтернативе: либо т = п, либо ')'< п, О

3.8. Примеры применения метода Гаусса

1)

{

"'1- 2Х2 + Х3 + Х4 = 1.
,1:1 - 2";2 + "'3 - Ч = -1.
;1:1 - 2:1.'2 + ХЗ + 5Х4 = 5.

()
,,'2

-~ I-~)2
-2 [) 5

~e
-2 1

-~I-~) (~
-2 1

-~ I_~)О О О О

О О О 4 4 О О () I о
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в ступенчатом виде нет «экзотических» уравнений, следовательно,

система совместна. Главные неизвестные - Xl, :С4, свободные неиз

вестные - Х2, 1::з. Если .Т2 = 0., Хз = Ь, то ~'4 = 1, Х] = 1+ 20. - Ь - 1=
= 20. - Ь. Таким образом, множество решений имеет вид

х = {(20 - Ь,а,Ь, 1) Iа,Ь Е IR}.

2)

{
0,г, 1 + Х2 + :Ез = 1,
ОХ1 + Х2 - Хз = О.

(00 111) (О 1 1I 1)-1 О --; О О -2 -1 .

Система совместна, главные неизвестные - Х2, хз, свободная неиз
1

вестная - Xj. Ясно, что Х2 = Хз = "2' Если Х] = а, то множество

решений имеет вид

3)

{
ОХ1 + Х2 - 8хз = -17,
Х] + ОХ2 + Хз = 10,
'Т[-Х2+0 хз=0.

О

1
-1

О

1
-1

(~
1
О

-1

-81-17) (11 10 --; О

О О 1

--;0

1110)
-~ -1; --;
1110) (1 О 1 110)-8 -17 --; О 1-8 -17-1 -10 О О -9 -27

Система совмес.тна (нет «э кэотических уравнсний»). все неизвестные

;[·1, :1:2, .тз главные, ;I·;З = 3, 12 = 7, :1;1 = 7. Система определённая,

имеет единственное решение (7,7,3).
4)

{
Х ! + 2Х2 - 3хз = -2,
3.т[ - Г2 + 2.Т;j = 7,
5,г j + 3:1:2 - 4;J'з = 2.
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Возникло «экзотическое уравнение». Значит, система несовместна.



Глава 4

Линейное пространство

строк над полем

Систематическое рассмотрение строки коэффициентов

(a.-i.l1.") a.;nJ Е К" i-ro уравнения an:1~l + + йin.Xn = Ь.; (i-я

строка матрицы А (Uij) коэффициентов системы линейных

уравнений), строки (ан, ... , G.ino Ь.;) Е кnН всех коэффициентов

;-го уравнения (включая свободный член Ь; i-й строки расширенной

матрицы А = (a;j, Ь;) системы линейных уравнений), строки n =
= ((1:1, ... ,0::11.) Е х ~ К.", являющейсн решением системы линейных

уравнений, с операциями сложения и умножения на элементы

из поля К естественно подвело нас к определению линейного

пространства строк кл.

Пусть К - поле (например, К = IR'. - поле действительных чи

сел). Рассмотрим

К" = {(Х[, .... С>n) I С>; Е К}-

совокупность всех упорядоченных строк О: = (U'1' ., й , ,) длины n
элементов О:;., i = 1' .... п, поля К, На множестве К." определены

следующие операции.

1) Сложение строк (бинарная операция): если

:'-1/1) Е 1(/1

то

о: + (] = (01 + ,.'31," . 1 О:n + /3/1)'
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2) для каждого элемента .\ Е К (унарная) операция УМilоже'LUе

строк "а элемент .\ Е К: если

О' = (О']" ,,0',,),

то

.\0' = (.\O'J", ".\а,,),

4.1. Свойства операций

(1,1) АссоциаmиВilость сложения строк: если СУ, (3,I Е К", то

(О' + ,6) + I = О' + (,6+ 1)'
Действительно, на i-M месте в (О' +,6) + "( и в О' + (,6 + 1) имеем

(ai+,6i)+Ii = а" + (,6i+"(i) (ассоциативность сложения в поле К), О

(1,2) Коммитативность сложения строк: если а,(3 Е К", то

а+13 =13+0',
Действительно, на i-M месте в a+(i и в (i+a имеем a;+(ii = (i;+<>i

(коммутагивность сложения в поле К), О

(1,3) Нулевая строка (О"", О) в К" является нейтральным эле

ментом для операции сложения в К", поскольку (0'11 _") О'n) +
+ (0" .. ,0) = (<>J, .. ',O',,) для любой строки (0'], .. 0'",) Е КN О

(1.4) Для любой строки (" Е К" существует противоположная

строка О такая, что О' + О = (О, , , . ,О),

Действительно, если О' = (aJ, , ' , . а",), то для О = (-0'1, , .. , -0'".)
(= (-l)а) имеем О' +0 = (О, .. ,0), о

Таким образом, свойства (1.1)-(1.4) означают, что множество

строк К" с операцией сложения строк является коммутативной

группой,

(2,1) Если 1 Е К, (> Е К", то 1· о = й,

Действительно, для о: (Пl, ... 1 О'n) имеем о'

= (10'], ... ,10',,) = (0]" .. ,0,,) = о, О

(2,2) Если .\],.\2 Е К, О' = ("1,.", СУ,,) Е К", то .\](.\20')
= (.\].\2)0<.

Действительно, для с> = ("1. "а,,) Е К" на ;-м месте в .\](.\20)
И В (.\J.\2)" имеем .\](.\20'i) = (.\J.\Jo; (ассоциативность умножения

впмеК), О

(3,1) Если Х Е К, о' = (oJ .. "(х,,.),(1 = (в 1 " ,(1,,) Е К", то

.\(0 + 13) = л<> + '\3'
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Действительно, на ',-м месте в ),(" +,6) и в ),,, + ,\() имеем

Ч"., + (J.,) = ),0'., + ),р., (дистрибутивность в поле К). D
(32) Если ),1,),2 Е К, о = ("1"", "л) Е К", то ()" + ),2)" =

= Лl" + Л2".

Действительно, на 'l-M месте в ('\'1 + '\'2)0' И В /\10' + /\2й имеем

(Л1 + Л2)0'., = ),10'" + ),2(>' (дистрибутивностьв поле К). D

Определение 4.1.1. Множество V с операцией сложения и опе

рациями умножения на элементы л ПОЛЯ К, удовлетворяющее свой

ствам (1.1)-(14), (2.1), (2.2), (3.1), (32), называется линейным про

странстеом "ад полем К.

Итогом наших проверок является

Теорема 4.1.2. Множество К" строи длины n элементов поля К

с операцией сложения и с операциями умножения на элементы л

поля К является линейным пространством над полем К.

Определение 4.1.3. Если

ТО совокупность всех линейных комбинаций строк 0'1) ... ,йт

("1, ... , "т) = { f л.,(.t.., I Л., Е К} С;; К"
,/,=1

называется линейной оболочкой строк ((1)· .) а:m..

Лемма 4.1.4. Если (}~11 ... ; (}1n Е 1(11,. то линейная оболочка

(Щ, ... ,О'т) является лнпейнын ПРОС1ранством (подпространством

в линейном пространстве строк Кл').

Доказательство. Для Л.,, '(., Е К имеем:

Lл"Ct.,+ L~(iЩ = L(),.,+i')"i Е ("1,. "т);
,:=1 '/:=1 i=1

0= LO' о, Е (0'1'" ',О'т);
i=1

-(fл.iО'') = L(~),i)(.ti Е (ОI, .. ,О'т). D
/,=1 'i=l
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4.2. Связь решений несднородной системы

линейных уравнений с решениями

соответствующейоднородной системы

Пусть

г. +.. + o.luJ'n = fJ 1 ;

(J"ml:J:l + ... + (I.m://.:1:n = Ьт,

(вообще говоря, неоднородная) совместная система линейных урав

нений с множеством решений Х <;; !СП,

{
а l1 Е l + " ' + al~E,:~o: _
(J,mlXl + ... + аnИJ,Хн = О

соответствующая ей однородная система линейных уравнений с мно

жеством решений Хал" <;; к».

Теорема 4.2.1. Пусть Л Е К, ,., = ("'1,"" "'n),(! = ((31, ... , (3n) Е
Е Ходн • 11. = (иl1" .,'иn),'и = ('иl" _ .,'ин ) Е х. Тогда:

1) если ",(3 Е Ходн , то" + (3Е Ходн ,

2) еслн О' Е ,/Уодн, ТО )..0: Е ХОД1-I ,

3) если о' Е .Хою ! ! '/1. Е ./У, ТО о: + '1/, Е Х,

4) если '11.,'/1 Е )(, ТО 'р - 'IJ. Е ХОЮ I '

Доказательство. Для любого 'i, 1 ,;; .; ,;; П.:

1) 2:'щ(rtj +/i.j) = 2:а;.;й.! + 2:а"jбj =0+0= о,
.1=1 .1=1 .1=1

2) 2: П'ij(Лn"j) = Л2:Oij"'; = Л· о = о,
j=1 )=1

n

3) 2:аij(Й] + 1I.j) = 2:Оi';Йj + L 0ijll.j = О + Ь ; = Ь;,
j=1 .i=1 )=1

"
4) 2:Ui;(U, -"11..;) = LOij'Uj - Lаi';Пj = Ь ; - Ь; = о. о

j=1 )=1 j=1
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1) Множество решений однородной системы Ход" является ли

нейным пространством (подпространством линейного простран

ства К''').

2) Если 'и Е Х (любое частное решение совместной неоднородной

системы), то

Х = Ходн +'и, = {" +u 1" Е Ходн},

т. е. множество решений неоднородной системы Х является

сдвигом подпространства решений однородной системы Ходн на

любое частное решение 'и, Е Х.

Доказательство. Если а Е Хаю" и Е Х, ТО в силу 3) а + и Е Х,

т. е. Ходн + и. с;; Х.

Если v Е Х, то v = СИ - и) + ", при этом в силу 4) v -" Е Ходн ,

таким образом, Х с;; ХОдН + и.

Итак, Х = Ходн + и, О

Замечание 4.2.3. Позже мы покажем, что для любого линейного

подпространства И линейного пространства строк К" над полем К

существует однородная система линейных уравнений, для которой

Ходн = И, таким образом, любое подпространство в К" может быть

задано как пространство решений однородной системы.
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Подстановки, перестановки

Теорема 5.0.4. Множество 8(U) всех биекций

.1:и-->и

с операцией произведения (композиции) отображений 9/ для

U.L и!!. И, /,9 Е 8(U), обладает следующими свойствами:

1) операция произведения ассоциативна (ll,(9Л = (h.g)f для всех

.1,.'1,11 Е 8(и)).

2) нснзргяьньн« элементом для этой операции является тожде

ственное отображение lu (lu.1 = f = Ли для всех f Е S(U)),

3) для ВСЯ/ШЙ бнекннн I: и -+ и СУЕцествуетобратный элемент

бнекннп .'1 = .г' иу = lи = g.f).

(Другими с.повами, S(U) - группа относительно операции пронэьеле

ння отппражений; S(U) - подгруппа мононле т(и): S(U) С;; т(и).)

Доказотельство следует из теоремы 1.6.4 и леммы 1.8.4 О

Бискции .1: U ~ U множества U часто называются подстанов

КЙМИ. Наиболее важный для нас случай U = {l, 2~. п.. }, в этом

с.пучае группу 8
"

= 8( {l, 2,. ))}) называют группой подстаковок

множества {1, 2, .. ') -n} из n элементов (иногда называемой сим,мет

рическои группой).
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5.1. Запись подстановок. Перестановки

III

Если / Е 8" - повстановка. то рассмотрим её каноническую за-

nиеь

(А1) f~2) 1(',')) .
В нижней строчке (/(1),1(2),. ,1(n)), поскольку / - бискция,

встречаются все элементы i, 1 =:;; 1, ::;;; 'n, при этом только ПО одно

му разу. Такие строчки элементов (;], .. ,;,,), 1"; ;j ,,; n, где каж

ДЫЙ элемент i j , 1 =:;; ·ij =:;; Т/" встречается один и только один раз,

называются перестановками элементов 1) 2; ... ;n.

Лемма 5.1.1. Число всех перестановок ('ilJ'.') in ) из п. элементов

равно n! = 1 . 2 . .. . n.

Доказательство. Для ';.[ имеем 11, возможностей. При выбран

ном ;[ для ;2 имеем (11, - 1) возможность. Таким образом, число

различных перестановок равно n· (n - 1) .. ·2·1 = n!. D

Лемма 5.1.2. Число различных подстановак множества

{1,2, ... , n} равно n! (т. е. 18,,1 = т,.').

Доказательство. Для f Е 8" рассмотрим каноническую запись

2
/(2)

Таким образом, различных подстановок столько же, сколько различ

ных пересгановок п. элементов, т. е. ·n!. О

Во многих случаях удобно рассматривать записи подстановки

/ Е 8", располагая в верхней строчке произвольную перестановку

(;[, i2, ... , "п):
;'2

I(2)
"п )

[(;,,) .

Каждый столбец этой таблицы имеет вид
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Пример 5.1.3.

1) Лля тождественной подстановки в 82 имеем

l' = (1 2) = (2 1).
. 1 2 2 1

Для биекции J: {1, 2} -+ {1, 2}, J(I) = 2, J(2) = 1, имеем

J = (~ ~) = (~ ~).

2) Если

J = ('il in ) Е 8n ,
)1 )n

то

З) Так как (0"7)('i) = 0"(7(i)), то

(~ ~ ~) с ~ ;) = (~ ~ ~).
в частности,

о
22 ... n) (1

ла ... 'ln = .71 )2

4) Обозначим через (i[ i 2 ... i.,.) цикл длины э: в группе подстано

во" 8 п : подсгановку, переводящую ik в 'ik+l для 1':; k: ,:; л - 1,
'i'J' в 'i.[, и оставляющую все элементы из {1)2,._.~n}, отличные

от i 1 , · · . .ч. на месте. Тогда в 8з имеем шесть подетанавок:

е = (1 2
. 1 2

(1 :3) = (~ ~

(12:3) = С ~

:,)
3 '

3) .
1 '

3) .
1 '

(1 2) = (~ ~

(23) = С ~

(132) = (~ ~
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При этом в 3
"
для n ;;, 3 имеем

(12)(1 3) = (1 3 2) l' (1 2 3) = (1 3)(1 2),

113

следовательно, группа 33 и любая группа 3
"
при n ;;, 3 неком

мутагивны. Так как 31 = {Р} И 32 = {е,(12)}-коммутативные

группы, то получаем, что группа Sn. коммутативна тогда и толь

ко тогда, когда n = 1 или n = 2.

5.2. Перестановкии транспозиции

Рассмотрим перестановку двух элементов .; и j, i l' j, в переста

новке (ч , ... 1 in ) (все остальные элементы, отличные от ь, ), оста

ются на своих местах). Эта процедура называется транспозицией

перестаковки (ч, ... ,in ) .

Лемма 5.2.1.

1) Умножение слева и л.!" лодстаяовкн

Г> C~
на цикл «j) длины 2 приводит К транспозиции элемензов i и j
в нижней строке (перестановке) (уl, ... ,jn).

2) Умножение справа I(i j) подстановки

на цикл (; Л длины 2 приводнт К транспозиции элементов·i н j

в верхней строке (перестановке) «1, ... ,i,,).

Доказательство.

1)

( ) С:
i.~. ';',

in ) =
j ... jA· ='1. )1 =} }n.

= С
1 -i.~: '1) in )

:11 j <» I = УА .111
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'i-j , =; 'is =j in ) (. j )j, . .1., .Jn .. j ..

С! j = 1,.., ; = 'iT ;п) D
.1] у, з» Jn

Лемма 5.2.2 (о списке перестановок). Все n! перестановак из

n элементов {1,2,... ,'n} можно респопожнлъ в СПИСОК, начиная

с произвольной перестановки (;1, i 2, · · · , ;п,), так, что каждая следую

щая пересгеноеке в этом списке получается из предыдущей с помо

щью некоюрой транспозиции двух элементов.

Доказательство. Проведём индукцию по 'п. Начало индукции

11. = 2, n! = 2, наши списки:

(1,2) .
(2,1) ,

(2,1)
(1,2)'

Пусть наше утверждение верно для всех k, k < 'п. Пользуясь этим,

создадим первый блок из различных (n - 1)! перестановак С ;1 на

первом месте (Т. е. перестановак из элементов {i2, ... з 'ln.}) , при этом

каждая следующая перестановка получается из предыдущей с помо

щью транспозиции:

{

01, 'i2,

(n~1)! :

(-11, .. " i2, . .. ).

Совершая транспозицию i, и ;'2 в последней перестановке первого

блока и повторяя наше рассуждение, построим второй блок из раз

личных (n -1)! перестановок с i2 на первом месте (т. е. перестановон

элементов {i 1 : iз; ... 1 in.} ) , при этом каждая следующая перестановка

получается из предыдущей применением транспозиции:

{

(;2, ... ).

(n-1)! .'

(1'2, .. ,iз,·· .).
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Продолжая этот процесс, получим n блоков из (n - 1)! перестановок

каждый, всего 71,' перестановок. Они все различны: в одном блоке по

индуктивному предположению, в разных блоках перестановки разли

чаются на первом месте. Таким образом, в этом списке присутствуют

все n' перестановок из 71, элементов, при этом каждая следующая по

лучается из предыдущей с помощью одной транспозиции. О

Следствие 5.2.3. От любой перестановки (-;], ... , i n ) можно пе

рейти к любой другой переетановке (j11'" jjn) с помощью конечного

числа транспозиций.

Доказательство, В списке с началом (i 11 · · · 1 in ) надо найти пе-

рестановку и],·· . , jn). О

Следствие 5.2.4. Каждая подстановка

является лронгееленнемт = 77' ... 71 конечного числа циклов Т;, дли

ны два (называемых также транспозициями). Таким образом, циклы

длины два (транспозиции) дают одну из систем образующих груп

пы Sn.

Доказательство. Составим список перестановок, начинающийся

с перестановки (1,2. . ,n), в котором каждая l-я перестановка по

лучается из (1 - l)-й транспозицией элементов -[,_] и j,_], И найдём

в нём нашу перестановку (kl"", kn ) из канонической записи под

становки 7 (пусть она занимает (Т' + l)-е место). Тогда (по лемме об

умножении слева на цикл длины два)

(i, j,.).
2

2
71,) (1
n = k]

'.7.) _
k

- Т.

п

т. е. 7 = Т, . . . 7]. где Т,. = (i,. j.,.) , . " т[ = (il jl), о

Замечание 5.2.5. Ясно, что представление подсгановки 7 =
= Тl . . Т/, В виде произведения транспозиций ВОЗМОЖНО разными СПО~

собами (например, (1 2) = (1 2)3)
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5.3. Разложение подстановок

в произведениециклов

с непересекающимисяорбитами

Орбитой цикла «[i 2 i,,) назовём множество

Если а Е Sn- подстановка символов {1: 2.
t ~ (J. ( n, то рассмотрим послсдовательиосгъ

{;[ , , ,i,},
n} и и Е М,

(орбиту элемента а), Из конечности множества {1, 2"", n} следует,

что найдутся такие натуральные числа I и 8, I < 8. что (Г'о. = (ГВо.,

В группе ВN рассмотрим 0'-1, Применяя (0-1)' К этому равенству,

получим Q, = ОЭ-"(а), т = s - t > О, Рассмотрим самое маленькое

такое натуральное число т (со свойством а = (1"(0.), при этом все

'" элементов {Il, (1((J), "" (1,-1(/I,)} различны), Итак, получили цикл

(а (1(а) ,,' (1,'-1 (0.)) длины т. Выбирая элемент /) вне этого цикла

(если ',. < n), получаем цикл (/) (1(/)) 0 з-'-1(/))) длины т", при этом

орбиты этих циклов не первсекаются. Продолжим этот процесс, За

метим, что циклы с непересекающимися орбитами пересгановочны.

Единственность этого разложения следует из инвариантности опре

деления орбиты, Итак, получаем следующее утверждение,

Теорема 5.3.1. Каждая попстноекэт Е В,. разлагается (и притом

единственнымобразом) в ПРО113ведение инклов с непеьесекеклининся

орбитами (поэтому эти циклы переетановочныдруг с другом),

Замечание 5.3.2.

1) В практических задачах удобно начинать с о. = 1, затем

число Ь выбирать как наименьшее число, не вошедшее в

{n, 0(/1,),., .. (1'-1(u)}, И т, д'

2) Как правило, циклы длины 1 (Т, е, неподвижные элементы)

опускают в записи циклового разложения подстановки.

Упражнение 5.3.3.

1) Пусть о, т Е Sn' Подстановка тат- ! называется попстанов

кой, сопряжённой с подстановкой а (с помощью подстанов

ки т), Проверьте. что отношение сопряжённости является ОТ-
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ношением эквивалентности. Соответствующее разбиение мно

жества Sn на классы эквивалентных подстановок называется

разбиением на классы сопряжённых элементов.

2) Доказать, что подстановки "У, а Е Sn сопряжены тогда и голь

ко тогда, когда "'/ и а имеют одинаковое цикловое разложение

(т. е. одинаковое число ЦИКЛОВ каждой длины в своих разложе

ниях в произведение циклов с непересекающимися орбитами).

Указания.

а) T(CTICT2)t-1 = (TCTIt-1) (T CT2 t- 1).

б) Если а = 01, ... ,i,.) - ЦИКJI длины т, ТО тстт- 1

= (T(i1), ... ,Т(!с)).

Пример 5.3.4. Пусть

б = (~ ~ {

ст=(; ~ ~

Требуется найти (бст)100

Сначала находим

4 5 6 7 8 9 10)
2 4 7 5 3 6 10 '

4 5 6 7 8 9 10)
10 2 4 9 7 3 8 .

_ (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10)
дет = 4 9 7 10 8 2 6 5 1 3 = (5 8)(1 4 10 3 762 9)

(разложение в произведение циклов с непересекающимися орбита

ми). Поэтому

Так как (58)2 и (1 4 10 3 7629)8 - тождественные подстановки.

100 = 12·8 + 4, то

(бст)IОО = (1 4 10 3 7 6 2 9)4 =

(
1 2 3 4 5 6 7

= 7 10 9 6 5 4 1
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Задача 5.3.5. Найти разбиение на классы сопряженных элемен

тов для групп 8э . 84, 85.

Задача 5.3.6.

1) Группа 8" порождается транспозициями

(1 2), (1 :3),... (1 п)

(т. с. любой элемент группы 8" является произведением этих

транспоаиций) .

Указание. Если i, j 'f 1. то

(; j) = (1 п(1 Л(1 п·

2) Группа 8n , n ;;: :3, порождается транспозицией (1 2) и циклом

(12 ... п).

5.4. Чётность перестановок и подстановок

Будем говорить. что числа i и j в перестановке (... , .j.... .з, ... )
образуют инверсию, если число i расположено левее, чем j, но i > j
(в противном случае будем говорить. что числа .; и j расположены

в правильном порядке). ЯСНО, что сумма числа всех инверсией и

числа всех ПОрЯДКОВ в любой перестановке ИЗ n чисел 1\ 2\ ... ) 11,

п(п -1)
равна C,~ = ~~2--'

Пример 5.4.1. Число инверсий в перестановке (1.2,. ,п) равно

'n(п - 1)
нулю, в перестановке (п, n - 1, ... ,2 .. 1) равно --2--'

Удобный алгоритм подсчёта числа инверсий: считаем, сколь

ко инверсий образует 1 (все числа, находяшиеся левее), после чего

вычеркиваем 1 и переходим к 2 и т. Д.

Теорема 5.4.2. Транспозиция в лерестанояке меняет чётность

числа инверсий.
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Доказательство. Рассмотрим транспозицию элементов i и j:

(... ,i, ... j,.) ~ (... ,j, .... i.... )

Сначала рассмотрим случай «соседей):

(... ,i,j, ... ) ~ (. .. .з,« ... ).
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Так как при перестановке чисел i и j их отношение с числами, рас

положенными левее (как и правее) не изменяется, то число инверсий

изменяется на единицу (т. е. ±1), следовательно, чёгностъ числа ин

версий изменяется.

Если же между числами i и J находится k элементов, то после

довательно переставляя i с правыми соседними элементами k раз,

потом с j, затем перестявляя k раз элемент j с левыми соседними

элементами, мы, проведя k + 1 + k = 2k + 1 транспозиций соседних

элементов, осуществим транспозицию чисел i и j. Таким образом,

чётность изменилась. О

Следствие 5.4.3. Число чётных перестановак при n ;? 2 равно

n!
числу нечётных перестановак и равно 2'

Доказательство. Расположив все n! лерестановок, начиная, на

пример, с (1,2, ... , n), В список, в котором каждая следующая пере

становка получается из предыдущей одной транспозицией, мы видим,

что четные перестановки чередуются с нечётными, поэтому число

n!
чётных перестановак равно числу нечётных и равно 2'

Чётность подстановки

[п)
Зn

определяется как чётность суммы числа инверсий в верхней строчке

и числа инверсий в нижней строчке.

Предложение5.4.4. Чётность полсзэноекн а Е Sn не зависит от

её записи.
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Доказательство. Если

Глава 5. Попстнонкч. пеоес-еноькн

две записи лодстановки о Е SN, ТО, переходя конечным числом транс

позиции от перестановки (-il)"" 'ln) к перестановке и~"", 'i.:'J, пере

ставляя при ЭТОМ соответствующие «столбики»

приходим от нижней строчки (,,(i 1) , ... , "Оn)) к строчке

(,,(i~), ... , "U~)). Перестановка двух «столбиков" является транс

позицией в верхней и в нижней строчках, следовательно, меняется

чётность в верхней и в нижней строчках, в итоге чётность суммы

числа транспозиций в верхней и в нижней строчке при перестановке

двух «столбиков» не изменится. О

Замечание 5.4.5. Подстановка, обратная к чётной подстановке,

чётная. Действительно, если

чётная, ТО

jn)
'I"n

четная.

5.5. Чётность произведенияподстановок

D

Возможносгь использовать ПРОИЗ80ЛЬНУЮ запись подстановки

удобна для рассмотрения произведения.

С
1 '

п)

иl
2 Ci 2 11)

.11 Jn '/'2 j2 In .

откуда следует



5.5. Чётность произведения подствновок

Лемма 5.5.1 (о чётности произведения).
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о Т ит

ч ч ч

н ч н

ч н н

н н ч о

если а - четная подстановка,

Рассмотрим отображение

Е: Sn ~ {1,-1},

Е(и) = {1,
-11 если СУ - нечётная подстановка.

Замечание 5.5.2. Напомним, что {1, ~1} - коммутативная груп

па относительно операции произведения. Действительно, произведе

ние является операцией на {1, ~1}; эта операция ассоциативна и ком

мутативна; 1-нейтральный элемент; (1)-1 = 1, (~1)-I = -1.

Следствие 5.5.3. Если и, Т Е Sn, то:

,-(ит) = о(и),-(т)

(Т. е. и: Sn ---> {1, -1} - гомоморфизм групп);

Следствие 5.5.4. Если U = TI ... Т" - разложеиие подстаиовки

о Е Sn в произведение транспозущий Т], ... , Т", то ,-(и) = (~1)".

Доказательство. Отметим только, что если Т = (i j) - транспо-

зиция, то ,(и Л) = -1 О

Упражнение5.5.5. Е(иl

длины Т, т ): 2.
i,)) = (_1)"-1 для цикла и] i,)

Теорема 5.5.6. Чётные подстановкиАн являются группой (под-

IA"I -- =.!группой В группе подстановок Sn);' 2 при n ): 2.
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Доказательство. Так как произведение СУТ чётных подстановон

СУ, т Е Аn. является чётной подстановкой, то имеем операцию про

изведения на множестве Аn , которая ассоциативна. Тождественная

подстановка чётная и является нейтральным элементом в Ан. Если

о Е Аn , то мы уже отметили, что (7-1 Е Аn . D

Задача 5.5.7. Найти разбиение в классы сопряженныхэлементов

групп А4 • А".

Задача 5.5.8. Группа Аn , n ) 3, порожлается тройными циклами

(любой элемент группы Аn является произведением тройных циклов

и обратных к ним; обратный элемент к тройному циклу сам является

тройным циклом).

Указание. Чётная подстановка может быть представлена в виде

произведения четного числа транспозиций, при различных i, з, k

(i k)(i j) = (i j k),

при различных i, j. k, 1

(i j)(k 1) = (j k l)(i 1Л. О



Глава 6

Определители

квадратных матриц

6.1. Определители малых порядков

Рассматривая систему линейных уравнений

{
а ll Х ! + (112:);2 = Ь 1 ,

{},21:1;1 + 0,22:1:2 = Ь2,

для вычисления :"1 умножим первое уравнение на а22, второе урав

нение на -(],.12 и сложим их. Получим

Аналогично, для вычисления J:2 умножим первое уравнение на -0,21,

второе уравнение на «ц и сложим их. Получим

Если мы определителе", (2 х 2)-мuтриU,ы

(
0 11 (12)

0.21 (/,22

назовём число
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ТО В этом частном случае мы получим следующее утверждение (пра

вило Крамера для n = 2): если определитель квадратной системы

отличен от нуля, т. е.

1

0,11 0,121 = "'110,22 - а120т # О,
0,21 0,22

то система является определённой и для её единственного решения

справедливы формулы

Ib1 0,121 la11 Ь11
Ь2 а22 0.21 Ь2

Xl =
0,121 '

Х2 =
0,121'10,11 10,11

0,21 0,22 0,21 0,22

Непосредственная проверка показывает, что (Хl, Х2) - решение.

Упражнение 6.1.1. Проделать аналогичную процедуру в случае

n = 3.

Замечание 6.1.2. Очевидно, что определигели второго порядка

обладают следующими свойствами:

1) I~ 01 = 11 '

2) 10.11 0.121 = _10.21 0.221 ;
0.21 0,22 0,11 0,12

3) Iса.11 СЩ21 = с 10.11 Щ21 '
0.21 0,22 0,21 0.22

аналогично для второй строки;

0,121 I Ь 1
0,22 = 0,21

аналогично для второй строки;

(;21
0,22 ;

5) 0.121 = 10.11
0,22 0,12
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Наша ближайшая цель - построить общую теорию определите

лей квадратных (п х п)-матриц и привести многочисленные прило

жения определителей, в частности в системах линейных уравнений.

Отметим, что на начальном периоде теория определителей фор

мировалась параллельно с аксиоматической теорией площадей и объ

ёмов. Например. в декартовой системе координат на плоскости опре

делитель

I~~: :~~I
равен (ориентированной) площади параплелограмма. построенного на

векторах (а'11,Щ2) и (а21,а22).

6.2. Определителиквадратных (n Х n)-матриц

Пусть

А = (а
I 1

..

о,n1

квадратная (n х п)-матрица, й.ij Е К, где К - любое поле (например,

K=lR:.)
При п. = 1: lal = а Е К.

При '11.= 2 мы имеем

т. е. определитель (2 х 2)-матрицы является суммой двух слагаемых,

каждое из которых является произведением элементов матрицы, взя

тых по одному (и только одному) из каждой строки (столбца). при

этом знак определяется чётностью соответствующей подстановки ин

дексов:

+ [1.110.22, (~ ~) - четная подсгановка;

~ 0.120.21, (~ ~) - нечётная подсгаиовка.
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с этой «подсказкой- определим определитель квадратной матри

ЦЫ А как

IAI = L с(0')о.10'(1) ... о.,ю(п) ,
о:ЕSп

т. е. как сумму всех произведений элементов матрицы А, взятых

по одному (н только одному) из каждой строки и каждого столбца

(0.1"(1) - ИЗ 1-й строки и О'(1)-го столбца; ... , О'м(п) - из n-й строки

и О'(n)-го столбца), т. е. тех проиэведений , индексы которых дают

подстановку а Е Sn, при этом эти произведения берутся со знаком +
(с(а) = 1), если подсгановка а четная, и со знаком - (0(0') = -1),
если подстановка а нечётная.

Упражнение6.2.1. Если n = 3, А = (а;)) Е Мз(К), то

IAI = о.11 о.22 о.зз + 0.1з0.210.32 + 0.120.2з0.31 -

- аlза22а31 - 0.110.2з0.32 - 0.120.210.зз·

Мнемоническое правило: три произведения

входят со зна ком +; три произведения

входят СО зна КОМ -.

Упражнение 6.2.2. При n = 3, А = (aij) Е Мз(lR) в декарто

вой системе координат в lR?'l определитель IAI матрицы А равен орн

енгированному объёму параллелепипеда, построенного на векторах

(аl1,аI2,аI3), (о.21,а22,а.23) и (а.,н,а.'12,а.зз).
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Упражнение 6.2.3. Если А = (a;j) Е I\'lэ(JR), то все шесть слага

емых в разложении определителя третьего порядка IAj одновременно
не могут быть положительны.

6.3. Свойства определителя.

Базовые свойства 1-4

Свойство 1. Если

то

IEj = 1

Доказательство следует из следующего утверждения. D

Лемма 6.3.1.

.:::.. :::1 = о,11а.22· - . аnп·
апn

доказательство. Следует рассмотреть только те произведения,

входящие в определитель, которые из первого столбца содержат со

множителем al1 (остальные равны нулю). Вхождение сомножите

ля (J.jj занимает первую строку и первый столбец. Из второго столбца

(при уже занятой первой строчке) остаётся включить в произведе

ние 0.22 (остальные произведения равны нулю). Повторяя это рас

суждение, приходим к произведению {].110.22 . . П'n.n (остальные из 'п!

произведений все равны нулю).

Так как подстановка

2
2

17.)
'n

чётная, то ЭТО произведение ВХОДИТ со знаком +. D
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Следствие 6.3.2.

[

<IJ l
о

()

Н]2

а'2'2

()

Глава б. Определители квадратных матриц

.' а!n1

.... . а
2n

. ~ ()

о,n'/l

тогда и только тогда, когда все а,:.;. ::j=. О, 1 ~ 'i ( Л..

Задача 6.3.3. Чему равен определитель

("Н
0,111,-1

":'1:.~:.
а2n-l

О

(т. е. чему равен определитель. в котором все элементы ниже побоч

ной диагонали равны нулю)?

Свойство 2. Прн перестановке двух строк А; и Aj. 'i ~ j, мат

рицы А определитель меняет знак (iA'1 = - IAI, где А' - матрица,

полученная из матрицы А перестановкой двух строк).

Доказательство. Произведение [(Q)Ola(!) .. . Оnо{а) из !AI входит

также в IA'I, при этом новая подсгановка индексов о' отличается от о:

одной транспозицией i и j в верхней строке (номера строк), таким

образом, в о' имеем

поэтому [(Q') = -е(Q). D

Свойство 3. Если А: = сА; (т. е. i-я строка матрицы А умножена

на число с). то IA'I = clAI·

Доказательство. В каждое произведение, входящее в IA'I, из

'i.-Й строки входит ТоЛЬКо один сомножитель CUiu:(i), таким образом,

IA'I = clAI D

Упражнение 6.3.4. Если А Е l\'1,,(K), то !СА! = c"!AI



6.4. Вывод следствий ИЗ свойств 1-4

Свойство 4. Если

А; = (0,.;1, .. ,о,';n) = (Ь 1 , .. ,ьn ) + (сl, ... ,СП) = В + С
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(т. е. i-я строка в матрице А представлена суммой двух с грок), то IAI
равен сумме двух определителей IA'I+IA"I матриц А' и А", в которых

вместо i-й СТрОКИ А./: в А СТОЯТ соответственно строки В и С.

Доказательство. В каждое произведение

входит из ;-й строки А; только один сомножитель

Таким образом,

IAI = L с(а)ОIс«I) .. . Оiсф)' . О'па(n) =

Q'ES7~

= L e(a)o,l"(I)'" (Ь,,(;) + с"(п),,, Опа(n) =
CI:ESn

= L 0(0:)0,1"(1) ,'. Ь,,(;) . Оnо(п) +
o:ES...

+ L <:(0:)0'1"(1)'" с,,(;) ". о,na(n) =
O'ESn

= IA'I + IA"I· о

6.4. ВЫВОД следствий из свойств 1-4

Нам удобно следующие далее свойства выводить из «базовых»

свойств 1-4,

Свойство 5. Если А; = (О,., . , О), то 1;11 = О

Так как А; = О . А;, то IAI = О . IAI = О

Свойство 6. Пусть К = lR (или К - любое поле), Если ,; i .i и
А; = Aj , то IAI = О.
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1) Сначала приведем доказательство для случая К = JR (или для

поля К, спаг К 'f 2: из 20. = О следует а = О). Действительно, пере

ставляя строки А; и Aj, получаем IAI = -·IAI, 2fAI = о, и поэтому

IAI = О.

2) Приведём общее доказательство в случае любого поля К при

п ~ 2. Пусть i < j. Для каждой подстановки а, участвующей в вы

ражении определителя

L ~(a)al0:(1)'" tiia(-i.) ... ajc.:v.(j)' . аnО'(n) 1
QESn

рассмотрим подстановку

, (1
О: = а(l) аи)

j
a(i) (n )) = (a(-i) а(Л)а,

G:n

полученную из (, переменой местами чисел a{i) и аи) в нижней

строке канонической записи. Ясно, что Е(а') = ~ о(а). Так как

А,/: = A.i \ ТО a,/:k = a.ik Д.ТJЯ k = 1, _ . 1 'п, Q,-i,cx(j) = ajo:(j) , ajO'(i) = a'l:o{i)'

Поэтому

о(а)о.l"(I)'·'0.....,,(....) = -0(а')0.10:'(I) ... 0.....",( ....).

Если т = (,Уи) а(Л) Е Sn, то т2 = 1 и отношение а ~ {3 для

а', {3 Е Sn' где СУ ~ {3 означает, что с, = (3 или а = т{3, является

отношением эквивалентности. Действительно,

а) а ~ а;

б) а ~ (3 = 13 ~ СУ

(если СУ = (3. это очевидно; если о = т(3, ТО (3 = та, так как т2 = 1);

(имеем четыре случая

1) й = (3, ;з <: поэтому СУ = 'у:

2) СУ = т(3, 3 = ~/, поэтому СУ = Т,:

3) 0'= (3, ,3 = T~i, поэтому о' = Т,;
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4) а = тfз, (J = т/, поэтому а = т2, = А,:

и поэтому а ~ '1).
Таким образом, разбиение на классы эквивалентных элементов

при водит к разбиению на непересекающиеся классы {а, о' = то}.

При п. ~ 2 сумма .,,! чётного числа слагаемых разбивается на суммы

пар слагаемых по подстановке (1: и по подсгановке о', равные нулю;

поскольку эти два слагаемые отличаются знаком. D

Свойство 7. Если от квадратной матрицы А переходим к мат

рице А' с помощью элементарного преобразования /-го типа А: =

=A;+cAj , i /j, сЕ К. то IA'I = IAI·
Действительно, разлагая определитель IA'I в сумму двух опреде

лителей (по -i-й строке), мы получаем IAI и нулевой определитель,

в котором после вынесения из i-й строки числа с имеем две одина

ковые строки (А; на месте I-й строки и А; на своём j-M месте).

6.5. Линейная комбинация строк

в линейном пространствестрок К"

Если

0,1 = (0,11,. '; 0.10))'" j 0,1' = (0.1'1)"'; 0,,..11.) Е К"

и

k: 1.... , k:,. Е К,

ТО можно образовать линейную комбинацию строк

~ k:;a; = k,a, + .. + k,.a,. = (~k:ja;l" ",~ k:ia1n) Е !СП.

здесь на j-M месте стоит элемент

Lkiai'J'
1=1

Свойство 8. Если найдётся строка A i , являющаяся линейной

комбинацией остальных строк квадратной матрицы А, то IAj = О.
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Действительно, если

Глава 6. Определители квадратных матриц

А., = Lk,A"
1=1
14;

то, разлагая определитель IAI в сумму (n-l) определителейи вынося

в каждом из слагаемых-определителейиз l-й строки ЧИСЛО k" полу

чаем определители с двумя одинаковыми строчками (на месте i-й

строки стоит строка Aj, на месте j-й строки стоит строка A j), О

Определение 6.5.1. Если А = (a.;.j) - квадратная (n х n)-матри

ца, 1'0 (n х n)-матрица А* = (b·ij ) , b'ij = a)'i, называется матрицей,

полученной транспонированием из матрицы А (т, е, симметрией от

носительно диагонали).

Теорема 6.5.2. IA*I = IAI (определитель квадратиой матрицы не

меняется при транспонировании).

Доказательство. Каждый член 0,1,>(1) .. . о,nо«n) определителя

IAI = L с(сх)о,l"(I) '" о,м(n)
o:ESn

входит в определитель IA*I транспонированной матрицы А', при этом

со знаком, определяемым подстановкой

сх(n)) .
n

Так как ё(n) = E(ni ) , то в итоге мы имеем IA'I = IAI. о

Следствие 6.5.3. Свойства 1-8 выполняются и для столбцов

определителя IAI квадратной (п х п)-матрицы А.

Действительно, при переходе от матрицы А к транспонированной

матрице А' строки превращаются в столбцы, а столбцы - в строки.

Преобразования строк транспонированной матрицы А* соответству

ют преобразованиям столбцов матрицы А.
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6.6. Вычисление определителей

Определение определителя

]AI = I:: C((\:)Olo:(,,)'" О"С«")
ctES"

[33

как суммы n! слагаемых-произведений плохо пригодно для реальных

вычислений при больших n. В теоретическом плане важно отметить,

что определитель IAI является многочленом ОТ '11,2 переменных G.i.j,

в котором мономы входят С коэффициентами ±1. Отметим лишь од

но из следствий этого факта: если Q.·ij = Q.ij(X) являются дифферен

цируемыми функциями от переменной Х, то определитель IAI так

же является дифференцируемой функцией от х, поскольку суммы и

произведения дифференцируемых функций являются дифференциру

емыми функциями.

Теорема 6.6.1. Пусть от квадратной (11, х n)-матрицы А = (aij)

элементарнымипреобразованиями]-го и 2-го типа (t преобразований

2-го типа) мы пришли к треугольной матрице

_ (a~l а22
А= .

О

(все элементы ниже диагонали равны нулю; любая ступенчатая мат

рица. очевидно. является треугольной). Тогда

IAI = (-1)'0'11'" 0."".

доказательство. Так как

1.4] = (-l)']AI,

то

IA] = (-1)'1;\1 = (-l)'o.ll ... a,m О
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6.7. Характеризацияфункции определителя

матрицы базовыми свойствами

Теорема 6.7.1 (о единственности функции с базовыми свой

ствами 1-4 определителя). Пусть ФУНКЦИЯ F, сопоставляющ~

/(ilЖ/UJii /ilJilДРilТ/ЮЙ (11 Х n)-матрице А Е IYI"rJR;j LЧИСЛОI F(A) Е~
УДОНJ1CТ/JOрястба"ОfJЫМ свойствам 1-4 ФУНКЦИИ оfrpедел!rтеля. Тогда

Р(;\) С_ 1111, т. с. ФУI1/(/ЩЯ определителя IAI однозначно определяется

с/mйстнами \-4.

Докаэательство. Приведём (n х n)-матрицу А к треугольному

виду

элементарными преобразованиями строк 1-го и 2-го типа (t преобра

зовании 2-го типа). Тогда

F(A) = (-l)'F(A),

следовательно,

F(A) = (-l)'F(A).

далее, ВЫНОСЯ элемент (],nn ИЗ n-й строки и создавая О над ним,

получаем

(
О 1 1

F(A) = ii""F ~
] (

О Н

* .
= аnnР :

аП-Ь"-1 1 ~

Продолжая это рассуждение, получаем

Итак,

F(A) = (-1)'F(A) = (-l)"йн, ап" = 1.4.1· о
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6.8. Сведение вычисления определителя

к определителямменьшего порядка

Определение 6.8.1 (дополняющие миноры и алгебраические

дополнения). Зафиксируем элемент Q.ij квадратной (Н х n)-матрицы

А = (lLij). Вычеркивая в определителе IAI j-Ю строку и j-й столбец

(проходящие через (J.ij) , получаем определитель Лifij матрицы поряд

ка (n - 1) х (71, - 1), называемый (дополняющим) минором элемен

та a';j. Алгебраическим дополнением элемента ai,j называется число

A ij = (-l)i+jМ'ij.

Замечание 6.8.2. Имеем n 2 (дополняющих) миноров Мц .

Лемма 6,8.3.

0.11 а а

10.22 0.2"1а2! 0,22 а2n ..... = а!!Аl!! = allA!!.= 011 .

Оn2 о,nn

ан! (/,n2 о.nn

Доказательство. Каждый член определителя вида

(все остальные заведомо равны нулю) входит в правую часть дока

зываемого равенства, при этом с тем же знаком:

п )
о(n) =

n) ( 1
cv(п) = ё (у(2) - 1

Следствие 6.8.4.

0,12 aln

а (1.22 а2n

= ,," А 1! '

а аn2 о.nn
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Лемма 6.8.5.

]АI = О

Глава 6. Определители квадратных матриu

alA:-l й,н: o,lk+l a.l n

О Q,'ik О О = a'i},,~A'iI.~.

Q,nk-l o.nk ank+l анн

Доказательство. Перестявляя последовагельно 'i-ю строку (' -1)
раз с (i - 1) строками, СТОЯЩИМИ над ней, а затем переетавляя по

следовательно k-й столбец (k -1) раз с (k -1) столбцами, стоящими

левее его, получаем

«и. О О О О

]АI = (_l)(i-l)+(k-l)
аа all O,llc-l O,lk+l (J.ln

. . . . . . . . . . .
о.nА: anl a'nk-l G.n k + l о.n11

Теорема 6.8.6 (разложение определителя по i-й строке и по

j-My столбцу, 1 :( i, j :( n).

1) IAj = ailAil + + a,inAin (=t a,ijA;j);

2) IAI =ЩjА 1j + ... + unjAnj (= t UijAi])'

'~=l

Доказательство.

1) Поскольку

(o.iJ" ., ain) = (o.·il, о, ... ,О) + ... + (о, .... О, ai,,),

то, применяя лемму 6.8.5, получаем

О aij О

* I

n

О = LщjАij .
j=1

2) Так как IAI = [А"], то разложение по j-й строке для IA*I
является разложением по j-My столбцу для IAI. D
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Теорема 6.8.7 (о фальшивом разложении по i-й строке и по

j-My столбцу).

1) Прн : 01 k

L (J,i.iAk.i = (J,·i.1 AH + ... + (J,'i:nAkn = О
.i=1

(сумма произведений элементов Q,'j 'i-й строки на алгебраиче

ские дополнения A k j элементов «чужой» k-й строки при 'i 01 k
равна нулю);

2) при j 01 k

L o,ijAi k = o,l jA1k + ... + o,njAn k = О
'i.=1

(сумма произведений элементов Q.ij j -го сталбца на алгебраи

ческие дополнения A ik элементав «чужого. k-ro столбца при

j 01 k равна нулю).

Докаэательство.

1)

ай щn i

La;jAkj = * = о
.i=1 0--i.1 оь. '"

(разложение по. k-й строке опрелелигеля. пал учен наго. из исходного.

заменой k-j1 страки на 'i-ю и равного О, поскольку в нём имеется две

одинаковые строки, 'i-я и k-я).

2) При меняя 1) к фальшивому разложсиню по. строке дЛЯ IA'I,
[А'[ = [AI, палучаем фальшивое разложение по столбцу дЛЯ [AI. о

Пример 6.8.8. Найти определитель
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а) По определению,

Г.лава 6. Определители квадратных матриц

6 = ] . 3 . 2 -1- 2 . :З . ] -1- 2 . 1 . :З - :! . :! . 3 - 1 . ] . 1 - 2 . 2 . 2 = -18.

б) Разлагая по первой СТРOl<е, получаем .

В) Используя элементарные преобразования строк, имеем

(; ~~) (~-~ -~) (~-~ -~) (~
3 1 2 3 1 2 О -5 -7 О

2
-1
О

-~) ,
18

и мы пришли к треугольному виду. При этом мы применяли только

преобразования ]-го типа, не меняющие определитель. Следователь

но, 6 = -18.

Пример 6.8.9. Найти определитель

2 5 -3 -2

6=
-2 -3 2 -5

1 3 -2 2
-1 -6 4 3

Используем элементарные преобразования строк, оставляя неиз

мен ной третью строку:

о -1 1 -6 О -1 1 -6 О -1 1 -6

6->
-2 -3 2 -5 О 3 -2 -1 О 3 -2 -1

1 з -2 2 1 3 -2 2 1 3 -2 2
-1 -6 4 3 -6 4 3 О -3 2 5

Мы применяли только преобразования 1-го типа, не меняющие опре

дел итель. Применяя разложение последнего определителя по перво

му столбцу, имеем
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Пример 6.8.10 (вычислениеопределителяп-го порядка с по

мощью рекуррентногосоотношения). Найти определитель

9 5 О О

4 9 5 О

6п = О 4 9 5

О О О О

о о

о о

о о

4 9

Разложим определитель по первой строке:

6
"

= 9· 6п- 1 + (-1)· 5·6 = 9 ·6"-1 + (-5) ·4· 6,,-2

(В соответствующемминоре 6 мы применим разложение по первому

столбцу). Если учесть, что 61 = 9 и 62 = 61. полученная рекур

рентная формула позволяет вычислить 6" для любого n. Нетрудно

убедиться, что 6" = 5,,+1 - 4"Н (это можно доказать, например,

индукцией по '11).

Задача 6.8.11. Вычислить определители порядка '11:

а)

о о 1
О 1 О

о о

(все элементы вне побочной диагонали равны О. а на побочной

диагонали стоят 1).

б)

1 2 3 '11-2 '11-1 11

2 3 4 '11-1 п п

3 4 5 n 71 п

п. '11 '11 п. n. '11

Упражнение 6.8.12 (игра в определитель). Играют два участ

ника. расставляя по очереди числа 1, 2, 3. 4, 5, 6, 7, 8. 9 без повто

рений в хачестве элементов матрицы 3 х ;,. Один из участников (1)
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стремится в итоге получить положительный определитель, а дру

['ОЙ (ll) - отрицатсэп.ный. Чтобы уравнять шансы, играется две пар

тии: в первой партии первый ход делает участник 1, а во второй

участник 11. После этих двух партий значения полученных определи

телей складываются. Если получилось положительное число, то вы

играл участник Г, если отрицательное число, то выиграл участник П,

если нуль, то ничья. Покажиге. что сумма всех 9! определителей,

возможных в этой игре, равна нулю.

Теорема 6.8.13 (об определителес углом нулей).

ICI = I~ ~I = IAIIBI,

где А Е Mn(I<J, и Е Мn,m.(К), О Е Мm.n(К) - нулевая (т Х n)-мат

рние, В Е Мm.(К).

Доказательство. Проведём индукцию по n. Начало индукции

11. = 1 рассмотрено в лемме 6.8.3. Пусть n ;,: 2 и утверждение вер

но для всех 11.' < n. Разложим наш определитель ICI по первому

столбцу:

Так как по индуктивному предположению для 111;.1

где

~I
М/1 - дополняющий минор элемента o,il в матрице А, то

ICI = LCtilC;1 = L Cta ( - l У+ 1 М; , I В I =

;~!i~l = ( t Oi!A;!) IBI = IAIIBI. о
1=1
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Следствие 6.8.14. Пусть A i • 1 ,;; .; ,;; г, -/{вадратные матрицы.

Тогда

о

о
А,.

Упражнение 6.8.15 (теорема Лапласа). Если /v! - минор (т. е.

опрелелигель матрицы). проходящий через k; строк с номерам к

'il, ... ,ik и k столбцов с номерами п, ... .з», k) 1, ТО дополни

тельный минор JV! определяется как определитель, получаемый вы

чёркиванием строк i], ... , ik И столбцов :i], ... ,:ik. Алгебраическое

дополнение минора М определяется следующим образом; ,

А(М) = (-1){;1+..+;k)+(j, + ..+j,,) JV!.

Если А = (a;j) Е Мп(К), 1';; k Е 1\1, i], ... ,ik - эафиксированные

номера k строк, то определитель IAI равен сумме всех проиэведений

МА(М), где М пробегает все c~ миноров, проходящих через строки

с номерами i 1 ; · · . ) ik.

Частными случаями теоремы Лапласа являются теорема о разло

жении по строке (k = 1) к теорема об определителе с углом нулей.

Теорема 6.8.16 (правило Крамера). для квадратной системы

линейных уравнений (O;j 111;) С (71 Х 71)-матрицей А = (o..;j) имеем:

1) система является определённой тогда 11 ТОЛЬКО тогда, когда

IAI #0;

2) в этом случае (т. е. если IAI # О) это единственное решение

(k 1 , - ., k n ) имеет следующий вид для :i = 1, __ , '17:

D j

k:'=15'

где

D = IAI.
о, = 1 (/11

(}nl r:J (/[" 1-
({nп
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определитель, полученный из определителя IAI путём замены

j -со столбца на столбец

свободных членов системы.

Доказательство.

1) Приведя элементарными преобразованиями систему к ступен

чатому виду (O.ij, Ь;) со ступенчатой матрицей А = (ii;j), из критерия

определённости квадратной системы имеем: система (aij, b-i,) является
определённой тогда и только тогда, когда ступенчатая матрица

A~(T
0,12 :::)а22

о апn

треугольная с иенулевыми элементами по диагонали, аll "f О,

0.22 "f О,.. , О' nn "f О, т. е.

IAI = (-l)'IАI = (-l)'iil1 ... о.nn "f О.

2) Если ("'1, ... , "'n) - единсгвсниое решение нашей системы,

ТО, умножая }-е уравненне на A.1j , 'i,-e - на A';j' 'П,-е - на Ан) и скла

дывая, получаем

(). "'1 + ... + Dkj + ... + (). "'" = IJjA jj + ." + ЬпАn; = D j .

D
Итак, Dkj = D j • D "f О, поэтому "') = ~.

Второе доказательство утверждения 2). Покажем , что

D
("'1 •. " "',,), где "'j = ~. является решением.
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Действительно, подставим строчку (k1, . • "") в ь-е уравнение
n

2: (J,i.jXj = Ь(
j=1

n n

L о,и L bkAk)
j=1 ~~=l

D

D

D j = t bkAkj, а также при k = i разложение
k=l n

при k i' i фальшивое разложение L o,ijAkj = О.
j=1

Мы использовали разложение определителя D) по j-My столбцу
п

L o,ijAij D и
з=1

Из теоремы Крамера можно вывести полезные следствия.

Следствие 6.8.17. Если квадратная система линейных уравнений

(n уравнений с n неизвестными) не имеет решения, то определитель

матрицы её коэффициентов равен нулю.

Доказательство. Если IAI = l(rЧj)1 i' О, то по правилу Крамера

система имеет решение. D

Следствие 6.8.18. Если кеелрглнея система линейныхуравнений

(n уравнений с ·п неизвестными) имеет более чем одно решение, то

определитель матрицы её коэффициентов равен нулю.

Доказательство. Если IAI = 1(0.1))1 i о, то по правилу Крамера

система имеет единственное решение. D

Следствие 6.8.19. Однородная квадратная система линейных

уравнений (n уравнений сп нензнесгнынн; имеет ненулевое решение

тогда и только тогда, когда определитель матрицы её коэффициентов

равен нулю.

Следствие 6.8.20. Если коэффициенты квадратной системы

пии) и свободгше члены b;(t.) являются непрерывными функциями

от [., то в силу правила Крамера конпоненлы "'-; решения (k[, ... , "'-")
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ЯВЛЯЮТСЯ рациональными дробями от переменных {ai.j ~ lJ i } с целыми

коэффициентами и поэтому являются непрерывными функциями от t
в некоюэоё окрестности точки to Е IR:., где 100;"j(to)1 # О,

Задача 6.8.21. Пусть A,B,C,D Е !I1п (К ) , ~ P.><fktO AJJ:> 'L~o

1) I~ ~I = IAIIDI-IBIICI;

2) I~ ~I = IA+ BIIA - Bli
•

Задача 6.8.22. Показать (разлагая по последнему столбцу), что

х О О О "о
-1 :г, О О 0,1

О -1 х О "2 ... + аnх
n.

="о+ЩХ+

О () () :1: 0.11,-1

О () О ... -1 n'n

Задача 6.8.23. Пусть /(",) = (01 - :r.)(C2 - х) ... (Сп - х), а ! Ь

Тогда

11 n (l.

/, (:1 n а

".,f(l,) - ЬЛа)
/1 /, а =(':1

n-Ь

... Сп.

3ПдНЧО 6.8.24. Вычислить определитель порядка 17

ТI

п.

(элементы на главной диагонали равны 'п, все остальные элементы

равны 1),
Ответ. (2'1/. - 1)(17 - 1)n-1
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Задача 6.8.25. Доказать (разлагая по строке и получая рекур

рентное соотношение). что

а О О Ь

о а Ь О

о Ь а О

Ь о о а

где n = 2k - размер матрицы.

6.9. Определитель Вандермонда

Теорема 6.9.1.

V(al, ... ,an.)=

п (а; - щ), al, .... lLn Е К.
l~j<'i~n

Доказательство. Проведём индукцию по n (начало индукции

n = 2). Пусть утверждение верно для п' < n. Тогда, применяя эле

ментарные преобразования столбцов An-аU-ln-l, An.-l-a,.4n-2, .
.42 - (1,1.41 И предположение индукции, получаем

V(al'" .. аn ) =

о,n

о

а;,;-2(о.2 - 0.1)

((1.n -(1.1)
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= I(а2 ~ (1)

(а" ~(1)

o,z-2(a2 ~ Щ)I =

0,:~-2(a" - fll)

(fl
n_fl l

)11 02

1 а n п-2
аn

-n-1

= П(о.k - щ)V(а2, ... ,0.") =
k=2

=П(аk-а 1 ) П (0,;-0'1)= П (a;-aj). о
ko:=:2 2~j<i~n l:S:;j<'i::;:n

Следствие 6.9.2. V(Щ, ... , о.п) t о тогда и только тогда, когда

и.; t o.j прн л t j (т. е. когда все элементы 0.1,0.2, ... ,а" различны).

Теорема 6.9.3 (интерполяционнаяформула Лагранжа).

1) Если 0,1, ... , ап - различные элементы поля К, Ь1 , . . . , Ь" - лю

бые элементы поля К, то существует и единствеиный много

член J(x) Е К[х] такой, что degJ(~,) ,;; n ~ 1 и J(a.;) = Ь, дЛЯ

всех 1,;; '';; n (здесь degJ(x) - степень многочлена I(:r)).

2) Этот многочлен имеет вид

.f(x) = t Ь, (Т - Щ) .. (:;=-;;:;) (:1' - оп)
'=1 (а; - (1) ... (0;=-;;) (а.; - а,,)

(здесь (:~:), (a;=-;i) означает, что эти множители не ВХОДЯТ
в произведения).

3) Инлерполяинонный многочлен .f(x) Е К[.т], deg ( 11 - 1,
ДЛЯ которого .!"(ai) = IJ'i. i = 1, ... , п; можно находить методом

Ньютона в виде

лх) =

= ,\[) + /\1 (:1' - 0.1) + .\2(Х - о.l)(Т ~ 0.2) + ... + .\,,-1П (х - П,),
{~1
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в равенстве

при этом коэффнинензы определяются последовательно: при

:1' = а] имеем /)1 = /(аl) = '\0, т. е . .\0 = /)1; при :]; = 0.2 имеем

/)2 = /(0.2) = /)1 + .\1(0.2 - 0.1), т. е . .\1 = (/)2 - /)1)/(а2 - 0.1);'
при ::с = аn-1 получаем

n-2

и,,-1 = .\0 + .\1(о.n-l - Щ) + ... + .\n-2 П (о.n-l - 0.;)
·i=1

и нехолнн .\n-2 (коэффициент при .\n-2 отнчен от нуля); по
'11-1

лаган л: = а.«, имеем коэффниненг П (аn - а;) # о при .\n-l
·i=l

n-l
/)n =.\0 + .\1(о.n -аl) + ... +.\n-l П(аn -а;)

'i.=1

и находим Лn-l.

Доказательство.

1) Будем искать многочлен

j'(x) = [с + .flX + ... + /n_l:гn-\

где [с, /1 •.... }:,,-1 - неизвестные коэффициенты (элементы поля К),

такой, что

I(an) = /0+ /1аn + ... + In_la~:-1 = /)n'

Определитель эТОЙ системы

1/("1... а,,) = 111 аl
оп

п (а; - Uj) # о,
1"f{,.i<i."f{,n

поскольку все элементы 0,1: ... 1 й,,7. различны. Поэтому такой много

член I (:,,) существует (и единственный).
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2) Очевидно, что приведённый многочлен в форме Лагранэка

l(х) = t Ь; СУ - 01) . . (;=-;;:;) .. (х - оп)
;=1 (а; - 01)." (0;=-;;;) . . (о.; - о,,)

Упражнение 6.9.5. Пусть А = (и.;;) Е M,,(IR),
щ, Ь; Е IR. Тогда

удовлетворяет двум условиям:

deg l(а;) :( n - 1;

1(0,·;) = Ь,., i = 1,2, ... , n.

3) Многочлен 1(:1;) в форме Ньютона удовлетворяет двум услови-

ям:

deg.f(x):( n -1;

l(а.;)=Ь;, i=1,2, . . ,n. О

Упражнение 6.9.4. Пусть О :( "1 < "2 < < ь; Е Z,

0< а! < 02 < ... < а" Е IR, А = (а.;;). где а;; = a~j. Тогда IAI > о.

1
где a'ij = ai + b

j
,

П (а; - о;)(Ь; - Ь;)

IAI = 1;:;;<;;:;n"

П(о;+Ьj )
'/.,]=1



Глава 7

Линейные преобразования

линейных пространств

столбцов, задаваемые

(прямоугольной) матрицей

Рассмотрим линейные пространства столбцов над полем К (на

пример, над полем IR действительных чисел)

и = К" = {х = С,)1У; Е к),

v = кт = { у = (::.) 1//; Е к )

Каждая (/11 Х n)-матрица F = (Ji)) , ji} Е К, эадаёт отображение

j: и ~ 1/,

(
.Yl)

j(X) = у = •
Ут
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для всех

где

Глава 7. Линейные прео6разования

(J'.I.) =ХЕ и= к»,

ХН

.у1 = jl1 Xl + ... + jl",,.,,,

Теорема 7.0.6. Отображение

j: U = к» -> V = к»,

задаваемое прямоугольной (т х n)-матрицей F = (J.ij), обладает сле

дующими свойствами:

1) j(X + Х') = j(X) + ЛХ') дЛЯ всех Х, Х' Е И;

2) j(c:X) = сЛХ) для всех с Е К, Х Е И.

Доказательство. для

Х=

имеем

(
Х l + X'J)

Х+Х'= :

:[;n ~ :r:~J. '

Применяя отображение j, определяемое прямоугольной матрицей

F = (fi.j) , к Х + Х' и сХ, соответственно получаем

ЛХ + Х') = ЛХ) + j(X'). ЛсХ) = cj(X). О

Замечание 7.0.7. Отображение j: U ..., 11 из одного линейного

пространства U в другое линейное пространство V, удовлетворяющее

свойствам

1) j(X + Х') = j(X) + ЛХ') дЛЯ всех Х. х' Е и,

2) Лс:Х) = cf(X) для всех с Е К. Х Е И,
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называется линеиным отображением (преобразованием). Тем са

МЫМ МЫ показали, ЧТО отображение, задаваемое прямоугольной

('177 Х n)-матриuей F = (fij), определяет линейное преобразование

соответствующихлинейных пространств столбцов:

1': И = ЙN -> V = к».

Пример 7.0,8. Если m. = 1, то имеем линейную функцию

из И = к» В ](1 = К

Пример 7.0.9. Поворот плоскости вокруг точки (О, О) на угол а

является линейным отображением1': ffi;2 -> ffi;2, задаваемым матрицей

поворота

-Sina) .
COS й.

Теорема 7.0.10 (об однозначной определяемости матрицы, за

дающей линейное отображение столбцов). Пусть

-': И = к» -> V = Й'", 9: И = к» -> V = йт -

два линейных отображения, задаваемых ('177 хn)-матрицами F = (fi.j)
и с = (9;j) соответственно. Тогда .f = 9 в том и только в том случае,

когда F = С (т. е. 1'ij = 9;j для всех i, j).

Доказательство.

1) Если F = С, ТО ясно, что l' = 9.

2) Пусть .f = 9. Рассмотрим
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где 1 СТОИТ в j-й строке, а остальные элементы равны нулю. Тогда

[
/I

1J [91))
С, ~ 11',) ~ '(',) ~ ,,'

f'IТl.] 9т)

поэтому для любого j имеем lij = 9i), т. е. F = (j:i)) = (9,)) = G О

Теорема 7.0.11 (о задании любого линейного отображения ли

нейных пространств столбцов матрицей). ПУСТЬ

1: И = К" ---. v = Кт -

лннейное отображенне лннгйных пространств столбцов, т. е.

1) I(X + Х') = f(X) + f(X') дЛЯ всех Х, Х' Е И,

2) l(cX) = c/(X) для всех с Е К, Х Е И.

Тогда найдётся (и единственная) (т Х n)-матрица F = (j:ij) такая,

что определяемое с её ПОМОЩЬЮ линейное отображение совпадает

с яннейнын отображением 1.

Доказательство. Пусть

Получили (т. х n)-матрицу F = Ui)).
для любого

("1)Х = .. Е И =К"
.1".

имеем

Х = :J:lel + ... + ·7:nеn ·
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Тогда

Т. е.

[53

=1;[ (fJ[) +... +;};n (fln) ,
1ml fmn

У] = .fll;};l + ... + .fl"Jn,

Ут. = ]т.lХl +. .+ fmnxn.

Итак, линейное отображение f задаётся ('171 х n)-матрицей F = Uij).
Как мы показали, матрица F = (fij) определена однозначно. D

7.1. Произведение линейных отображений

Теорема 7.1.1. Если кй, KV, кТ,у' -г лннеяные пространства над

полем К,

uLvi',\,y'.
/ и .'1 - линейные отображения линейных пространств, то их произ

ведение

является линейным отображением.

Доказательство. Пусть ·и.,щ,"I12 Ее ки И ,\ Ее К, Тогда

/.«'] + (2) = (gЛ("U] +(2) = У(/(ll] +и2)) =

= .'1(/(Щ) + /("112)) = r;(/("'l)) + .'1(/(11.2)) = /1.(11.]) + /1(n2);

//(,\'1/) = (.r;Л('\u) = .'1(/('\1.1)) = g('\I(u)) = '\(..'1(/("'))) = >'/1(11.) D

7.2. Матрица произведения линейных

отображений пространств столбцов

Если И = к-. V = к», w = к; - пространства столбцов над

полем К, линейное отображение .f: к» ~ [(m задаётся ('171 Х n)-мат-
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рицей F = Uij), линейное отображение 9: кт ---; К' задаётся

(Т Хlл,)-матрицей G = (9',1), то вычислим однозначно определённую

матрицу линейного отображения 1), = 9/: к» ---; К"',

Пусть

(

.91)
у= :

Уm,

Х = (Xl) Е к»,
Хn

= j(X) Е кт, Z = (Zl) = 9(У) Е КС ,
Z"

Тогда для 1 ~ k: ~ '1'

Ч, = f у!:(!};, = f 9k,i,( t /;1,'7;/) = f t 9kJ"t XI, =
'/.=1 '1.=1 l=l ,t=l l=1

(;) t f 9ki!iIX/ = t (f 9kJ il ) Х/ = t I!kl x /,
{=1 '1.=1 [=1 ,t=l 1=1

где

I!k/ = 2:,9kJil = 9klЛ' +", + 9kmJml,
,t=1

т, е, матрицей линейного отображения /1, = 9/ является (Т Х n)-мат

рица Н = (11",1),
Замечание (*), Использованное в доказательстве равенство

означает разный порядок суммирования элементов прямоугольной

('111 Х п)-матрицы (-у;/) Е I\iJm,n(K) ,
Это вычисление приводит нас к следующему определению произ

ведения согласованных по размеру матриц,

Определение 7.2.1. Пусть

G = (9;,1) Е М,m(К), F = Ui,1) Е Мщп(К)-
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прямоугольные матрицы согласованных размеров (т. е. длина т стро

ки матрицы С совпадает с длиной т столбца матрицы Р). Тогда

определим произведение Н = CF как (Т х n)-матрицу Н = (1J.kI), где

нн = 2::: яыГн = .'Ikl Гll + ... + 9kmJml.
i=l

Таким образом, нами фактически доказана

Теорема 7.2.2. Для диаграммы

с линейными отображениями, задаваемыми матрицами F = Uij) Е

Е Мm,n(К) и С = (9i.j) Е М,.,m(К) соответственно, произведение

IL=9j:k"--+k'

является пннейным отображением, задаваемым матрицей Н = (I'';j) ,
являющейся произведением Н = СР матриц линейных отображений

СиF. О



Глава 8

Алгебра матриц

8.1. Линейное пространство Мт,n(К)

прямоугольных матриц размера m х n

Через Ы1,п;" (К) обозначим совокупность всех прямоугольных мат

риц над полем К фиксированного размера пь Х n (ДЛЯ краткости

обозначения, !vI,,(K) = Мп,п(К) - совокупность всех квадратных

(n Х 1) )-матриц). Как для пространства строк К" = M1,n(K) И для

пространства столбцов Й" = 1\;ln,I(K), так и для М.",,,,.(К) определе

ны операции сложения матриц

с = А + 1J (С;; = 0,,; + 1>;; для каждого места и,л)

и имн.ожения матрицы на число с Е К

J) = сА ((1,; = са;; для каждого места (i,j)).

К"" н дМ, совокупности строк К" = M1,,,(K), так и для 1\1",.,,(K)
!1l'IIОС!Н'ЛСТlН'I-IНО проверяется выполнение всех аксиом линейного

llpOrTpaJICTE3(;1 (13 частности, нейтральным элементом в .f\'1 I1 I"n(J{ ) будет

пулсвая магсипа О с нулями на всех местах, -А = (-1).4).

8.2. Произведение матриц

Если

.4 = ((),и) Е М,.'" (К), В = (1);1) Е 1\1",,0(К)
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то мы определили их произведение

АВ = U = (ии) Е М"n(К),

полагая

157

'Щ.l = 2::= Q.jk:bk/,

k~1

(т, е, элемент матрицы АВ, стоящий на пересечении ;-й строки и

j-ro столбца получается «умножением» ;-й строки (длины т) матри

цы А на j-й столбец (длины т) матрицы В). Таким образом, условие

возможности перемножить две прямоугольные матрицы А и В за

илючается в ТОМ, что длина строк левого множителя А совпадает

с длиной столбцов правого множителя В.

Примеры вычисления произведенияАВ

Пример 8.2.1.

(~ ,~,) (~ .~) = (~ т7n), т, п Е Z.

Пример 8.2.2.

(/;:1 kn ) (11) = (/;:111 + ... /;:n1n) Е М 1 (К) = К
ln

Пример 8.2.3.

-10
-5
15(

2 -1) (1 ~5 -2) (-1
_~ ~ 3 О 4 = ~

( 2-1)
(

1 -5 -2) 1 О = ( 3
.; О 4 -3 4 -6

-8)-2
22

-9)
13 .

Пример 8.2.4. Пусть

(: О

:)
1

Е,. Е М,(К)

() ()
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(единичная матрица размера 'Т х т), А Е ]\1",т(К) , тогда Е,.А = А,

АЕт = А. В частности, если Е = Ео., А Е Мо.(К), то ЕА = А = АЕ.

8.3. Матричные единицы E i j

Обозначим через Е;,,} матрицу, в которой на пересечении ;-й стро

ки и .1-ro столбца стоит 1, а на всех остальных местах стоит о. Тогда

в l\IIo.(K) имеем

{
Еа ,

E;jEkl =
О (нулевая матрица),

если .1 = k,

если .1 l' k

если .1 = к,

если.1 l' k

символ Кронекерау.

Важные следствия умножения матричных единиц

Следствие 8.3.1. Так как в М'n,(К) при '11, ? 2

ТО:

а) умножение матриц чекоммутативчо:

б) имеются делители нуля (ненулеВbJе элементы, произведение ко

торых равно нулю).

Задача 8.3.2. Найти в J\!Io.(K) все делители нуля. Точнее, дока

зать, что для А Е Мо.(К) следующие условия равносильны:

1) АХ = О для некоторой матрицы 0'1 Х Е Мп(К);

2) уА = О для неко-горой матрицы 0'1 у Е Мо.(К);

3) IAI =0,



8.3. Матричные единиuы Ei j

Матрицы элементарных преобразований

Следствие 8.3.3. Пусть с Е К, '; i У, 11

eij = Е + сЕ;; Е J\'I",(K)
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(в этой матрице в отличие от единичной матрицы на месте и, j) вне

диагонали стоит с). Ясно, что leijl = 1.

а) Если i i у, е;) Е М",(К) и А Е !VIm.,n(К), то матрица А' =
получается из матрицы А элементарным преобразованием строк

1-го тнпа: А\ = А, + cA j .

б) Если i i .i, е;) Е !VIn(I<) и А Е !VIщn(К), то матрица

А' = Ае;) получается из матрицы А элементарным преобра

зованием столбцов 1-го типа: А] = А} + сА;.

Следствие 8.3.4. Пусть i i j и tij - матрица, полученная из

единичной матрицы Еm. Е Мm.(К) перестанов[{ой 'i-й и j-й строк

(или, ЧТО то же самое, пересзэноекой i-го и у-го столбцов). Ясно,

что It;jl = -1.

а) Если t;j Е !VIт(К) и А Е Мщn(К), то матрица А' = tijA по

лучается из матрицы А элементарным преобразованием строк

2-ro типа: А'; = A j , А] = Ai

б) Если t i j Е Мn(К) и А Е !VIm.,n(К), то матрица А' = Atij полу

чается из матрицы А элементарнымпреобразованием столбцов

2-ro типа: А'; = Aj , А] = А;

Следствие 8.3.5. Пусть Л1 , .. . ,Лm Е К,

(:
о

О]
,J(Л], .. . ,Лm) =

Л 2

Л~п
Е J\'Im(K)-

О

диагональнаяматрица с элементамиЛ], Л2, .
Ясно, что j,l(>.],.... >'",)1 = Л], Л2 . . Л",.

х., Е к на диагонали.
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а) Если d(A1," ., Аm.) Е Мm(К) и А Е Мm.n(К), то

матрица, получаемая из матрицы А умножением стран

А 1 1 · · · 1 Ат соответственно на «числа» '\1;' ") ).../n.

б) Если (J(A1,"" Аn) Е Мn(К) и А Е М",.n(К), то

А d(A1"", Аn) = (Аu11,' .. , АnАn) -

матрица, получаемая из матрицы А умножением столбцов

А 1 \ ... 1 Аn соответственно на «чисда» Аl1"'; Аn ·

в частности, умножение слева матрицы А на матрицу

d(l, ... , A.i=<:, ... , 1), <: i= О, равносильно применению к строкам мат

рицы А элементарного преобрезоеэння З-го типа А;. = сА; (умно

жение справа на матрицу такого типа даёт прнмененне к столбцам

матрнцы А элементарного преобразования 3-го тнпа А; = сА;).

Замечание 8.3.6. Ясно, что АЕ = d(A, .... А) и (АЕ)А = АА =

А(АЕ) для Е = Еn, А Е Мn(К), Т. е. скалярная матрица АЕ

перестановочна с любой другой матрицей из Мn(К).

Задача 8.3.7. Пусть К - поле, n Е lЧ. н ?' 2,

Z(Mn(I<)) = {А Е Мn(К) IАВ = ВА УВ Е NЦК)}.

Тогда А Е Z(M",(K)) в том и только в том случае, когда А = АЕn,
А Е к

Следствие 8.3.8 (матричная запись системы линейных урав

нений). для системы линейных уравнений

{

(/1111 + + о,1n;1;n = ь;

Qml1l + + п,m.n:r:n = Ьт
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возможна матричная запись

АХ=В,

где А = (o,ij) - (т, n)-матрица коэффициентов,

(
,:1)

Х= :..
столбец нензвестных,
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(О. Ь) (е 1.)
с d 9 1,

столбец свободных членов.

Таким образом, строка (k" ... ,"".) является решением системы

линейных уравнений, если столбец

(:J Е мп.'(к)
является решением матричного уравнения

ACJ С:,)
Замечание 8.3.9 (Штрассен, 1969). Умножение ДВУХ

(2 х 2)-матриц можно осуществить с использованием 7 умно

жеНЮ1 и 18 сложений (вместо 8 умножений и 4 сложений в обычном

определении произведения матриц):

(

(0_,/)(e-I,)+(I,_';)(,9+1')+. )
-(а.-lJ)!I+а(ll'+ J)

+"l(e+g)+(I1.-IJ)/I,

(a-гJ)(с-!J.)-(а-с)(е+Л+
(-(l+c)e+(!(c+g)

+a.(lr.+n-(c-(I)c

Это соображение развивает идею алгоритма А. А. Карацубы

(1962 г.) быстрого умножения многочленов. дальнейший прогресс

в теории быстрого умножения чисел, многочленов, матриц связан,

в частности, с использованием быстрого преобразования Фурье.
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8.4. Ассоциативностьпроизведенияматриц

Теорема 8.4.1 (об ассоциативности произведения матриц).

Пусть

А = (Oi.J) Е М, -.", (К),

В = (Ui)) Е Мm.n(К),

С = (Ci)) Е Мn.р(К).

Тогда

(АВ)С = А(ВС).

Первое доказательство. Пусть

и = АВ = (l1'i)) Е М,,п(К),

11 = ВС = (-Uij) Е Мт,р(К),

S = (АВ)С = UС = (Sij) Е Mr,p(K),

т = А(ВС) = AV = (t i j ) Е М",р(К).

Так как

то

m.

'Щ! = L (l..j.kbk! 1

10=1

'Vkj = LbklClj,

1=1

n п 1Н

,"'и = L 'UnCl) = L L щ.~~ЬkIСlj;
1=1 1=1 k=1

ti.j = L Q,ik'(Jk) = L L O,ikbklCl.j

k=1 h:=II.=1

для всех (-i,j), и, следовательно, S = Т.

Второе доказательстео. Пусть в диаграмме

к» ~ к: ~ к» ~ j{T
С В А

линейные преобразования А, В, С определены соответственно матри

цами А, В, С. Тогда (В силу ассоциативности произведения отобра

жений) (АВ)С = А(ВС). Вычисляя матрицу этого линейного пресб

разования (по теореме о матрице произведения линейных преобразо

ваний). получаем, что (АВ)С = А(ВС). О
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Следствие 8.4.2. Квадратные (n х n)-матрицы Мn(К) относи

тельно операции умножения являются моноидом (т. е. операцня

умножения определена на ]\Iln(K). ассоциативнаи обладает нейтраль

ным элементом Е = En-J.

Теорема 8.4.3 (о дистрибутивностидля матриц). Пусть

А = (u'j), В = {b,j) Е Мтп(К);

С = (c,j) Е М"т(К); D = (d'j) Е Мn,р(К).

Тогда

С(А + В) = СА + СВ в М,n(К),

(А + B)D = AD + BD в Мт,р(К).

Доказательство. Действительно,для любого места (i j) имеем

т, т_

I:;c'k(akj + bkj) = L CikUkj +L C'kbkj,
"~1 k=l k=l

L(a", + ba)d' j = L o.Ud'j + L bUd,j,
[=1 1=1 1=1

что доказывает наш и утверждения. о

Следствие 8.4.4. Для любых квадратных матриц А, В, С Е

Е Мn(К) имеем

(А + В)С = АС + ВС,

С(А + В) = СА + СВ.

8.5. Итоговая теорема об алгебре матриц

Теорема 8.5.1.

1. Совокупность IЧm.n(I-() прямоугольных матриц размера m Х n
над К (В частности, квадратные матрицы Мn(К» относительно

операции сложения образуют абелеву (коммутативную) группу,

т. е.
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1.1) опервиня сложения ассоциативна;

1.1') операция сложения коммутативна (т. е. А+В = В+А дЛЯ

всех А, В Е I\flm.n(K));

1.2) существует нейтральный элемент О (нулевая матрица),

О +А = А + О = А для всех А Е Мщ"(К);

1.3) для каждой матрицы А Е Мm.,п(К) существует противо

положный элемент -А (= (-l)А) = (-о,и), А + (-А) = о.

Н. Операции умножения матрицы А на элемент с Е К, А ....., сА,

в Mm"JK) удовлетворяютусловиям:

Н.1) 1· А = А;

Н.2) (С1С2)А = С1 (С2А).

III. Операции сложения и умножения на элементы с Е К в

Мт;n.(К) удовлетворяют условиям

III.I) с(А + В) = сА + сВ;

III.2) (С1 + С2)А = С1А + С2А.

Таким образом, 1, 11, 1II означают, что Мт,"(К) - линейное простран

СТВО над полем К,

IV. С операциями сложения А + В и умножения матриц АВ СОВО

купносзь квадратных матриц Мп(К) является кольцом, '1'. е.

IV.I) по сложению Мп(К) -абелева группа;

IV.2) с умножением матриц Мп(К) - моноид, т. е.

2а) умножение матриц ассоциативно,

(АВ)С = А(ВС)

для любых А, В, С Е Мп(К);

2б) единичная матрица Е является нейтральным элемен

том для операции умножения,

АЕ =А= ЕА

для всех А Е l\'!n(K);
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IV.3) операции сложения и умножения матриц удовлетворяют

закона» дистрибутивности

3а) (А + В)С = АС + ВС;

3б) С(А+В)=СА+СВ

V. с операциями сложения А+В и умножения АВ матриц и опера

циями умножения сА матрицы А на элемент с Е К нвадратные

матрицы Мп(К) являются алгеброй, т. е.

V.l) кольцом (относительно сложения и умножения матриц);

V.2) линеiiным пространством (относительно сложения матриц

и умножений матрицы на элемент К)

и дополнительно

V.3) (сА)В = с(АВ) = А(сВ) для с Е К, А, В Е 1tЦК).

Доказательство свойства V.3. для любого места (i,j) имеем

"l)ca.ik)bkj = с L(J.ikbkj = Laik(cbkj). о
k=l k=l k=l

Теорема 8.5.2 (о транспонировании произведения матриц).

Пусть

А Е j\'!m,n(K), В Е М...".(К),

тогда

(АВ)' = В'А'.

доказательство. Ясно, что G = АВ Е Мт,,·(К) и Н = С" =

(АВ)* Е М,.т(К). Так как D = В* Е М,.п(К) и С = А' Е

Е Мп.т(К). то произведение и = В'А' существует и лежит

в М,·.m(К), как и (АВ)' Е М,.т(К).

Для любого места (·i.'n имеем для и = В*А* = DC, где В' = D,
А' = С.

n

'Il.ij = L r1i.kcA:j = L VA:-iJljk = L 0jklJki = .f}ji. = I'Чj'
А:=l k=l k=l

Итак, В'А* = и = н = (АВ)'. о
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Теорема 8.5.3 (об определителе произведения матриц). для

любых квадратных матриц А, В Е 1\1n(K) имеем

IABI = IAIIBI

доказательство. Пусть С = АВ. Рассмотрим определитель раз

мера 211. х 2'11:

~O i'-1~-1. В = А* ". -1 = IA*IIB*I = IAIIBI·

-1 о В*

с другой стороны, прибавляя к каждому столбцу, проходящему че

рез матрицу В, соответствующуюлинейную комбинацию столбцов,

проходящих через матрицу А, т. е.

I~] +[,1';
ь ~ I

ь.,

-]

о

о

получием. что

о

А

-]

I

С=оАВ

-1

~
1 . " О

= (_1) 2n ICI = IGI
-1

А G

= (_1)n

~
A ()

·1

", В

-]
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Следствие 8.5.4.
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1) Если А, В Е l\'!,,(K), то IABI = IAIIBI = IBAI (т. е. хотя мат

рицы АВ и ВА могут быть различны, их определители равны).

Упражнение 8.5.5. Покажите. что любые две матрицы в 1\'12(2:),
коммутирующие с

коммутируют между собой.

Упражнение 8.5.6. Если

то

для m. Е !':Т, где

1'0 = О, 11 = 1, 12 = 1, 1з = 2,

Im+1 = j;n + Im-1

(числа Фибоначчи). Если

1 )5 ,

v5
где

то

.\ 1+V5
1 =--2-'

1 - v5
.\2=-2-'

и поэтому

(х
m

О)A"'=B-
l 3 .\!Г В,
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откуда
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= Х'{' - A~Г = ~{(1 + V5)'" _(1 -V5)m}
/'" v5 v5 2 2'

Im~ ~A'{'

поскольку

(1-V5)'"lim -- =0.
1n.......ОО 2

Упражнение 8.5.7. Пусть А Е Мn(К). Покажите, что

{В Е IVЦК) IАВ = ВА}-

подалгебра в алгебре матриц Мn(К).

Упражнение 8.5.8. Если D = d(Al" . Аn ) Е Мn(К), А;. OJ Aj
при i OJ j, А Е Мn(К) и DA = AD, то А - также диагональная

матрица.

Упражнение 8.5.9 (внешнее произведение векторов). Если

А Е Мт,l(К), В Е M1,,.(K), то С = АВ Е Мm,,'(К):

(~) (4 5) = (: 150).
3 12 15

Упражнение 8.5.10 (скалярное произведение векторов). Если

А Е M1,,,(K), в Е Мn,l(К). то С = АВ Е M1(J() = к:

(1 2 3) (~) = (1 . 4 + 2 5 + 3 6) = (32).

Упражнение 8.5.11. Пусть Н = (1,.;'j) Е Mn(JR), 11;] Е {1, -1},
Н' Н = nЕ (= НН') (такая матрица называется матрицейАдама

ра) . Например,

( ~ -~ ~ -~)
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
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докажите, что для 'п, отличных от 1, 2 и 4k, где k Е М, не существует

матриц Адамара.

Упражнение 8.5.12. Пусть А = (ajj) Е Мn(С) - матрица Мар-
n.

коей (это означает, ЧтО ДЛЯ каждого j, 1 ~ .7 ~ п, I: (/,'/) = 1, т. е.
-/=1

"iMMa элементов по каждому столбцу равна 1). Докажите, что если

А. В Е М.,,(С) - матрицы Маркова, то

1) АВ и A k , k Е М, - матрицы Маркова;

2) если IUj.i1 ~ 1и Ib'.il ~ 1для всех " j, то ICi.i1 ~ 1для всех " j
для матрицы (Ci.i) = с = АВ.

8.6. Многочленыот матриц,

теорема Гамильтона-Кэли

Пусть К - поле,

многочлен с коэффициентами из поля К, А Е Мn(К). Тогда опреде

лим

/(А) = иоЕ + ajA + ... + аnА" Е Мn(К),

где

Е -- Е.". -- (10 ". 01) Е М." (К) -

единичная (n Х n)-матрица, т. е .

.f(A)=LQ.jA"
/=0

здесь АО = Е.

Пример 8.6.1. Пусть .i(t) = t2+2t+1 = (t+1)2 g(t) = t+1 Е If!:[t],

А = (~ ~) Е M2 (1f!: ).
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Тогда

Глава 8. Алгебра матриц

лА) = (~ ~)2 +2(~ ~) +о ~) =

= (~ ~) + (~ ~) + (~ ~) = (~ ~)

( (1 1)2 ((О 1) (1 0))2 2)= 11 = 1 О + О 1 = (!J(A)) .

Упражнение 8.6.2. Пусть

и

1

0. - Л Ь I
I(л) = IA - лЕI = с d ~ л = (о - л)(I] - л) - Ьс =

= л2
- (о. + d)л + (o.d - Ьс)

(= л2 -tгАл+ IAI)-

характеристическиймногочлен матрицы А (здесь тг А = 11. +d). Тогда

-'(А) = А2
- (11. + I])А + (o.d - Ьс)Е =

= (11.2 + Ьс 0./' + b~) _ ((о. + d)a (11 + d)b) +
са + dc сЬ + d (о. + d)c (о. + d)d

+ (ad~bC o.d~bJ = (~ ~)

(т. е. в этом частном случае мы видим, что справедлива теорема

Гамильтона-Кэли о том, что матрица А является корнем своего ха

рактеристического многочлена j'(),) = IA - лЕI для (2 х 2)-матриц).

Теорема 8.6.3. Пусть К - поле. А Е l\']n(K) ,

дА: K[t] -' l\In(K) -

отображение, для которого L:,A(I(t)) = /(А) дЛЯ I'(t) Е K[t]. Тогда
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1) 6 = 6А - гомоморфизм К-алгебр, т. е.
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6(.1 + у) = (f + у)(А) = j(A) + у(А) = 6(!) + 6(у),

6(/у) = (fg)(A) = J(A)g(A) = 6(1)6(g).

6(>.1) = (>'Л(А) = >./(А) = >'6(Л

дЛЯ всех /, 9 Е K[t], х Е К;

2) Кег 6А = U(t) Е K[t] I ЛА) = О} - ненулевоi1 нпеэл кольца

K[t].

Доказательство.

[) Пусть

/(t) = 0.0 + o,jt + ... + antn, ,q(t) = ЬО + IJ!t + ... + lJmtm ,

где a'i, IJj Е К, и пусть>. Е К. Тогда

а) если n ;? т, то

n n 1n

(f + у)(А) = 2)а; + lJi)A' = L а.,А' + L Ь.;А' = /(А) + g(A)
'i=O ,i,=0 ,;=0

(здесь Ьn = ... = Ьт.+! = О);

б) если

({q)(t) = СО + c!t + ... + Cт.+ntm+n.,

где

k

СА; = L a,i,bk-·i.1
i=O

то

т+n

(Iq)(A) = L ckA';
'=0

с другой стороны,

т. е. С(у)(А) = /(А)у(А);



172

в)
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(лj)(А) = ~(лаi)Аi = л( tаiЛi) = Лj(А).

2) Если j(t), y(t) Е Кег "", I>(t) Е K[tJ, л Е К, то j"(A) О,

у(А) = О, и поэтому

(I + у)(А) = ЛА) +IJ(A) = О + О = О,

(Ih)(A) = j(A)IJ,(A) = о· IJ(A) = О,

(лj)(А) = Лf(А) = .л. 0= О.

Итак, Ker L:-. <J K[t] (т. е. Ker L:-. ~ идеал К-алгебры K[tJ).
Так как система матриц

линейно зависима в Мn(К) (поскольку dimK Мn(К) = n 2
) , то най

ДУТСЯ (не все нулевые) элементы 0.0, aj, ... ,аn,н Е К, ДЛЯ которых

т. е.

о i J(i.) = 1111 -1- 1111 -1- ... -1- 11"'+1/,"'+1 Е КегL:-..

Итак, КШ' L:-. t о.

Замечание 8.6.4. Более сильное утверждение о том, что

IA - tEI Е КсгА,

является содержанием следующей теоремы.

D

Теорема 8.6.5 (теорема Гамильтона-Кэли).Пусть К - поле

(или даже коннулг-енвное ассоциативное кольцо с 1), А Е Мn(К).

1'и) = IA - tEI Е K[t] - характеристический многочлен квадратной

матрицы А. degp(t.) = п.. Тогда

р(А) = о Е М,,(К).
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Доказательство. Для матрицы

D = А - tE = (rJ;j) Ее 1I.1п(К[t]).

dij Ее K[t], рассмотрим присоединённую матрицу

в = (bij) Ее M,,(K[t]),
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bij = D j ;. Ее K[t] - алгебраическое дополнение элемента dj;.. Тогда

dеg(Ьц(t)) ~ n - 1, и поэтому

В = B(t) = Во + tB1+ ... + t,,-1 В,,-I,

где в; Ее м,,(К). Так как

p(t) = IA- tEI = (-l)"t" + C,,_lt,,-1 + ... + Clt + Со,

где <О; Ее К, i = О, 1, . . . , n - 1, D· В = IDI .Е, то

(А - tE)B(t) = p(t)E. (81)

Приравнивая матричные коэффициенты при степенях t k , О ~ k ~ n,
в левой и правой частях этого равенства, получаем:

tn : -Вn~l=(-l)nЕ,

!;n-l: А· Вn- 1 - Вn-2 = (;n-l Е 1

t n - 2 : А· Вn- 2 - Вn-з = С'П.~2Е)

(. ; А· В1 - Во = "1Е,

t O ; А . ВО = соЕ.

(8.2)

Умножая слева равенства (8.2) на А", А"-I, ... , А, Е соответственно,

получаем

- АН. Bn - 1 = (_l)nAn;

АН. Вn- l - An
-

1 . Вп- 2 = cn_1An- 1:

(8.3)

А" . Вl - А . Во = С1А.

А· Во = соЕ.

Складывая равенства (8.3), получаем

IIl,,(K) Э о = р(А). О
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Замечание 8.6.6. Отметим, что равенства (8.2) показывают, что

матрицы Bo~ Dl"", B'n~1 ЯВЛЯЮТСЯ многочленами ОТ матрицы А,

в частности, В;А = АВ;, i = 0.1 .... ' n - 1. Поэтому можно было

подставить в (8.1) вместо переменной t матрицу А, и тогда

M,,(J() э (] = (А - АЕ)(Во + АВ! + ... + Ап- 1 В,,-1) =

(~) р(А)· Е = р(А). О

Замечание 8.6.7. Очевидное равенство IA - AEI = (] Е К не

является доказательством теоремы Гамильтона-э-Кэли.

Упражнение 8.6.8. Аннулирующиймногочлен минимальнойсте
пени 'РАи) жордановой клетки т-го порядка

равен

'PA(t) = (л - t)' = IA - tEI·

Упражнение 8.6.9. Если

то

\САи) = (1 _1.)2, IA -/;EI = (1 -1.)'3.

8.7. Обратная матрица

Определение8.7.1. Пусть А Е М,,(К) - квадратная матрица. Бу

дем говорить. что матрица В Е М,,(К) является обратной к А, если

АВ = Е= ВА.
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Замечание 8.7.2 (ДЛЯ любой ассоциативной операции). Если

обратная матрица В ]( матрице А су шествует, то он" однозначно

определена. действительно, пусть АВ = Е = ВА и АС = Е = СА
тогда С = ЕС = (ВА)С = В(АС) = ВЕ = В (это повтор того, что

мы уже отмечали ранее: единственность обратного элемента, если

он существует, для любого элемента моноида) . В этом случае од

нозначно определённую обратную матрицу В мы будем обозначать

через A- 1: АА- 1 = Е = A-1A.

Теорема 8.7.3 (об обратной матрице). Пусть А Е Мn(К)

квадратная (n х n)-матрица. Тогда:

1) обратная матрица В = (b;j) = А-l существует тогда и только

тогда, когда IAI f О;

А;
2) в этом случае bi j = I~I (формула для элемента обратной мат-

рицы);

З) IA-11=.2

IAI
доказательство.

а) Если АВ = Е, то 1 = IEI = IABI = IAIIBI, поэтому IAI f О и,

более того IA-11 = IBI = .2-, IAI
Aj i

б) Если IAI f О, то рассмотрим В = (bi j ) . где Ь;) = ТАТ' Ясно,

что АВ = Е = ВА (принимая во внимание разложение определите

ля по строкам и столбцам, а также «фальшивое» разложение), т. е.

В = А-1 О

Следствие 8.7.4. Если А, В Е Мn(К), то нз АВ = Е следует,

что ВА = Е (матрица, имеющая правую обратную, обратима (дву

сторонне») .

Доказательство. Если АВ = Е, то IAIIBI = IABI = IEI = 1,
поэтому IAI f О. но тогда существует двусторонняя обратная мат

рица А-1 Таким образом, А- 1 = A-1E = А-1(АВ) = (A-1A)B =

= Е· В = В, следовательно, ВА = A-1A = Е. О

Следствие 8.7.5. ДЛЯ А, В Е М,,(К) имеем IABI = IAIIBI, по

этому IABI f О тогда и ТОЛЬКО тогда, когда IAI f О и IBI f О, т. е.
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обратная матрица (Ав)-I существует тогда и только тогда, когда су

ществуют А- 1 и в-I Более того, в этом случае (Ав)-I = B-1A- I

Доказательство. (AB)(B-1A- 1) = Е = (В- 1 А-l )(АВ). О

Следствие 8.7.6. Если существуют обратные матрицы Ajl,.
А;:-l для Al. А,. Е IVIп(К), то

(A 1A2 ..... А,.)-l = А;I '. . А2'l Ajl.

Следствие 8.7.7. Если существует обратная матрица А- 1 дЛЯ

А Е Мп(К), то (A-1)-1 = А.

Доказательство. A-1A = Е = АА-1 (с точки зрения матри-

цы A- 1: А = (A-1)-I). О

Упражнение 8.7.8. Пусть

А= (~ ~) ЕIVI2(К), IAI=ad-Ьс#О.

Тогда:

В = (ь;) = A j ; ) = ( d -ь);
~C а

А-1 = ( ad ~ Ьс - ad ~ ьс) .
с (J,

-ad-bc ad-bc

Упражнение 8.7.9. Пусть

Тогда

Ас (: ••

А' {о-' 0-;)
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Упражнение 8.7.10. Найти
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(матрица размера 1/ х 1/. на главной диагонали которой стоят нули.

а все остальные элементы равны 1).

Упражнение 8.7.11. Пусть

(n~ ,
2 3 .. n-' nJ1 2 .. ',..-2 1/-1

А= 11 1 ..n~.3 ..n.~.2 EM,,(Q).

3 4 .. n 1

Тогда

(':' :~; .
1 +-'

n(п+ 1)
где s = --2--'

Теорема 8.7.12 (о линейных группах).

а) Множество обратимых матриц

1
1
1

1 J1 ,

1- я

GL,,(J() = {А Е М,,(К) IIAI i= О}

с операцией умножения является группой (линей/юя группа),

б) Множество матриц с единичным определителем

SL,,(K) = {А Е М,,(К) IIAI= 1}

с операцией умножения является группой (специальная линей

ная группа).
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о

Доказательство.

Н) ВС" IlрОI'''IЖН !(JI>I СС,,(К) уже, были провелены.

б) Если 11, В Е 8L,,(K), то IAI = 1, ]BI = 1, поэтому IABI =
= IAII1:i1 = 1·1 = 1, следовательно, AIJ Е 8L,,(K). Ясно, что IEI = 1,
т. е. Е Е 8L,,(1\). Если А Е SL,,(A), то IA] = 1 '1 О, т. е. существует

1
А- 1 , при Этом ]А- 1 1 = jAj = 1, поэтому А- 1 Е 8L,,(1\).

Лемма 8.7.13. Если А Е GL,,(K) (Т. е. А Е l\/1,,(K) и IAI i' О), то

IA'I= ]AI i' О (Т. е. А* Е GLn(K)) и, более того, (А*)-1 = (11-1)*.

Доказательство.

(А- 1)*А* = (Ак1)* = Е* = Е;

А*(А- 1)* = (А- 1 А)* = Е* = Е

(с точки зрения матрицы А*: (А*)-1 = (А-1)*).
о

Определение 8.7.14. Квадратная матрица А Е М.,,,(К) называет

ся ортогональной матрицей, если А-1 = А*.

Теорема 8.7.15. Совокупность ортогональных матриц ОП(К) =

= {А Е М,,(К) 1 А- 1 = А*} относительно умножения матриц явля

ется группой.

доказательство.

а) Если А, В Е Оп(К), ТО А- 1 = А* и в- 1 = В* Тогда (Ав)-1 =

= В- 1А- 1 = В*А* = (АВ)*, поэтому АВ Е ОП(К)

б) Е- ! = Е = Е*, т. е. Е Е ОП(К)

в) Если А Е Оп(К), то для В = А-1 имеем н:' = (А- 1)-1

= (А*)-I = (А-1)* = В*, следовательно, В = А- 1 Е ОП(К). О

Задача 8.7.16. Пусть А Е МП(К) и существует такое число !С,

что А " - нулевая матрица. Покажите. что матрицы Е - А, Е + А

обратимы (здесь Е - единичная матрица в l\'1n(K)).

Задача 8.7.17. ДЛЯ А, В Е !vIп(К) равносильны условия:

1) матрица Е - АВ обратима;

2) матрица Е - ВА обратима
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(этот факт полезен при построении теории определителей над произ

вольным кольцом Н: в алгебраической К-теории - функтор K1(R)).
Более того. можно доказать. что если А Е Мт.п(К), В Е

Е М".т(К), то Ет - АВ - обратимая матрица тогда и только тогда,

когда Е" - ВА - обратимая матрица.

Задача 8.7.18. Найти число элементов в группах GL2(Z2),
SL2(Z2), GLn(K), где К - конечное поле из q элементов.

Упражнение 8.7.19. Рассмотрим отображение

I: в, ---; GL,,(K),

где

I(a) = L;Ea(j)j
j=l

(т. е. в j-M столбце единственная единица стоит в а(j)-й строке,

остальные элементы нулевые). Тогда

Ij'(a) I = Е(а) = {1'
-1

а Е А'/7.'

а Е Sn \ А",

поэтому j'(a) Е GLn(K). Покажите. что J - инъективный гомомор

физм (т. е. группа GL".(K) содержит подгруппу, изоморфную груп

пе S,,).
Действительно, для 0-, Т Е Sn имеем

= L; En(i)iE'=T(j)j = L;Ea(T(j))j = L;E«H)())j = Лат),
.i=l j=l j=l

т. е. I - гомоморфизм. Если Ла) = Е, то

2
2

Итак, I - иньсктивиый гомоморфизм. о
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Контрольные вопросы 8.7.20.

1); f з, (с;;)-1 = (Е + CE;j)-1 = Е - cE;j:

2) i f j, (~1 = t;j;

3) >'1 f О, ... , >." f О, г1(>'1, ... , >.,,)-1 = d(>'jl .. , >.;;1)

8.8. Нахождение обратной матрицы А-1

Пусть дана квадратная матрица А Е IVI,,(К) такая, что IAI f О.

А
Первый способ. А- 1 = В = (bi j ) , bi j = Il; (к сожалению, требу-

ется вычислить 71.2 определителей Aj ; размера (71. - 1) х (71. - 1)).
Второй способ. Найдем матрицу Х Е IVI,,(К) такую, что АХ = Е

(тогда, по следствию 8.7.4, ХА = Е, Х = А- 1 ) . Это равносильно

нахождению таких столбцов X1 , ... , Х", что

т. е. решению 71. систем линейных уравнений с матрицей А для коэф

фициентов и столбцами свободных членов Е1 , ...• Е" (столбцы еди

ничной матрицы). Так как IAI f о, то элементарными преобразова

ниями строк 1-1'0, 2-1'0 И 3-1'0 типов мы можем матрицу А привести

к единичной матрице Е. Применяя эти преобразованияодновременно

к n нашим системам, получаем

(AIE)e-+ .. e-+(EIB).

Но тогда столбцы матрицы Б - решения наших n систем. АВ = Е

(как мы уже отметили, в этом случае БА = Е, В = А- 1 ) .

Замечания 8.8.1.

1) Можно предложить другое обоснование этого алгоритма. Най

дутся элементарные матрицы т; 1-1'0, 2-1'0 или 3-1'0 типа такие,

что Т,. . . Т2Т1А = Е, т. е. ТА = Е для Т = Т,. . . Т1 Н,

следовательно, Т = А- 1 Но тогда В = ТЕ = Т = А-'.

Отсюда следует также, что группа G = GLn(J() порождается

элементарными матрицами I-ra, 2-1'0 и 3-1'0 типа.
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2) Этот алгоритм можно применять и для выяснения, существует

ли обратная матрица, так как если определитель IAI равен О,

то мы не сможем привести элементарными преобразованиями

матрицу А к Е (ступенчатый вид матрицы А будет треугольной

матрицей с хотя бы одним нулём на диагонали). Это означает,

что можно не вычислять определитель матрицы А перед при

менением алгоритма.

Пример 8.8.2.

А = (~ ~L), IAI = 11 о,

(~71~ ~)~(~ ~I~ -~t),
т. е.

А- 1 = (1 -т)
О l'

Пример 8.8.3. Найти обратную матрицу для матрицы

О ~ ~)
если она существует.

Решение.

(~ 201100) С 201100)11010 -; 2 11010 -;
3 8 О О 1 1 2 7 О ~1 1

(~
2 71 О -1

~ ) о
2 71 О -1

-~ )-;1 1 О 1 -3 -13 О :3
2 О 1 О -8 -:35 1 5 -5

(1
2 71 О -1

-~ )о -3 -13 О 3
О 1 4 1 -4

-; (1 2
7 I о

-1

-i)о 1 4 1 -4
О -3 -13 О 3
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(~
2

71 О ~1 1) С
2 7I О

-1

~ )~1 4 1 -4 1 ~ О 1 4 1 -4
О ~1 3 -9 1 О О 1 -3 9 -1

(~
2

~I
21 ~64 8 )1 13 -40 5

О -3 9 -1

(~
О

~I
-5 16 -2 )1 13 -40 5

О -3 9 -1

Итак,

(
520)-1
2 1 1
3 3 8 (-5 16 -2)

13 -40 5.
-3 9-1

Замечания о матричныхуравненияхАХ = В

(случай УА = В сводится к этому, А'У' = В')

Случай 1. А Е Мn(К), IAI # О. Тогда существует обратная мат

рица A-1 , и поэтому существует единственное решение Х = А- 1В

уравнения АХ = В (для уравнения УА = В существует единствен

ное решение У = BA- J ) . При ЭТОМ можно отдельно не вычислять

матрицу A- J , а применять наш алгоритм. приписывая к матрице А

матрицу В, (А I В), и приводя элементарными преобразованиями

строк к (Е IА -1 В).

Пример 8.8.4. Пусть

Требуется найти матрицу А -1 В

Решение.

В= (-~
-16

7
-13

(-~ -~ ~ I-~
2 2 7

~16 9)
7 -3

-В 7
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( о 1 011 -3 2 )
-2 -1 1 -6 7 -3 -4

1 2 2 7 -13 7

(О 1 О 11 -3

~) (~
1

011
-3

~ )о 3 5 8 -19 О 5 5 -10
1 2 2 7 -13 2 2 7 -13 7

(~
1

011 -3 n (~
1

О 11
-э

~ )о 1 1 -2 О 1 1 -2
2 2 7 -13 О 2 5 -7

-4 ( ~
1 О 11 -3 2 ) (~

О

013
-3

~ ).о 1 1 -2 1 1 О 1 -3
О О 3 -3 1 О 1 1 -2

Следовательно,
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A-1B= (1 =~ ~)
Общий случай матричного уравнения АХ = В, А Е Мт,n(К),

Х Е Мn,т(К), В Е Мт,,·(К), равносилен рассмотрению 'г систем

линейных уравнений с матрицей А и столбцами Б 1 , ... , 8.,. в качестве

столбцов свободных членов. Приведение матрицы А к ступенчатому

виду А,

(А 1 В) >-> (А I Б),

сводит задачу к анализу 'г ступенчатых систем ~ одной .матрицеЙ А

коэффициентов и столбцами свободных членов Бl, ... ,Б,..

Замечание 8.8.5. Вычисление матрицы У = ВА -1 можно прове

сти, используя элементарные преобразования столбцов:

8.9. Замечания об обратимом (биективном)

линейном отображении

Замечание 8.9.1. Пусть и, v - линейные прсстрапсгиа.

/: И -417 -линейное отображение (т. е. /(1/1 + '11.2) = /(1/1)1 ,/'(1/'1)
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и f(T'IL) = 'I'}('I/.) дЛЯ всех '11:11.],""2 Е И и т Е 1<), Если отображе

ние f биективно, то его обратное отображение /-1 также является

линеиным отображением,

Доказательство, Для всех 'И1,'и2 Е V

/сг 1 (-О l + 1"2)) = '1'] + '02 =

= /(/-1(и,)) + 1(/-1(1'2)) = f(/-I(1'l) + г1 ( 'и2 ) ) '

Так как / инъективно, то

Аналогично, ДЛЯ" Е V и r Е К из

/(/-1(1"1))) = ти = т{'(Г 1('и)) = /(гг 1 (-u ) )

следует, что

г1(т'u) = тг1(-и).

Итак, 1-1 - линейное отображение, о

Замечание 8.9.2. Если f: kn --; km - линейное отображение

с матрицей F = (/и) Е lVIт , ...(К) , то f - бивкгивное отображение

тогда и только тогда, когда

а) 'т =n,

б) IFI/O,
При этом матрица линейного отображения 9 = /-1 равна G = р- 1

Доказательство,

1) Если т. = n и IFII О, то для системы

{
/jl",.1],"x·11' ++'
. . .. + /nnХП = Ун

по правилу Крамера знаем, что решение существует и единственно,

при этом

о. рu к;
Х; = ТFj = ТFjY1 + ' ,,+ тУП = УilУl + ... + У.;":У",,
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где G = (gij) = р-1 Итак, .9 = 1-1 существует и является линейным

отображением с матрицей G = р- 1

2) Для линейного отображения 1: i(n --+ к» С матрицей

Р = (Iij) Е Мт,n(К), где

("'1) (Уl)
f Е" Уm { 'jf~.'I:Ixll++'.'" ... + j'.mnXn = 'Уm.,

из нашего исследования систем линейных уравнений (метод Гаусса)

имеем:

а) если т < n, то отображение 1 не является инъективным (да

же для нулевого столбца свободных членов есть отличный от нуля

прообраз (ненулевое решение));

б) если т > n, то отображение 1 не является сюръективным

(так как если т > n ;? т, ТО В ступенчатой форме F нашей систе

мы для столбца правых частей, дающего «экзотическое» уравнение

0·7'1 + ... + ОХn = Ут f= О, уже нет прообраза (решения)).

Итак, если 1 биективно, то тп = n, т. е. 1: и --+ И, где И = к».

Если 9 = 1-\ то 9 - линейное отображение. Пусть G = (gij) - его

матрица. Так как 19 = lu = 91, то РС = Е = СР, и поэтому 'РI ! о

и с= p~l. D

Упражнение 8.9.3 (ещё одна очень хорошая функция от мат

риц).

1) Пусть А = (o.ij) Е М,,(К). Положим

n

tl'(A) = ан + а22 + ... + """ = L aii
'[:::::1

(след матрицы А). Тогда:

а) ът - линейная функция,

tl'(A + В) = tl(A) + tl'(B), tl(M) = ,\ tl'(A)

для всех А, В Е I\'I,,(K) и л Е К;

б) tl'(E) = п;

в) tl'(AB) = tl'(BA).
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2) Функция тг: Мn(К) --> К однозначно определяется свойствами

а), б) и в)

3) Если слаг К = О (например, К = IR?), то в алгебре матриц

I\IIn(K) единичная матрица Е не представима в виде АВ ~ ВА

дЛЯ А, В Е Nln(K).

8.10. Матричное построение

поля комплексныхчисел

Поле комплексных чисел !с можно найти как изоморфное подполе

в кольце (2 х 2)-матриц M2 (1R?) над полем действительных чисел IR.
Рассмотрим совокупность !С' всех (2 х 2)-матриц вида

где а, Ь Е IR?. Так как

(

(1

~Ь

(
/J. Ь) + ( с d) = ( а + с Ь + (1)
-Ь" -d с -(IJ+d) а+с '

Ь) ( с d) (ш; - ьd ad + Ьс) (с d) ( а Ь)
(J. -(1 (; = -(ас! + Ьс) ас ~ ьd = ~d с -ь а. '

то подмножество !С' в M 2 (1R? ) замкнуто относительно операций сло

жения н умножения, о которых мы уже знаем, ЧТО они ассоциативны,

умножение в С' коммутативно, сложение и умножение связаны зако

ном дистрибутивности.

Так как

-Ь) Е !С',
ад

ТО (!С'. +) - абелева группа.

Итак, (!С', +..) - коммутативное кольцо.

Если

А = ( о. 11) i (О О),
-ь () О О
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то

I
а ы� 2 2

-Ь а = а + Ь '" О,

и поэтому существует обратная матрица
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(
().

2 + 12
А- 1 = а )

- (,,2~IP)
o.2~b2)

а Е С',

0.2 + Ь2

таким образом, С' - поле (подполе в кольце матриц M2(JR)).
Отождествляя действительное число а Е JR со скалярной матри

цей

(~ ~) Е С',

получаем (изоморфное) вложение поля JR в С' (JR <;; С'),

a~ (~ ~).

Обозначив

. (О 1) а>
ъ = . -1 О Е 'L.,

получаем

.,2 = ( о 1) ( О 1)
-1 О -1 О (-1 О)

О -1 = -1.

Если

то

(
u Ь) Е С',

-Ь а

( а Ь) (о О) (О Ь ')
-Ь (l О (l + -ь о =

= (~ ~) + (~ ~) (_~ ~) =aHi
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Замечание 8.10.1. Фактически, нами установлено, что отображе

ние / из 1[ в С,

/((0., Ь)) = (_~ ~)

является изоморфизмом построенных полей 1[ и 1[', т. е. биекцией,

для которой l(zl + Z2) = l(zl) + I(Z2), l(zlz2) = 1(zl)l(z2) для всех

Z1,z2 Е iC.



Глава 9

Линейные пространства

9.1. Вывод свойств линейного пространства

из аксиом

Пусть К - поле (например, К = IR - поле действительных чи

сел). Многочисленные конкретные примеры линейных пространств,

с которыми мы уже столкнулись (линейные пространства строк ](П,

столбцов к-, пространства прямоугольных и квадратных матриц

J\i]m,n(]() и М,,(]() , пространство многочленов ]([.1:], пространство

непрерывных вещественных функций С[О, 1] на отрезке [0,1] н т. д),

оправдывают введение и рассмотрение понятия абстрактного ли

неиного пространства кV над полем К как множества \7 с опера

uией сложения (V х V ---+ V, (о., Ь) f--' О. + Ь) и операциями умножения

на элементы с Е К (V ---+ V, 11 f--' С1!), удовлетворяющимиследующим

условиям:

1.1) ассоциативность сложения (т. е. ('11. + 'n) + чп = 11 + (00 + 11') для

всех 11.,'.11' Е \/);

1.2) коммугативнос ть сложения (т. е.о..+о =о+и для всех '11.,', Е V);

1:3) существование нейтрального элемента О для операции сложе

"ни (1'. С." + () =С дЛЯ всех '1 Е V);

I.~) сушествоваиие противоположного элемента -'1) для всякого

/' Е V (1' С./I + (-и) = О);
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11.1) 1· '/1 ='И дЛЯ всех 'И Е V;
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11.2) (rs)'U = T(S'U) дЛЯ всех Т,В Е К,'И Е 1/;

IIl.l) T(-I!] +'И2) =ги] +'/"1)2 для всех r Е К, '''],112 Е V;

Ш.2) (Т + s)'U = ТI1 + S'U дЛЯ всех Т,.5 Е К, 'И Е V.

Приведём вывод ряда следствий из этих аксиом линейного про

странства (хотя, конечно, в каждом конкретном случае они доста

точно очевидны).

1) Уравнение 'и+х = 'И дЛЯ 'U,'И Е кV имеет, причем единственное,

решение "; = (-'11.) + ·и.

Действительно, прибавляя -11. к левой и правой части, получаем,

что х = (-11.) + V. С другой стороны, 11. + (-11.) + V = 'И.

2) Если ;Х +:Е = х для х Е KV, ТО о); = О.

Действительно, прнбавляя к левой и правой части противополож

ный элемент -:J:), получаем, что ;J:) = (-:J:))+ Х +:J:) = (-;1;) + Х = О.

3) О'и = О для любого 'и Е KV.

Действительно, если Х = O'U (здесь О Е К), то Х + Х = О,· + О'И =

= (О + О)'и = О'" = Х, И поэтому ,7; = О Е KV.

4) -о = О для .,'Е К, О Е 1/.

Действительно, если :1 = тО, то ":+". = ,,'0+'1'0 = '/'(0+0) = та = '1!,

И поэтому :1: = О.

5) (-1)1) = -1) для всех 1) Е V.

Действительно, (-1)-/1 + '[/ = (-1 + 1)'/1 = О" = О, т. е. (-1)'1) = -[/.
б) '/"/! = О ДJlЯ 'г' Е К, 'О' Е V тогда и только тогда, когда либо

7' = О, либо v = О,

Действительно, если т =J О, ТО В поле К существует элемент

-: 1 Е К, и поэтому 'И = 1и = т-lгu = с- 10 = О.

7) 1:(11 - 11) = Г/1, - '1'1) для всех r Е К, н:» Е V.

Действительно, 1'('1/. -и) + г" = ,/.('{/, - п + 'с) '/"/1, т. е.

"'(11 _. 'и) =1:11. - )"и.

8) -(-'n) =./! для всех 'и Е V.

Действительно, '/1 + (-'/1) = О, И поэтому -(-и) = ·И.
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9.2. Линейная зависимость

в линейных пространствах
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Пусть к11 - линейное пространство над полем К. Если

·IJj,. " 'и,. Е V. "'1, ,k,. Е К, то элемент

k1Vl + .. + к.»; Е 11

называется линейной комбинацией элементов '11.1, •.• , '11.,. С коэффици

ентами "'1 , ... , "',. Е К.

Систему элементов 'lJl, ... ,v7, Е КV назовём линейно зависимой,

если найдутся элементы k j , ••• , "',. Е К такие. что

а) не все ki. равны нулю (т. е. хотя бы один элемент "'; отличен от

нуля);

Для краткости в этой ситуации мы будем говорить, что «нетри

виальная. линейная комбинация элементов Vl,.", 1),/, равна нулю

(конечно, тривиальная линейная комбинация всегда равна нулю,

О'{)] + ... + 0'11.,. = О).

Система элементов 'Ul, ., ,,1.'1' Е КV называется линейно неаа.ви

симой, если она не является линейно зависимой, Э1'О означает, что

из равенства

"' 1'иl + ... + "',.·и,. = О, "'1, ... , "',. Е К.

следует, что

"' 1 = "'2 = ... = k,. = О.

Теорема 9.2.1. Система элементов '/11-." 1 '11/, Е к V линейно асl/iИ

сима тогда и ТОЛЬИО тогда, когда ДЛЯ некоторого i" 1 ~ i. ::( '}',

и; = Llj'uj. lj Е к
j::j;-i

(т, е. элемент 'U-i является линейной комбинацией остальных элемен

ТОВ системы 'иl, "., VT ) .
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Доказательство.

1) Пусть система ·Иl, ... , ·И,. линейно зависима, т. е.

kl'И] + ... + k,.·u,. = О, ki i' О.

Тогда

2) Если

то

LljVj + (-1)щ = Vi + (-I)v'i = О,
.i:j:.i.

т. е. система Vl,"" v,. линейно зависима, поскольку -1 i' О. о

Пример 9.2.2. Если в системе элементов V], •..• ИГ Е KV есть

нулевой элемент, скажем, Щ = О, то система '01 ... , и; линейно зави

сима.

действительно, 0'()1 +...+1·Ui+ . . . +О·И,. = О, или, другим способом,

щ=о= L::OV;.
jj;.'l

Пример 9.2.3. Если 'Иi = 'uj для i i' j, то система '(il, ... ,·и.,. Е кV
линейно зависима.

Действительно, о·и] + ... + 1·Иi. + ... + (-1)'и, + ... + О'И" = О, или,

иначе, 1),; = Vj + L: OVk.
kioi
kio]

Пример 9.2.4. Система строк"1•...• СП Е кК"; где

С] = (1.0.,0).

02 = (0'1 •... ,О).

'п = (0.0.... ,1).

линейно независима. Кроме того, любая строка (t = (k], ... , kn .) Е

Е j(I<n является линейной комбинацией элементов ==1: ... : Еп , а имен

но, (t = (k1 , ... ,k,,) = k:]c] + ... + I.:n.Cn.
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Действительно,

и поэтому если

k l " 1 -1 ... + "'"с" .., (О, ... , О),

то

k l = "'~ = ... ~ "'" = О,

следовательно, система строк {E't"., \ё n } линейно пеэнвнсим».
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Пример 9,2.5. Пусть '/11, '/I~,u:J Е m:V - линейно неаависимая сие

тема в линейном пространстве m: V. Тогда

·Ul = 'и1 + 'и2, 'и2 = 'Иl + ·uз, 'UЗ = 'И2 + 'И;З -

также линейно независимая система.

Действительно, еслн

то

0= "'1(1'[ + 112) + "'2(1'[ + '''З) + k3(1I2 + 113) =

= (k 1 + "'2)/.'1 + (k[ + "'3)"'2 + (k2 + "'3)113.

поэтому

{

k1 + "'2 = О,

"'[ + kз = О,

"'2 + "'3 = О.

Следовательно, "'[ = О, "'2 = О, "'з = О. и система элементов щ, U2, 11-:1

линейно независима.

Упражнения 9.2.6.

1) Подсистема линейно независимои системы линейно независима.

2) Если подсистема линейно зависима, то линейно зависима и вся

система.
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Замечание 9.2.7. Для системы строк в К"

ctl = (а11,"" иln),

01' = (0,'1-1,'" ,(],/"n)

вопрос о её линейной зависимости равносилен существованиюнену

левого решения (/"1, .. , ",.) следуюrдей однородной системы линей

ных уравнений:

{

1J11:I:1 .+ + 1J"jJ:,. = О,

UlnXl + + о,7"nХ1" = О

с транспонированной матрицей А*, где

Таким образом, метод Гаусса даёт нам в этом случае алгоритмическое

решение задачи о линейной зависимости строк.

Теорема 9.2.8. Пусть А = (аи) Е Мn(К) -квадратная матрица.

Тогда следующие условия ревноснпьны:

1) IAI =0;

2) система строк А1, ... ,Аn матрицы А линейно зависима (8 про

странстве строк кn);

3) система столбцов А 1 , ... з Ан матрицы А линейно зависима

(8 пространстве столбцов [(").

Доказательство.

1) Если строки матрицы А линейно зависимы, скажем, -;-Я стро

ка А; является линейной комбинацией остальных, A i = 2:.: IjAj , то,

как мы показали, IAI = О, т. е. 2) ==} 1). .#;,
2) Пусть IAj = О. Тогда
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в Том и ТОЛЬКО в том случае, если (k], ... , kn ) является решени

ем однородной системы линейных уравнений с матрицей А*. Так

как IA*I = IAI = о, та существует ненулевое решение (k], ... ,kп.),
т. е. система строк A 1J ... : Аn матрицы А линейно зависима. Итак,

1) =? 2).
3) Так как IA*! = IAI, то 1) {=;> 3). О

Задача 9.2.9. Пусть А = (Пij) Е IVIn(К), В = (О;)) Е IVIn(К), где

b;j = A j;. Покажите, что если IAI = о, то IBI = о.

Теорема 9.2.10. Любая система из т строк в К" при т > n
лннеяно зависима.

Доказательство. Если

то равенство k 1Q 1+.. .+kmJy.m = О равносильно тому, что (k 1 , , · · , k m)
является решением следующей однородной системы линейных урав-

.+ aт1~·Cт, = О,

нений:

г: ..
а1nХl +." + O-mnХт = О.

Так как ЧИСЛО n уравнений меньше числа ПI. переменных, ТО однород

ная система обладает ненулевым решением, т. е. система (Y.l,···) О'т,

линейно зависима. О

Следствие 9.2.11. Если система '-'], .. , (х,. Е К" линейно незави

сима, то 'г ~ п .

Лемма 9.2.12. Если система элементов '-'], .. , СУ,. Е f(V линей

ного пространства к у' над полем К линейно незгенснкэ, (j Е кV
и система 01' .... 0::1" iJ линейно зависима, то /3 является линейной

I<ом6инацией элементов 0'1·· .. ,0.1"

Доказательство. Пусть

k](}1 + ... + "',.(},. + k"нЗ = О, ",]. ., "',+1 Е К,
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о

где не все k;, 1 :( i :( л: + 1, равны нулю. Если бы k'+l = О, то

негривиальная линейная комбинация klO'l + ... + k'!'O'J" = О, равная

нулю, означала бы, ЧТО система СЧ~ .... 01" линейно зависима, ЧТО

проти воречит предположен ию

ИТаК, ",,+1 '1 О, и поэтому

-k 1 -k,.
(j = k,+l аl + .. + k"+l ас ,

Лемма 9.2.13 (единственность представления элемента ли

нейного пространства кV в виде линейной комбинации линей

НО независимой системы элементов). Пусть {O:11'" 1О'Т} -линей

но независимая система элементов линейного пространства KV и

(1 = k1щ + ... + k.,.<.J:,. = А:;щ + ... + k;.<.J:r , ki , '< Е к.

Тогда k l = k'l ,.. , ",. = ""..
Доказательство. Действительно,

и ПОЭТОМУ k1 - "; = О, ... , k,. - k". = О. о

9.3. Максимальныелинейно невависимые

подсистемы систем элементов линейных

пространств, базис линейного пространства

Пусть S' С:; к t7 . Наиболее важные для нас случаи:

Н) ,r.,' - конечное подмножество элементов в I<V;

б)S=f(\/

Пuдсисп.:',ма иl; .... 'С ," Е S ~ 1(11 называется максимальной лu

неино негивисимои подсистемой в S, если:

1) /11' , • /,'," - линейно независимая система;

2) "(lJ." _ .. '1.',,: 'и - линеино зависимая система для всякого 'с Е 8,

ИЛИ, что эквивалентно.
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2') любой элемент 'и Е S является линейной комбинацией элемен

тов '1J1J".' '01"

Максимальная линейно независимая подсистема 'И!, ... , 'Ит В

S = [(V (если в [(11' существует такая конечная система) называет

ся базисом линейного пространства [(V, Линейное пространство [(V
с конечным базисом '01, .. ,: '1)/, называется КDнечнамерНblМлинейным

пространством (при этом будет показано, что любой другой базис

линейного пространства содержит то же самое число элементов),

Пример 9,3,1. Как мы уже видели, система строк

01=(1,0" ,,0),
02 = (0,1, , .. , О),

СП = (0,0, ... ,1)

является базисом линейного пространства строк К":

Лемма 9.3.2. Любую линейно независимуюподсистемуV1, . . . , V c

в 5 ~ К" можно дополнить до максимальной линейно независимой

подсистемы в з С:; к».

Доказательство. Если 'С!:., ., 'nl" - максимальная линейно неза

висимая подсистема в 5 ~ ](Л., то все доказано. Если нет, то най

дётся элемент 'и Е S такой, что '/}1; -и2,··· ,·И.,., 'и = 'и'г+l - линейно

независимая подсистема в ..'i, После конечного числа шагов процесс

остановится, так как любые системы из n + 1 элементов в линейном

пространстве К" оказываются линейно зависимыми. D

Следствие 9.3.3. Любой ненулевой элемент О f '/) Е S С:; К"

дополняем до максимальной линейно неэгенсныой подсистемы в s.

Следствие 9.3.4. В S = IR" (или S = К" для бесконечного по

ля К) бесконечно много реэлнчных базисов. Если поле К конечно,

1[(1 = '1 (например, К = Z2), то число элементов в К" равно ц",

И поэтому число базисов в 1(/1. конечно. Найдите их число,

Замечание 9.3.5. Пусть строки I1,J,.,., и,в Е К" линейно неза

висямы. 8 < 11. Тогда существуют такие строки (J,8+1,'" 1 аn Е К",
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что {f!.J ... " а",.} - базис линейного пространства К": Практическое

Нахождение строк (J,8+1~ ... , аn можно осуществить следующим 06
разом. Запишем строки 0,[, ... , аз по столбцам и приведём полу

чснпую матрицу к ступенчатому виду: <p(ai, ... , а;) = Асту п, где

((/,~,.,. ~ (/,::)1 ACTYIl Е l\iIn,..,(I{) , rp- последовательность элементарных

JlрL'()()ра:юmJIIИЙ строк. Так как строки 0.1, . . . : 0..., линейно невависи

мы. то В II"VII имеется ровно" иенулевых строк (первые" строк).

Пуст[, ~.,.[ [,.' .,~" Е [(n - столбцы, на i-M месте которых стоит 1,
(] остнльны« элементы равны О, '; = в+ 1, ... 1 'п. Припишем эти столб

1([,[ справа [(матрице Асту п . Пусть В Е М.,,,(К) - полученная матрица.

Применяя [( матрице В последовательность элементарных преобразо

вапий СТрО[(, обратную к <р, приходим К матрице В. При этом (В)*

матрица, в [<оТОрОЙ первые s строк - это 0,[, ... , аз, а последующие

строки дополняют их до базиса линейного пространства К":

9.4. Замечание о линейной выражаемости

конечных систем элементов

в линейном пространстве

Пусть f(V -линейное пространство, 5[ <:: f(V, 52 <:: f(V. Будем

говорить, что система 52 элементов 'и!, .. _)'Us линейно выражается

через систему 81 элементов 'Иl) . . 1 'и/., если каждый элемент и, Е 82,

1 ~ i ~ з . является линейной комбинацией элементов Vl: ... : V'I" сис

темы S't,

1Ч. = L 1т/"ijVj, rn"ij Е К.
.1=1

Если 1\ тому же система 8з элементов 101: .. . ; 'Шt линейно выра

жается через систему 52,

в

/1'k = L lk;i:Щ,) lki. Е к, 1 ~ k. ~ t.
;.=1

]"0

"Щ = t lцн; = t f)lkimi) )и; = t (t
/,=1 '/.=1 J=1 .1=1 ,/,=1

Т. е. система 5,з линейно выражается через систему S\.
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Системы 51 и 52 называются эквивалентными, если они линейно

выражаются друг через друга (обозначение: 51 ~ 52).

Следствие 9.4.1. Отношение «быть эквивалентнымисистемами»,

51 '" 52, является отношением эквивалентности,

Следствие 9.4.2. Если элемент v Е J(V является линейной ком

бинацией элементов 11}; .. ,1.'1' системы 81. 51 ,......, 82, где 82 - система

элементов и1) . . . J ·II.~, то элемент '1) является линейной комбинацией

элементов и11' '; '11..<; системы 52.

Следствие 9.4.3. Любая (конечная) система элементов 5 <;; J(V
эквивалентна своей максимальной линейно независимой подсистеме.

Следствие 9.4.4. Любые две (конечные) максимально независи

мые подснстемы любой системы 5 <;; J(V эквивалентны.

Замечание 9.4.5. Если А, В Е Мт,n(К) и матрица В получена

из матрицы А конечным числом элементарных преобразований l-го,

2-го и 3-го типов, то каждая строка матрицы В является линейной

комбинацией строк матрицы А (поскольку от матрицы В мы можем

вернуться к матрице А с помощью элементарных преобразований

строк 1-го, 2-го и 3-го типов, то каждая строка матрицы А является

линейной комбинацией строк матрицы В). Таким образом, в линей

ном пространстве строк К" системы строк А 1 , . , . ,Ат матрицы А и

В, . . . .Вт матрицы В линейно выражаются друг через друга.

Теорема 9.4.6 (основная теорема о линейной зависимости).

Пусть в линейном пространстве кV линейно независимая система

элементов 'иl" ., 'С, линейно выражается через другую систему эле

ментов 'Нl1' '; 1},,s. Тогда л: =( S.

Доказательство. Допустим противное: пусть r > з . В силу на

шего предположения
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Так как т > 8, то Т строк
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в линейном пространстве строк К" линейно зависимы: найдёгся их

линейная комбинация с коэффициентами ",]" .. , k" где "" f О для

некоторого 'i, равная нулевой строке (О, ... , О) Е К". Но тогда и ли

нейная комбинация элементов '1)1, ... ~ 'и1, С ЭТИМИ же коэффициентами

k], ... , k,., равна нулю, k]'U] + ... + k.,.·u-c = О. Таким образом, система

элементов 'U1 1 ..• ,'ит линейно зависима, что приводит нас к противо

речию. О

Следствие 9.4.7. Две эквивалентные конечные линейно незави

снные системы в лннгйном пространствекV содержат равное число

элементов.

Следствие 9.4.8. Для системы5 ~ KV, где KV - конечномерное

линейное пространство, любые две (конечные) максимальные линей

но независимые подсистемы содержат одинаковое число элементов

1'(5), называемое рангом системы 5.

Следствие 9.4.9. Если 5 = KV и к1! - конечномерное линейное

пространство, то любые два базиса в к17 состоят ИЗ одного и того же

числа элементов n, ЭТО число n называется размерностью линеiiного

пространства KV, обозначение: dimKV = n.

Как мы видели ранее, одним из базисов в линейном пространстве

строк кК'" является система строк

'1=(1,0.... 0).

Еn = (О , О , ... ,l),

н поэтому сЕт кК" = N.

Следствие 9.4.10. Если в конечномерном лннейнон простран

стве кl! одна система элементов 5] линеiiно выражается через дру

гую систему 52, то 1'(5]) ( 1'(52).
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Следствие 9.4.11. Если в линейном пространстве KV система М

из тn. элементов имеет ранг т, то любая её подсистема s' из .'3 элемен

тов (3 ,:; т) имеет ранг не меньше чем r + з - m.

Доказательство. Действительно, если R - максимальная ли

нейно независимая подсистема в 111, IRI = 'r, то R\(RЛ5') с 111\5', и

поэтому IR\ (RЛ 5')1 ,:; т - 8. Следовательно, IRn5'1 ~ r - (т - 8) =

=Т+8-m. О

Следствие 9.4.12. Для системы строк '/)1, ... ,'u,. Е К" следующие

условия эквивалентны:

1) система строк Vl, .. " V1• является бэ.зисом линейного простран

ства строк К" (т. е. максимальной линейно независимой под

системой строк в К": и тогда т = 71.);

2) каждая строка v Е К" единственным образом представляется

в виде линейной комбинации

(и тогда т = 71.);

3) т = n и система строк 'Vl, .. ,: V N линейно независима;

4) т = 71. И каждая строка 'И Е К" представима в виде линейной

комбинации

Доказательство. Мы уже показали, что 1) ==? 2). Покажем,

что 2) ==? 1). Если 'иl, .. ', 'О,. - линейно зависимая система строк,

Л!'Иl + ... + Л,I'.,. = О С некоторым Л;. i о, то нулевая строка имеет

два различных представления

о = о . Uj +. .+ о ·U,. = Лl'l)l + ... + Лт'U" Л; t о.

При этом т =n, так как .любые базисы в К" содержат "fI. элементов.

Ясно, что 1) ==? 3). Покажем, что 3) ==? 1). Для любой строки

'() Е К" система строк 'Иl, ... ,'Ип , 'и линейно зависима (ТI. + 1 > ТI.). Так
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как 'иl",,: 'иn - линейно независимая система, ТО '() = Лl'Ul +.. .+Лn'Un
для некоторых .\], ... ,.\n Е К.

Ясно, что 1) = 4). Покажем, что 4) = 1). Допустим,

ЧТО 'иl",,) 'иn - линейно зависимая система. Тогда её максимально

линейно независимая подсистема 'l)-i.1" .. ,'Ui.'I"' Г < П" является макси

мальной линейно независимой подсистемой в К"; что противоречит

.,.=n. О

9.5. Единственность

главного ступенчатоговида матрицы

Теорема 9.5.1. Пусть А, В, С Е Мщn(К), В и С - ступенчатые

матрицы, полученные из ненулевоii матрицы А конечным числом эле

ментарных преобразованиii строк l-го, 2-го и 3-го типов. Тогда:

1) системы строк {В], ... ,Вт} матрицы В и {С], ... ,Ст} мат

рицы С в линейном пространстве строк К" линейно выража

ются друг через друга (другими словами, линейные оболоч

ки строк матриц А, В и С в К" совпадают: (А 1 , .•. , Ат.) =

= (BI,' ", В"'.) = (С]"", Ст!, см, с. 107);

2) чнспе л, И "'2 ненулевык строк в ступенчатых матрицах

В н С (,ООТНСТСПJС/IIЮ соннэлгкп (при этом '" = "'1 "'2 =

~ ,Iilll/\ (!\ [, , , ' , А",); лругие интерпретации числа т = .,.(А)

UУЛУ'I' лнны Н теорем(' 9,16,\ о ранге матрицы);

З) Jll-I/IСрЫ С"Г1JO/( ступенчатых матриц В и С располагаются в од

инк /1 тех Ж(' сюлбннх;

Ij) "ели Ji и С - главные ступенчатые виды ненулевой матрицы

!\ Е: J\!I"",,(J\), то JJ ~ С,

Докаэательство,

\) В l'II,IIY знмечапи» 9.4,5, в линейном пространстве строк К"

системы строк {;\ 1, , , ' , II",} матрицы А и {В 1 , ... , В".,} матрицы В

,1I111lСЙIIO выражаютс» друг через друга. Аналогично, системы строк

{;1[, ' , , , II",} матрицы А н {C 1, '" Сm } матрицы С также линей-

но выражаются друг через друга. Принимая во внимание транзитив

ность линейной выражаемостисистем строк (см, следствие 9.4.2), по-
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лучаем, что системы строк {В], ... ,Вт} матрицы В и {С]' .... Ст}

матрицы С линейно выражаются друг через друга. Следовательно,

(А], ... ,Ат ) = (В], .. . ,дn) = (С], ... ,Ст ) .

2) Так как ненулевые строки ступенчатой матрицы образуют

максимально независимую подсистему строк, то из 1) следует, что

"'[ = "'2 (см. следствие 9.4.10), при этом

.,. = Тl = Т2 = dim(B1 , · · · , Вт) =

= dim(C1 , ... , Ст ) = dim(A 1 , .. , Аm) .

3) Пусть лидеры .,. иенулевых строк В[, В2 , .•. , В; ступенча

той матрицы В расположены в столбцах с номерами k 1 , k2"", k,.,

k[ < k2 < .. < k,., а лидеры r ненулевых строк 0.1,0.2, ... , С,. сту

пенчатой матрицы С расположены в столбцах с номерами 1[,12,' .. ,1,.,
11 < [2 < < 1,.. Так как системы строк {В 1 , В2"", В,.},

{С" 0.2,... , Се} линейно выражаются друг через друга, то, в си

лу леммы 3.5.5 и следствия 3.5.6, k1 = I[ (k[ ;;, min{I;} = 11;

[[ ~ min{k;,} = k1) .

Если

В2 = L Л2jСj .
j=l

0.2 = Lf.'2jBj,
j=l

то Л21 = О = /121' Применяя наше рассуждение для систем

{В2 , ... , В,.} и {С2 , ... , С,.}, которые линейно выражаются друг через

друга, получаем, что k2 = [2.

Продолжая этот процесс, убеждаемся в том, что kз = I;J,..

k J' = [1'.

4) В 2) и 3) доказано, что число ненулевых строк т и номера

столбцов 1[, ... ,1,., 1 (; '[ < [2 < .' < 1,. (; n, в которых находятся

главные неизвестные главных ступенчатых видов В И С, сиределе

ны однозначно. Таким образом, разбиения на главные н свободные

неизвестные, определяемые ступенчатыми видами В и С, сонпадают.

Поскольку главные неизвестные однозначно выражаются через сво

бодные (в эквивалентных однородных системах линейных уравнений

с главными ступенчатыми матрицами В и С), при этом главный сту

пенчатый вид определяется этим выражением однозначно (см. заме

чание 3.6.9), то В = С О
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Замечание 9.5.2 (матричное доказательство п. 4 теоремы

о единственности главного ступенчатого вида). для А Е IVIm,п(К)

существуют такие обратимые матрицы Р, С Е lVIm(К) (произведения

матриц. соответствующих элементарным преобразованиям строк),

что

А=Р·В=С·С

Следовательно,

В = D . С, где D = р- 1с .

Используя определение главного ступенчатого вида и переставляя

столбцы матриц В и С, имеем:

B·Q= (-%ti-) =D· (*) =D·C·Q, (9.1)

где Q Е lVIп,(К) (матрица Q - обратимая матрица, соответствующая

последовательности элементарных преобразований столбцов; мы уже

доказали в п. 2 и 3, что числа г и столбцы ]1, .. ,З,·, в которых стоят

лидеры строк, одинаковы для ступенчатых матриц В и С, соответ

ственно; нулевые блоки могут отсутствовать (если k = r = т)),

Следовательно, матрица D имеет следующий блочный вид:

где матрица *' Е r-Лm,m-r·(I() (если т < тn) СОСТОНТ ИЗ произвольных

элементов поля К. Поэтому, умножая D на

и приравнивая к

(-%ti-)
получаем, что * = *' Е lvIт _ , n_ , , (К ) , Умножая (91) справа на (2-1,

получаем В = С.
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Пусть кU, КV - линейные пространства над полем 1<. Биектив

ное отображение

f: ки -; кУ

для которого

НИj + 'и2) = Нщ) + f(U2),

j(ku) = kj(u)

для всех ти , 'и2,'и Е кU, k Е 1<, называется изоморфизмом линейных

пространств кU и KV (в этом случае будем говорить, что линейные

пространства кU и KV изоморфны, обозначение: кU S' KV),

Упражнение 9,6,1. Отношение кU S' KV является отношением

эквивалентности.

Лемма 9.6.2. Если f: кU КV - изоморфизм линей-

ных пространств, dimKU = n, {ег. ... ,е.,,}-базис в ии, то

{J(ej), ... , j(en)} - базис в KV, и поэтому dim к11 = n = dimf(U.

Доказательство.

1) Если u Е KV, ТО Ли) = 'и для некоторого u Е кU. Пусть

'и. = kjej + ... + knen, где kj, .... 1,0" Е К. Тогда

2) Пусть kjj(ej) + ... + k,,/(cn) = О для kJ .... , k" Е К, Тогда

0= kjJ(eJ) + .. + k".f(c,,) = j(kjej -+ . + k"e,,),

н поэтому

следовательно, 1,0, = k2 = ... = k" = О.

Итак, в силу 1) и 2), и(е,) ... , Ле,,)} - базис линейного про-

странства к1/ О
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Лемма 9.6.3. Если dim{{V = n и {еь .,еn}~базис ли

нейного пространства кV, то, сопоставляя каждому элементу

v = "' 1 е ! + ... + к;»; Е к 17 однозначно определённую строчку его

координат (k!, ... , kп.) в базисе {е1,,,,, сп}, получаем изоморфизм

лннейных пространств кV "" К", таким образом, каждое n-мерное

линейное пространство к j/ над полем К изоморфно линейному про

странству строк К":

Доказательство. Соответствие

является биекцией, для которой

6.(v +и') = 6.((k!<o! + + "'nеn ) + (k~e1 + ... + "'~en) =

= 6.((1,,1 + Ас;)е1 + + (kn + "'~)en) =
= (Ас 1 + Ас;, ... ,"'n + Ас;,) = (Ас!, ... , Асn ) + (Ac~" Ac~) =
= 6.Сn) +6.(',,');

6.(k·u) = f'.(k(k!e! + ... + "'nеn ) ) = 6.((kk1)e1 + ... + (kkn)en) =

= (kk!, ... , kk n ) = k;(k,!,. " "'n) = k6.(v). D

Теорема 9.6.4. КонечномерныелинейныепространстваКU и кV
изоморфны тогда и только тогда, когда dimKU = dimf{V = п, и

в этом случае к И ""К" "" кV.

Доказательство теоремы следует из лемм 9.6.2 и 9.6.3. D

Упражнение 9.6.5. Покажиге. что следующие линейные про

странства являются бесконечномернымилинейными пространствами

(это означает, что в них нет базиса из конечного числа элементов):

J) !RC[O, 1]~ линейное пространство вещественных непрерывных

функций на отрезке [0,1]:

2) к /{[;r;1 - линейное пространство многочленов от переменной ,1;

с коэффициентами из поля К;

3) J(/{F'i - линейное пространство всех счетных последовательно

стей (1,,1."'2 .... , Асn, ... ) элементов из поля К.
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Упражнение 9.6.6. Докажите, что

а) dim кlvlт.n(К) = '11т.;

·П('II. + 1)
б) diШII{А Е Ivln (IR ) I А* = А} = --2-;

n(n-1)
В) dimll{A Е Ivln (IR ) I А* = -А} = --2-'

9.7. Замена базиса линейного пространства
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Пусть V - конечномерное линейное пространство над полем К,

dim V = n < 00, {и1" .• 'иn } - базис в 1/. {v\, ... ,'и~} - другой базис

в V,

'и} = CljVl + (;2'/1)2 + ... + Gnj '1)n , j = 1, ... 1 n, Cij Е I(

(запись по столбцу!). С = (e;j) Е Ivln (К) - матрица перехода от

первого базиса ко второму.

Замечание 9.7.1. Та" как умножение в поле К коммутативно. то

левое линейное пространство кV можно рассматривать и как пра

вое линейное пространство VK, полагая 11'\ = '\'1 для всех ,\ Е К,

'и Е V. Тогда определение матрицы перехода может быть записано

в матричном виде как

(0'1' ... ,'О",) = (-01 . . . . ,vn)C.

Ограничиваясь левыми линейными пространствами, мы можем ис

пользовать эквивалентнуюформу записи:

ИЛИ, кратко. Е' = С'Е; где

[= С,) [' = С,) Е M",l(V),

Если V = К"; то и! .. vn:'u~)",,'u;, Е [(11, [,Е' Е ~Лn(I() и

[' = С*[ означает равенство квадратных (n xn)-маТрИ11.
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9.8. Обратимостьматрицы перехода

1) Если 1('1 = о, то IC*I = о и строки матрицы С* линейно зави

симы. Поэтому из

( I! ~ ) (11'):'. = С* : ) т. е. Е/ = С*Е,

I!n V N

следует, ЧТО H~, . . , 'U;j. - линейно зависимая система в V, ЧТО при

ВОДИТ 1< противоречию с тем, что 'ui, ... ,1'~J. - базис. Итак, мы по

казали, что 1(.'1 i" о и существует обратная матрица с- 1 (тогда

(с*)-l = (с- 1 ) * ) .

2) Другое докаэательство обратимости матрицы С даёт интер

претация матрицы В = С-l как матрицы перехода от второго базиса

к первому.

Действительно, элементы Vl"," V n также выражаются как ли

нейные комбинации элементов базиса {v~, ... J v~J:

в = (iJ;j) Е ]\{,,(К). Тогда Е = В*Е'. Так как Е' = С*Е, то

Е = В*(С*Е) = (В'С*)Е = (СВ)'Е.

Так как {'Иl"", ип.} - базис в \/, то (Св)' = Е, следовательно,

св = Е, и поэтому В = с-1 О

3) Для любой обратимой матрицы С Е JVlп(К), ICI i" о, 11 любо

го базиса {1I1 ... . ип } конечномерного линейного пространства к \/,
din1кV = 'п, элементы '{J~, •• • J v~. Е КV, где

С) =С' С,)
образуют базис линейного пространства f(V.

действительно, в этом случае

("1) ("'), =(С*)-I,: .
(·п I'ft
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т. е. 'n линейно независимых элементов 'иl"", '1Уn линейно выража

ются через P~ l' •• 1 ·и;',.: По основной лемме о линейной зависимости

элементы v~, ... , V~, линейно независимы. Так как ctimf(V = '11., ТО

{'и;, .... 'и;,,} - базис линейного пространства кV. о

9.9. Замена координат элемента

линейного пространствапри замене базиса

Пусть {'и1" ., 'ип } , {'и;"", 'и~,} - два базиса линейного простран-

ства J(\J', diШJ(\J' = п, С Е Mn(I{), ICI # о, - матрица перехода от

первого базиса ко второму,

С) =С* С)
Х = :clvl + ... + хn'иn = x~'u~ + .. _+x~v~. Е J(V. Так как

з: =ци 1 + ... +ХпlJп = (1:1, .. , "Тп) (~J =

= (1'1, ' , , ,Хп )( с-1)* (и~) = (х;, . , ' ,X~) (и~,)
1)'11 '1J·п

то

или

что эквивалентно

(А ) = с- 1 (Хl)
;r~), ХN

(71) = С (1:1) о
ln. ХN
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Пример 9.9.1. Пусть V = ]R:J, 'иl = (2, 1, ~3), '1.'2 = (3,2, -5),
'1.';1 = (1, ~1, 1), Необходимо выяснить, образуют ли элементы '1.'), '/)2,

'Iз базис в ]R3, и если да, то найти координаты строки х = (6, 2, ~7)
в базисе {Vj,'U2,'UЗ}'

Решение.

где {с), "2, "З} - стандартный базис в ]R3,

С = (~ ~ ~~)
-3 -5 1

Строки 'и), 'И2, 'ИЗ образуют базис в]RЗ тогда и только тогда, когда мат

рица С обратима, Если матрица С обратима, то столбец координат

строки х в базисе {Vl, V2, VЗ} равен

Для вычисления этого столбца применим алгоритм вычисления мат

рицы А -1В (см, с, 182), в процессе работы которого проверяется,

обратима ли матрица А = С:

(
~ ; -~ 1 ~) (~ ~ -~ I ~)

-3 ~5 1 -7 -3 ~5 1-7

( ~ -~ -~I ~) (~~ =~ I-~ )
~3 ~5 1 ~7 О 1 ~2 -1

(~ ~ =~ 1-0 (~~ ~~ IО
( ~ ~ ~I~) (~~ ~I~)
0011 0011
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Таким образом, матрица С обратима, (1,1,1) - координаты строки х

В базисе {'/)] э '/)2; 'lJЗ} , .г = 'Ul + 'и2 + 'из·

Этот же результат можно было получить, используя формулу

(6,2, -7)(с')-l = (1,1,1),

(~ ~ =~ J (~~ ~ J1 -1 1 О О 1
6 2 -7 -1-1-1-

(здесь применяем элементарные преобразования столбцов).

9.10. Линейные подпространства

линейных пространств

Пусть К - поле, кV - линейное пространство над полем К.

Непустое подмножество g l' и с;; кV называется линейным nод

пространством линейного пространства кV, если:

1) Нl + '['2 Е И для всех 'Uj,Н2 Е И;

2) ku. Е И для всех k Е К,и Е U.

Ясно, ЧТО 1<U- линейное пространство относительно тех же опера

ций сложения элементов и умножения на элементы из поля К, что

и в линейном пространстве кV.
Если И - линейное подпространство в конечномерном линейном

пространстве кV, 17. = dim 1<V < 00, то dim кu:;; dim кV. Действи

тельно, если элементы иl . . . . ,'и 8 Е кU линейно неэависимы в [{U, то

эти элементы линейно независимы и в линейном пространстве кУ,

я :( 11, поэтому clilllкU :( dilП к17.
Если кС - линейное подпространство линейного простран

ства кl/. ки с;; 1<V и dimKU = dimKV = n, то к'! = кУ. Дей

ствительно, если {H.l.. иn.} - базис линейного пространства кU ~

~ кV, то эти n элементов 11'1,' u.n линейно независимы в к1/
и сЕт к 1/ = '11, поэтому {'tll1"" 'иn} - базис линейного простран

ства кl/. Итак. каждый элемент ·и Е V имеет ВИД/! = kjnj +. +
+ k,,:/J.n. Е ки, k; Е К, т. е. к1/ = [{U.
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9.11. Пересечение линейных подпространств

Лемма 9.11.1. Пересечение

u=П u;

iEI

любого семейства линейных подпространств {и; С к \1 I 'i Е I} ли

нейного пространства кV является линейным подпространством.

Доказательство. Если 'и, щ, 'и2 Е U = n И;, k Е К, то
«:

", щ, 'и2 Е И; дЛЯ любого '; Е 1, поэтому -и, -1- '''2, ",u. Е И; дЛЯ лю-

бого -i Е 1, т. е. 'и1 -1- Н.2, ",n Е U = n и;. О
iEI

Следствие 9.11.2. Если и1 и и2 - линейные подпространства ли

нейного пространства к У, ТО и1 n И2 - линейное подпространство

в кV (наибольшее подпространство среди подпространств, лежащих

одновременно в И, и в И2),

9.12. Сумма линейных подпространств

Если и, и И2 - линейные подпространства линейного простран

ства [(v, то сумма линейных подпространств

также является линейным подпространством. Действительно. если

//·1 -1- 'l/.2, Н', -1- n; Е И] -1- И2 , 'и], n~ Е и" щ, n; Е и2 , k Е Т(, то

(-I/.j -1- ·и.2) -1- (11.~ -I-n;) = ('11., -1- '11'1) -1- (-и'2 +'//.;) Е и1 + И2;

k(-щ -1- '11.2) = k'/1] -1- /;"//2 Е И] + И2 . О

Замечание 9.12.1. и1 -1- И2 - наименьшее линейное подпростран

ство среди линейных подпространств. содержащих одновременно

и 1 и И2. Более того,

п и
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Замечание 9.12.2. Если И, И], И2, Из - линейные подпростран

ства в к17, то

ИПИ=И, И+И=И,

И[ПИ2=И2ПИ[, [I[+И2=И2+И1 ·

И] n (И2 n [lз) = (и1 n [Т2 ) n U:1,

и[ + (и2 + U:1) = (и[ + [Т2 ) + U:1,
и[ n (И[ + и2) = и], и[ + (И] n [Т2 ) = [1[.

9.13. Линейная оболочка

элементов линейного пространства

Пусть KV - линейное пространство, 'И["." 11", Е кV. Рассмот

рим

совокупность всех линейных комбинаций k;l'Ul +... +km'u m элементов

'(![" .. , 'Иm, с коэффициентами /;;[,.. , /;;", Е К, называемую линейной

оболочкой элементов Vl: ... ,'ит . Линейная оболочка (-Ul)' .: 'ит) яв

ляется наименьшим линейным подпросгранством. содержащим эле

менты 'Vl" _') 1)т' Действительно,

(/;;["I![ + .' ,+ /;;m'Иm,) + (1]',,[ + ... + lт'Иm) =

= (/;;[ + I[)'I1] + ... + (k", + lт)'l1т;

k(k['и[ + ... + km'иm.) = (Н])'О[ + ... + (Нт)Ит;

если U - линейное подпространство в f(V, 'О]. 'ит Е И, ТО

/';],"] + ... + /,;mv", Е и, следовательно, (1'], ... , "т ) с;; [1. Более то-

ГО,

(-IJ1 , . ' '1'иm) = n
и~K\'

ul ..... ·L''''EU

и

Замечание 9.13.1. Если О efu Е кV, ТО (и) = Т(,· = {k"" I k Е {(},
clil11{1!) = 1; если и = О, (v) = Ки = {О}.

Замечание 9.13.2. (-и[., .. ,'ит ) = К'и] + ... + {(о",.
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Замечание 9.13.3. сliПl /{('ОI •.. , ,"",) = !·{'О!., .. 'и",}; любая мак

симальная линейно неэависимая подсистема в {'/)l) .... 'UПJJ является

базисом линейного подпространства (VI, ' , , ,'Ит)'

Основная лемма о линейной зависимости может быть сформули

рована в следующей эквивалентной форме,

Теорема 9.13.4 (о замене). Пусть "1"", 'О" Е f{V - линейно

неэавнсимая система, иl"" .н; Е ('иl",,; ·us ) , {и'1,"'; 'ит } - линей

но независимая система элементов. Тогда т :( s и

где

1 :( ir +1 < ." < 'is :( 8.

Доказательство. Так как s = dimK(U!; ... ,'и8 ) , то '{' (; s. Ес

ли r = s, ТО (VIJ"" ·иs ) = (HIJ"') 1t 1· ) . Если Т < 5, то найдётся

V'I:r+l fJ.- ('lЧ, ... 1 'ИТ ) (индекс i'l'+l - минимальный с ЭТИМ свойством).

Продолжая ЭТОТ процесс, построим базис {иl"", 'ИГ 1 Щ"'+l J ••• ~ Vis }

В ('UI,"" 'и,) , О

Следствие 9.13.5. Пусть И, Иi - линейные подпространства

в f{V и И ~ Иf, dimf{U = /, dimf{И! = 'т" Тогда 1 ( m и лю

бой базис подпространства И можно дополнить т - 1 элементами до

базиса подпространства Иi В частности, если И ~ Иi И 1 = 177., то

И = И/,

Теорема 9.13.6 (формула размерности). Пусть И, И! - линей

ные подпространства в J(V, dimJ(V = п. < 00, Тогда

clim кU + diш к И! = climJ((U n Иi ) + diш к(U + W),

ИЛИ, что экенеэленпю.

сЕт к(U + I,V) = diш /{U + сliш J(!V - diш [«(И n Иi),

Доказательство, Пусть сliШJ((U n IУ) = d, сliШJ{U в,

di111 к ТУ = t, Ясно. что О ~ (/ ~ 8, d ( t, При d = О утверждение

очевидно (объединение базисов в И и VV даёт базис в И + И/), Вы

берем базис ·UI"".щ линейного пространства И n Иf и дополним
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его до базиса 'U1 1 " " 'Ud, 'иl, ... , 'иJЗ-(} линейного пространства И и до

базиса Vl,,"; V(j, 'Шl) ... , 'Шt-d линейного пространства Иl. Ясно, что

Если

то

d 8-(} t-tj

L Лi'/J.i +L /l.j'lJ.j = - L '/k'IЩ, Е U n Н!,
·t=l }=l k=l

поэтому 1"1 = I"s-d = О, 1'1 = ... = "It-d = О. Следовательно,

Л1 = ... = Лd = О. Таким образом,

базис линейного подпространства U + И/, откуда

8+t = d+ (8 -d) +d+ (1. - d) =d+ (d +(8 - d) + (t.-d)),

поэтому

dimKU + dimKT'V = dimKU n W + dimK(U + W). о

Теорема 9.13.7 (о существовании прямого дополнения под

пространства). Пусть dim к 11" = n < со. U - линейное подпростран

ство в К У. Тогда существует линейное подпространство vV в кV
такое, что

U + Иf = У, U n TV = {О},

(называемое прямым дополнением подпространства и в кV; в этом

случае также говорят, что линейное пространство кV является

прямой суммой линейных подпространств и и И/, обозначение:

f(V = U S ТУ).

Доказательство. Если dim f(l; '/. И {"I1.1,.... "11.,.} - базис

в f(И, то дополним его до базиса линейного пространства КТ!:

'U.l,· .. ,1It 1Vl"",'vn - 1· . Пусть y,v = \1'1 1 " , , 'ulI. _"') ' Тогда к'; = U+Иf ,

UnT'V={O} О
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Замечание 9.13.8. Конечно, прямое дополнениеопределено неод

ноэначно, однако все прямые дополнения линейного пространства

изоморфны (а именно, все они имеют размерностьdiш к17 ~diIIl кU).

Замечание 9.13.9. Если j{ 1/ = И 1V, то представление элемен

та (J Е V в виде 'и = и: + Ш, IJ. Е и,т Е П7, определено однозначно

(действительно, если '() = и + 1и = 'и' + ш', '/1,' Е и, из' Е W, то

" - и' = ",' - из Е И n П/ = {О}, следовательно, '" = и', W = w'),
и поэтому линейное пространство }(1/ = И ЕР W изоморфно внеш

пей прямой сумме {(и, 111) I и Е И, UJ Е W} линейных пространств

кU и f(И! С естественнымиоперациями сложения пар и их умноже

ния на с Е К.

Пример 9.13.10 (прямого разложения). Пусть

V = Mn(IR), И = {А Е Mn(IR) I А* = А},

W = {А Е rvlп(IR) I А* = -А}.

Тогда

ll!V=UEPW

А+А* A~A*
действительно, А = --2- + --2-' Если А = А* = ~ А, то

A=OEM,,(IR). О

9.14. Решётка подпространств

линейного пространства

Рассмотрим частично упорядоченное множество всех линейных

полпространствИ линейного пространствакV:

L:([(1i ) = {И Iи с:; KV},

где И] (: U2 означает н, с:; и2 . Для любых двух элементов

U1, и2 Е L:(j,'1/) существует точная верхняя грань U1 V U2 = И] + U2

И точная нижняя грань И] 1\ U2 = U1 n U2, таким образом, частич

но упорядоченное множество Е(кV) является решеткой (решёmкой

линейных подпространствлинейного пространства к1/), при этом

Е(к1/) - решетка с дополнениями (т. е. для всякого И Е L:(f(V) су

ществует такой элемент I'V Е Е(к1/), что UvlY = 17, и А Иf= {О}).
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Теорема 9.14.1. В решётке L(KV) выполнено следующее моду

лярное тождество Дедекинда если Х, У Z Е L:(KV). Х <; Z, то

Х + (У n Z) = (Х + У) n Z

Доказательство.

1) Пусть 2.+0. Е Х + (YnZ), где т Е Х, а Е YnZ, тогда (J Е У, и

поэтому 2. + О. Е Х + У; "' Е Х <; Z, а. Е У n Z <; Z. и следовательно,

х + а. Е Z; итак, х + а. Е (Х + У) n Z
2) Пусть Z Е (Х + У) n Z, Z = .70 + у, где ,с Е Х. У Е У. Тогда

у = Z-T Е YnZ, посколькуХ <; Z, и поэтому Z = т+у Е Х+(YnZ).
о

Замечание9.14.2. Если climкV ) 2, то в L:(K1/) не выполняется

тождество дистрибутивности

(Х + У) n Z = (Х n Z) + (У n Z).

Действительно, в к11 = К2 имеем для

Х + У = KV = к" Х n Z = {О}, У n Z = {О},

(Х + У) n Z = Z f {О} = (Х n Z) + (У n Z). о

Замечание 9.14.3. Итак. мы убедились в том, что решетка

L:(J(11) всех линейн ых подпространств линейного пространства кV
является модулярной (делекиндовой) решёткой с дополнениями.
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9.15. Проективная размерность подпространств

и проективная геометрия PG(KV)

Если dil11{{ 11 = п, и Е [(кV) - линейное подпространство 8 кV,
то определим проективнию размерность

р.гйгп И = dil11 кU - 1.

Таким образом, нулевое подпространство в KV имеет проектив

ную размерность, равную -1; одномерные линейные подпростран

ства имеют нулевую просктивную размерность (их называют точка

ми проективной геометрии); двумерные линейные подпространства

имеют проективную размерность, равную 1 (их называют прямыми

проективной геометрии); и т. д., р.фш V = '1'1.-1. Обозначая через С,

совокупность всех (i + l)-мерных линейных подпространств в 1(1/,

получаем (n - l)-мер"ую проектцянцю геометрию

где С" - множество точек, С 1 - множество прямых, С2 - плоско

стей, С, - множество ~-мерНbIХ плоскостей, с отношением инцидент

ности (/ -< И/I\JНl И Е С" j·V Е С), где 0:( i :( j :( '11.-1,означающим,

что и с-- И/.

9.16. Теорема о ранге матрицы

Пугп, А = (n.;)) Е l\'l""n(K) - прямоугольная (т. х n)-матрица

с элементами «., из поля К, Определитель 1VJ;j .....i/;;:jl .....п. квадратной

(Л: х k)-матрицы, состоящей из элементов на пересечении k строк

г номерами t] .... , i-A: и k. столбцов с номерами )1,··· .з». называется

минором /;;-20 порядка матрицы А. Наивысший порядок ненилевого

минора матрицы А. обозначим через 1'(.'1).

Теорема 9,16,1 (о ранге матрицы). Следующие четыре числовые

характеристики матрицы А = (a.'j) Е ]\!Imл(К) совпадают:

1) I'(А 1 , ... , А",) (ранг системы строк. в кn ) ;

2) 1'(;\1' .. " ",!,,) (ранг системы столбцов, в 1<'11;
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3) г(А) (наивысший порядок ненулевого минора);

4) число ненулевых строк '1' в ступенчатом виде А матрицы А.

(Это совпадающее число называется рангом матрицы А и будет

обозначаться через 1·(А)).

Доказательство разобьём на четыре леммы.

Лемма 9.16.2. Пусть матрица А получена из матрицы А элемен

тарным преобразованиемстрок (столбцов) 1-го или 2-го тпэ, тогда

г(А) = г(А). Если А - ступенчатая форма, к которой приводится

матрица А, то г(А) = г(А}

Доказательство проведём для преобразований строк (для столб

цов всё аналогично).

Случай 1. А'; = А.; + cAj , с Е К, i i= j. для k > l'(A) рассмотрим

минор л1 = 1I1;1 .....i,"I.... .н: в А.
а) Еслиi f/c {i1, , ik}, то 111 = Mi" .. ,i"jl, .... jk = о.

б) Если i, j Е {i
"

, ik}, ТО 111 = M", ...,;'.;jl•... ,j' = О. ..
в) Если i Е {i], , ik} 75 з . то разложим определитель М по i-й

строке А'; = А, +cAj в сумму двух определителей: 111 = lVI+ с6. = о,

так как М = lvI;.I ......i.k;jI .....:i,. = о, поскольку k > r(A), определитель6.
в качестве i.-Й строчки имеет часть строки Aj, но j f/c {ч . ... , ik},
И поэтому 6. отличается от минора матрицы порядка k перестанов

кой двух строк, и поэтому 6. = о. Итак, г(А) О;;:; l'(A). Поскольку

от А к ii: можно вернуться элементарным преобразованием строк, то

I(A)O;;:;l'(A)
Случай 2. А; ;-, Aj разбирается аналогично (i,j Е {i] •. . ,ik};

i,j f/c {i]"ik}; i Е {i],.ik} 75 Л· о

Лемма 9.16.3 (о сохранении линейных соотношений между

столбцами при элементарных преобразованияхстрок). Пусть от

матрицы А к матрице А' мы перешли элементарными преобразова

НИЯМН строк, тогда столбцы матриц А 11 А' имеют одни и те же

линейные соотношения, а именно, k1A 1 + ... + = о тогда н

только тогда. "огда k:]A'] + ... + = о.

Доказательство. ЯСНО, что элементарные преобразования г-го и

2-го типа для строк сохраняют линейное соотношение для столбцов

и эти преобразования обратимы. О
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Следствие 9.16.4. Система столбцов A.i'" " А;,. мегрниы А ли
нейно зависима (соответственно, линейно неэависима или является

ыэкснмэльной линейно независимой подсистемой в A1, .... Аn Е К'Н)

тогда и только тогда, коте соответствующаясистема столбцов (с те

ми же номерами) Aj".", Aj,. матрицы А' линейно зависима (соот
ветственно линейно независнма или является максимальной линейно

незэвисимой подсистемой в A~, ... ~ A~,. Е i'{'ш).

Следствие 9.16.5. г{А\, ... ,Аn } = l{А'" , "A~}.

Лемма 9.16.6. Если А - ступенчатая матрица, то иаивысший по

рядок ненулевого минора г(А) совпадает с числом r ненулевых строк,

Доказательство,

1)Мннор т-го порядка на пересечении 'г ненулевых строк н столб

цов, проходящих через уголки ступенек, является определителем тре

угольной матрицы с иенулевыми элементами на главной диагонали,

и поэтому отличен от нуля,

2) Все миноры, порядок которых больше т, нулевые. так как име-

ют нулевую строку. О

Лемма 9.16.7. В ступенчатой матрице А ранг системы столбцов

совпадает с числом " ненулевых строк (а именно, столбцы, проходя

щи" через уголки ступенек, образуют максимальную линейно неза

пнснмую по,!{систему столбцов),

Доказательство.

1) Указанные столбцы линейно независимы, так как проходят че

1'('3 (,' х,' )-матрицу с ненулевым определителем.

2) Любой столбец ступенчатой матрицы является линейной ком-

бинацией указанных. О

Следствие 9.16.8 (алгоритм нахождения максимальной ли

нейно независимой подсистемы в системе столбцов прямоуголь

ной матрицы). От матрицы А ГJерейдём к ступенчатой матрице il
с иомоизью элементарныхГJреобразованийслрок }-го и 2-го тнпов, за

ноыннм номера слолбиов )1, ... ,,],,., проходящих через УГОЛКИ ступе

нек в А, в матрице А возьмём столбцы С этими понерэмн .4.iI· ... A.i,,'
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Пример 9.16,9, Найти какую-либо максимальнуюлинейно неза

виеимую подеистему строк в системе 0.1, (/.2, аз, а4 Е }R4,

0.1 = (-1,4, --3, -2),

(1.;1 = (3, -2, 1, О),

(1.2 = (3, -7,5,3),

04 = (-4,1,0,1),

а остальные строки выразить как линейные комбинации строк этой

подсистемы.

Решение. Записываем строки al, а2, аЗj а4 как столбцы и приВО

дим полученную матрицу к главному ступенчатому виду с помощью

элементарных преобразованийстрок:

(
-~

-3
-2

3
-7

5
3

3
-2

1
О

3
5

-4
-3

3
2
О

О

Записываем номера столбцов в ступенчатом виде, проходящие че

рез уголки ступенек: 1, 2, Поэтому {(I.[, а2} - максимальная линейно

невависимая подсистема, аз = 30.1 + 20.2, 0.4 = -50.[ - 30.2; ранг сис

темы строк а1, а2, (J,э, й,4 равен 2.

Завершение доказательства теоремы о ранге:

['(А[, леММ~lб3 [,(А[,.,., Аn) (ранг столбцов

ступенчатой матрицы А) ле""м~9.16.7 т леШI~9.1б.6

= ['(А) л'"''''d I 6 . 2 ['(А) = г(А*) ле",,~lб.З г(А[, , "Ат)' О

Теорема 9.16.10, Пусть А = (aij) Е Мm,,,(К), В = (lJ ij) Е

Е М"" (К ) Тогда

['(АВ) ~ ['(А), г(АВ) ~ г(В).
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Доказательство. Пусть С = (Cij) = АБ. Тогда

СЧ = o,'ilblj + + o,;.nbnj,

С; = Q,'ilBl + +n·i.nB11'

с, = A1b1j + + A"bn j .

т. е. строки матрицы С линейно выражаются через строки матри

цы Б, столбцы матрицы О линейно выражаются через столбцы мат

рицы А. Поэтому г(С) ,; 1"(В) и ['(О) :( 1"(А), О

Следствие 9,16,11, При умножении на квадратную матрицу А с

IAj '" О ранг не меняется,

Доказательство, Так как IAI '" о, то существует обратная мат

рица А-1 Поэтому

и следовательно,

['(Б) :( г(БА), 1'(Б)'; г(АБ)

Ранее мы доказали, что

['(В) ? г(БА), г(В)? 1"(АВ),

Поэтому

1'(Б) = 1"(БА), г(Б) = 1"(АВ), О

Задачи 9,16,12,

1) В условиях теоремы:

,'(А) + 1"(Б) - п. :( ,'(АВ),

2) Если А, Б, О Е Мn(К) и АБС = О, то

г(А) + 1"(Б) + 1'(0) :( 2п,
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3) Пусть А Е !VIщn(К), В Е Мn,т(К) и т > п, Покажиге, что

det(AB) = О,

Доказательство. Так как АВ Е !VIт(К), то

г(АВ) ~ I'(В) ~ n < т, О

4) Если А 2 = А Е Мп(К), то

I'(А) + l'(Е - А) = й..

5) Если А, В Е Мn(К) и А2 = А, АВ = О = ВА, то

I'(А + В) = т(А) + r(В),

6) Если А,В Е !VIn(К), АВ = ВА, т(А2) = I'(А) И r(B2) = I'(В),

то

r((Ав)2) = [(АВ),

7) Если A]"",Ak Е Мn(К), k? 2, то

l'(А 1 " ,A k ) ? r(А 1 ) +'" + l'(A k ) - n(k - 1),

Теорема 9.16.13 (о факториальном ранге). Пусть т, п. Е М,

А Е Мщn(К)' Ранг матрицы I'(А) равен наименьшему числу k тако

му, что

А = В ,С, где В Е !VIm,k(K), С Е Mk,n(K)

(это число k: называется факториальным рангом матрицы А),

доказательство, Допустим, что А = В, С, где В Е М,n,n(К),

С Е !VIk,n(K), Тогда система столбцов матрицы А линейно выра

жается через систему столбцов матрицы В (их k штук). Поэтому

l'(А)';; ь.

Пусть k = l'(А). Выберем строки А", •. " А",., образующие макси

мальную линейно независимую подсистему строк А].",. А", матри

цы А

Рассмотрим матрицы В Е M""k(K), В = (fiij), И С Е Mk,n(K), для

которой j-я строка С; = A i j , j = 1,., .• "'. Тогда А = В . С. О
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Теорема 9.16.14 (теорема Кронекера-Капелли: критерий

совместности и определённоети системы линейных уравнении

в терминах рангов матриц), Пусть I Ь;} - система rn линей-

ных уравнений с n неизвестными, .4 = Е Мm,п(К) - матрица

коэффициентов,

расширенная матрица системы линейных уравнений,

а) Система линейных уравнений совместна тогда и только тогда,

когда ранг матрицы коэффициентов А равен рангу расширенной

матрицы .4' = (А, Ь), ,'(А) = I'(А'),

б) Система линейных уравнений определённая тогда и только то

гда, когда ,'(А) = ,'(А') = п,

Доказательство,

1) Используя определение ранга матрицы с помощью столбцов,

видим, '11'0 всегда "(.4) :;; ,'(.4')
2) Если (k 1, . , . ,k n ) - решение. то

т. е. столбцы матрицы .4' линейно выражаются через столбцы мат

рицы А, следовательно, ,'(А') :;; ,'(А), и поэтому I'(А') = ,'(А),

3) Пусть 1'(.4') = 1'(.4) = '(' Тогда максимальная линейно незави

симая система столбцов матрицы .4 содержит '(' столбцов. И поэтому

она является и максимальной линейно нсзависимой системой столб

цов матрицы А'. Таким образом, столбец
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линейно выра жается через эту систему столбцов матрицы А, а по

этому и через все столбцы матрицы А,

Итак, существует решение (k], .. '. kn ) системы линейных уравнений

О

Второе доказательство. Элементарными преобразованиями при

ведём систему линейных уравнений к ступенчатому виду (ранги мат

риц не меняются при этом). Совпадение рангов означает отсутствие

«экзотических» уравнений в ступенчатом виде, т. е. совместность

системы линейных уравнений. О

4) Доказательство критерия определенности (в терминах

рангов). Если система определена, т. е. 1"(А) = 1"(А'), то она опреде

лена тогда и только тогда, когда в ступенчатом виде нет свободных

неизвестных, т. е. 1"(А) = г(А') = n. О

9.17. Размерность пространства решений

однородной системы линейных уравнений

Как мы отметили ранее, совокупность решений Ходн однородной

системы линейных уравнений с матрицей А = (a;,j) Е Мт,п(К) явля

ется линейным просгранством, подпространством в К":

Теорема 9.17.1. Если 'г = 1"(.4) < 'н, то dil11XOOH = н - .,. (Т. е.

размерность пространства решений равна числу свободных неизвест

ных). (Если "(А) = n, то система линейных уравнений имеет лишь

нулевое решение.)

Доказательство. Для удобства записи переупоряпочим неиз

вестные, если это необходимо, так, чтобы

'Тl1"" ;Т'I"
,. главных неизвесгиых

. ;Т n

всиэвсстиых
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Пусть Е Еn-,· Е Мn_,'(К) - единичная матрица размера

(n ~ Т) Х (n -г). Возьмём её строки в качестве наборов значений

для свободных неизвестных и ДОПОЛНИМ их (единственно ВОЗМОЖНЫМ

способом) до решений нашей системы линейных уравнений

n:n-г = (<:('11-"')1)'" ,C(n~7')1"O,O,... ) 1).

Эта система n ~ Т строк-решений линейно независима (поскольку

строки единичной матрицы, конечно, линейно иезависимы). Если

13 = (131, ... ,13,,-,,13"-'+1, ... , 13п) Е Ходн -

произвольное решение, то

"1 = 13 - (3,,-,,'+1("1 - ... - {3"'-'n-, = (/'1, ... , /,,,-,., О, ... , О) Е Ходн .

Однако, конечно,

(О, ... ,О, О, ... ,О) Е Ходн ,

при этом /' и нулевое решение имеют одинаковый набор значений

ДЛЯ свободных неизвестных. Так как значения главных неизвестных

однозначно определяются по свободным, то /' = О, следовательно,

Итак, мы построили базис {(}:}, ... : йn-т'} линейного пространства

решений Ходн , поэтому (Iim Ходн = п. - л-, О

Замечание 9.17.2. Если вместо строк единичной матрицы Е,,_т

ДЛЯ свободных неиэвестных брать строки всевозможных матриц

С Е GLn_,·(K) (т. е. G Е Мп(К), IGI ! О), ТО этот алгоритм поз

воляет построить все базисы в ./'Уnд н .

Замечание 9.17.3. Любой базис линейного пространства реше

ний )(одн однородной системы линейных уравнений называегся в ряде

алгебраических текстов «фундаментальной системой решений одно

родной системы линейных уравнений).
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9.18. Задание любого подпространства

в кV = К" как пространства решений

однородной системы линейных уравнений

Пусть К-поле, ·Ul.· ... 'Um Е к1/ = К"; U = (Нl"",ит ) 

подпространство в 1(""', являющееся линейной оболочкой строк

'и11 ... , 'l/.m, Т. е. множеством всех линейных комбинаций строк

'Щ"", ит, Мы найдем такую матрицу А Е М"n(К), что множество

решений однородной системы линейных уравнений

совпадает с И,

Если И - нулевое под пространство, то в качестве А мы можем

взять любую матрицу n х n с ненулевым определителем (например,

А = Е), Если И = К" (это эквивалентно тому, что dimU = n), то

в качестве А мы можем взять нулевую матрицу из М"n, S ;, 1, Если

же 1 (: dim И = I('LЧ,· .. 1 'Um.) < Н, ТО пусть и; = ('ий, 'Щ2, ... ,'U'i'n),
1 ~ i ~ 1П, '/l,'i,j Е 1<.

Рассмотрим матрицу В Е Мm,,,(К), В = (bij), bij = Uij,

1 :( i :( тn, 1 :( j :( п., и однородную систему линейных уравнений

(9,2)

Ясно, ЧТО т = 1'(В) = clim [Т, поэтому 1 :( т < -п, Размерность 8

пространства решений Ходн этой системы равна n - Т, Н так как

1 ~ г < n, то 1 ( .., < n.

Пусть строки и" ' 'и" Е К" образуют фундаментальную систему

решений системы (9,2),/!, = ('и""" ,11,,,,), 1 :( i :( в, и,; Е К, Пусть

А Е ]\ls,,,,(K), А = (u,j), о,; =Uij, 1:( i :( в, 1:( j :( п. Понажем, что

А - искомая матри ца

действительно, по построению матрицы А любая строка из [т

(как линейная комбинация строк 1/'1, ... ,'/1./n) является решением од-



228

народной системы уравнений

Глава 9, Линейные пространства

А CJ (~)
т. е. и <;; Ход". С другой стороны,

djш Ход" = n - г(А) = n - s = n - (n - Т) = Т = djш U.

(9.3)

Следовательно, и = Ход". О

В заключение отметим, что матрица А определена неоднознач

но. Например, другая матрица А' может быть получена с помощью

другой фундаментальной системы решений системы (9.2).
Полученное задание линейных подпростраиств оказывается по

лезным при решении ряда практических задач. Например, пусть

'11'1 ~ ... 1 Нт Е IRn- линейно независимые строки, 'т, < 'п. Требует

ся найти Такие строки 'ит+ l , . " 'иn, ЧТО {и}; . . , -иn} - базис линей

ног-о пространства IRn. Как и выше, пусть '!!1, ... , 'us - какая-нибудь

фундаментальная система решений системы (9.2) (в нашем случае

1"(8) =; 'т. S = 'n - 111.). Положим 'иm.+l = Vl, . . . , иn = V'n-m' Покэ

жем, что {Н,!, ... , пн.} - базис в ]Rn. Достаточно показать, что стро-

ки ''1/.["" ,1/,.", линейно невависимы над IR. Пусть O~l"" 1 О'n Е IRr и

n',u., + .. ·1· {}n'U.n = О Е IRn. Тогда для строки

имеем z Е Unv, где V = {Нm.+l,""'I1n/. Если z = (Zl, .... Zn}
г; Е IR, 1,;; i :( n, то по построению гюлпространсгв и и v (см. (9.2),
(9.3)) имеем

Z[ + ... + z~, = О, следовательно, Zl

Значит,

= ZN = О, И Z = () Е IR".
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Но '111, . . 1 'Нт. - линейно независимые строки, поэтому 0:1 =
= О'т = О. СТрОКИ 'Um+l, .. " 'иn также линейно независимы, следо

вательно, 0т+1 = .. = ОП = О. Итак, 0:1 =. = йn = О и строки

'иl1 "', 'lLn линейно независимы.

Таким образом, мы рассмотрели два способа задания линейных

полпростра нет в в кV = К":

Г) как множество решений Х{)ДН однородной системы линейных

уравнений;

2) как линейную оболочку (иl1'" J 'Нт) строк 'Нl,· . 1 'И"m. Е

EKV=Kn
.

При этом мы научились переходить от первого задания ко второму

(фундаментальная система решений) и от второго задания к перво

му. Первый способ задания удобен для задания пересечения И n И/

подпространств (надо к первой однородной системе уравнений при

писать вторую). Второй способ задания удобен для задания суммы

подпространств:

в следующем примере мы увидим комбинацию этих приёмов.

Пример 9.18.1. Пусть V1 = (Щ, 11.2, 11.З) с; ]R4 (линейная обо

лочка строк "1 = (1,1, О, О), 11.2 = (0,1,1, О), Щ = (О, 0,1,1»,
V2 = ("1, "2, ·uз) с; ]R4 (линейная оболочка строк '''1 = (1, 0,1, О),

'и2 = (0,2,1,1), I'з = (1,2,1,2). Необходимо найти базисы линей

ных пространств Vj + V2 И V1 n V2, при этом строки Щ, 'и2, 'uз, 'Uj, '''2,

'''з выразить через базис пространства Vj + V2 .

Решение. Запишем строки иl, 'и2, НЗ, 'и1, 'и2, 'Из по столбцам и

приведём полученную матрицу к ступенчатому виду с помощью эле

ментарных лреобразований строк:

О О

1 О

1 1
О 1

1 О

О 2
1 1
О 1

1
-1

1
О



230 Глава 9. Линейные пространства

I f f f f I
'/1,1 Н'2 из '°1 "2 'Оз

(: о о 1 О

!)
1 О

jJ1 О -1 2 -1 2
-+ О О 1 2 -1 2 -1

О О 1 О 1 1 -1

Поскольку V1 + V2 (11,1) 7[2) Hз~ 1Jl,l.l2, ?!з) И элементарные преоб

разования строк матрицы не меняют линейных соотношений меж

ду столбцами, то {'Щ,U'2,'UЗ,'Ul}-базис в V1 + v2 (и так как

diШ(V1 + V2 ) = 4, ТО Vl + V2 = IR4). Из ступенчатого вида мы вычис

ляем 'u~ и 'и~ через u~, и,~, uз . 'u~:

Поэтому ,,& = '1/.1, + 'I/.~ + U:1-,,; и, следовательно, '112 = uj + 1/.2 +
+ 'I/.э - '01' для 'u~ мы видим, что 'u~ +,,; = (2, о, 2, О)" = 2'1/.~ + 2и~,

110ЭТОМУ оэ = 2'1/.1 +2'I!;j - '01, Провецённые вычисления равносильны

завершению ириведеиия матрицы к главному сгупенчатому виду:

1
1
1

·-1~
~ ~ :::~ ~)
() 011 () 2'
() () UlL_l_,__-_1~

PIi('('Moтpr'IM теперь \/1 nV2' дЛН ЭТОГО найдём однородные системы

лиш-нпых уравнопий. ЧЬИ множества решений совпадают С V1 и V2

соотиетсгвон 110,

11ml Vr:

(
1 1 О О) ('11) (о)О 1 1 () '2 О

О О 1 1 '.] ()
Х4

система уже имеет ступенчатый вид, Хl, Х2, "'3 - главные неиз

вестные, :1'4 - свободная, Фундаментальная система решений состоит

из одной строки (-1,1, -1, 1). Итак, подпространство Vj совпадает



9.18. Зглгнне подпроетранетва 231

с ПрОСТр2НСТВОМ решений однородной системы линейных уравнений

Для Vo:

(Х
1

)Х2
(-1,1, -1, 1). = о.

·r;з

Х4

(9.4)

(

1 О

() 2
1 2 :) @ш (i:::)@ (:)

: 1:) @~ Ш - (i : : :) (IO ~ (1)

Л@ Ш
и МЫ приходи м К ступенчатому виду, при этом '"1, :1:2, :1:3 - главные

неизвестные, а :Т4 - свободная. Фундаментальная система решений

СОСТОИТ из одной СТрОКИ (-1, -1, 1, 1). Значит, однородная система

линейных уравнений

(-1,-1,1,1) (:~] =0
,];3

:1;4

эадаёт подпространство 1/2.

ЯСНО, что система

(9.5)

(
- 1
-1

1 -1
-1 1
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задаёт подпространство V1 nV2 . Решим эту систему:

(-1 1 -1
~) (::) ~ (О)

-1 -1 1 Тз О

Г4

~ (-~
-1 -;) (::) ~ (:) ~-1

1'4

~(lh -1 1 -: )(IO -(:).-2 2

XI, Х2 - главные неизвестные, 2'з, '1'4 -свободные неизвестные. Фун

даментальная система решений состоит из двух строк

u = (О, 1,1,0),

v = (1,0,0,1)

Следовательно, {l/,,'V}- базис линейного подпространства Vj n V2.

9.19. Собственныечисла

и собственныевекторы матрицы

Пусть К - поле, А Е М,,(К), О t Х Е Й" = Мп,l (К), Л Е К.

Если А·Х = л·Х, то Л называется собственным числом матрицы А,

а Х - собственным вектором матрицы А, отвечающим собственно

му числу Л.

Условие А .Х = л .Х эквивалентно условию

(А - ЛЕ)Х = (~) Е л"
где Е Е М,,(К) - единичная матрица. При фиксированном Л это

условие превращается в однородную систему линейных уравнений
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относительно неизвестных Хl, ... 1 Хn ,

2ЗЗ

Матрица А - лЕ этой системы - квадратная матрица размера п: По

этому наличие иенулевого решения этой системы равносильно тому,

что IA - лЕ! = О. Пусть t - переменная,

p(t) = IA - tEI = pntn + Pn_ltn-1 + ... + Ро Е K[tJ-

многочлен степени n от переменной t (называемый характеристиче

ским многочленом матрицы А), при этом:

рп = (-1)''',

Рп-l = (_1)П-12,>;; = (_l)П-l t г А , Ро = jAI·
i=l

Мы показали, что собственныечисла и только они являются корнями

характеристическогомногочлена из поля К.

Если л Е К и р(л) = О, то все собственные векторы матрицы А ОТ

носительно собственного числа Л - это все ненулевые решения сис

темы

(А - лЕ)Х = (О) Е к».

Отметим, что множество всех собственных векторов матрицы А отно

сительно собственного числа л не образует линейного подпростран

ства в к», так как все эти векторы неиулевые. Но если к этому

множеству добавить нулевой вектор, то получится линейное поппро

странство всех решений системы

(А - лЕ)Х = (О).

Таким образом, если р(л) = IA-лЕI = О, '/' = j'(A-лЕ), то (J :;;1' < 11,

то размерность пространства решений этой системы равна" = 111',

поэтому 1 :;; s :;; '11" Если {X j ..•• , Х,,} - какая-либо фундаменталь

ная система решений системы (А'- лЕ)Х = (О), то все собственные

векторы матрицы А, отвечающие собственному числу л, - это все

нетривиальные линейные комбинации элементов Х1 . . . . . Х' с коэф

фициентами из поля К.
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Пример 9.19.1.

А = (_1~) ;), к = IR,

IA - \Е] = 11o_~ х 2~ \1 = \2 - 12\ + 35

Корни: \1 = 7, \2 = 5, ),1,),2 Е IR (собственные числа матрицы А).

Собственные нектары для ),,1 = 7:

неиулевые решения'

Собственные векторы для ),2 = 5:

иенулевые решения:

Пример 9.19.2.

1

- ),

1'(\) = IA - \EI = ~

f{ = !С, А= (~ ~ IO
1

-\

О

Имеется лишь одно собственное число: ), = О. Собственные векторы

относительно л = о задаются системой линейных уравнений
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Система уже имеет ступенчатый вид, Х2, .103 - главные неизвестные,

Х:) - свободная переменная, множество собственных векторов отно

сительно), = О:

Пример 9.19.3. Если

диагональная матрица. то 0'1, ... , О'n - все корни характеристическо

го многочлена матрицы А (и следовательно, собственные числа).

Пример 9.19.4.

А = ( О 1)
-1 О •

1

- ), 11р(),) = IA - ),EI =
-1 -),

=),2 + 1.

а) К = IR: нет действительных корней многочлена р(),) = ),2 + 1,
поэтому для матрицы А нет действительных собственных чисел

(и собственных векторов).

б) К = iC: многочлен р(),) имеет корни ),1 = i Е С, ),2 = -' Е С

(собственные числа матрицы А).

Собственные векторы для), = ':

ненулевые решения:

{с. (-~) Iс Е с. с # о} .
Собственные векторы для), = -i:
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неиулевые решения

Пример 9.19.5.

Гпеег 9. Линейные пространства

к = ~. А = О =~ ~)
1'(,\) = IA - ,IE[ = _,\З + 12А + 16.

Корни многочлена 1'(А): А I -, -2, А2 = -2, Аз = 4 (собственные

числа).

Собственные векторы дл» А = -2:

(А + 21'.) (:~) (~)
иенулевые решения

Собственные векторы для .\ = 4:

(~~l) (~O)(А-И):

ненулевые решения

Задача 9.19.6 (уравнение Сильвестера). Пусть А Е М,,(С').

В Е М", (С). С Е Мпл,(С) магрицы А и 11 не имеют общих СПс'-

ственных чисел. Тогда матр"· 'ое уравнение Сильвестера АХ -х li
= С имеет ели нсгвенное реь.. ние Х Е :Nln.пJ:С).
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Задача 9.19.7. Пусть А, В Е мn(с), АВ = ВА. Покажите, что

ДЛЯ матриц А и В существует общий собственный вектор.

Трудная задача 9.19.8. Пусть А. Б Е мn(с) и [(АБ - БА) = 1.
Тогда для матриц А и Б существует общий собственный вектор.

Теорема 9.19.9. Пусть А Е Мn(К), О f .Х"I,"" Х/ Е к.;
ЛI, .. ,)'1 Е К, Л;. f Лj при 1 ( i f j ( 1, А· Х; = Лi .х; i = 1,.. ,1.
Тогда столбцы Х 1, ... ,Х/ линейно независимы, т. е. собственныевек

торы, отвечающиеразличным собственнымзначениям, линейно незз

висимы.

Доказательство. Доказател~ство пРоr:едёМ ИНI;\УКЦИ:'Й ПО 1.
Основание ИНДУКЦИИ: 1 = 1, А· Хl = Лl . Х1 , О f Х1 , {Х1 } - ли

нейно невависимая система векторов.

Пусть теперь 1 ;;: 2 и наше утверждение доказано для всех 1',
1 ( l' < 1. Допустим, что

""IXI+ ... +",,/X/=OEkn, "";ЕК, -;=1, ... ,1. (9.6)

Умножая слева на матрицу А обе части равенства, получаем, что

"1' А· Хl + .. + (\/. А· Х/ = А· О = О Е к-,

и поэтому

<УIЛ1Х 1 + ... + <У/л/Х/ = О.

Умножая (96) на Л/, имеем

<Y1.\,X1 -f ... + ЩЛ/Я, = О.

Вычитаем (98) из (9.7):

<У] (Лl - '\/)Я 1 + ... + 11/_) (Л/_I - Л/)Я/_ 1 = О Е к».

Применяя нрсдположснис индукции, получаем, что

197)

198)

ПОСКОЛЬКУ \1 f Л/, ... , Л'_I 'f- Л/, отсюда следует, что 0'1 =

= Щ-l = О Следовательно. из (96) следует, что С"Я/ = О Е к» Так

как Я/ f 11. то (.1/ = О. Таким ооразом. Щ = . = (У/ = О, И поэтому

собственные' векторы X1 ,\:, линейно неэависимы. D
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Следствие 9.19.10. Если А Е Мп(К). характеристическиймного-

'/J/I'II]/(I) 1/\ -- (Е! имеет n различных корней А), ... , Ап в поле К,

тО M<lTl'lIllil /1 иолобнг диагональной матрице:

(' II\('=I/.(A[, ... ,A,,), где CEGLn(K).

Теорема 9.19,11, Матрица А Е ]\I1,,(C) нильпотентна (т. е. А'" =

11 с ~I,,(I\') лнн некоюрою rn. Е 1'1) тогда и только тогда, когда

('O(I,"l'/H'III1I,JtI числе Л[j"" ЛN равны нулю.

Локпнательство. а) Если Аl = А2 = ... = Ап = О, то IA - .\Е! =
= ( 1)"'\". По теореме Гамильтонв-е-Кэли Ап = (О) Е Мп(С).

5) Если А'" = (О) Е М,,(С) и АХ = АХ, где А Е С, О f Х Е СП,

то сп ) 11 = А"'Х = А"'Х, следовательно, А" = О И .\ = О. о

Замечание 9.19.12. ОДНИМ из фундаментальных результатов об

алгебре матриц Мп(С) над полем комплексных чисел С (и о стро

ении отдельно ВЗЯТОГО линейного оператора конечномерного линей

ного пространства cV) является теорема о жордановой нормальной

форме:

1) ДJIЯ каждоii матрицы А Е М".(С) найдёгся такая обратимая

матрица С Е GLn(C), что

J) О О

О J2 ... О

О О з;

)-

жорда нова матрица (Т. е . .111"': J{<; - жордановы клегки. СМ.

упражнение 8.6.8);

2) нормальная жорданова форма .],4 матрицы А определена одно

значно (с точностью до порядка жордановых клеток).

Эта теорема обычно является одним из центральных результатов

курса линеиной алгебры. Она также показывается в более общем ви

де в разделе о строении конечнопорождённых модулей над кольцами

главных идеалов.
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Конечно, теорема Гамильтона-Кэли над полем iC является след

ствием теоремы о жордановой нормальной форме. В то же время име

ются элегантные доказательства теоремы о жордановой нормальной

форме, использующие теорему Гамильтона-Хэли.

Мы оставляем этот сюжет для следующих частей наших "начал

алгебры» (или его можно рассматривать как достаточно трудную за

дачу).
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ступенчатого вида,

202
замена координат, 209
значение многочлена, 50
игра в определитель, 139
идеал кольца

главный, 36, 43
двусторонний, 36
левый, 36
правый, 36

идемлотент. 33
изоморфизм

групп, 27
груп поидов, 4
колец, 37
линейных пространств,

205
полугрупп, 7

инверсия, 118
инфлексия, 71
каноническая запись

подстановки, 1]]
категория

множеств, ]0
кольцо

ассоциативное с единицей,

28
вычетов, 30
главных идеалов, 36
коммутативное, 56
непрерывных

вещественных

функций, 29
целых чисел, 29

коммутативность

операции, 2

255

комплексно сопряженное

число, 60
комплексного числа

алгебраическая форма, 59
аргумент, 66
вещественная часть, 60
мнимая часть, 60
модуль, 63
тригонометрическая

форма, 66
экспоненциальная форма,

69
комплексные корни из 1, 76
корень

из комплексного числа, 74
многочлена, 51
простой, 54

кратность корня, 54
критерий

определённости системы

линейных уравнений,

99
совместности системы

линейных уравнений,

99
лемма Даламеера , 83
лидер строки, 94
линейная выражаемость

системы элементов,

198
линейная комбинация, 191

строк, ]31
линейная оболочка, 213

строк, 107
линейное отображение

линейных

пространств, 151
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линейное подпространство, 211

линейное пространство

над полем, 107, 189
конечномерное. 197
строк, 105

линейное уравнение

«экзотическое», 98

максимальная линейно

независимая

подсистема , 196

матрица

Адамара, 168
коэффициентов системы

линейных уравнений,

88
линейного отображения,

152
Маркова, 169
обратная, 174
ортогональная, 178
перехода. 207
транспонированная, 132

матрицы элементарных

преобразований, 159

матричная запись системы

линейных уравнений,

160

матричные единицы, 158
метод Гаусса, 96

минор, 218

многочлен, 38
иитерполяциониый. 146
неприводимый, 85

моноид. 6
отображений множества,

14

Предметный указатель

наибольший общий делитель

двух многочленов, 44
нейтральный элемент

группоида, 6
обобщённая ассоциативность.

8
образ

гомоморфизма, 25, 37
отображения, 11

операция

алгебраическая п-арная. 2
ассоциативная, 2, 8
коммутативная, 2

определитель

(2 х 2)-матрицы, 123
базовые свойства, 127
Вандермонда, 145
квадратной матрицы, 126
произведения матриц, 166
с углом нулей, 140

орбита ци кла, 116
основная теорема

алгебры комплексн ых

чисел, 81
о линейной зависимости,

199
отношение сопряженности. 116
отношение эквивалентности

по отображению, 11
отображение

биективное, 11
инъективное, 11
обратное, 16
сюръекгивное, 11

первообразные корни из 1, 77
пересечение линейных

подпространств, 212
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перестановка, 111
подгруппа, 22
подгруппоид, 4
подкольцо. 31
подмоноид, 7
подполугруппа. 6
подсгановка, 11О
поле, 34, 55

вычетов, 34
комплексных чисел, 59

полугруппа. б

полярные координаты, 63
порядок элемента группы, 21
правило Крамера, 141

для п. = 2, 124
правильный порядок, 118
проективная геометрия, 218
произведение (композиция,

суперпозиция)

отображений, 13
произведение матриц, 155, 157
прямая сумма подпространств,

215
прямое дополнение

подпространства, 215
разбиение на классы

сопряжённых

элементов, 117
разложение определителя

по строке (по столбцу),

136
фальшивое, 137

размерность

линейного пространства,

200
проективная. 218

257

ранг

матрицы, 219
системы элементов, 200

расширенная матрица системы

линейных уравнений,

88
решение системы линейных

уравнений, 89
решётка подпространств, 216
свободный член многочлена,

38
символ Кронекера, 158
система линейных уравнений

несовместная, 89
однородная, 89
определённая, 89
совместная, 89

система элементов

линейно зависимая, 191
линейно независимая, 191

системы линейных уравнений

эквивалентные, 91
системы элементов

эквивалентные, 199
след матрицы, 185
сложение строк, 105
собственное число матрицы,

232
собственный вектор матрицы.

232
старший коэффициент

многочлена, 38
старший член многочлена, 38
степень

многочлена, 38
нильпотентности

элемента, 33
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