
§ 8. Линейные пространства

8.1. ВЫВОД свойств линейного пространства из аксиом

Пусть К - поле, V - непустое множество с операцией сложения (V х V --7 V, (о, Ь) f----? 0+ Ь)

и операциями умножения на элементы с Е ]{ (V --7 V, V f----? CV), удовлетворяющимиследующим

условиям:

1.1) ассоциативность сложения (т. е. ('11 + v) + w = '11 + (v + w) для всех U,и, w Е V);

1.2) коммутативность сложения (т. е. U + 'и = v + '11 для всех и, v Е V);

1.3) существование нейтрального элемента О для операции сложения (Т е. 'и + О = 'и для всех

v Е V);
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I.4) существование противоположного элемента -v для всякого 1) Е V (т. е. 'и + (-1)) = О);

II.1) 1· v = v для всех v Е V;

II.2) (1's)v = 1'(sv) для всех 1', s Е К, v Е V;

Ш.1) 1'(v1 + 1)2) = '1'1)1 + П}2 дЛЯ всех l' Е К, 1)1,1)2 Е V;

Ш.2) (1' + s)v = г» + sv для всех 1', s Е К, v Е V.
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Тогда V называется линейным пространством над полем К (обозначение: V = кV).
Приведём вывод ряда следствий из этих аксиом линейного пространства (хотя, конечно, в каж

дом конкретном случае они достаточно очевидны).

1) Уравнение и + х = v для 'и, V Е кV имеет, причём единственное, решение х = (-и) + v.
Действительно, прибавляя -и к левой и правой части, получаем, что х = (-и) + v. С другой

стороны, 'и + (-и) + 'и = 'и.

2) Если х + х = х для х Е KV, то х = О.

Действительно, прибавляя к левой и правой части противоположный элемент -х, получаем.

что х = (-х) + х + х = (-х) + х = О.

3) Ov = О для любого 1) Е кV.
Действительно, если х = Ov (здесь О Е К), то х + х = Ov + Ov = (О + О)и = Ov = х, и поэтому

x=OEKV.
4) 1'0 = О для l' Е К, О Е V.
Действительно, если х = 1'0, то Х + х = 1'0+ тО = 1'(0 + О) = то = х, и поэтому .т = О.

5) (-1)и = -и для всех 1) Е V.
Действительно, (-l)v + v = (-1 + l)v = Ov = О, т. е. (-l)v = -v.
6) Т'и = О для т Е К, 'и Е V тогда и только тогда, когда либо т = О, либо -и = О.

Действительно, если l' f- О, то в поле К существует элемент 1'-1 Е К, и поэтому

v = 1v = T- 1TV = 1'-10 = О.

7) 1'(u-v) = TU-1'V дЛЯ всех т Е К, u,v Е V.
Действительно, 1'(и - v) + TV = т(и - v + v) = 1'и, т. е. т(и - v) = 1'и - TV.
8) -( -v) = v для всех v Е V.
Действительно, v + (-v) = О, и поэтому -(-v) = v.

8.2. Линейная зависимость в линейных пространствах

Пусть кV - линейное пространство над полем К. Если V1,···, 1)г Е V, k1,···, kr Е К, то

элемент

k1v1 + ... + krvr Е V

называется линейной комбинацией элементов 1)1, ... , и; С коэффициентами k1 , .... k I' Е К.

Систему элементов V1, ... , 'иг Е кV назовём линейно зависимой, если найдутся элементы

k1 , ... ,kr Е К такие, что

а) не все ki равны нулю (т. е. хотя бы один элемент ki отличен от нуля);

Для краткости в этой ситуации мы будем говорить, что «нетриеиальная» линейная комбинация

элементов Щ, ... , V r равна нулю (конечно, тривиальная линейная комбинация всегда равна нулю,

0'И1 + ... + О'иг = О).

Система элементов V1,··., vr Е кV называется линейно независимой, если она не является

линейно зависимой, это означает, что из равенства
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следует, что

§ 8. Линейные пространства

Теорема 8.1. Система элементов Vl,· .. , и; Е КV линейно зависима тогда и только тогда, когда

для некоторого {, 1 ~ i ~ л,

Vi = l:ljVj, lj Е К
j#.i

(т. е, элемент Vi является линейной комбинацией остальных элементов системы 'Ul, , , , , Vr ) .

Доказательство.

1) Пусть система Vl, ... , и; линейно зависима, т. е.

Тогда

2) Если

Vi = l: lj7!j,

j/'i

то

l: ljVj + (-l)Vi = Vi + (-l)Vi = О,
j#.i

т. е. система V1, .. ·, и; линейно зависима, поскольку -1 -1 О, о

Пример 8.2. Если в системе элементов Vl, ... , и; Е кV есть нулевой элемент, скажем, vz = О.

то система V1 ... , Vr линейно зависима.

Действительно, OV1 + ... + 1vi + ... + OVr = О, или, другим способом, и; = О = L Ovj .
j#.i

Пример 8.3. Если Vi = Vj для i -1 j, то система V1, ... ,vr Е КV линейно зависима.

Действительно, OV1 + ... + 1vi + ... + (-1)щ + ... + OVr = О, или, иначе, Vi = vj + L OVk.
k-l-i
k-l-j

Пример 8.4. Система строк с1, ... , сп Е КК", где

с1 = (1,0, ,0):

с2 = (0,1, ,0):

сп = (О, О, ... , 1),

линейно независима. Кроме того, любая строка о: = (k 1 , ... : kn ) Е КК" является линейной комби

нацией элементов С1, ... , сп, а именно, о: = (k 1 , ... , kn) = k1c1 + ... + kncn.
Действительно,

и поэтому если

k1Cl + ... + kncn = (О, ... , О),

то

следовательно, система строк {ег, ... ,сп} линейно независима
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Пример 8.5. Пусть 7)1, V2, Vз Е IRV - линейно независимая система в линейном простран

стве IRV. Тогда

и1 = V1 + V2, И2 = V1 + Vз, ИЗ = V2 + Vз -

также линейно независимая система.

Действительно, если

то

поэтому

Следовательно, k 1 = О, k2 = О, kз = О, и система элементов Ul, U2,UЗ линейно незавнснма.

Упражнения 8.6.

1) Подсистема линейно независимой системы линейно незавнсныа.

2) Если подсистема линейно зависима, то линейно зависима и вся система.

Замечание 8.7. Для системы строк в К"

вопрос о её линейной зависимости равносилен существованию иенулевого решения (k1 , ... ; kr )

следующей однородной системы линейных уравнений:

{ ~~ l, ~l ,+ , ' , ' . ' , ~ ~~~~T, ~ ,О,
а1nХ1 + .,,+ атnхт = О

с транспонированной матрицей А*, где

Таким образом, метод Гаусса даёт нам в этом случае алгоритмическое решение задачи о линейной

зависимости строк.

Теорема 8.8. Пусть А

равносильны:

(aij) Е Мn(К) - квадратная матрица. Тогда следующие условия

1) IAI = О;

2) система строк А1 , ... , Аn матрицы А линейно зависима (в пространстве строк кn) ;

3) система столбцов А1 ; ... , Аn матрицы А линейно зависима (в пространстве столбцов Кn ) .
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о

Доказательство.

1) Если строки матрицы А линейно зависимы, скажем, i-я строка Ai является линейной ком

бинацией остальных, A i = L ljAj, то, как мы показали, IAI = О, т. е. 2) ==? 1).
2) Пусть IAI = О. Тогда#i

k1A1 + ... + knAn = О

в том и только в том случае, если (k1 , ... , kn ) является решением однородной системы линейных

уравнений с матрицей А* Так как IA*I = IAI = О, то существует ненулевое решение (k 1 , .. . ,kn ) ,

т. е. система строк А1 , ... - Аn матрицы А линейно зависима. Итак, 1) ==? 2).
З) Так как IA*I = IAI, то 1) <===? 3). О

Теорема 8.9. Любая система из т строк в К" при т> n линейно зависима.

Доказательство. Если

СЧ = (all"", о'1n),

то равенство k1СУ1 + ... + kmCYm = О равносильно тому, что (k 1, ... ,km) является решением следу

ющей однородной системы линейных уравнений:

{ ~1 1 X 1 .+ . ' . ' . ' . ~ ~.m1X~ .~. О,
а1nХ1 + ... + аmnХm = О.

Так как число n уравнений меньше числа т переменных, то однородная система облалает ненуле

вым решением, т. е. система СУ1, ... , СУm линейно зависима. L..

Следствие 8.10. Если система СУ1, ... ,СУг Е К" линейно независима. то г :::;; п .

Лемма 8.11. Если система элементов 0'1, .. . ,О'г Е К ",. линейного пространства к ". над по

лем К линейно независима, (3 Е КV и система СУ1,.·., QГ.:З линейно зависима, то f3 является

линейной комбинацией элементов СУ1, ... , СУг .

Доказательство. Пусть

k1CY1 + ... + krCYr + kr+l (3 = О, k1,···, kr+1 Е К,

где не все k i , 1 :::;; 'i:::;; т +1, равны нулю. Если бы kr+1 = О, то нетривиальная линейная комбинация

k1CY1 + ... + krCYr = О, равная нулю, означала бы, что система СУ1 •... , СУг линейно зависима, что

противоречит предположению.

Итак, kr+l =1 О, и поэтому
-k1 -kr(3 = --0'1 + ... + --О'т'
kr+1 kT+1

Лемма 8.12 (единственность представления элемента линейного пространства кV в виде

линейной комбинации линейно независимой системы элементов). Пусть {СУ1, .... ct r } - линей

но независимая система элементов линейного пространства КV и

(3 = k1CY1 + ... + krCYr = k~ СУ1 + ... + k~CYr, ki , k~ Е К

Тогда k1 = Ч, ... , kr = k:~.

Доказательство. Действительно,

(k 1 - k~)CY1 + ... + (kr - k~)CYr = О,

и поэтому k:1 - Ч = О, ... , kr - k~ = О. о
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8.3. Максимальныелинейно независимыеподсистемы

систем элементов линейных пространств, базис линейного пространства

Пусть 5 ~ кV. Наиболее важные для нас случаи:

а) 5 - конечное подмножество элементов в кV;

б) 5 = KV.

Подсистема V1, ... ,Vr Е 5 ~ кV называется максимальной линейно независимой подсисте

мой в 5, если:

1) 1)1, , Vr - линейно независимая система;

2) V1, , V r , V - линейно зависимая система для всякого 1) Е З,

или, что эквивалентно,

2') любой элемент V Е 5 является линейной комбинацией элементов L'l, .. · ,'иг ,

Максимальная линейно независимая подсистема V1, ... ,с'г в S = к"\.7 (если в кV существует

такая конечная система) называется базисом линейного пространства кV. Линейное пространство

кV с конечным базисом V1, ... , Vr называется конечномерным линейным пространством (при

этом будет показано, что любой другой базис линейного пространства содержит то же самое

число элементов).

Пример 8.13. Как мы уже видели, система строк

С1 = (1, О, ,О),

с2 = (0,1, ,О),

Сп = (О, О, ... ,1)

является базисом линейного пространства строк К":

Лемма 8.14. Любую линейно независимую подсистему 'и1, ... ,'()г В S ~ К" можно дополнить

до максимальной линейно независимой подсистемы в S с К":

Доказательство. Если V1, ... , V r - максимальная линейно невависимая подсистема в S ~ К",

то все доказано. Если нет, то найдётся элемент V Е S такой, что Щ, V2,··., '()г, V = V r+1 - линейно

независимая подсистема в S. После конечного числа шагов процесс остановится, так как любые

системы из n + 1 элементов в линейном пространстве К" оказываются линейно зависимыми. О

Следствие 8.15. Любой ненулевой элемент О -f V Е 5 ~ К" дополняем до мэксимальной

линейно независимой подсистемы в S.

Следствие 8.16. В S = IRn
(или 5 = К" дЛЯ бесконечного поля К) бесконечно много раз

личных бэзисов. Если поле К конечно, IKI = q (например, К = Z2), то число элементов в К"

равно qn, И поэтому число базисов в К" конечно. Найдите их число.

Замечание 8.17. Пусть строки 0.1, ... , as Е К" линейно независимы. s < п. Тогда существуют

такие строки ав+ 1 , · · . , аn Е К": что {а1"", аn } - базис линейного пространства К": Практи

ческое нахождение строк ав+ 1 , ... ,аn можно осуществить следующим образом. Запишем строки

а1, ... ,ав по столбцам и приведем полученнуюматрицу к ступенчатомувиду: <,0(0,'[, ... ,а;) = Аступ ,

где (а]', ... ,а;), Аступ Е Мn,в(К), <,о - последовательность элементарных преобразований строк. Так

как строки 0.1, ... , as линейно независимы. то в Аступ имеется ровно 5 иенулевых строк (первые 5
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строк). Пусть bS +1 ' Ьп Е КП - столбцы, на i-M месте которых стоит 1, а остальные элементы

равны О, i = 8+1, , п. Припишем эти столбцы справа к матрице Асту п . Пусть В Е Мn(К) - полу-

ченная матрица. Применяя к матрице В последовательность элементарных преобразований строк,

обратную к ер, приходим К матрице В. При этом (В)* - матрица, в которой первые s строк - это

а1, ... , a s , а последующие строки дополняют их до базиса линейного пространства К",

8.4. Замечание о линейной выражаемостиконечных систем элементов

в линейном пространстве

Пусть кV - линейное пространство, 51 ~ КV, 52 ~ КV Будем говорить, что система 52
элементов И1,· .. , Ив линейно выражается через систему 51 элементов ·И1, . . . , ит , если каждый

элемент и; Е 52, 1 ~ i ~ 8, является линейной комбинацией элементов ·И1· ... ,llT системы 51,

т

ui = 2:= mijЩ, mi,j Е К.
j=l

Если к тому же система 5з элементов W1, ... ,Wt линейно выражается через систему 52.

s

Wk = 2:= lkiИi, lki Е К, 1 ~ k ~ t,
i=l

то

т. е. система 5з линейно выражается через систему 51·
Системы 51 и 52 называются эквивалентными, если они линейно выражаютС5: лруг через

друга (обозначение 51 rv 52).

Следствие 8.18. Отношение «быть эквивалентнымисистемами», 51 rv 52, является отношением

эквивалентности.

Следствие 8.19. Если элемент и Е кV является линейной комбинацией элементов 1)1, ... ,'Ит

системы 51, 51 rv 52, где 52 - система элементов "ИI, ... , Иs , то элемент и является линейной

комбинацией элементов И1, ... ,Иs системы 52.

Следствие 8.20. Любая (конечная) система элементов 5 с кV зкьнееленлне своей макси

мальной линейно независимой подсистеме.

Следствие 8.21. Любые две (конечные) максимально независимые подсистемы любой системы

5 ~ кV эквивалентны.

Замечание 8.22. Если А, В Е Мт,п(К) и матрица В получена из матрицы А конечным числом

элементарных преобразований 1-го, 2-го и 3-го типов, то каждая строка матрицы В является ли

нейной комбинацией строк матрицы А (поскольку от матрицы В мы можем вернуться к матрице А

с помощью элементарных преобразований строк 1-го, 2-го и 3-го типов, то каждая строка матри

цы А является линейной комбинациейстрок матрицы В). Таким образом, в линейном пространстве

строк К" системы строк А 1 , · .. ,Ат матрицы А и В1 , · .. , Вт матрицы В линейно выражаются

друг через друга.

Теорема 8.23 (основная теорема о линейной зависимости). Пусть в линейном простран

стве кV линейно независимая система элементов и1,.·· ,ит линейно выражается через другую

систему элементов И1"", Иs . Тогда r ~ 8.
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Доказательство. Допустим противное: пусть т > 5. В силу нашего предположения

Так как т > 5, то Т строк
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в линейном пространстве строк КВ линейно зависимы: наидется их линейная комбинация с ко

эффициентами k 1 , ... , kг , где k i f:. О для некоторого i, равная нулевой строке (О, .... О) Е К". Но

тогда и линейная комбинация элементов V1, ... , и; С этими же коэффициентами k1 , · . · , k r . равна

нулю, k 1V1 + ... + krvr = О. Таким образом, система элементов 'и1, .... и; линейно зависима. что
...--,

приводит нас к противоречию.

Следствие 8.24. Две эквивалентныеконечные линейно независимыесистемы в линейномпро

странстве кV содержат равное число элементов.

Следствие 8.25. Для системы 5 ~ кV, где кV - конечномерное линейное пространство, лю

бые две (конечные) максимальные линейно независимые подсистемы содержат одинаковое число

элементов г(5), называемое рангом системы 5.

Следствие 8.26. Если 5 = кV и кV - конечномерное линейное пространство, то любые два

базиса в кV состоят из одного и того же числа элементов п, это число n называется размерностью

линейного пространства кV, обозначение: diшкV = n.

Как мы видели ранее, одним из базисов в линейном пространстве строк кК" является система

строк

с1 = (1,0, ... ,0),

сn=(О,О, ... ,l),

и поэтому diшкК" = n.

Следствие 8.27. Если в конечномерномлинейномпространствекV одна система элементов 51
линейно выражается через другую систему 52, то г(51) :::;; г(52).

Следствие 8.28. Если в линейном пространствекV система М из т элементов имеет ранг т,

то любая её подсистема 5 из 5 элементов (5 :::;; т) имеет ранг не меньше чем т + 5 - т,

Доказательство. Действительно, если R - максимальная линейно независимая подсистема

в М, IRI = т, то R \ (R n 5) с М \ 5, и поэтому IR\ (R n 5)[ :::;; т - 5. Следовательно,

IRn51;?:r-(m-5)=Т+5-m. о

Следствие 8.29. Для системы строк 'и1, ... ,'ит Е К" следующие условия эквивалентны:

1) система строк V1, ... , и: является базисом линейного пространства строк К" (т. е. макси

мальной линейно независимой подсистемой строк в К"; и тогда r = n);



78 § 8. Линейные пространства

2) каждая строка V Е К" единственным обрэзоч представляется в виде линейной комбинации

(и тогда т = n);

З) т = 17 И система строк V1,· ... VN линейно незавнснма:

4) т = 17 И каждая строка V Е К" представима в виде линейной комбинации

Доказательство. Мы уже показали, что 1) ====} 2). Покажем, что 2) ====} 1). Если V1,···, Vr
линейно зависимая система строк, Л1V1 + ... + Лгt'г = О с некоторым Лi i' О, то нулевая строка

имеет два различных представления

О = О . V1 + ... + о .Vr = Л1V1 + ... + ЛrVr, Лi i' О.

При этом т = 17, так как любые базисы в К" содержат п элементов.

Ясно, что 1) ====} 3) Покажем, что 3) ====} 1). Для любой строки V Е К" система строк

V1, ... , 'Иn,И линейно зависима (17 + 1 > 17). Так как V1, .. ·, VN - линейно независимая система, то

v = Л1VI + ... + ЛnVn для некоторых Л1" .. ,Лn Е К.

Ясно, что 1) ====} 4). Покажем, что 4) ====} 1). допустим, что V1, ,Vn - линейно зависимая

система. Тогда её максимально линейно независимая подсистема 'Uil' , ?Чr, т < 17, является мак-

симальной линейно независимой подсистемой в К"; что противоречит т = П. О

8.5. Изоморфизмлинейных пространств

Пусть к И, кV - линейные пространства над полем К. Биективное отображение

f:kU----7КV,

для которого

f(U1 + 'и2) = JCU1) + JCU2),

f(ku) = kJ(u)

для всех U1, U2,'и Е кU, k Е К, называется изоморфизмом линейных пространств ки и КV
(в этом случае будем говорить, что линейные пространства КU и КV изоморфны, обозначение:

КU ~ KV).

Упражнение 8.30. Отношение КU ~ КV является отношением эквивалентности.

Лемма 8.31. Если.f: КU ----7 KV -изоморфизм линейных пространств, diшкU = Т/,

{е1, ... ,еn} - базис в кU, то и(е1), ... ,Леn)} - базис в кV, и поэтому diш кV = 17 = diш кU.

Доказательство.

1) Если V Е KV, то .f(u) = V для некоторого и Е кU. Пусть И = k1e1 + ... + knen, где

k1 , · · · , kn Е К. Тогда

V = J(u) = k1J(e1) + ... + kn.f(en).

2) Пусть k1J(e1) + ... + kn.f(e n) = О для k1, ... , kn Е К. Тогда

0= k1.f(e1) + ... + kn.f(en) = .f(k:1e1 + ... + k:nf'.n) ,

и поэтому

следовательно, k1 = k2 = ... = kn = О.

Итак, в силу 1) и 2), U (е.), ... , f (еn )} - базис линейного пространства кV. о
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Лемма 8.32. Если dimKV = п. и {еl, ... ,еn}-базис линейного пространства KV, то, сопо

ставляя каждому элементу v = k1el + ... + knen Е КV однозначно определённую строчку его ко

ординат (k1 , ... ,kn) в базисе {el' ... ,еn}, получаем изоморфизмлинейных пространств КV ~ К",

таким образом, каждое п-мерное линейное пространство кV над полем К изоморфно линейному

пространству строи к».

Доказательство. Соответствие

является биекцией, для которой

.6.(V + v') = .6. ((k1el + + knen) + (k~el + ... + k~en)) =
= .6. ((k1 + k~)el + + (kn + k~)en) =

= (k1 + k~, ... , kn + k~) = (k1 , ... , kn) + (k~, ... , k~) =
= .6. (V) + .6. (v' ) ;

.6.(kv) = .6. (k(k1el + ... + knen)) = .6.((kk1)el + ... + (kkn)en) =

= (kk 1 , ... , kkn) = k(kl"", kn) = k.6.(v).

Теорема 8.33. Конечномерныелинейные пространства кu и К1/ изоморфны тогда и ТО.1ЬКО

тогда, когда dimKU = dimKV = п, и в этом случае КU ~ К" ~ KV.

Доказательство теоремы следует из лемм 8.31 и 8.32.

Упражнение 8.34. Покажите, что следующие линейные пространства яв.1ЯЮТСЯ бесконечно

мерными линейными пространствами (это означает, что в них нет базиса из конечного числа

элементов):

1) IRC[O, 1] - линейное пространство вещественных непрерывных функций на отрезке [0,1];

2) кК[х] - линейное пространство многочленов от переменной х С коэффициентами из поля К;

3) кк» - линейное пространство всех счётных последовательностей (k1 , k2 , ... , kn , ... ) элемен

тов из поля К.

Упражнение 8.35. Докажите, что

а) dimкМт,n(К)= тп;

б) dim IR {А Е Мn (IR) IА* = А} = n (n2+ 1) ;

в) dimlR{A Е lVIn(IR) I А* = -А} = п(п2- 1).

8.6. Замена базиса линейного пространстваи преобразованиекоординат

Пусть V - конечномерное линейное пространство над полем К, dim V = n < 00, {Vl" .. ,vn } 

базис в V, {v~, . . . ,v~} - другой базис в V,

'uj = Clj'Ul + C2j'U2 + ... + CnjVn, j = 1, ... ,п, Cij Е J(

(запись по столбцу'). С = (Cij) Е Мn(К) -матрица перехода от первого базиса ко второму.
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Замечание 8.36. Так как умножение в поле К КОМ,мутативно, то левое линейное простран

ство кV можно рассматривать и как правое линейное пространство VK, полагая vл = лv для всех

л Е К, v Е V. Тогда определение матрицы перехода может быть записано в матричном виде как

(v~, ... ,v~) = (Щ, ... ,vn)C.

Ограничиваясь левыми линейными пространствами, мы можем использовать эквивалентную форму

записи:

или, кратко, Е/ = С*[" где

[= CJ '[' ~ С,) E~,1 (V).

Если V = К", то 1)1, ... , Vn , 1)~, ... , v~ Е К", Е, Е' Е Мn(К) и ['
квадратных (n х n)-матриц.

С*[ означает равенство

8.7. Обратимость матрицы перехода

1) Если ICI = о, то IC*I = о и строки матрицы С* линейно зависимы. Поэтому из

следует, что v~, ... , V~ - линейно зависимая система в V. что приводит К противоречию с тем. что

V~, ... ,V~ - базис. Итак, мы показали, что ICI =f о и существует обратная матрица с- 1 (тогда

(с*)-l = (с-1)*).

2) Другое доказательство обратимости матрицы С даёт интерпретация матрицы В = с-1 как

матрицы перехода от второго базиса к первому.

Действительно, элементы V1, . . . ,Vn также выражаются как линейные комбинации элементов

базиса {v~, ... ,V~}:

'Ui = b1i'U~ + ... + bni'U~, 'i = 1, ... ,n, bi j Е К,

В = (bi j ) Е Мn(К). Тогда Е = В*['. Так как Е' = С*[, то

Е = В*(С*[,) = (В*С*)[, = (СВ)*[,.

Так как {И1"", 'Иn } - базис в V, то (СВ)* = Е, следовательно, СВ = Е, и поэтому В = с- 1 . О

3) Для любой обратимой матрицы С Е Мn(К), ICII- о, и любого базиса {1)1, ... ,Vn} конечно

мерного линейного пространства кV, dim кV = n, элементы V~, ... ,v~ Е КV, где

С) ~C' С),
образуют базис линейного пространства кV.

Действительно, в этом случае
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т. е. п линейно независимых элементов Vl, ... , V N линейно выражаются через V~, ... , V~. ПО основ

ной лемме о линейной зависимости элементы V~, ... , V~ линейно независимы. Так как dim кV = п,

то {V~, ... ,V~} - базис линейного пространства КV. о

8.8. Замена координат элемента линейного пространствапри замене базиса

Пусть {Vl"", Vn } , {1)~, ... ,V~} - два базиса линейного пространства кV, dim кV п,

G Е Мn(К), !СI # о, - матрица перехода от первого базиса ко второму,

Х = xIVl + ... + xnvn = x~v~ + ... + x~v~ Е KV. Так как

то

или

что эквивалентно

CJ=C-'CJ
CJ~cCJ· о

Пример 8.37. Пусть V = jRЗ, Vl = (2,1, -3), V2 = (3,2, -5), Vз = (1, -1, 1). Необходимо

выяснить, образуют ли элементы Vl, V2, Vз базис в jRЗ, и если да, то найти координаты строки

Х= (6,2,-7) в базисе {Vl,V2,vз}.

Решение.

где {ег, е2, ез} - стандартный базис в jRЗ,

с = (~ ~ -~)
-3 -5 1

Строки Vl, V2, Vз образуют базис в jRЗ тогда и только тогда, когда матрица G обратима. Если

матрица G обратима, то столбец координат строки х в базисе {Vl, V2, 'ИЗ} равен

С- I Ц).
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Для вычисления этого столбца применим алгоритм вычисления матрицы А.- 1 В (см. с. 66), в про

цессе работы которого проверяется, обратима ли матрица А. = С:

-1
1
1

2 -1
1 -3
1 -2

-1
О

1

Таким образом, матрица С обратима, (1,1,1) - координаты строки х в базисе {1'1.1'2. t'з},

х = 'И1 + 'И2 + 'из·

Этот же результат можно было получить, используя формулу (6,2, -7)(С"' )-1 = (1.1.1).

(~ ~ =~) --7 (~ ~ ~)
1 -1 1 О О 1
6 2 -7 1 1 1

(здесь применяем элементарные преобразования столбцов).

8.9. Линейные подпространствалинейных пространств

Пусть К - поле, кV - линейное пространство над полем К. Непустое подмножество

125 =f и С;:; KV называется линейным подпространствомлинейного пространстваKl', если:

1) 'Ul + 'и2 Е И для всех 'Щ,'U2 Е И;

2) ku Е И ДЛЯ всех k Е К, 'и Е U.

Ясно, что КU - линейное пространство относительно тех же операций сложения элементов и

умножения на элементы из поля К, что и в линейном пространстве КV.
Если И - линейное подпространство в конечномерном линейном пространстве КV,

17, = diшкV < 00, то diшкU :::;: diшкV. Действительно, если элементы 7Ч, .. · ,'U.s Е КU ли

нейно неза висимы в К И, то эти элементы линейно независимы и в линейном пространстве кV,
5:::;: 17" поэтому diшкU:::;: diшкV.

Если кu - линейное подпространство линейного пространства КV, КU С;:; КV и

diшкU = diшкV = 17" то КU = KV. Действительно, если {Щ, ... ,'un}-базис линейного про

странства кu С;:; КV, то эти 17, элементов 'Ul,···, 'иn линейно независимы в кV и diш кV = 17"

поэтому {И1, , 'иn } - базис линейного пространства кV . Итак, каждый элемент v Е V имеет вид

v = k1'UI + + k:n'Un Е кU, ki Е К, т. е. KV = кU.

8.10. Пересечение линейных подпространств

Лемма 8.38. Пересечение

любого семейства линейных подпространств {U i С КV I i Е I} линейного пространства кV
является линейным подпространством.



8.11. Сумма линейных подпространств 83

Доказательство. Если и,И1,И2 Е И = n иi, k Е К, то и,и1,и2 Е П, для любого i Е 1, поэтому
iEl

Щ + И2, ku Е иi для любого i Е 1, т. е. И1 + И2, ku Е И = nиi. о
iEl

Следствие 8.39. Если И1 и И2 - линейные подпространства линейного пространства кV, то

И1 n И2 - линейное подпространство в кV (наибольшее подпространство среди подпространств,

лежащих одновременно в И1 и В И2 ) .

8.11. Сумма линейных подпространств

Если И1 И И2 - линейные подпространства линейного пространства кV, то сумма линейных

подпространств

И1 + И2 = {Щ + И2 I и1 Е и1, И2 Е и2}

также является линейным подпространством. Действительно, если и1 + И2, и~ + 'U~ Е И1 + И2,

И1,И~ Е и1, И2,И~ Е И2, k Е К, то

(и1 + и2) + (и~ + и~) = (и1 + и~) + (И2 + и;) Е И1 + и2;

k(щ + И2) = kU1 + kU2 Е И1 + И2. п
l-!

Замечание 8.40. И1 + И2 - наименьшее линейное подпространство среди линейных подпро

странств, содержащих одновременно И1 и И2. Более того,

n и.

Замечание 8.41. Если И, И1, И2, Из-линейныеподпространства в K~i', то

ипи=и, н с н-:«.

И1ПИ2=U2ПИ1, и1+и2=и2+и1,

И1 n (U2 n из) = (И1 n и2) n ИЗ,

И1 + (U2+ Из) = (И1 + и2) + Из,

И1 n (U1 + и2) = и1, И1 + (И1 n и2) = И1·

8.12. Линейная оболочка элементов линейного пространства

Пусть кV - линейное пространство, V1, ... ,vm Е кV Рассмотрим

совокупность всех линейных комбинаций k1 1)1 + ... + km 7Jm элементов 7)1, ... ,7Jm С коэффициен

тами k 1 , ... , km Е К, называемую линейной оболочкой элементов V1, ... , Vrn . Линейная оболочка

(И1,.'" 'Иrn ) является наименьшим линейным подпространством, содержащим элементы 'И1,·,., 'Ит·
Действительно,

(k1'И1 + ... + kт'Иm) + (l1'И1 + ... + lmvm) = (k1+ l1}U1 + ... + (km + lm)'Иm;

k(k1'И1 + ... + kmvm) = (kk1)'И1 + ... + (kkт)'Иm;

если И - линейное подпространство в кV, 1)1, ... ,7Jm Е И, то k1?!l +... + k:m 7 1т Е И, следовательно,

( 7J1 " , ' 1 7Jm ) С::;; И. Более того,

n
U~KV

Vl, ... ,vm ,EU

и.
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Замечание 8.42. Если О #- L' Е KV, то (V) = Kv = {kv I k Е К}, dim(v) = 1; если 7) = О,

(v) = Kv = {О}.

Замечание 8.43. (L'l ..... Ит ) = КИ1 + ... + К'Uт

Замечание 8.44. dim к (7.'1 , ... ,Vm ) = г{V1, ... ,vm } ; любая максимальная линейно независимая

подсистема в {V1, ... ,7 1т } является базисом линейного подпространства (7)1, ... , 71т ) .

Основная лемма о линейной зависимости может быть сформулирована в следующей эквива

лентной форме.

Теорема 8.45 (о замене). Пусть V1, ... ,vs Е KV -линейно независимая система,

и1, ... ,ит Е (V1, ... ,vs), {и1,' .. , ит} - линейно независимая система элементов. Тогда т ~ 3 И

где

1 ~ i r+1 < ... < i s ~ з,

Доказательство. Так как s dimK (щ , ... , V s ) , то т ~ 3. Если т

(V1,,,,,Vs) = (щ, ... ,·ит ) . Если r < 3, то найдется Vir+ 1 t/: (и1, ... ,ит ) (индекс

мальный с этим свойством). Продолжая этот процесс, построим базис {и1,'" ,'Ит ,

В (V1, ... , Vs) .

s, то

7'1'+1 - мини

.. ,ViJ
о

Следствие 8.46. Пусть И, W -линейные подпространства в KV и И <:: W, dimKU = 1,

dim кW = т. Тогда 1 ~ т и любой базис подпространства И можно дополнить т - 1 элементами

до базиса подпространства W. В частности, если И <:: И/ и 1 = т, то И = И/

Теорема 8.47 (формула размерности). Пусть И, W -линейные подпространства в к1'.

dimK1/ = n < 00. Тогда

dimKU + dimKW = dimK(U n W) + dimK(U + И/),

или, что эквивалентно,

dimK(U + vV) = dimKU + dimKW - dimK(U n W).

Доказательство. Пусть dimK(U n W) = d, dimKU = 3, dimKW = t. Ясно, что О ~ d ~ 3,

d ~ t. При d = О утверждение очевидно (объединение базисов в И и W даёт базис в И+ И/). Выбе

рем базис V1, ... , Vd линейного пространства Иn1V и ДОПОЛНИМ его до базиса 'U1, ... , 'Ud, Ul, ... , Us~d

линейного пространства И и до базиса Vl, ... , vd, 'UJl, .. ·, 71Jt-d линейного пространства И/. Ясно,

что

И + W = (V1, ... , 'Ud, 'щ, ... , 'Us-d, 'LUl,···, 'UJt-d).

Если

то

поэтому f.L1

образом,

d s-d t-d

L )...iVi + L щи] = - L "/k'UJk Е И n W,
i=l )=1 k=l

/-Ls-d = О, "/1 = ... = "/t-d = О. Следовательно, )...1 О. Таким

{Vl, .. " vd, Ul,···, Us-d, 71Jl,···, Wt-d}

базис линейного подпространстваИ + W, откуда

s + t = d + (3 - d) + d + (t - d) = d + (d + (3 - d) + (t - d)) ,

поэтому

dimKU + dimKW = dimKU n vV + dimK(U + vV). о
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Теорема 8.48 (о существованиипрямого дополнения подпространства).Пусть dim кV =

= n < 00, И - линейное подпространство в кV. Тогда существует линейное подпространствоW
в кV такое, что

И + Иl = V, и n W = {О},

(называемое прямым дополнением подпространства И в кV; в этом случае также говорят, что

линейное пространство кV является прямой суммой линейных подпространств И и W, обозна

чение: кV = и ЕВ И1) .

Доказательство. Если dimKU = т и {Щ, ... , 'U r } - базис в кU, то дополним его до базиса

линейного пространства кV: Ul,··., U r , Vl,···, Vn - r ' Пусть И1 = (Vl, ... , vn - "' ) ' Тогда KV = И+W,
и n W = {О}. О

Замечание 8.49. Конечно, прямое дополнение определено неоднозначно, однако все пря

мые дополнения линейного пространства изоморфны (а именно, все они имеют размерность

dimK V - dimKU).

Замечание 8.50. Если кV = и ЕВ W, то представлениеэлемента V Е V в виде 1! = и- И', u Е С,

w Е W, определено однозначно (действительно, если V = U + w = и' + из'; и' Е r-,-. и/ Е 1Г, то

и - и' = ш' - w Е И n W = {О}, следовательно, u = и', w = ш'), и поэтому линейное пространство

кV = и ЕВ W изоморфно внешней прямой сумме {( н, ш) I и Е и ш Е П-} линейных пространста

КU и КИl с естественными операциями сложения пар и их умножения на с Е К.

Пример 8.51 (прямого разложения). Пусть

V = М, (IR) , И = {А Е Mn(IR) I А* = А}.

TIV = {А Е Mn(IR) I А* = -А}.

Тогда

IRV=UEВW.

А+А* А-А*
Действительно, А = 2 + 2 . Если А = А* = - А, то А = О Е Mn(IR). о

8.13. Линейные отображения линейных пространств

Пусть К - поле, кU, кV - линейные пространства над полем К. Отображение f: КU ---> КV
называется линейным отображением, если

f(x + у) = f(x) + f(y), Ло:х) = о:х

для всех х, у Е И, о: Е К.

Если кu = КV и f: КU ---> КV - линейное отображение, то отображение f называется

линейным оператором на линейном пространстве кU. Если V = К, то линейное отображение

f: КU ---> КК называется линейным функционалом на линейном пространстве кu,

Введём операцию сложения для линейных отображений f, g: И ---> V:

(j + g)(x) = f(x) + g(x)

для всех хЕИ. Для о: Е К положим

(о:Л(х) = о:Лх)

для всех хЕИ. С этими операциями множество всех линейных отображений И ---> V становится

линейным пространством (обозначение: Ношь- (И, V)).
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Пример 8.52. Пусть и = Кт, V = к.; А Е Мn,т(К). Для Х Е Кт положим у = АХ. Тогда

так определенное отображение кU --7 КV является линейным отображением.

Примеры 8.53 (линейных функционалов).

1) К = 1R, IRV = С[О, 1], to Е [0,1], для g = g(t) Е С[О, 1] положим f(g) = g(to).

1

2) К = 1R, IRV = С[О, 1]. Для g = g(t) Е С[О, 1] положим f(g) = Jg(t) dt
о

3) V = К"; 0:1, ... , О:n Е К. ДЛЯ х = (Х1"", хn) Е К" положим ЛХ) = O:lXl + ... + аnхn-

8.14. Сопряжённое пространство

Пусть кV - линейное пространство над полем К, кV* - множество всех линейных функцио

налов на V. ДЛЯ f, g Е V* имеем

(J + g)(x) = ЛХ) + g(x) для всех х Е V,

(о:Л(х) = oJ(x) для всех о: Е К, х Е V.

с этими операциями сложения и умножения на элементы поля К множество кV* превращается

в линейное пространство над полем К. Линейное пространство кV* называется сопряжённым

пространством к линейному пространству кV.
Пусть dim V = n, е1, ... , еn - базис линейного пространства V, f Е V*, х Е V. Тогда

х = Х1е1 + .. , + хnеn, xi Е К, 1 ~ i ~ п, f(x) = x1f(el) + ... + xnf(en). Функционал f од

нозначно определяется элементами J(el)"'" J(en ) Е К. Отображение

является изоморфизмом линейных пространств. Таким образом, V* ~ V (так как dim V* = n =

dim V).
Рассмотрим следующие функционалы fi Е V*, 1 ~ i ~ п:

Так как

(t O:ifi) (ej) = O:j, 1 < j ~ n,
~=1

то функционалы .Ji, 1 ~ i ~ n, линейное независимые. Для любых функционала .f Е V* и элемента

х Е V имеем
n

f(x) = L xif(ei),
i=1

следовательно,

n

f = L f(ei)k
i=1

Итак, Л, ... , fn - базис линейного пространства V*, этот базис называется дуальным базисом

к базису е1, , еn линейного пространства V. Элемент i Е V* имеет координаты (.t (ег), ... , .f(еn ) )

в базисе Л, Л«.

Если
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базисы линейного пространства V, С Е GLn(K) - матрица перехода от базиса [ к базису Е',

Е' = С*[, то, так как 1 - линейное отображение, имеем

Это равенство задаёт правило замены координат в линейном пространстве V* при переходе от

базиса 11,··" In (дуального к базису е1,···, еn линейного пространства V) к базису f{, ... , I~
(дуального к базису e~, ... ,e~ линейного пространстваV).

Рассмотрим теперь второе сопряжённое пространство V** и построим канонический изомор

физм V -> V**. Любой элемент х Е V рассмотрим как следующий линейный функционал на

линейном пространстве V* (т. е. как элемент х Е V**):

Построенное отображение

x:V*->К, x(J)=I(x) для всех IEV*.

V э х -> х Е V**

(7)

задаёт инъективное линейное отображение V -> V**. Действительно, если х = о. то

лх) = х(!) = о для всех 1 Е V*, поэтому х = О. Так как dim V = dim V* = dim ~-**, то это

отображение является изоморфизмомлинейных пространств.

8.15. Теорема о ранге матрицы

Пусть А = (Щj) Е Мт,n(К) - прямоугольная (т х n)-матрица с элементами Qij из поля К.

Определитель }\./[il ,.,ik;]l ,,]k квадратной (k х k)-матрицы, состоящей из элементов на пересечении

k строк с номерами ·i1, ... :ik и k столбцов с номерами ]1, ... .н. называетсяминором к-го порядка

матрицы А. Наивысший порядок ненилевого минора матрицы А обозначим через г(А).

Теорема 8.54 (о ранге матрицы). Следующие четыре числовые характеристики матрицы

А = (ai]) Е Мт,n(К) совпадают:

1) г(А 1 , , Ат ) (ранг системы строк, в кn ) ;

2) г(А1 , , Аn ) (ранг системы столбцов, в кn);

3) г(А) (наивысший порядок ненулевого минора);

4) число ненулевых строк r в ступенчатом виде А матрицы А.

(Это совпадающее число называется рангом матрицы А и будет обозначаться через г(А).

Доказательство разобьём на четыре леммы.

Лемма 8.55. Пусть матрица А получена из матрицы А элементарным преобразованиемстрок

(столбцов) /-го или 2-го типа, тогда г(А) = г(А). Если А - ступенчатая форма, к которой приво

дится матрица А, то г(А) = г(А).

Доказательство проведём для преобразований строк (для столбцов всё аналогично).

Случай 1. A~ = A i + cAj , с Е К, i -#]. Для k > г(А) рассмотрим минор NI = l':li ] , .. ,ik;]l,,]k В А.

а) Если i ~ {ч . .. i k } , то NI = Mi1, .. ,ik;]1"',]k = О.
б) Если i,j Е {'i 1, , ik}, то Лl = Mi1, ... ,ik;]1, ... ,]k = О.
в) Если i Е {i1, ,ik } 7э j, то разложим определительМ по i-й строке A~ = A i + сА] в сумму

двух определителей: М = М + cLS. = О, так как М = Mi1, ... ,ik;jl'''',]k = О, поскольку k > г(А),
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определитель LS. в качестве i-й строчки имеет часть строки A j , но ] t/:. {i1 , ... , i k } , И поэтому

LS. отличается от минора матрицы порядка k перестановкой двух строк, и поэтому Li = О. Итак,

г(А) ( г(А). Поскольку от А к А можно вернуться элементарным преобразованием строк, то

г(А) ( г(А).

Случай 2. Ai <--7 Aj разбирается аналогично (i,] Е {il, ... ,ik}; i,] t/:. {i1: ... ,ik};
iE{i 1 , ... ,ik};ij) n

Лемма 8.56 (о сохранении линейных соотношениймежду столбцами при элементарных

преобразованияхстрок). Пусть от матрицы А к матрице А' мы перешли элементарнымипреоб

разованиями строк, тогда столбцы матриц А и А' имеют одни и те же линейные соотношения.

а именно, ku 4. 1 + ... + knA n = О тогда и только тогда, когда ku4.~ + ... + kn.A~ = О.

Доказательство. Ясно, что элементарные преобразования Гто и 2-го типа д.1Я строк сохраня

ют линейное соотношение для столбцов и эти преобразования обратимы.

Следствие 8.57. Система столбцов .Aj 1 , ... , .Aj1' матрицы А линейно заВИСН.\!а гсоогзет

ственно, линейно независима или является максимальной линейно независнмой Г!О.1снс;е.\tИ;~ в

.А1 , ... ,..Аn Е кт) тогда и только тогда, когда соответствующая система столбцов I с гемн же

номерами) .A'jl"'" .Aj1' матрицы А' линейно зависима (соответственно лннейно чеэавнснма Н.Ш

является максимальной линейно независимой подсистемой в .A~: .... A~ ~ к:».

Следствие 8.58. г{..А1 , ... , .Аn } = г{.A~, .. . , .A~}.

Лемма 8.59. Если А - ступенчатая матрица, то наивысший порядок неН_':1еВОГО\Шfюра г А

совпадает с числом т ненулевых строк.

Доказательство.

1) Минор т-го порядка на пересечении '1' иенулевых строк и столбцов. проходящих через УГО.1Ю!

ступенек, является определителем треугольной матрицы с иенулевыми элементами на главной

диагонали, и поэтому отличен от нуля.

2) Все миноры, порядок которых больше '1', нулевые, так как имеют нулевую строку. О

Лемма 8.60. В ступенчатойматрице А ранг системы столбцов совпадает с числом r ненулевых

строк (а именно, столбцы, проходящие через уголки ступенек, образуют максимальную линейно

независимую подсистему столбцов).

Доказательство.

1) Указанные столбцы линейно независимы, так как проходят через (7'хт)-матрицу сненулевым

определителем.

2) Любой столбец ступенчатой матрицы является линейной комбинацией указанных. О

Следствие 8.61 (алгоритм нахождения максимальной линейно независимой подсистемы

в системе столбцов прямоугольнойматрицы). От матрицыА перейдём к ступенчатойматрицеА

с помощью элементарных преобразований строк ]-го и 2-го типов, запомним номера столбцов

]1, ... ,]1" проходящих через уголки ступенек в А, в матрице А возьмём столбцы с этими номерами

Aj 1 , · · · , .A.i1"

Пример 8.62. Найти какую-либо максимальнуюлинейно независимую подсистему строк в си

стеме 0,1,0,2, аз: 0,4 Е JR4,

0,1 = (-1,4, -3, -2),

аз = (3, -2, 1, О),

0,2 = (3,-7,5,3),

0,4 = (-4, 1, О, 1),

а остальные строки выразить как линейные комбинации строк этой подсистемы.
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Решение. Записываем строки 0.1, 0.2, аз, а4 как столбцы и приводим полученную матрицу

к главному ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований строк:

(-~ -~ -~ -~) ~ (-~
-3 5 1 О О

-2 3 О 1 О

3
5

-4
-3

3 -4)10 -15 ~

-8 12
-6 9

33 -4) (~ о 3-5)1 2 -3 011 2 -3
О О О ~ О '-::o~o~--:oo- .
00 о 000 о

Записываем номера столбцов в ступенчатомвиде, проходящиечерез уголки ступенек: 1, 2. Поэтому
{0.1, 0.2} - максимальная линейно независимая подсистема. аз = 30,1 + 20,2, 0,4 = -50,1 - 30,2: ранг

системы строк 0.1, 0.2, аз, 0,4 равен 2.

Завершение доказательства теоремы о ранге:

( Л л ) лемма 8.56 ("" .с ) ( u - лемма 8.60
г А1 , ... , Аn = г А 1 , ... , Аn ранг столбцов ступенчатои матрицы А) =

= т леММ~859 г(А) леММ~855 г(А) = г(А*) леММ~856 г(А 1 , ... )Аm) . О

Теорема 8.63. Пусть А = (aij) Е Мm,n(К), В = (bij) Е МnАК). Тогда

г(АВ) ~ г(А), г(АВ) < г(В).

Доказательство. Пусть С = (Cij) = АВ. Тогда

Cij = ail b1j + + ainbnj ,

Ci = ail B1 + + ainBn,

с, = А1 Ь1) + + Anbnj,

т. е. строки матрицы С линейно выражаются через строки матрицы В, столбцы матрицы С линейно

выражаются через столбцы матрицы А. Поэтому г(С) ~ г(В) и г(С) ~ г(А). О

Следствие 8.64. При умножении на квадратную матрицуА с IAI #- о ранг не меняется.

Доказательство. Так как IAI #- о, то существует обратная матрица А- 1 Поэтому

и следовательно,

г(В) ~ г(ВА), г(В) ~ г(АВ).

Ранее мы доказали, что

г(В) ~ г(ВА), г(В) ~ г(АВ).

Поэтому

г(В) = г(ВА), г(В) = г(АВ). о

Теорема 8.65 (о факториальномранге). Пусть т, n Е N, А Е Мm,n(К). Ранг матрицы г(А)

равен наименьшему числу k такому, что

А = В . С, где В Е Mm,k(K), С Е Mk,n(K)

(это число k называется факториальным рангом матрицы А).
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Доказательство. Допустим, что А = В . С, где В Е Мm,n(К), С Е Mk,n(K). Тогда система

столбцов матрицы А линейно выражается через систему столбцов матрицы В (их k штук). Поэтому

г(А) ~ k.
Пусть k: = г(А). Выберем строки A i 1 , ... ,Ai k , образующие максимальную линейно независимую

подсистему строк A 1 , ... ,Ат матрицы А,

Рассмотрим матрицы В Е Mm,k(K), В = (/Зij) , и С Е Mk,n(K), для которой j-я строка С, = A i J •

j = 1, ... ,k. Тогда А = В· С. о

Теорема 8.66 (теорема Кронекера-Капелли:критерий совместности и определённости

системы линейных уравнений в терминах рангов матриц). Пусть (aij I bi ) - система т линей

ных уравнений с 17, неизвестными, А = (aij) Е Мm,n(К) - матрица коэффициентов,

расширенная матрица системы линейных уравнений.

а) Система линейных уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг мэлрниы коэффи

циентов А равен рангу расширенной матрицы А/ = (А, Ь), г(А) = г(А/).

б) Система линейных уравнений определённая тогда и только тогда, когда г(А) = г(А'/ = n.

Доказательство.

1) Используя определение ранга матрицы с помощью столбцов, видим, что всегда l'(A) ~ т(А').

2) Если (k1 , .. . ,kn ) - решение, то

т. е. столбцы матрицы А' линейно выражаются через столбцы матрицы А, следовательно,

г(А') ~ г(А), и поэтому г(А') = г(А).

3) Пусть г(А') = г(А) = т. Тогда максимальная линейно независимая система столбцов матри

цы А содержит т столбцов, и поэтому она является и максимальной линейно независимой системой

столбцов матрицы А'. Таким образом, столбец

CJ
линейно выражается через эту систему столбцов матрицы А, а поэтому и через все столбцы

матрицы А,

Итак, существует решение (kl, ... ,kn ) системы линейных уравнений. о
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Второе доказательство. Элементарными преобразованиями приведем систему линейных

уравнений к ступенчатому виду (ранги матриц не меняются при этом). Совпадение рангов означает

отсутствие «экзотических» уравнений в ступенчатом виде, т. е. совместность системы линейных

уравнений. О

4) Доказательство критерия определенности (в терминах рангов). Если система определе

на, т. е. г(А) = г(А/), то она определена тогда и только тогда, когда в ступенчатом виде нет

свободных неизвестных, т. е. г(А) = г(А/) = 17,. О

8.16. Размерность пространстварешений однородной системы линейных уравнений

Как мы отметили ранее, совокупность решений Ходн однородной системы линейных уравнений

с матрицей А = (Щj) Е .lVIm,n(К) является линейным пространством, подпространством в К":

Теорема 8.67. Если r = г(А) < 17" то dimХодн = n-Т (т. е. размерность пространства решений

равна числу свободных неизвестных). (Если г(А) = 17" то система линейных уравнений имеет лишь

нулевое решение.)

Доказательство. Для удобства записи переупорядочим неизвестные, если это необходимо,

так, чтобы

Х1, ... , Хr И Хr+1, ... , ХN
'1' главных неизвестных n - '1' свободных неизвестных

Пусть Е = En~r Е .IVIn-r(К) - единичная матрица размера (17, - Т) Х (17, - Т). Возьмём её строки

в качестве наборов значений для свободных неизвестных и дополним их (единственно возможным

способом) до решений нашей системы линейных уравнений

СУ1 = (С11"", С1r, 1, О, ... , О),

CYn-r = (С(n-r)1"'" С(n-r)r, О, О, ... ,1).

Эта система 17, - r строк-решений линейно независима (поскольку строки единичной матрицы,

конечно, линейно независимы). Если

(3 = ((31, ... ,(3n-r, (3n-r+1, ... ,(3n) Е Ходн -

произвольное решение, то

'/ = (3 - (3n-r+1 СУ1 - .,. - (3n CYn-r = ('/1, ... ,'/n-т, О, ... , О) ЕХодн '

Однако, конечно,

(О, ... ,О, О, ... ,О) Е Ходн,

при этом '/ и нулевое решение имеют одинаковый набор значений для свободных неизвестных.

Так как значения главных неизвестных однозначно определяются по свободным, то '/ = О, следо

вательно,

(3 = (3n-т+1 а1 + ... + (3nan~T'

Итак, мы построили базис {а1"", аn-r } линейного пространства решений Ходн,
dimХодн = n - т.

поэтому

D

Замечание 8.68. Если вместо строк единичной матрицы Еn-т для свободных неизвестных

брать строки всевозможных матриц G Е GLn-r(К) (т. е. С Е .lVIn(К), IGI i- О), то этот алгоритм

позволяет построить все базисы в Ходн,
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Замечание 8.69. Любой базис линейного пространства решений Ходн однородной системы ли

нейных уравнений называется в ряде алгебраическихтекстов «фундаментальнойсистемой решений

однородной системы линейных уравнений».

8.17. Задание любого подпространства в KV = К'"

как пространства решений однородной системы линейных уравнений

Пусть К - поле, и1"", иm Е KV = К'", И = (и1, ... , иrn) - подпространство в кП , ЯВЛЯЮ

шееся линейной оболочкой строк Н1, ... , Нm, т. е. множеством всех линейных комбинаций строк

'И1, ... , 'Иrn· Мы найдём такую матрицу А Е Ms,n (К), что множество решений однородной системы

линейных уравнений

А CJ (~)
совпадает с U.

Если И - нулевое подпространство, то в качестве А мы можем взять любую матрицу n х n
с ненулевым определителем (например, А = Е). Если и = КП (это эквивалентно тому, что

dim и = п), то в качестве А мы можем взять нулевую матрицу из Ms,n, s ~ 1. Если же

1 ~ dimU = ГСИ1"", 'Иm ) < п, то пусть 'Щ = ('Иil, иа, ... , 'Иiп), 1 ~ i ~ т, 'Uij Е К.

Рассмотрим матрицу В Е Мrn,п(К), В = (bi j ) , bi j = 'Uij, 1 ~ i ~ т, 1 ~ j ~ 11. И однородную

систему линейных уравнений

(8)

Ясно, что r = т(В) = dil11 и, поэтому 1 ~ r < п. Размерность 5 пространства решений Ходн этой

системы равна п. - т, и так как 1 ~ r < п, то 1 ~ 5 < п..

Пусть строки 111, ... , 1)s Е КП образуют фундаментальную систему решений системы (8),
Vi = (Vi1 .... ,'Uin), 1 ~ i ~ 5, 1.Ч} Е К. Пусть А Е Ms,n(K), А = (Oi,j), Ои = l'ij, 1 ~ i ~ s,

1 ~ j ~ п. Покажем, что А - искомая матрица.

Действительно, по построению матрицы А любая строка из И (как линейная комбинация строк

'И1, ... , 'Иrn ) является решением однородной системы уравнений

(9)

т. е. И ~ Ходн ' С другой стороны,

dim Ходн = n - r (А) = п - s = п - (п - Т) = т = dil11 U.

Следовательно, и = Ходн . О

В заключение отметим, что матрица А определена неоднозначно. Например, другая матрица А'

может быть получена с помощью другой фундаментальной системы решений системы (8).
Полученное задание линейных подпространств оказывается полезным при решении ряда прак

тических задач. Например, ПУСТЬИ1"", 'Иm Е JRn - линейно независимые строки, т < п. Требует

ся найти такие строки 'Иm+ 1 " , , ; 'Ип , что {'щ, ... , 'Ип } - базис линейного пространства JRn Как и вы

ше, пусть V1, ... , Vs - какая-нибудь фундаментальная система решений системы (8) (в нашем слу

чае т(В) = т, S = n - т). Положим 'Иm+1 = V1, .. ·, 'Ип = Vn-m' Покажем, что {и1,,'" 'Ип } - базис
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в JRn. Достаточно показать, что строки щ, ... ,иn линейно независимы над JR. Пусть СУ1, ... , СУП Е JR
и СУ1Щ + ... + СУnиn = О Е JRn, Тогда для строки

имеем Z Е unv, где V = (ит+1"," 'иn). Если Z = (Z1, ... , zn), zi Е JR, 1 ::>; i ::>; п, то по построению

подпространств И и V (см. (8), (9)) имеем

(2), ... , Zn) (:) ~ О,

zr + ... + z; = О, следовательно, Z1 = ... = Zn = О, И z= О Е JRn, Значит,

Но 'и1, ... ,ит - линейно независимые строки, поэтому СУ1 = ... = СУт = О. Строки иm+1.···. uп

также линейно независимы, следовательно, СУт+1 = '" = СУП = О. Итак, СУ1 = .. ' = СУп = О и

строки 'щ, ... , 'иn линейно независимы.

Таким образом, мы рассмотрели два способа задания линейных подпространств в К ~.' = КП :

1) как множество решений ХОДН однородной системы линейных уравнений;

2) как линейную оболочку ('и1, ... ,ит) строк 'и1, ... ,ит Е кV = К",

При этом мы научились переходить от первого задания ко второму (фундаментальная система

решений) и от второго задания к первому. Первый способ задания удобен для задания пересечения

И n W подпространств (надо к первой однородной системе уравнений приписать вторую). Второй

способ задания удобен для задания суммы подпространств:

в следующем примере мы увидим комбинацию этих приёмов

Пример 8.70. Пусть V1 = (щ,U2,UЗ) <;;; JR4 (линейная оболочка строк щ = (1,1,0,0),
иа = (0,1,1,0), Uз = (0,0,1,1)), V 2 = (щ,V2,VЗ) <;;; JR4 (линейная оболочка строк '1'1 = (1,0,1,0),
V2 = (0,2,1,1), Vз = (1,2,1,2)). Необходимо найти базисы линейных пространств V 1 + V2 И V 1 n V2,

при этом строки щ, 'и2, Uз, V1, V2, Vз выразить через базис пространства V 1 + V2.

Решение. Запишем строки щ, 'и2, Uз, V1, V2, VЗ по столбцам и приведём полученную матрицу

к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований строк:

'и1 И2 из V1 V2 VЗ

(
1 О О 1 О 1

) (
1 О О 1 О

1)
1 1 О О 2 2 О 1 О -1 2

-+ -+
о 1 1 1 1 1 О 1 1 1 1
О О 1 О 1 2 О О 1 О 1

J ! J J J J
'LL1 и2 -« 1'1 1'2 'из

~ (~
О О 1 О 1 1 О

n1 о -1 2 1 -1 2
-+

О 1 2 -1 О 2 -1
О 1 О 1 2 1 -1
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Поскольку vi + V2 = (7),1, Н2, 7),з, V1, V2, vз) и элементарные преобразования строк матрицы не ме

няют линейных соотношений между столбцами, то {Н1, Н2, нз, V1} - базис в 111 + V2 (и так как

dim(V1 + V2 ) = 4, то vi + 112 = JR.4). Из ступенчатого вида мы вычисляем V; и V~ через H~, н;,

7),~, V~:

Поэтому V; = H~ + -и; + H~ - v~ и, следовательно, V2 = Н1 + Н2 + Нз - Vl. ДЛЯ V~ мы видим, что

V~+V~ = (2, О, 2, 0)* = 2H~ +2H~, поэтому VЗ = 2и1 +2'U3-1Jl. Проведеиные вычисления равносильны

завершению приведения матрицы к главному ступенчатому виду:

1
1
1

-1

О

О

О

1
~ ).

-1L- _

Рассмотрим теперь V1 n V2. ДЛЯ этого найдём однородные системы линейных уравнений, чьи

множества решений совпадают с vi и V2 соответственно.

Для V1 :

(
1 О О) (Х1) (О)О 1 1 О Х2 О

О О 1 1 ХЗ О
Х4

система уже имеет ступенчатый вид, Xl, Х2, Хз - главные неизвестные, Х4 - свободная. Фунда

ментальная система решений состоит из одной строки (-1,1, -1.1). Итак, подпространство vi
совпадает с пространством решений однородной системы линейных уравнений

(-1,1,-1,1) (Ю ~O (1 О)

ДЛЯ V2 :

О
О 1

О) Г) (~) (i~
О 1

~) (j~) ш2 1 1 Х2 --+ 2 1 --+

2 1 2 Хз 2 О
Х4

(: О 1

о(ю Ш (~
О 1

О (j~) Ш--+ 2 1 --+ 1 О --+

1 О 2 1

1

-: ) (j~) шО

1

и мы приходим К ступенчатому виду, при этом Xl, Х2, Хз - главные неизвестные, а Х4 - свободная.

Фундаментальная система решений состоит из одной строки (-1, -1, 1, 1). Значит, однородная
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система линейных уравнений

н,-I,I,I) (Ю ~O
задаёт подпространство V2.

§ 9. Линейные операторы линейного пространства

(11 )

Пусть V - линейное пространство над полем К. Напомним, что отображение А: V -7 V назы

вается линейным отображением или линейным оператором (на пространстве V), если для всех

х, У Е V, а Е К имеем

А(х + у) = А(х) + А(у),

А(ах) = аА(х).

Пусть dim V = n < 00, е1, ... , е-, - базис линейного пространства V. В силу свойства линейно

сти любой линейный оператор однозначно определяется (эадаётся) образами базисных элементов

71)j = A(ej) Е V, .7 = 1, ... , п.. Действительно, если

n

Х = LXjej,
j=l

то

А(х) ~ А(t, Xjej ) = t, xjA(ej) = t, XjU'j

Если же заданы элементы W1, ... ,wn Е V, то для

n

Х = Х1е1 + ... + хnеn = LXjej Е V
j=l

определим

n

А(х) = Х1Ш1 + ... + ХnШn = LXjWj.
j=l

n
Полученное отображение А: V -7 V является линейным, поскольку для У = L yjej и а Е К

j=l
имеем:

А(х + У) = A(t XjCj + t Yje j) = A((Xj + Yj)Cj) =
]=1 ]=1

n n n

= L(Xj + Yj)Wj = L XjWj + LYjWj = А(х) + А(у);
j=l j=l j=l

Если же
n

Шj = A(ej) = o,lje1 + a2je2 + ... + o,njen = L o,ijei,
i=l
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где aij Е К, i = 1,2, ... .п, j = 1.2, ... ,п, то линейный оператор А: V ---7 V полностью опреде-
n

ляется и задаётся квадратной (п х п)-матрицей А = (aij) Е Мп(К), A(ej) = L aijei, называемой
i=l

матрицей линейного оператора А в базисе еl,· .. , еп .

Таким образом, если

n

х= LXjej, Х = (тт.. ··,.тп ) Е M1n(K),
j=l

n

W = L щеi, W = (Ш1, ... , 'Шп) Е М1п(К),
i=l

то

n

Wi = Lai.jXj, i = 1, . . . ,п,
j=l

другими словами,

Если А Е Мп(К), е1,··., еп - базис линейного пространства KV, то рассмотрим отображение

А: V ---7 V: дЛЯ х = Xlel + ... + хпеп, xi Е К, положим и: = А(х) = Ш1t:1 -+- '" + 'Шпеп, где

W = АХ. Тогда А - линейный оператор на линейном пространстве V: А(х + у) = А(х) + А(у)

для х, у Е V, поскольку А(Х + У) = АХ + АУ, и A(Qx) = QA(x), поскольку A(QX) = QAX дЛЯ

Q Е К. Матрица линейного оператора А в базисе еl, ... , еn совпадает с А.

Запись W = АХ является матричной записью выражения W = А(х) с использованием изомор

физма VJ: V ---7 к», для х = Xlel + ... + хпеп Е V, х; Е К,

Примеры линейных операторов

1) Пусть К = JR, V = JR2 (линейное пространство векторов на действительной плоскости,

выходящих из начала координат), А - поворот векторов на угол VJ против часовой стрелки. Тогда

А - линейный оператор на пространстве V, и в стандартном базисе ег. ез

имеем

А = (c?s VJ sin VJ) .
sш VJ cos VJ
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2) Пусть К = JR., n Е N, V - линейное пространство всех действительных многочленов от

переменной t степени ~ n. Тогда

базис пространства V. Рассмотрим отображение А: V ---? V, заданное правилом А (J (t)) = 1"'(t)
(взятие проиэводной) . Из свойств производной функции следует, что А - линейный оператор на

пространстве V. При этом матрица А оператора А в базисе ео, el" .. , еn имеет следующий вид:

А=

О 1 О

О О 1

О

О

О

О

О 1 О

О О 1
О О О

(жорданова клетка размера n + 1 с нулём на главной диагонали).

3) Нулевой оператор О: V ---? V, О(х) = О для всех х Е V. В любом базисе {еl .. ·.,еп}
пространстваV матрица нулевого линейного оператора - нулевая (n х n)-матрица ОП Е ~In{K).

4) Тождественный оператор Гу . V ---? V, I(x) = х для всех х Е V. В любом базисе {еl .... ,еn }
пространстваV матрица тождественного оператора - это единичная (n Х n)-матриuаЕn Е ~In(K).

Лемма 9.1. Пусть А - линейный оператор на линейном пространстве \:, т Е ,О, 0- н)"левой

элемент пространстваV. Тогда А(О) = О, А( -'и) = -АСи).-

Доказательство.

0= А(О) + (-А(О)) = А(О + О) + (-А(О») =

= (А(О) + А(О)) + (-А(О)) = А(О) + (А(О) - А(О») = А(О) + О = А(О);

0= А(О) = A(v + (-1))) = A(v) + A(-v). о

Замечание 9.2. Пусть А: V ---? V - линейный оператор на линейном пространстве V и суще

ствует обратное отображение A-1: V ---? V, AA-1(x) = A-1A(x) = х для всех элементов х Е V.
Тогда A-1 также линейный оператор на пространстве V: дЛЯ всех 'И, 'и Е V

Так как отображение А инъективно, то

Аналогично, для v Е V и о: Е К из

следует, что

Итак, A-1 - линейный оператор на пространстве V.
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Если А - линейный оператор на линейном пространстве V и для х Е V имеем А(х) = О

тогда и только тогда, когда х = О, то оператор А называется невырожденным. В противном

случае оператор А называется вырожденным. Если dim V = n < 00, е1, ... , еn - базис линейного

пространства V, то условие А(х) = О равносильно условию

где А - матрица линейного оператора А в базисе е1, ... , еn,

столбец координат элемента х = Х1е1 + ... + хnеn В том же базисе. Существование ненулевого

решения однородной системы линейных уравнений

эквивалентно условию 'А[ = О. Таким образом, оператор А невырожден в ТО!\{ И только 3 том

случае, когда IAI =f. о.

Лемма 9.3. Пусть А - невырожденный линейный оператор на линейном пространстве У,

Щ, ... ,vs - линейно независимые элементы пространства V. Тогда A(l)l)' ... , А( t's) также линейно

незэвисимые элементы.

Доказательство. Пусть 001, ... ,OOs Е К и

Тогда

A(OOl'Ul + ... + OOsvs ) = OO1A(-ul) + ... + asA(-us) = О.

Так как А - невырожденный оператор, то аlVl + ... + OOslJs = О, И 001 = ... = a s = О (элементы

'И1, ... ,vs линейно независимы). О

Рассмотрим следующие операции на множестве линейных операторов End(KV) на линейном

пространстве V.
1) Сложение операторов. Пусть А и 8 - линейные операторы на пространстве V. Рассмотрим

отображение С: V -. V, заданное правилом С(х) = А(х) + 8(х) для всех х Е V (обозначение:

С = А+ в). Проверим. что С - линейный оператор на пространстве V. ДЛЯ х, у Е V, а Е К в силу

линейности операторов А и 8 и свойств линейного пространства V имеем:

С(х + у) = А(х + у) + 8(х + у) = А(х) + А(у) + 8(х) + 8(у) =

= (А(х) + 8(х)) + (А(у) + 8(у)) = С(х) + С(у),

С(ах) = А(ах) + 8(ах) = аА(х) + а8(х) = а(А(х) + 8(:r;)) = аС(.т).

2) Умножение линейного оператора на число: для а Е К и линейного оператора А на линей

ном пространстве кV над полем К рассмотрим отображение аА: V --7 V, заданное правилом

(ооА)(х) = аА(х) для всех х Е V. Проверим, что ooA-линейный оператор. Для х,у Е V, л Е К

(аА)(х + у) = аА(х + у) = а(А(х) + А(у)) = аА(х) + аА(у) = (аА)(х) + (ооА)(у),
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(аА)(АХ) = аА(АХ) = аАА(х) = ЧаА(х)) = Ч(аА)(х)).

Таким образом, аА - линейный оператор на пространстве V.
Ряд свойств следует из определений сложения линейных операторов, умножения линейного

оператора на число, нулевого оператора О и из аксиом линейного пространства V:

(А+В) +С = А+ (В+С);

А+В = В+А;

О+А=А+О=А;

l·А=А;

(-l)А+А= А+ (-l)А= О;

а(,6А) = (а,6)А;

(а + ,6)А = аА + ,6А;

а(А + В) = аА + аВ

для всех су,,6 Е К, А, В, С Е End(K V). Таким образом, множество всех линейных операторов

End(KV) на пространстве кV над полем К образует линейное пространство над полем К.

3) Умножение (композиция) линейных операторов в End(KV). Пусть А и В - линейные опе

раторы на линейном пространстве V. Рассмотрим отображение С: V -7 V, заданное правилом

С(х) = А(В(х)) для всех х Е V. Покажем, что С - линейный оператор на пространстве 1" (назы

ваемый произведением (или композииией'[у линейных операторов А и В (обозначение: С = АВ).

ДЛЯ х, у Е V, а Е К имеем:

(АВ)(х+ у) = А(В(х + у)) = А(В(х) + В(у)) = А(В(х)) + А(В(у)) = (АВ)(х) -т-- (АВ)(у):

(АВ)(ах) = А(В(ах)) = А(аВ(х)) = аА(В(х)) = а((АВ)(х)).

Теорема 9.4. Пусть dim V = n < 00, eI, ... ,еn - базис пространства V, А, В - линейные опе

раторы на пространстве кV, а Е К, А и В - матрицы линейных операторов А и В соответственно

в базисе eI, ... , еn . Тогда в базисе eI, . . . , еn оператор А + В имеет матрицу А + В, суА - матрицу

аА, АВ - матрицу АВ.

Доказательство. Пусть А = (aij), В = (bij ) Е Мn (1{) . Тогда

ппп

(А + B)(ej) = A(ej) + B(ej) = L Q.ijei + L bijei = L(Oij + bij)ei, 1 ~ j ~ п
i=I i=I i=I

Следовательно, матрица линейного оператора А + В в базисе el, ... ,еn равна А + В. В матричной

форме: если у = (А + В) (.7:), то У = А(х) + В(х), У = АХ + ВХ = (А + В)Х (и следовательно,

оператор А + В имеет матрицу А + В в базисе el, ... , еn) .

Аналогично, для а Е К имеем

n n

(aA)(ej) = aA(ej) = а Laijei = L(aaij)ei,
i=l i=l

поэтому матрица линейного оператора аА в базисе el, ... .е-, равна аА. В матричной форме: если

у = (аА)(х), то у = аА(х), У = аАХ, и следовательно, оператор аА имеет матрицу аА в базисе

el,· .. ,еn ·

Если у = (АВ)(х) = А(В(х)), х Е V, то У = А(ВХ) = (АВ)Х (мы воспользуемся ассоциатив

ностью умножения матриц). Следовательно, матрица линейного оператора АВ в базисе el,·· . ,еn
равна АВ. О



100 § 9. Линейные операторы линейного пространства

Операция умножения линейных операторов ассоциативна: для линейных операторов А, В и С

на пространстве V выполнено равенство

А(ВС) = (АВ)С.

Действительно, как для любых отображений,

(А(ВС))(х) = А((ВС)(х)) = А(В(С(х))) = (АВ) (С(т))

для всех х Е V.
Тождественный оператор Е является единичным (нейтральным) элементом относительно опе

рации умножения: для любого линейного оператора А на линейном пространстве V имеем

IA=AI=A.

Действительно, (IA)(x) = I(A(T)) = А(х), (Л)(х) = А(Дх)) = А(х) для всех т Е V.
Операции сложения и умножения линейных операторов удовлетворяют закону дистрибутивно

сти

А(В + С) = АВ + АС

для любых линейных операторов А, В и С на пространстве кV:

(А(В + С))(х) = А((В + С)(т)) = А(В(т) + С(х)) =

= А(В(т)) + А(С(х)) = (АВ)(х) + (АС)(х) = (АВ ~ АС)(х).

Если О' Е К, то А(О'В) = О'(АВ) = (О'А)В:

(А(аВ))(х) = А((О'В)(х)) = А(О'В(х)) = (аА) (В(х)) = (аАВ)(х)

для всех х Е V.
Собирая все свойства операций сложения, умножения на число, умножения операторов, полу

чаем, что множество End(KV) линейных операторов на линейном пространстве V над полем К

образует ассоциативную алгебру с единичным элементом над полем К.

Замечание 9.5. Пусть dim кV = п. Тогда, зафиксировав базис el"", еп пространства V и

ставя в соответствие каждому линейному оператору А на линейном пространстве V его матри

цу А в базисе el, ... , еп , <р(А) = А, получаем изоморфизм ассоциативных алгебр над полем К:

End(KV) ~ Мп(J-<) (<р - биекция, изоморфизм линейных пространств, :р(АВ) = <р(А)<р(В) = АВ

дЛЯ всех А,В Е End(]-(V)).

9.1. Изменение матрицы линейного оператора при переходе к новому базису

Пусть 101, ... , Рn - базис линейного пространства V,

I I u б
е 1 , ... , еп - «новыи. азис,
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Е' = С*[, где С - матрица перехода (ICI i= О), А - линейный оператор на пространстве V, имею-

щий матрицу А в базисе el, ... , е«. Тогда матрица оператора А в базисе e~, ,e~ равна C-1АС.

Пусть у = А(х), х Е V, Х - столбец координат элемента х в базисе el, , еn . Тогда У = АХ.

Если Х' и у' - столбцы координат элементов х и у соответственно в базисе e~, ... , e~" то Х = СХ',

у = Су'. Поэтому су' = у = АХ = АСХ'. Следовательно, у' = (C-1АС)Х'. ЭТО означает, что

матрица линейного оператора А в базисе e~, ... , e~ совпадает с C-1АС. Так как для любых матриц

А, В Е Мn(К) имеем IAB[ = IAI . IBI (см. ??), то определитель матрицы линейного оператора А

не зависит от выбора базиса:

Замечание 9.6. Линейный оператор А на линейном пространстве V называется обратимым,

если существует такой линейный оператор В (обозначение: В = A- 1 ) , что АВ = ВА = I (тожде

ственный оператор).

Если dim V = n < ос, el, ... , еn - базис пространства V, А - матрица линейного оператора

в базисе el, ... , е«, то условие существования обратного оператора В в терминах матриц опера

торов имеет вид АВ = ВА = Е (таким образом, В = A- 1 ) . Следовательно, для конечномерных

линейных пространств понятия обратимого и невырожденного линейного оператора совпадают.

Для обратимого линейного оператора А обратный оператор определен однозначно, его матрица

равна А" ".
Ясно, что обратимые линейные операторы (и только они) обладают следующим свойством:

если Vl, ... , V N - базис линейного пространства V, то А(Vl), ... ,А(Vn ) также базис линейного

пространства V.

9.2. Образ и ядро линеиного оператора

Пусть А - линейный оператор на линейном пространстве кV. Определим образ

Гш А = {Ах I х Е V}

и ядро

Кег А = {х Е V IАх = О Е V}

линейного оператора А

Образ и ядро являются подпросгранствами линейного пространства V: если х, у Е Гш А, то

найдутся такие z,w Е V, что х = A(z), у = A(w), поэтому

x+y=A(z)+A(w) =A(z+w) Е 1mA;

для о: Е К имеем

о:х = o:A(z) = A(o:z) Е ImA;

если же х, у Е Кег А, то

А(х + у) = А(х) + А(у) = О + О = О Е V,

поэтому х + у Е Кег А; для о: Е К:

А(о:х) = о:А(х) = о: . О = О Е V,

следовательно, о:х Е Кег А.

Рангом г(А) линейного оператора А называется число dim Гш А (размерность образа), а дефек

том - число d(A) = dim Кег А (размерность его ядра).
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Пусть ет , ... , еn - базис линейного пространства У. Отметим, что линейное пространство Ггп А

является линейной оболочкой элементов А(е!), . . . ,А( еn ) . Таким образом, число dim1mA совпа

дает с рангом системы элементов А(е1),'" ,А(еn ) , следовательно, с рангом (по столбцам) мат

рицы А линейного оператора А в базисе е1: ... ,еn . Итак, г(А) = dim1mA = г(А). Поскольку

г(с- 1 АС) = г(А) (см. ??), ранг матрицы линейного оператора в любом базисе совпадает с рангом

оператора (размерностью образа).

Теорема 9.7. Сумма ранга и дефекта линейного оператора совпадает с размерностьюлинейного

пространства:

г(А) + d(A) = dim ГшА + dimKeI'А = dimK V = n.

Доказательство. Пусть т = г(А). Не ограничивая общности, можно считать, что элемен

ты А(е1),'" ,A(er) образуют базис линейного пространства: 1mA = (А(е1),'" ,A(er)). Пусть

L = (е1"" ,er ) , N = КегА

Покажем, что V = L ЕВ N (это доказывает утверждение теоремы, поскольку dim(L ЕВ N) =
= dimL + dimN). Пусть х Е L n N. Так как х Е Е, то х = 0'1е1 + ... + O'rer, O'i Е К, i = 1, ... ,Т.

Так как х Е N, то О = А(х) = 0'IА(е1) + ... + O'rA(er). Но элементы А(е1), ... ,A(er) линейно

независимы, поэтому 0'1 = ... = O'r = О, И следовательно, х = О. Поэтому L n N = {О}.

Покажем теперь, что L + N = V. Пусть х Е У. Тогда А(х) Е 1mA, А(х) = р1А (е1 ) + ... +
+PrA(er), где Pi Е К, i = 1, ... ,Т. Рассмотриму = Р1е1 + .. .+Prer. Ясно, что у Е L. ДЛЯ элемента

z = х-у имеем A(z) = А(х-у) = А(х)-А(у) = О Е V, то есть z Е N. Итак, х = y+z, где у Е Е,

z Е N, следовательно, V = L + N. Поскольку L n N = {О}, V = L ЕВ N. D

Замечание 9.8. Можно доказать теорему 9.7 в матричной форме следующим образом. Пусть

el, ... ,еn - базис линейного пространства V. Дефект линейного оператора совпадает с размерно

стью пространства решений однородной системы линейных уравнений

(здесь А - матрица оператора А в базисе е1: .. " еn ) , равной п. - г(А) (см. ??). Это доказывает

теорему.

Замечание 9.9. Пусть dim V = п. < 00, А - невырожденный (т. е. обратимый) линейный

оператор на пространстве V. Тогда:

1) г(А) = n. Действительно, для невырожденного линейного оператора А имеем Кег А = {О}, и

из теоремы ?? следует, что г(А) = n (если г(А) = n, то г(А) = n, матрица А обратима, т. е.

А - обратимый оператор).

2) Если В - линейный оператор на пространстве V, то г(АВ) = г(ВА) = г(В). Действительно,

г(А) = n = dim V, в любом базисе пространства V матрица А оператора А обратима, а для

матрицы В линейного оператора В в этом базисе имеем г(В) = г(В). Но мы уже доказали,

что в этом случае г(АВ) = г(ВА) = г(В) (см. ??).

Замечание 9.10. В теореме 9.7 нельзя утверждать, что Гш А + Кег А = V. Пусть, на

пример, К = JR, 17, Е N, V - пространство всех многочленов от одной переменной степе

ни ~ n, А - линейный оператор взятия производной . Тогда Гш А - пространство многочленов сте

пени ~ 17, - 1, Ггп А Ic V, Кег А - одномерное подпространство констант (многочленов степени

ниже 1), КегА ~ 1mA Поэтому 1mA + КегА Ic V.
Другой пример: К = JR, V = JR2, дЛЯ (а,Ь) Е V положим А(а,Ь) = (Ь,О). Тогда А-линейный

оператор на пространстве V, Гш А = Кег А.
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Рассмотрим теперь класс линейных операторов, для которых Ггп А ЕВ Кег А = V.

Определение 9.11. Пусть и и Н' - подпространства линейного пространства V, V = и ЕВ И/

Если v Е V, то v = 11 --т- IC,U Е П; из Е W, и элементы 'и и w определены однозначно (см. ??).
Рассмотрим отображение А: ~. ---7 ~1. A(v) = 11. Ясно, что А - линейный оператор на простран

стве кV, он называется проектором на подпространство И вдоль подпространства И/.

Пример 9.12. V = JR2, е1, е2 - стандартный базис векторов на плоскости, А - проектирование

вектора на ось е1 вдоль оси Е2.

Для проектора А на подпространство И вдоль подпространства W имеем И = Тш А,

W = К8Г А, поэтому ~T = Гш А ЕВ Кег А. Обратное, вообще говоря, неверно: пусть К = R.
1

JRV = JRU ЕВ JRW, дЛЯ v =Н + из, где 11 Е И, w Е И/, положим A(v) = -и. Тогда А-.lине~
2

ный оператор на линейном пространстве V, V = 1mA Е!3 Кег А, однако линейный оператор А не

является проектором.

Теорема 9.13. Линейный оператор А на линейном пространстве V является ироеклорон в ТОХ

и только В том случае, когда А2 = А.

Доказательство. Ясно, что если А - проектор, то А2 = А: пусть ,. = с ~ Г. 70::-":<:

A 2(u+v) = А(и) = и. = A(1I+V). Обратно, допустим, что А2 = А. Докажем. что f,T = IшА-:::-Кег А.

Пусть v Е Гш А n Кег А. Так как v Е Кег А, то А('и) = О. Так как v Е Гш А. то t" = .фи' .1:::Я неко

торого н Е V. Но тогда О = A(v) = А2(н) = А(н) = v. Следовательно. IшА ~ КегА = {О}. Д.1Я

V Е V рассмотрим представление 'И = А('и) + (v - А(v)). При этом А(1.') Е Im.A. А{г - А(с)) =

= A(v) - A2(v) = О Е V Поэтому V = 1mA+KeIA. Так как 1mAnKel".A. то ,- = ImA~Kel"A.

Пусть И = Ггп А, V = Кег А. Покажем, что А- проектор на подпространство [.~ вдоль под

пространства T/V. Пусть ~} Е V, v = н + ш, 11, Е и, w Е vV. Так как С = ImА, то 11 = А(.т) для

некоторого х Е V, и A(v) = А(и) + А(ш) = А(и) = А2(х) = А(х) = U (А(ио) = О, поскольку

w Е W = Кег А) Итак, А - проектор на подпространство U вдоль подпространства 11'/ D

Замечание 9.14 (о линейных отображениях линейных пространств). Пусть К - поле, V
и W - линейные пространства над полем К, А: V ---7 TiV - линейное отображение (А(х + у)

= А(х) + А(у), А(ах) = аА(х) для всех х, у Е V, а Е К), dim V = n < 00, dim W = т < 00,

е1,···, еn - базис линейного пространства V, 11, ... ,1т - базис линейного пространства W. Тогда

линейное отображение А однозначно определяется элементами A(ej), j = 1, ... ,n,

(12)

(
a

1

.

J

.)(аlj, ... ,аmj ) - коо рди н а ты элемента A(ej) в базисе Л, ... Л,«, -j-й столбец матрицы

ат.7

А = (aij) Е Мт,n(К), которая называется матрицей линейного отображения А по отношению

к базисам е1,· .. , еn И 11, ... ,1т (при фиксированных базисах эта матрица определена одно

значно). Если w = А(т), Х = (Х1, ... ,хn)-строка координат элемента х в базисе Р1, ... ,Рn,

W = (Ш1"", Шт ) - строка координат элемента W в базисе Л, ... ,1т, то w= АХ Если фик

сировать любую матрицу А Е Мт,n(К), базисы е1, ... , еn линейного пространства V и Л,···, 1т

линейного пространства vv· и рассмотреть линейное отображение А: V -t W, заданное на элемен

тах е, по правилу (12), А(:х:) = х1А(е1)+" .+хnА(еn) ДЛЯ.т Е V,:x: = Х1е1 + .. .+:х:nеn , то матрица

линейного отображения А относительно базисов е1, ... , еn и Л, ... .Г« совпадёт с А.

Пусть
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(11) (Л)
:;::' = j~ , :;::' = J:п.

базисы линейного пространства И', Е' = С*[ (С Е GLn(K), С - матрица перехода от бази

са [ к базису Е'), Р = D*:;:: (D Е GLm(K), D - матрица перехода от базиса F к базису Р).

Тогда для элемента w = А(х) имеем W = АХ, где А - матрица линейного отображения А от

носительно базисов Е и Т, Пусть j{' - столбец координат элемента х в базисе Е', Ит' - столбец

координат элемента w в базисе Г', Тогда Х = СХ', W = DW' и DW' = АСХ', и следовательно,

Ит' = (D- 1АС)Х/ Отсюда вытекает, что матрица линейного отображения А относительно базисов

[' и :;::' равна А' = о:' АС.

ДЛЯ линейного отображения А: V --7 W ядро Кег А = {х Е V I А(х) = о Е W} является

подпространством линейного пространства V, а образ Гш А = {А(х) I х Е V} является подпро

странством линейного пространстваW, ранг г(А) линейного отображения А (г(А) = diш Гш Аг(А)

для матрицы А линейного оператора А относительно любых базисов линейных пространств V и И/)

И дефект (d(A) = diшКегА) связаны соотношением

г(А) + d(A) = diш1шА + diшКег А = diш v.
Это соотношение особенно прозрачно для матричной харакгеризации элементов Кег А: при фИК

сированных базисах [. в V и F в W элемент х Е Кег А в том и только в том случае. копа

Но размерность пространства решений этой однородной системы линейных уравнений равна

п - г(А), где г(А) - ранг матрицы А, г(А) = г(А).

9.3. Инвариантныеподпространства

Пусть А - линейный оператор на линейном пространстве V, И - подпространство линейного

пространства V. Тогда И называется инвариантным подпространством для линейного оператора А,

если А(И) = {А(и) I и Е И} <;";; И.

Примеры 9.15.

1) Ясно, что нулевое подпространство {О} и всё пространство V линейного пространства V яв

ляются инвариантными подпространствами для любого линейного оператора А на линейном

пространстве v.
2) Для тождественного оператора Iv (и любого его кратного aIv, а Е К) любое подпростран

ство инвариантно.

3) Пусть К = JR, V = JR2 - пространство всех векторов на плоскости, выходящих из одной

точки (центра). Тогда:

а) если А - центральная симметрия, то в этом случае любое подпространство линейного

пространства V инвариантно;

б) если А - поворот вокруг центра на угол rp t к«, k Е Z, против часовой стрелки,

то в этом случае оператор А не имеет нетривиальных инвариантных подпространств

(отличных от {О} и v);
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в) если К = JR, n Е N, 1RV = Рn - линейное пространство всех многочленов от одной

переменной степен и :(; п, А - линейный оператор взятия производной , то В этом случае

подпространства {О}, Р1 , Р2 , ... , Рn (и только они) являются инвариантными.

Предложение 9.16. Пусть И, W ~ V - инвариантные подпространства для линейного опера

тора А: кV -7 КV Тогда линейные подпространства И + И/, И n 117 линейного пространства кV
также инвариантны относительно оператора А.

Доказательство. Пусть х Е И + W. Тогда х = и + W, где u Е И, w Е И/. Поэтому А(х) =

= А(и) + A(w) Е И + W, так как А(и) Е И ~ И + W, A(w) Е W ~ и + И/ и И + W - линейное

пространство.

Пусть теперь .Т Е И n И/. Поскольку х Е И и А(U) ~ И, А(х) Е U. Поскольку х Е I/V И

A(l/V) ~ W, А(х) Е W. Следовательно, А(х) Е И n W. О

Лемма 9.17. Пусть dim V < 00 и А: V -7 V -невырожденный линейный оператор, И -инва

риантное подпространство для линейного оператора А. Тогда И - инвариантное подпространство

для линейного оператора А-1.

Доказательство. Если И = {О}, то утверждение очевидно. Пусть dim И = т, е1, ... ,ес - базис

линейного пространства U. Так как оператор А невырожденный , элементы А(еl)' ... ,А(ес) линей

но независимы. Подпространство И инвариантно, поэтому А(е1), ... ,А(ес) Е И Но dim V = Т,

поэтому А(е1),'" ,А(ес) - базис линейного пространства U. ДЛЯ любого элемента х Е И имеем

х = 0:1А(е1) + ... + о:сА(ес) , O:i Е К, 1:(; i :(; т.

Применяя к последнему равенству линейный оператор А- 1 , имеем

А- 1(х) = 0:1е1 + '" + о:се,т Е И.

Замечание 9.18. Если А: V -7 V - линейный оператор, И и vv· - нетривиальные инвари

антные подпространства для оператора А, V = и EIЭ l/V, е1, ... , е; - базис подпространства С,

ес+1" .. , еn - базис подпространства W, то е1,· .. , еn - базис линейного пространства V, и в этом

базисе матрица А линейного оператора А имеет блочный вид

При этом в верхнем левом углу стоит матрица А1 размера т х т линейного оператора

А1 = Alu: И -7 И В базисе е1, ... , ес, а в правом нижнем углу - матрица А2 размера (n-т) Х (n-т)

линейного оператора А2 = Alw: W -7 W В базисе ес+ 1 , ... ,еn ·

9.4. Подстановка оператора в многочлен

Пусть кV - линейное пространство над полем К,

j(x) = 0:0 + СУ1Х + ... + о:nхn Е К[х] -

многочлен с коэффициентами из поля К, O:i Е К, i = 0,1, ... .п. Положим

в = j(A) = o:oI + О:lА + ... + о:nАn Е End(KV),

где I: V -7 V - тождественный линейный оператор на пространстве V. Ясно, что для линейного

оператора В: V -7 V имеем АВ = ВА. Если еl, ... ,ет - базис линейного пространства кV, А
матрица линейного оператора А в базисе е1, ... ,ет, то матрица В линейного оператора В в этом

базисе равна

в = j(A) = суоЕ +щА + '" + СУnА
n

Е Мт(К),

где Е Е Мт(К) - единичная (т Х m)-матрица.
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Предложение 9.19. Пусть кV - линейное пространство над полем К, А: V -> V - линейный

оператор, f Е K[xJ, В = f(A). Тогда подпространства1тВ и КегВ линейного пространства V
инвариантны для линейного оператора А. В частности, если ЛХ) = х, то В = А и 1mA и КегА

инвариантныдля оператора А.

Доказательство.

а) Пусть х Е 1шВ, х = ЛА)(у) ДЛЯ некоторого у Е V, ЛХ) Е K[xJ. Тогда

А(х) = Аи(А)(у») = (АЛА)) (у) = и(А)А) (у) = f(A)(A(y») Е 1mf(A).

б) Пусть теперь х Е Кег В, В(х) = f(A)(x) = О. Тогда

f(A)(A(x») = и(А)А)(х) = (АЛА))(х) = Аи(А)(х)) = А(О) = О,

то есть А(х) Е КегВ. о

Рассмотрим одномерные инвариантные подпространства. Пусть в этом случае и - базис инва

риантного подпространства кU. Так как А(И) s;; И, то А(и) Е И, следовательно, А(и) = аи, где

()! Е К. Это приводит К следующему определению.

Определение 9.20. Пусть KV -линейное пространство над полем К, А: KV -> KV -.ТJИ

нейный оператор, х Е V, х =1 о, А(х) = Ах, А Е К. Тогда А называется собстеенным числом

линейного оператора А, а х - собственным вектором (относительно собственного числа л)

Если е1, ... , еn - базис линейного пространства V, А - матрица линейного оператора А в этом

базисе, А Е Мn(К), х Е V, х = Х1е1 + ... +хnеn, xi Е К, Х = (Х1", .,хn)-строка координат

элемента т, то условие А(т) = лх, х Е V, х =1 о, А Е К, эквивалентно условию АХ = АХ."Х' Е к-,

X~ (I). ЛЕК
Пусть К - поле, А Е Мn(К), 0=1 Х Е к» = Мn,1(К), л Е К. Если А· Х = л· Х, то А назы

вается собственным числом матрицы А, а Х - собственным вектором матрицы А, отвечающим

собственному числу А.

Условие АХ = лХ эквивалентно условию

(o~: )(А - лЕ)Х = Е к»,

где Е Е Мn(К) - единичная матрица. При фиксированном л это условие превращается в однород

ную систему линейных уравнений относительно неизвестных ];1) ... , ««.

Матрица А - лЕ этой системы - квадратная матрица размера п, Поэтому наличие ненулевого

решения этой системы равносильно тому, что IA - лЕI = о. Пусть t - переменная,

p(t) = IA - tEI = pntn + Pn_1tn-1 + ... + ро Е K[t] -

многочлен степени п от переменной t (называемый характеристическим многочленом матрицы А),

при этом:
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n

Рn-1 = (_1)n-1 L аа. = (_1)n-1 тг "-1, РО = jAi·
i=l
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Мы показали, что собственные числа и только они являются корнями характеристического мно

гочлена из поля К.

Если Л Е К и Р()..) = О, то все собственные векторы матрицы А относительно собственного

числа Л - это все неиулевые решения системы

(А - лЕ)Х = (О) Е к».

Отметим, что множество всех собственных векторов матрицы А относительно собственного чис

ла ).. не образует линейного подпространства в к», так как все эти векторы неиулевые. Но если

к этому множеству добавить нулевой вектор, то получится линейное подпространство всех реше

ний системы

(А - ЛЕ)Х = (О).

Таким образом, если р(Л) = IA->'EI = О, т = г(А-)"Е), то О ~ т < п, то размерность пространства

решений этой системы равна S = n-т, поэтому 1 ~ S ~ n. Если {Х1 , ... , X s } - какая-либо фунда

ментальная система решений системы (А - )"Е)Х = (О), то все собственные векторы матрицы А,

отвечающие собственному числу Л, - это все нетривиальные линейные комбинации элементов

Х1 , ... ,Xs с коэффициентами из поля К.

Таким образом, задача нахождения собственных чисел и собственных векторов линейного опе

ратора на конечномерном линейном пространстве сводится к задаче нахождения собственных чисел

и собственных векторов матрицы.

Если dim V = n, А - матрица линейного оператора А в базисе [ линейного пространства",

Е' = С* [ - другой базис, С Е GLn(V) - матрица перехода, то матрица А' оператора А в базисе Е'

равна А' = с-1 АС.

Таким образом, характеристический многочлен матрицы А: Р..з.(t) = [А - tE,. характеристиче

ский многочлен матрицы А':

Итак, характеристическиймногочлен матрицы линейного оператора А не зависит от выбора базиса

линейного пространства V (и мы можем обозначать этот многочлен через PA(t)).
Из теоремы Гамильтона-Кэли для квадратных матриц (см. теорема 7.25) следует теорема Га

мильтона-Кэли для линейных операторов на конечномерном линейном пространстве: если PA(t) 
характеристический многочлен линейного оператора А: V --7 V, то РА(А) = О - нулевой оператор

на пространстве V.

Пример 9.21.

А = (':50 ~), к = ~,

IA - )..ЕI = IIO_~)" 2 2>.1 = л2
- 12)"+ 35.

Корни )..1 = 7, )..2 = 5, Л],)..2 Е ~ (собственные числа матрицы А).

Собственные векторы для /\1 = 7:

ненулевые решения:
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Собственные векторы для ),2 = 5:
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ненулевые решения:

Пример 9.22.

{(-зt) I }5t It E~, t i- О .

(~
1

~)К =С, А= О

О

-), 1 О

р(),) = IA - ),ЕI = О -А 2 = _А3

О О -А

Имеется лишь одно собственное число: А = О. Собственные векторы относительно А = О задаются

системой линейных уравнений

(О 1 О) (Х1) (О)
~ ~ ~ ~~ ~

Система уже имеет ступенчатый вид, Х2, ХЗ - главные неизвестные, Х1 - свободная переменная,

множество собственных векторов относительно А = О:

Пример 9.23. Если

А = (ОС
1

О )
О ОСП

диагональная матрица, то ОС1, ... 1 ОСП - все корни характеристического многочлена матрицы А

(и следовательно, собственные числа).

Пример 9.24.

A=(_~ ~),

Р(А) = IA - AEI = I=~ _~I = А2 + 1.

а) К = ~: нет действительных корней многочлена Р(А) = ),2 + 1, поэтому для матрицы А нет

действительных собственных чисел (и собственных векторов).

б) К = с многочлен Р(А) имеет корни А1 = i Е С, А2 = -i Е С (собственныечисла матрицы А).

Собственные векторы для А = i:

(
- i 1) (Х1) (О)
-1 -~ Х2 О'
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ненулевые решения:

Собственные векторы для А = -'i:

( 'i 1) (Х1) (О)
-1 'i Х2 О'

ненулевые решения

Пример 9.25.

к ~ Н, А ~ (: =: ;).
Р(А) = jA - АЕI = _АЗ + 12А + 16.

Корни многочлена Р(А): А1 = -2, А2 = -2, Аз = 4 (собственные числа).

Собственные векторы для А = -2:

(А + 2Е) (::) Ш
ненулевые решения

Собственные векторы для А = 4:

(А - 4Е) (~~) (~)
ХЗ О

ненулевые решения
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Задача 9.26. Пусть V = JR2 - линейное пространство всех векторов на плоскости, выходящих

из одной точки (центра), А - линейный оператор пространства V поворота на угол ер против

часовой стрелки, имеющий в стандартном базисе е1, ез матрицу

(C?Sер sin ер) .
sш ер cos ер

в зависимости от ер найдите собственные числа и собственные векторы оператора А.

Задача 9.27. Пусть К = JR, п. Е N, V - линейное пространство всех действительных много

членов от одной переменной степени :::;; п, А: V --? V - линейный оператор взятия производной .
Найдите собственные числа и собственные векторы оператора А.
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Замечание 9.28. Решение общей задачи нахождения собственных чисел и собственных век

торов матрицы связано с нахождением корней многочлена. При степенях многочлена более 4 эта

задача часто не имеет алгоритма нахождения точного решения, поэтому приходится искать ПрИ

ближённые значения собственных чисел. Задача приближённого нахождения собственных чисел

и собственных векторов матрицы является одной из основных задач численных методов .lинеЙноЙ

алгебры.

Теорема 9.29. Пусть А: KV --+ KV -линейный оператор на линейном пространствек'- нп

полем К, 0=1= V1, ,vl Е V, A1, ... ,Al Е К, Ai =1= Aj при 1 (; i =1= j (; [, A(t'i) = Лjl.",. i = 1..... 1.
Тогда элементы V1, ,Vl линейно независимы, т. е. собственныевекторы, отвечающиераз..тичныl

собственнымзначениям, линейно независимы.

Доказательство. Доказательство проведём индукцией по [. Основание ИНДУКЦИЯ: 1 1.
А . V1 = А1 . V1, О =1= V1, {Щ} - линейно независимая система векторов.

Пусть теперь [ ~ 2 и наше утверждение доказано для всех [', 1 (; [' < 1. Допустим, что

001V1 + ... + апл = О Е 11; ooi Е К, i = 1..... 1.

Применяя оператор А к обеим частям равенства, получаем, что

щ . А . V1 + ... + Щ . А . Vl = А . О = О Е ,О.

и поэтому

Умножая (13) на Al, имеем

Вычитаем (15) из (14):

Применяя предположение индукции, получаем, что

(13)

(14)

(15)

Поскольку А1 =1= Al,· .. , Al-1 =1= Al, отсюда следует, что 001 = ... = 001-1 = О. Следовательно, из (13)
следует, что ОО(Иl = О Е V. Так как 'Иl i- О, то OOl = О. Таким образом, 001 = ... = 001 = О, И поэтому

собственные веКТОРЫИ1, ... ,'Иl линейно независимы. О

Пусть V - линейное пространство над полем К, dim V = n < 00, А: кV --+ кV - линейный

оператор и многочлен PA(t) имеет n различных корней А1,.", Аn Е К. Тогда существует такой

базис е1, .. . , е., линейного пространства V, что матрица А оператора А в этом базисе диагональна:

(в этом случае говорят, что оператор А диагоналигириему.

Доказательство. Пусть Vi - собственный вектор оператора А относительно собственного зна

чения Ai, 1 (; i (; п.. По теореме ?? элементы 'ИI, ... , 'Иn Е V линейно независимы. Но dim V = n,
поэтому {V1, ... ,vn}-базис линейного пространства V. В этом базисе матрица А оператора А

имеет требуемый вид. О
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Пусть теперь К = JR или К = С. ,- - конечномерное линейное пространство над К,

А: кV ---7 КV - линейный оператор. В заключение мы рассмотрим специфику таких линейных

операторов. Если К = се, то у оператора А существуют собственные числа и собственные векто

ры. Действительно, пусть PA(t) Е C[tJ - характеристический многочлен оператора А. По основной

теореме алгебры комплексных чисел все корни Лl" .. , ЛN многочлена PA(t) (считая кратные) явля

ются комплексными числами: Лl, ... -лП Е::::. ДЛЯ любого Лi собственные векторы - это ненулевые

решения системы (А - .\iI) (х) = О Е ,\-.т (вдесь Т - тождественный оператор).

Теорема 9.30. Пусть К = С,:= "," - ненулевое конечномерное линейное пространство над С,

А, В - коммутирующие линейные операторы на сV: АВ = ВА. Тогда операторы А и В имеют

общий собственный вектор.

Доказательство. Пусть PA(t) - характеристический многочлен оператора А (так как У =1= о.

то PA(t) - многочлен степени n): 1, где n = dimKV ): 1). По основной теореме алгебры комплекс

ных чисел существует корень л Е С многочлена PA(t): РА(.\) = О. Пусть И ~ V - подпространство

всех решений (A-.\I)(x) = О E"VT (это подпространство состоит из О и всех собственных векторов

оператора А относительно собственного числа .\). Ясно, что И 1- {О}.

Покажем, что И - инвариантное подпространство для линейного оператора В. Пусть з: :;:: С.

Тогда

А(В(х)) = В(А(х)) = В(.\х) = .\В(х).

Следовательно, В(х) Е И. Рассмотрим линейный оператор Blu: сИ ---7 =L' (ограничение олерато-

ра В на инвариантное подпространство И: Blu(x) = В(х) для всех з: Е ['). Пусть PSr."t -харак

теристический многочлен оператора Blu. Так как И 1- {О}, то рв!си) - м ногочлен степени): 1. ?

поэтому существует корень J-L Е С, PBlu(J-L) = О. Пусть О 1- и Е и - собственный вектор операто

ра Blu относительно собственного числа J-L. Тогда В(и) = J-LU. НО. поскольку и Е и, Alu) = Хи,

Таким образом, 1}, - общий собственный вектор линейных операторов А и В. О

Замечание 9.31 (о комплексификации).Пусть К = JR. i" - линейное пространство над JR,
dim V = n < 00, А: "VT -7 V - линейный оператор пространства 11. Рассмотрим множество

W = {(х, у) I х, у Е V} с операциями: сложения (Xl, Yl) + (Х2, У2) = (Xl + Х2, Yl + У2); умножения

на комплексные числа а+Ы Е С (а,Ь Е JR), (а+Ы)(х,у) = (ax-Ьу,ау+Ьх). Нетрудно видеть, что

W - линейное пространство над С. При этом, обозначая (х, О) = х, iy = (О, у), получаем

(Х, у) = х + iy, (а + Ы)(х + iy) = (ах - Ьу) + i(ay - Ьх).

Если ет, ... , еn - базис линейного пространства IRV над JR, то el = (el' О), ... ,еn = (еn , О) - базис

линейного пространства СW над С. Рассмотрим отображение А: сW -7 сW, где ДJ1Я Х, у Е IR V,
x+iy Е W, положим A(x+iy) = A(x)+iA(y). Тогда А-линейныйоператор на пространствеcW
(над С), называемый комплексификациейоператора А. При этом матрица оператора А в базисе

el = (el' О), ... ,еn = (еn , О) пространства сW (над С) совпадает с матрицей оператора А в ба

зисе el, ... , еn пространства IR V (над JR). Поэтому характеристические многочлены РА (t) ИРА (t)
совпадают.

Теорема 9.32. Пусть К = JR, V - линейное пространство над К, 1 ~ dim V < 00,

А: IR V ---7 IR V - линейный оператор. Тогда для оператора А существует одномерное или двумерное

инвариантное подпространство.

Доказательство. Пусть PA(t) - характеристический многочлен оператора А. Если существует

.\ Е JR, РА(.\) = О (действительный корень), то пусть О 1- 1}, Е IR V - собственный вектор оператора А

относительно собственного числа .\, О 1- IRИ = ('и). Тогда И - инвариантное подпространство для

оператора А, dimIRИ = 1.

Пусть теперь многочлен PA(t) не имеет действительных корней. По основной теореме ал

гебры комплексных чисел многочлен PA(t) имеет комплексный корень а + Ы Е С, а, Ь Е ~,
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ь 1- О: РА(а + bi) = О. Рассмотрим комплексификацию А: w --7 W линейного оператора ~

(см. замечание 9.31), при этом а + bi - корень характеристического многочлена оператора А:

РА:(а + Ы) = РА(а + Ы) = О. Пусть О 1- х + iy Е W (где х Е V, У Е V) - собственный вектор

оператора А относительно собственного числа а + Ы: А(х + iy) = А(х) + iA(y) = (а + Ы)(х + yi),
при этом элементы х и у одновременно не равны нулевому элементу пространства V. Последнее

равенство равносильно тому, что

{
А(а) = ах - Ьу,

А(у) = Ьх + ау.

Пусть И = (х, у) с;;; V. Тогда jRU - инвариантное подпространство для оператора А, при этом

diШjRU = 2 (так как элементы х и у одновременно не равны нулевому элементу, то dimU ? 1;
по построению diШjRU ~ 2, если бы diШjRU = 1, то многочлен PA(t) имел бы действительный

корень). О

Теорема 9.33. Матрица А Е мnес) нильпотентна (т. е. Ат = О Е Мn(К) Д.1Я некоюрою

т Е N) тогда и только тогда, когда собственные числа Л1, ... )ЛN равны нулю.

Доказательство. а) Если Л1 = Л2 = ... = лn = О, то IA - лЕI = (_l)n лn По ieopeve
Гамильтона-КэлиАn = (О) Е МnиС).

б) Если Ат = (О) Е мnис) и АХ = лХ, где л Е С, О 1- Х Е сп, то ,tn Э о = лт~\'" = л"'..;\'".

следовательно, ЛN = О И Л = О.

Замечание 9.34. Одним из фундаментальныхрезультатов об алгебре :\Iатриц ~In(CJ над по

лем комплексных чисел С (и о строении отдельно взятого линейного оператора конечномерного

линейного пространства СV) является теорема о жордановой нормальной форме:

1) для каждой матрицы А Е Мn(С) найдётся такая обратимая матрица С Е GLn(C), что

J1 О ... о

о J2 ... О

О О Jk

)-

жорданава матрица (т. е. J1, .. " Jk - жорданавы клетки);

2) нормальная жорданова форма JА матрицы А определена однозначно (с точностью до порядка

жордановых клеток).

Эта теорема обычно является одним из центральных результатов курса линейной алгебры.

Конечно, теорема Гамильтона-Кэли над полем С является следствием теоремы о жордановой

нормальной форме. В то же время имеются элегантные доказательства теоремы о жордановой

нормальной форме, использующие теорему Гамильтона-Кэли.

Упражнение 9.35. Покажите, что:

1) многочлен Эрмига

Hn(t) = (_1)net
2
:~: (e- t 2

)

является собственным вектором линейного дифференциального оператора

d2 d
--2t
dt 2 dt

относительно собственного числа -2n;
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2) многочлен Чебышева

тn(t) = cos( n arccos t)

является собственным вектором линейного дифференциального оператора

d2 d
(t2 -1)- + t-

dt 2 dt

относительно собственного значения n 2
;

3) многочлен Лежандра

является собственным вектором линейного дифференциального оператора

d2 d
(t2

- 1)- + 2t-
dt 2 dt

относительно собственного числа n(n + 1).

§ 10. Евклидово пространство

Пусть К = JR - поле действительных чисел, JRV - линейное пространство над полем R. Тогда

отображение

V х V ---7 JR, V х V э (х,у) ---7 (х,у) Е К,

называется скалярным произведением на линейном пространстве R V, если для всех х, У, z Е V и

а Е К выполнены следующие условия:

1) (.т,у) = (у,х);

2) (х + У, z) = (х, z) + (у, z);

3) (ах, У) = а(х, У);

4) (х, х) ;?: О; (Х, Х) = О тогда и только тогда, когда х = О Е V

Линейное пространство V над JR с фиксированным скалярным произведением называется

евклидовым пространством. Отметим, что в евклидовом пространстве V для О Е V имеем

(О, х) = О Е JR для любого элемента х Е V: (О, Х) = (О, О, х) = О· (О, х) = О Е JR.
Из свойств 1)-3) скалярного произведения следует, что (х, У + z) (х, у) + (х, z),

(х, ау) = а(х, у) для всех х, У, z Е V, а Е JR.

Примеры 10.1.

1) Линейное пространство векторов на действительной плоскости со скалярным произведением

векторов.

2) V = JRn, для Х = (Х1, . . . , Хn), у = (У1,,'" Уn) Е JRn положим

n

(Х, У) = Х1Уl + ... + .7:n Уn = I:: XiYi
i=l

(это скалярное произведение будем называть стандартным).
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3) V = С[а, Ь] (линейное пространство всех непрерывных функций на отрезке [а, Ь] ~ JR.), для

x(t), y(t) Е V положим

ь

(x(t), y(t)) = Jx(t)y(t) dt.
а

4) 11 = lVIn(JR.), (А. В) = tг(АВ*) дЛЯ А, В Е lVIn(JR.).

Если И ~ V - подпространство евклидова пространства V, то И - евклидово пространство

(относительно скалярного произведения пространства V).
Определим длину (модуль) \xl элемента х евклидова пространства V:

Ix[ = )(х, х).

Если (х, у) = О, то говорят, что элементы х, у Е V ортсгональны (обозначение: х 1.- у).

Лемма 10.2 (теорема Пифагора). Если х, у Е V, (х, у) = О, то

Доказательство.

поскольку (у, х) = (х, У) = О.

Лемма 10.3 (неравенство Коши-Буняковского).Для всех х, у Е V

[(х,у)1 ::::; Ix[-lyl-

Доказательство. Пусть t - персменная. принимаюшая действительные значения. Тогда

(х - ty, х - ty) ;;: О для всех t Е JR.. Поэтому

(х - ty, х - ty) = (х, х) - 2t(x, у) + t2(y, у) = [y12 t 2 - 2(х, y)t + Ix\2 ;;: О.

Рассматривая последнее неравенство как неравенство для квадратного трёхчлена относительно

переменной t, выполненное для всех t Е JR., получаем, что это условие равносильно тому, что

о

Следствия 10.4.

1) Если V = JR.n И для Х = (Xl, , хn ) , у = (Yl,. __ ,уn) Е JR.n имеем

n

(Х,У) = LXiYi,
i=l

то
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2) если V = С[а, Ь] и для Х(О. y(t) Е V имеем

ь

(x(y),y(t)) = JX(t)y(t)dt,
а

то

Ь. 2 Ь, ь,

I j X(t)y(t) dtl ~ (j (x(t))2 dt) (.! (y(t))2 dt).
а а а

Неравенство Коши-Буняковскогодаёт возможность определить угол rp между элементами х

и у евклидова пространства V:

rp = arccos (~I' I~I)' О ~ rp ~ 1Г.
Лемма 10.5 (неравенствотреугольника).Для всех х, У Е V

Ix + yl ~ Ixl + lyl·
Доказательство,

(здесь мы воспользовались неравенством Коши-Буняковского). n

Неравенство треугольника особенно наглядно в том случае, когда V = JR2 (евклидово про

странство всех векторов на действительной плоскости со стандартным скалярным проиэведением):

Ix + yl ~ Ixl + lyl - это классическое неравенство для длин сторон треугольника:

.~---..

х+у

При этом теорема Пифагора (теорема 10.2) превращается в обычную школьную теорему Пифагора.

Неравенство треугольника в пространстве С[а, Ь] имеет вид

ь

J(J(t) + g(t))2 dt ~
а

ь

Jj2(t) dt +
а

ьJg2(t) dt.
а

Лемма 10.6. Попарно ортогональные ненулевые элементы евклидова пространства линейно

независимы.

Доказательство. Пусть О#- Vl, .. " О#- Vm Е V, (Vi,щ) = О при 1 ~ i #- j ~ т, а1, ... , аm Е К,

а1V1 + .,.+ аmVm = О Е V.

Домножим скалярно последнее равенство на Vi (1 ~ i ~ т):

a1('U1,'Ui) + ... + аm('um,'Ui) = ('fai'Ui"Ui) = (O,'Ui) = О Е ТТТ.
~=1

Так как (Vi' Vj) = О при i #- j, то ai(Vi, Vi) = О. Но Vi #- О, поэтому (Vi' Vi) > О. Следовательно,

ai = О (1 ~ i ~ т). о
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Определение 10.7. Пусть 'Ul, .. _. ит - попарно ортогональные неиулевые элементы евклидона

пространства V. Если IVil = 1, i = 1.2..... т, то систему элементов {Vl"", Vm } будем называть

ортонормированноЙ.

Упражнение 10.8. V = С[О. 2;:-:.

cos nt sin nt
P2n-l = fi ' Р2п = fi .

1 сов t
РО = ~, Pl = k

J
, :

V 271 V Jl

2;;-

(J(t),g(t)) = Jf(t)g(t) dt,

о

sin t
е2 = JП"'"

n Е н,

Покажите, что {ео .... , е2п} - ортонормированная система элементов евклидова пространства V.

Теорема 10.9 (неравенство Бесселя). Пусть Vl, ... ,VN - ортонормированная система элемен

тов евклидова пространства V, Х Е V, Xi = (Х, Vi). Тогда:

n

L IXil
2:::;; Ix\2;

i=l

(Х - t Xi'Ui, щ) = О для 'i = 1, ... ,n.
t=l

Доказательство.

о:::;; (Х - ~XiVi' Х - ~XiVi) = IxI 2
- ~ IXi[2;

(х - tХiVi'Щ) = (х,щ) - tXi(Vi:Vj) = х, -.Tj = О.
i=l i=l

Замечание 10.10. Геометрический смысл неравенства Бесселя состоит в том, что квадрат дли

ны вектора не меньше, чем сумма квадратов его проекций на любые k взаимно ортогональных

направлений.

Замечание 10.11 (матрица [рама). Пусть el, ... , еп - базис евклидова пространства JR V. мат

рица Г = (gij) Е Mn(JR), gij = (е., ej), 1:::;; i,j :::;; n, называется матрицей [рама базиса el,"" еп.

Так как (Vi'Щ) = (Щ,Vi), то 9ij = 9ji для всех 1:::;; чэ « п, и г* = Г (матрица Г симметрическая).

Если х, у Е V, Х = (Хl, ... , Хп), У = (Уl, ... ,Уп) Е m;,n - строки координат элементов Х и у в базисе

(х,у) = ХГУ.

Матрица Грама положительно определена в том смысле, что ХГХ '? О для всех Х Е m;,n, если

ХГХ = О, то Х = О Е m;,n. Наоборот, любая симметрическая положительно определённая матрица

задаёт скалярное произведение и является матрицей Грама.

Если Е ~ С} Е' С) -другой базис оростраиства V, Е' ~ С'Е (С Е GLn(JlI.)

матрица перехода), то Х = СХ/, У = СУ/ (Х/ И у/ - столбцы координат элементов Х и у в базисе

e~, ... , e~), и поэтому (х, у) = ХГУ = Х/С*ГСУ/ Следовательно, Г/ = С*ГС - матрица Грама

базиса e~, ... ,e~.

Определение 10.12. Пусть V - евклидоно пространство, dim V = п < 00. Базис el, ... ,еп ли

нейного пространстваV называется ортогональным, если (ei' е}) = О для всех 1 :::;; i i- j :::;; 'п. Ор

тогональный базис называется ортонормированным, если leil = J(ei, ei) = 1 для всех i = 1, ... , п,
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Ортогональный базис легко превратить в ортонормированный: если еl, ... , еn - ортогональный

базис евклидава пространства V, ТО e~ = ~e1-"" e~ = _11I е.; - ортонормированный базис про-
е1 еn

странства V.

Пример 10.13. V = JБt
n

СО стандартным скалярным произведением,

е1 = (1, О, ... , О), ез = (О, 1, О, ... , О), . . ., еn = (О, . . . , О, 1).

Тогда е1, ... ,еn - ортонормированный базис евклидова пространства V.

Теорема 10.14. Пусть V - евклидава пространство, dim V = n < 00. Тогда существует орто

нормированныйбазис пространстваV.

Доказательство(алгоритм ортогонализацииГрама-Шмидта). Пусть .91,· .. ,.9n - базис

линейного пространства V. Если n = 1, ТО положим 1 = .91, {Л} - ортогональный базис

пространства V.
Пусть n ~ 2. Тогда положим Л = .91, 12 = .92 + йЛ, й Е JБt, коэффициент й определяется одно-

значно из условия и1, 12) = О: (.92 +аЛ, 11) = (.92, Л) + й(Л, Л) = О, следовательно, й = _ ~.92' ~1~
Л, 1

(так как [: - элемент базиса пространства V, то J1 =1 О Е V, иl, J1) =1 О). Имеем: и1, J2) = О;

(Л, 12) = (.91, .92); dim(.91, .92) = 2; следовательно, 11, J2 - ортогональный базис линейного подпро

странства (.91,.92).
Продолжая процесс, допустим, что мы последовательно нашли такие линейно независимые

элементы Л, ... ,1k-1 Е V, k ~ п, что

Положим

Коэффициенты CYi, 1 ~ i ~ k - 1, однозначно находятся из условий

Так как 1i - ненулевые элементы, 1 ~ i ~ k - 1, то

1 ~ .j ~ k - 1.

о

Итак, по построению Л,·.·, Jk - попарно ортогональные элементы, и1"", Jk) = (,91,···, .9k),
dim(.fl, ... ,Jk) = dim(gl,.'" .9k) = k, .. и следовательно, J1, ... , Jk - ортогональный базис под

пространства (.91, ... ,.9k), Если k = п, то мы построили ортогональный базис всего простран

ства. Если k < п, то повторяем описанную процедуру. Так как n < 00, то за конечное чис

ло шагов мы построим ортогональный базис {Л,.·., In} евклидова пространства V. Положив

1 1
е1 = IfI I Л ' ... ,еn = 11n11n, получаем ортонормированный базис в V.

Замечание 10.15. На любом конечномерном линейном пространстве JR( V можно задать скаляр

ное произведение (и вV превратится в евклидово пространство): пусть ез , ... , е-. - базис линейного

пространства V, дЛЯ Х = Х1е1 + ... + хnеn, У = У1е1 + ... + уnеn, Xi, У] Е JБt, 1 ~ i, j ~ п; поло-
n

жим (Х, У) = ~ XiYi Тогда V - евклидово пространство, при этом е1,.··, еn - ортонормированный
i=l

базис евклидова пространства V.
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Определение 10.16. Пусть m;.U и нV - евклидавы пространства. Эти пространства называются

изоморфными (и ~ \;') , если существует такая биекция f: И --7 V, что для всех и;» Е И, Q: Е К:

f(и + v) = f(и) + f('u);

f(аи) = аf(и);

(и,v) = (f(и),f(v)).

Теорема 10.17. Пусть m;.U и m;. V - конечномерные евклидовы пространства. Тогда евк.1и.J!ОВЫ

пространства И и V изоморфны в том и только в том случае, когда dim:RU = dim RГ.

Доказательство. Если И ~ V как евклидавы пространства, то линейные пространства ]([- и

m;. V изоморфны. Следовательно, по ?? dimm;.U = dimm;. V
Если m;.U и m;.V-евклидовы пространства, n = dimm;.U = dimR". то пусть Иl""'''''''-Ор

тонормированный базис евклидава пространства m;. И, 'Иl, .. ·, v n - оргояоэмированный базис ев

клидова пространства m;. V. Определим отображение f: m;.U --7 R \>". положив .1.1Я любого л: Е С',

Х = Х1И1 + ... + ХnИn, xi Е IPг., 1 ~ i ~ п , лх) = X1V1 + ... - I"..t"r:. Ясно. ЧТО f - биективное

линейное отображение линейных пространств над IPг.. Более того. для

n n

Х = LХiИi, У = LYj'Uj Е И, Xi.Yj Е К. 1 ~ i.j ~ 'п,
i=l з=1

имеем

(х,у) ~ t,~iYi ~ (t,Хiщt,VjVj)

Итак, f - изоморфизм евклидовых пространств.

и(х),лу))·

о

Замечание 10.18. Пусть е1, ... , еn - ортонормированный базис евклидова пространства V,
Х Е V, х = Х1е1 + '" + хnеn, х; Е IPг.. Тогда: Xi = (х, ei), 1 ~ 'i ~ п, если у = У1е1 + ... + уnеn,

то (Х, У) = Х1У1 + Х2У2 + ... + ХnУn = (Х, У)' где Х = (Х1, ... , Хn), у = (У1"", Уn) Е IPг.
n

и

(Х, У) = Х1У1 + ... + ХnУn - стандартное скалярное произведение строк в IPг.n .

Замечание 10.19. Если V1, ... , Vт Е V, И = (V1, . . . , Vт) ~ V, то можно построить ортонорми

рованный базис в подпространстве И следующим образом: во-первых.найти максимальную линей

но независимую подсистему Vil' ... ,Vir системы V1, ... , Vт (для V = IPг.n см. ??), а затем применить

процесс ортогонализации к базису Vil" .. ,Vir подпространства U. Процесс ортогонализации можно

применять только к линейно независимым системам элементов]

Пример 10.20.
1) Пусть V = IPг.4 - евклицово пространство строк длины 4 со стандартным скалярным произ

ведением,

И1 = (2,1,3, -1), И2 = (7,4,3, -3), ИЗ = (1,1, -6, О), И4 = (5,7,7,8),

И = (И1, 'И2, ИЗ, И4),

Построим ортонормированный базис евклидона пространства U. Сначала (см. ??) находим макси-

мальную линейно независимую подсистему среди 'щ, 'и2, 'из, 'Щ (базис подпростра нства И):

иl
7 1

~) иl
4 1

~) (~
4 1

7 ) (~
4 1 !9)4 1 7 1 -1 -1 -9 ~1 -1

--7 --7 --7

3 -6 3 -6 -9 -9 -14 О О 67
-3 О -3 О 1 1 15 О О 6
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следовательно, и1, и2, и4 - базис подпространства U. Применим процесс ортогонализации к щ,

V1 = и,

таким образом,

V2 = и2 - 2и1 = (3,2, -3, -1).

Положим

при этом

поэтому

Vз = и4 - 2щ = (1,5,1,10).

Нормируя ортогональный базис V1, V2, VЗ, получаем ортонормированный базис еВК.1ИДОва простран

ства И:
1

е1 = VI5(2,1,з,-1),
1

е2 = ;;:;с)(3, 2, -3, -1),
у23

ез >- Jl. (1.5.1.10).
127

2) Многочлены Лежандра. Пусть k Е М, V - евклидово пространство всех многочленов от

переменной t степени ~ k со скалярным произведением

1

(p(t), q(t)) = Jp(t)q(t) dt.
-1

Применяя процесс ортогонализациик базису 1, t, t2 , .. . , tk пространства V, получаем ортогональ-
1 3

ный базис евклидона пространства V, 1, t, t2- з , tЗ-'5t, ... , состоящий из (с точностью до числовых

множителей) многочленов Лежандра

1 dn
2 n n (_1)т (т + 'n)! m

Ln(t) = 2nn! dtn [(t - 1) ] = ~o 2т (m ! ) 2 (n _ т)! (1 - t) , о ~ n ~ k,

Многочлены Лежандра Ln удовлетворяют дифференциальному уравнению

2 d2y dy
(1 - t )- - 2t- + n(n + l)у = О.

dt2 dt

3) Многочлены Чебышёва первого рода

1

j . 2
L;(t) dt = 2 .

n+1
-1

образуют ортогональную систему относительно скалярного произведения
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Многочлены Чебышева второго рода

U (t) = _1_ dTn +1 (t)
n 71, + 1 dt

ортогональны относительно скалярного произведения

§ 10. Евклидово пространство

1

1JI=t2uт(tJUn (t) dt ~ {~
-1 2

4) Многочлены Эрмита

m i= 71"

т=71,.

t 2 dn t 2
Н (t) = (-1)n е -е-

n dt n '

Ho(t) = 1, H1(t) = 2t, H2(t) = 4t2
- 2, ... ,

образуют ортогональную систему относительно скалярного произведения

m i= 71"

т=71,.

Теорема 10.21 (равенство Парсеваля). Пусть V - евклидово пространство, С1. - Ck Е ,--

ортонормированнаясистема элементов. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) 'И1, ... , 'Uk - ортонормированный базис евклидова пространства V;

т

2) х = L (х, 'Щ)'Ui для любого х Е V;
i=l

т

З) (х, у) = L (х, 1Ji) ( 1Ji , у) для всех х, у Е V (равенство Парееваля);
i=l

т

4) Ixl 2 = L I(х, Vi)12
i=l

Доказательство.

1) ===> 2). Если V1, . . . ,'Uk - ортонормированный базис пространства V, то х = Х1 V1 + ... + xkVk,

xi Е JR. Умножая скалярно последнее равенство на Щ, получаем, что (X,1'j) = Х] ( 1Jj , 'Uj) = Xj,

1:::;: j :::;: п,
т т

2) ===> 3). Если для любого Х Е V имеем Х = L(X,'Ui)'Ui, ТО У = L(У,Vj)Щ для уЕ V, и
i=l j=l

т т

(Х, у) = I)x, Vi)(Y,Vi) = I)x, Vi)(Vi, У).
i=l i=l

3) ===> 4). Если в равенстве Парсеваля положить х = у, ТО получим

т

Ixj2 = (х,х) = "L1(X,Vi)12.
i=l

т

4) ===> 1). Пусть Ixl2 = L I(x, vi)1 2 для любого х Е V. Допустим, что ортонормированная
i=l

система щ, . . . ,Vk не является базисом пространстваV. Тогда существует такой элемент О i= w Е V,



что V1, ... ,Vk, W - линейно независимые элементы. Применяя процесс ортогоналиэации к элементу

, . ( W, 'Иi) ( ) . 1 ,
W = W + й1V1 + ... +- Qkl)k, получаем Cti = - ( ) = - w, Vi , 1 ~ z ~ k. Полагая l'k+1 = -,-и: .

- ~,~ ~

получаем, что V1"" .L'k.l)k+1 - ортонормированная система. Если х = Vk+1. то

m

Ixl2 = 1 -# о = L I(x, vi)1 2
,

i=l

тем самым ПрИШЛИ к противоречию. о

Теорема 10.22. Пусть т, п Е N, т < п, V1, ... , Vm - ортонормированная система евклидова

пространства V, diш V = п. < 00. Тогда существуют такие элементы Vm+1,,'" vn , что V1,.··, VN 

ортонормированный базис евклидова пространства V.

Доказательство. В силу ?? {V1, ... , Vm} - линейно независимая система. Пусть

W m + 1 , ... , wn - такие элементы линейного пространства V, что V1, ... , Vm, W m + 1, ... , W n 

базис пространства V (см. ??). Применим к этому базису процесс ортогонализации. Так

как V1, ... , v m - ортонормированная система, то после применения процесса ортогонализации

мы получим ортогональный базис V1, ... , 1)т, .fm+1, ... ,.fn (первые т элементов не будут ме-

1 1
няться). Полагая 7Jm+1 = l.fm+11.fm+1"'" v n l.fnl.fn, получаем оргонормированный базис

{'И1, ... , Vm, Vm+1, ... ,vn} пространстваV. О

Замечание 10.23.
1) Матрица Грама Г ортонормированного базиса е1, ... ,еn евклидова пространства 1- единич

ная, Г = Е Е Mn(IR.). Если e~, ... , e~ - другой базис пространства \/ (не обязательно ортонормиро

ванный), то Г' = С*ЕС = С*С, где С - матрица перехода от базиса е1, .... еn к базису e~ ..... e~

(см. замечание ??). Поэтому

для любого базиса пространства V.
2) Если рассмотреть последовательно подпространства V1 (e~), V2 (e~, e~), ..

Vn-1 = (e~, ... , e~_1) пространства V = V n = (e~, ... , e~) и повторить приведённые рассужде

ния для матриц Грама базисов этих подпространств, воспользовавшись существованием ортонор

мированных базисов подпространств \/i, 1 ~ i :::; п - 1, то мы получим, что все угловые миноры

матрицы Г' положительны. Позже (??) мы увидим, что это условие для симметрической матрицы А

является и достаточным для того, чтобы матрица А задавала некоторое скалярное произведение,

А = Г (это условие эквивалентно тому, что матрица А положительно определена).

3) Если [= (е
l

) и [' = (~:) _ ортогональные базисы евклидова пространства V, [' = С*[,
еn еn

С Е GLn(JR.) - матрица перехода, то матрица Грама в обоих базисах единичная, поэтому С*С = Е

(т. е. матрица С ортогональная, С* = с- 1 ) . Обратно, если фиксирован ортонормированный базис [
и матрица перехода от базиса Е к базису [' ортогональная, то Е' - ортонормированный базис

(Г' = С*ЕС = Е)

Предложение 10.24. Пусть щ, ... , Vm - элементы евклидова пространства V, Г (7)1, ... ,Vm ) =
= (o,ij) Е Mm(JR), где Щj = (Vi, щ), 1 ~ i,j ~ т. Тогда если элементы 1)1, ... , 1Ут линейно независи

мы, то Ir(V1"" ,Vm)1 > О. Если же элементы V1, ... ,Vm линейно зависимы, то Ir(Vl, ... ,vm)1 = О.

Итак, Ir(V1, ... ,vm)1 = о тогда и только тогда, когда {V1"" ,Vm} -линейно зависимая система.
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Доказательство.

1) Первая часть утверждения уже доказана выше (достаточно рассмотреть евклидово простран

ство V! = (V1"", Vm ) с базисом е1 = 1.'1, - .. , еm = vm ) .

2) Допустим теперь, что элементы 'L'l" .. , Vт линейно зависимы. Тогда

Умножая последовательно последнее равенство слева скалярно на ·И1, ... , -ит , получаем, что

(а1"," ат) - ненулевое решение однородной квадратной системы линейных уравнений

где Х = (Х1, ... , Хrn ) . Следовательно, IГСИ1", . , 'Иrn ) I = о

Следствие 10.25. При k = 2 для х, у Е V (V - евклидово пространство) имеем

(неравенство Коши-Буняковского).

Замечание 10.26.

D

1) Если в процессе оргогонализации (без нормировки ортогонального базиса) мы переШ:J!И от

линейно независимых элементов 91, .. ·, 9rn к элементам 11' .... 1т (ортогональный базис
т

подпространства (91, ... , 9rn)), то Г(91, ... ,9m) = Г(Л, ... ,1т) = П (!;, fi),
i=l

rn
2) r(gl"", gm) ~ П (gi, gi), Действительно, в процессе ортогонализации

i=l

9} = fj + алЛ + '" + aj,j-11j-1, j = 2' .... lП.

Поэтому
j-1

(9j,9j) = (Jj,1j) + La~i(k1i)? (Jj,1j).
i=l

З) Если V - евклидово пространство, V1, , Vm Е V, то квадрат т-мерного объёма параллеле-

пипеда, построенного на элементах 1)1, ,Vrn равен Г(V1, ... , Vm ).

4) Неравенство Адамара. Пусть А Е Mn(JR). Тогда

n

IAI 2 ~ П(а~l + ... + а;n)·
i=l

Пусть V = IRn
- евклидово пространство со стандартным скалярным произведением,

А1 , ... , Аn Е IRn - строки матрицы А. Тогда Г(А1 , ... , Аn ) = IAA*I При меняя пункт 2),
получаем

n n

Г(А1, ... , Аn ) ~ П (A i , Ai ) = П (aZ1 + aZ2 + ... + aZn ) ·

i=l i=l

НО IAA*[ = IA['IA*I = IAI 2

Геометрический смысл неравенства Адамара состоит в том, что объём параллелепипеда не

превосходит произведения длин его рёбер; он равен этому произведению в том и только в том

случае, когда рёбра взаимно ортогональны.
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Определение 10.27. Пусть ~·l. "'2 - подпространства евклидова пространства 1Ft V. Подпро

странства Vl и V2 называются ортогональными (обозначение: V 1 --l V 2), если (V1, V2) = О для

всех V1 Е V 1, V2 Е V 2.

Предложение 10.28. Пусть Vi, 1t'2 - подпространства евклидова пространства 1Ft V. Тогда:

1) если е1,··., еm - базис пространства Vi, Л,· .. ,!n - базис пространства V2 , то условие

V1 --l V2 равносильно тому, что (ei, !з) = О, 1 :( i :( т, 1 :( j :( n;

Доказательство.

1) Если V1 --l V2, то (ei, .fj) = О для всех i, j. Допустим, что (ei' fj) = О, 1 :( i :( т, 1 :( j :( 11.

Тогда для 1!1 Е V 1, V2 Е V2 имеем 1)1 = Х1еl + ... + хmеm, V2 = JJ1Л + ... + и-Л«, xi, yj Е К

(Щ, V2) = I: xiYj(ei, fj) = О.
i,j

2) Пусть Х Е V 1 n V 2. Так как V 1 --l V 2 , ТО (Х, Х) = О, следовательно, Х = О.

Определение 10.29. Пусть И - подпространство евклидона пространства "Г (dim У = n < эс].

О -j. И <;;;; V, и -j. V. Рассмотрим подмножество

И1- = {v Е V I (и, v) = О для всех 'u Е И} <;;;; У.

Заметим, что и- - подпространство линейного пространства V: если (и.1'1) = О И (и. L'2) = О для

всех 'а Е И, ТО (Н, 'И1 + 'И2) = (и, 'И1) + Са, 'И2) = О; имеем Са, й'и1) = 0.(11. С1) = О Д.1Я всех ц Е И,

й Е JR. Более того, V = и ЕВ н-, Действительно, и- --l и, и по предложению ?? и- n и = {О}.

Пусть V1, , Vm - ортонормированный базис евклидова пространства '/. Д.:1Я любого Х Е 1;Т имеем

Х = Х1 V1 + + XnVn. Пусть и = \и1" .. ,иm), 'ui = ail V1 + ... + ain 11т, 1 :( i :( т.. Тогда условие

(и, Х) = О для всехи Е и, определяющее пространство и 1-, эквивалентно однородной системе

(16)

При этом г(А) = dim и = т, и dim и1- совпадает с размерностью пространства решений однород

ной системы линейных уравнений, равной n - г(А). Следовательно, n = dim V = dim и + dim о»,

и поэтому V = и ЕВ о-.

Замечание 10.30.
1) Подпространство и: евклидова пространства V называется ортогональным дополнением

к подпространству и Отметим, что, так как V = и ЕВ и-, то dim V = dim и + dim и-, следова

тельно, dim и1- = dim V - dim U. Ортогональное дополнение находится достаточно просто: если

и = (щ, ... , 'иm ) <;;;; V - линейное подпросгранство, являющееся линейной оболочкой конечного

числа элементов, то в качестве базиса ортогонального дополнения н- достаточно взять фунда

ментальную систему решений однородной системы линейных уравнений (16).
2) Если е1, ... , e s - ортонормированный базис подпространства и, Cs+1, .... СП - ортонорми-

" б u1-·· uрованныи азис ортогонального дополнения ,то е1,··., es, e s+1, ... ,еn - ортонормированныи

базис пространства V.

Лемма 10.31. (u1-).1 = U.
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Доказательство. Так как (и, '11) = О для всех u Е И, '11 Е U~, то И ~ (U~)~. Но dim и- =
dim V -dimU, dim(U~)~ = dim V -dim(U~) = dim V - (dim V -dimU) = dimU. По леыме Р?

U=(U~)~. '

Замечание 10.32. Пусть IRV - евклидово пространство, И <;;; V - подпространство еВК:1!И.:Ювг

пространства IRV, О =f. и =f. V. Так как IRV = И EIЭ и-, то элемент 'И Е IRV может быть однозначно

представлен в виде '11 = U + ш, где u Е И, w Е и-,

Элемент u называется ортогональной проекцией элемента '11 на подпространство е. Есла

v ~ И, то w =f. о. При этом, по теореме ??, если z Е И, z =f. '11" ТО V - U = /1' Е С-. fl -:: ::: Г ?:

поэтому

1'11 - Z 12 = 1(1) - и) + ('11, - z)12 = 11) - 'lJ.1 2 + 111. - Z 12 >1' - u 2 = !Г 2.

следовательно, [т, - z[ > Iml Таким образом, Iшl- кратчайшее расстояние от г ':0 С

Пусть щ, ,иn - базис линейного подпространства И,U Е "Т, (' = u - и'. U с С. и' с [-- _ТО02
U = Ь 1 и1 + + ЬNиn , bi Е JR, 1 ~ i ~ n. Коэффициенты Ь, находим из условия и' = t' - U Е U-.
Это условие равносильно тому, что (и, Щ) = (v, Ui), 1 ~ i ~ n. то есть Ь с ... _. 9~. - елииственное

решение системы линейных уравнений

где Г (Щ, ... ,Нn ) = ((тч, Uj)) Е Мn (К) - симметрическая матрица Грама базиса 11.1, ... , Un'
Если щ, ... , 'иn - ортонормированный базис подпространства И, ТО Г(Н1, ... , 'иn ) - единичная

(n х n)-матрица, и поэтому bi = (V,Щ), 1 ~ i ~ n.

10.2. Линейные функционалы на евклидовых пространствах

Лемма 10.33. Пусть V - евклидово пространство, Н, '11 Е V, (Х, Н) = (Х, '11) для всех х Е 1/.
Тогда Н = v.

Доказательство. Так как (Х, -и) = (Х, 'и) для всех х Е V, то (х, и - 'и) = О для всех :2' Е 1/
Положим Х = U - 1). Тогда (и - '11, '11, - '11) = О, следовательно, u - 'и = О, 'U =1'. [J

Пусть V - линейное пространство над полем К. Линейное отображение .f: к 1/ -7 КК на

зывается линейным финкиионалом на линейном пространстве кV, Если dim V = п. < 00,

е1, ' .. , еn - базис пространства V, то для любого Х Е V имеем Х = Х1 е1 + ... + хnеn, xi Е К,

f(x) = x1J(e1)+ ... +xnJ(en). Обозначая а; = J(ei) Е К, получаем, что J(x) = Х1а1 + ... +хnаn
линейная форма от переменных Xl,· .. , Хn '

Если V - евклидоно пространство, .f: V -7 JR -линейный функционал на пространстве IRV,
п.

е1, ... , еn - оргонормированный базис пространства IRV, то для всех х L xiei Е V
i=l

n n

J(x) = L xiai = (х, а), где а = L aiei Е IRV. Элемент а Е V определен однозначно: если а, Ь Е V,
i=l i=l

ЛХ) = (х, а) = (х, Ь) дЛЯ всех х Е V, то по лемме ?? а = Ь,

10.3. Сопряженный оператор

Пусть А - фиксированный линейный оператор на евклидсвом пространстве IRV, dim V =
= n < 00. Для каждого элемента у Е V рассмотрим отображение fy: V -7 JR, /чст) = (А(х), у).
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Покажем, что для каждого у Е V отображение fy - линейный функционал на пространстве V:
дЛЯ 'и, v Е V имеем

fy(u+v) = (A(u+v),y) = (А(u)+А(п),у) = (А(u) , у) + (A(v),y) = fy(u) +fy(v),

аналогично, для а Е JR, х Е V

Jy(ax) = (А(ах), у) = (аА(х) , у) = а(А(х),у) = aJy(x).

Функционал fy на евклидовом пространстве имеет однозначное представление в виде

fy(X)(= (А(х);у)) = (х, z(y))

для всех х Е V, где элемент z(y) зависит только от у Е V.
Обозначим через А* отображение

А*: V -7 V; А*(у) = z(y), у Е V,

(17)

элемент z(y) однозначно определен условием (17). Покажем, что А* - линейный оператор на про

странстве V: дЛЯ всех х, у, v Е V, а Е R

(x,A*(u+v)) = (A(x),u+v) = (А(х),и) + (A(x),v) =

= (х,А*(u)) + (x,A*(v)) = (х,А*(u) +A*(v)),

и следовательно, по лемме ?? А*(и + v) = А*(и) + A*(v) для всех 'и, v Е V;

(x,A*(av)) = (A(x),av) = a(A(x),v) = a(x,A*(v)) = (x,aA*(v)),

и по лемме ?? A*(av) = aA*(v) для всех а Е Е, v Е V.
Линейный оператор А* однозначно определён условием (А(х), у) = (х, А*(у)) для всех х. у Е \'.

Действительно,если В, С - такие линейные операторы на пространстве V, что (х, В(у)) = (х.С(у))

для всех х, у Е V, то по лемме ?? В(у) = С(у) для всех у Е V. Следовательно, В = С.

Определение 10.34. Пусть ]RV - евклидово пространство, dim]RV < 00, А: V -7 \tT - линей

ный оператор, А* - построенный линейный оператор на пространстве V, однозначно определённый

условием

(А(х), у) = (х, А*(у))

для всех х, у Е V. Линейный оператор А* называется сопряжённым оператором к линейному

оператору А.

Пример 10.35. Если I: V -7 V - тождественный оператор, то I* = Т: (I(x), у) = (x,I(y))
для всех х, у Е V.

Лемма 10.36. Пусть е1, ... , еn - ортонормированный базис евклидова пространства V,
А: V -7 V - линейный оператор, А - матрица оператора в базисе е1, ... ,еn, А* - сопряжённый

оператор. Тогда матрица оператора А* в базисе е1, ... ,еn равна транспонированнойматрице А*.

Доказательство. Пусть А = (o,ij), o,ij Е R, А1 - линейный оператор, имеющий матрицу А*

в базисе е1, ... ,еn . Тогда для всех i, j, 1 ( i, j ( n,

(A(ei), ej) = (o,lie1 + o,2ie2 + ... + anien,ej) = o,ji,

(ei' А1 (ej)) = (ei' ajl e1 + aj2e2 + ... + o,jnen) = aji,
n n

И следовательно, для х = 2: Xiei, У = 2: yjej, xi, Yj Е R,
i=l j=l

n n

(х,А*(у)) = (А(х), у) = L ХЩj(А(еi),еj) = L ХЩj(еi. А1(У)) = (х,А1(у)).
i,j=l i,j=l

По лемме ?? А1 = А*. D
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Замечание 10.37. Если базис не является ортонормированным,то матрица оператора А* может

быть отлична от транспонированнойматрицы А*, где А - матрица оператора А в этом базисе. На

пример, пусть V = IRЗ - евклидово пространство строк со стандартным скалярным произведениеы,

А: V --> V - линейный оператор, имеющий матрицу

в базисе 1)1 = (1,2,1), 1)2 = (1,1,2), Vз = (1,1, О) пространства V. Покажите. что матрица оопря

жённого оператора А* в базисе V1, V2, Vз отлична от А*

Теорема 10.38 (свойства сопряжённого оператора). Пусть V - конечномерное евклнлово

пространство, А, В - линейные операторы на линейном пространстве \/. о Е R. Тогда:

1) (А+В)*=А*+В*;

2) (аА)* = аА*;

3) А** = А;

4) (АВ)* = В*А*.

Доказательство.

1) Для всех х, у Е V:

(х, (А + В)*(у)) = ((А + В)(х), у) = (А(х) + В(х). у) =

= (А(х),у) + (3(х), у) = (х,А*(у)) + (х,3*(у)) = (х,А*(у) +3*(у)).

По лемме ?? (А + 3)*(у) = А*(у) + 3*(у) = (А* + 3*)(у) для всех у Е V, следовательно,

(А+3)* = А* +3*.
2) Для всех а Е JR, х, у Е V имеем:

(х, (аА)*(у)) = ((аА)(х), у) = (аА(х), у) = а(А(х), у) = а(х,А*(у)) = (х, аА*(у)) = (х, (аА*)(у)).

По лемме ?? (аА)*(у) = (аА*)(у) для всех у Е V. Следовательно, (аА)* = аА*

3) Для всех х, у Е V имеем:

(х,А**(у)) = (А*(х),у) = (у,А*(х)) = (А(у),х) = (х,А(у)),

следовательно, по лемме ?? А** = А.

4) Для всех х, у Е V имеем:

(х,(А3)*(у)) = ((AB)(:r:),y) = (А(3(х)),у) = (3(х),А*(у)) = (х,3*(А*(у))) = (.т, (3*А*)(у)),

и по лемме ?? (А3)*(у) = (3*А*)(у) для всех у Е V, следовательно, (А3)* = 3*А*

Следствие 10.39. Пусть А, В Е Mn(IR). Тогда (АВ)* = В*А*.

о

Следствие 10.40. Пусть А - обратимый оператор на конечномерном евклидовом простран

стве V. Тогда (А- 1 ) * = (A*)~l.

Доказательство. АА- 1 = Т. = А-1 А. Следовательно, Т = Г = (AA~l)* = (А- 1)*А*,

Е = Г = А*(А- 1)*, поэтому (А*)-l = (А- 1 ) * О
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Лемма 10.41. Пусть А - линейный оператор на конечномерном евклидовом пространстве v.
Тогда линейные операторы А и А* имеют один и тот же характеристический многочлен.

Доказательство. Характеристический многочлен оператора совпадает с характеристическим

многочленом матрицы этого оператора в любом базисе. Пусть el, ... ,еn - оргонормированный ба

зис евклидона пространства V, А -l\Iатрица оператора А в этом базисе. По лемме ?? А* - матрица

оператора А* в базисе el,· .. : еn . Следовательно.

PA(t) = IA - tEi = (А. - tE)*1 = IA* - tEI = РА* (t). о

Лемма 10.42. Пусть U - инвариантное подпространство для линейного оператора А на евкли

довом пространстве V (dim V < Х, О i= U i= V). Тогда и1.. - инвариантное подпространство для

линейного оператора А* .

Доказательство. Для всех х Е и-. У Е U имеем (А*(х), у)

А*(х) Е н- для всех х Е о-,

(х, А(х)) = О, следовательно,

О

Определение 10.43. Линейный оператор А на конечномерном евклидовом пространстве V
называется самосопряжённым, если А = А*.

Лемма 10.44.

1) О (нулевой оператор), Т (тождественный оператор) - самосопряжённые операторы.

2) Множество всех самосопряжённых операторов образует линейное пространство над полем ~.

Доказательство.

1) Для всех х, у Е V имеем:

(О(т),у) = о = (х,О(у)); (Дх) , у) = (.Т, у) = (x,I(y)).

2) Если А = А*, В = сВ*, й Е JR., то:

(А + В)* = А* + В* = А + В, (йА)* = йА* = йА. о

Предложение 10.45. Если А, В - самосопряжённые линейные операторы, то АВ - самосопря

жённый линейный оператор в том и только в том случае, когда АВ = ВА.

Доказательство. Так как (АВ)* = В*А* = ВА, то (АВ)* = АВ тогда и только тогда, когда

М=М. о

Замечание 10.46. По лемме ?? матрица А самосопряжённого оператора А в ортонормиро

ванном базисе симметрическая: А* = А. Если фиксировать оргонормированный базис el, ... , еn
евклидова пространства v, то любой симметрической матрице А Е GL n (I~) однозначно соответ

ствует самосопряженный оператор А, имеющий матрицу А в этом базисе.

Лемма 10.47. Пусть А - самосопряжённый линейный оператор на конечномерном евклидовом

пространстве V, U - инвариантное подпространство для оператора А, О # и <;;; v, и # V. Тогда

U1.. также инвариантное подпространство.

Доказательство. По лемме ?? с- - инвариантное подпространство для линейного оператора

~=A. о

Лемма 10.48. Собственные векторы самосопряжённогооператора евклидова пространства от

носительно различных собственныхзначений ортогональны.
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Лемма 10.41. Пусть А - линейный оператор на конечномерном евклидовом пространстве V.
Тогда линейные операторы А и А* имеют один и тот же характеристический многочлен.

Доказательство. Характеристический многочлен оператора совпадает с характеристическим

многочленом матрицы этого оператора в любом базисе. Пусть el, ... ,еn - оргонормированный ба

зис евклидова пространства V, А -матрица оператора А в этом базисе. По лемме ?? А* - матрица

оператора А* в базисе el, ... .е-: Следовательно.

PA(t) = IA - tE! = (А. - tE)*j = IA* - tEI = РА* (t). о

Лемма 10.42. Пусть И - инвариантное подпространство для линейного оператора А на евкли

довам пространстве V (dim V < Х, О =1- и =1- V). Тогда о- - инвариантное подпространство для

линейного оператора А*.

Доказательство. Для всех х Е о-, У Е и имеем (А*(х), у)

А*(х) Е н- дЛЯ всех х Е о-,

(х, А(х)) = О, следовательно,

О

Определение 10.43. Линейный оператор А на конечномерном евклидовом пространстве V
называется самосопряжённым, если А = А*.

Лемма 10.44.

1) О (нулевой оператор), Т (тождественный оператор) - самосопряжённые операторы.

2) Множество всех самосопряжённых операторов образует линейное пространство над полем R.

Доказательство.

1) Для всех х, у Е V имеем:

(О(.т,),у) = о = (х,О(у)); (Дх) , у) = (.т, у) = (x,I(y)).

2) Если А = А*, В = сВ*, й Е JR, то:

(А + В)* = А* + В* = А + В, (йА)* = йА" = йА. о

Предложение 10.45. Если А, В - самосопряжённые линейные операторы, то АВ - самосопря

жённый линейный оператор в том и только в том случае, когда АВ = ВА.

Доказательство. Так как (АВ)" = В"А" = ВА, то (АВ)* = АВ тогда и только тогда, когда

М=М. о

Замечание 10.46. По лемме ?? матрица А самосопряжённого оператора А в ортонормиро

ванном базисе симметрическая: А" = А. Если фиксировать оргонормированный базис ег, ... , еn
евклидова пространства V, то любой симметрической матрице А Е GLn(JR) однозначно соответ

ствует самосопряженный оператор А, имеющий матрицу А в этом базисе.

Лемма 10.47. Пусть А - самосопряжённый линейный оператор на конечномерном евклидовом

пространстве V, И - инвариантное подпространство для оператора А, О =1- и <;;; V, и i- V. Тогда

И1- также инвариантное подпространство.

Доказательство. По лемме ?? U1- - инвариантное подпространство для линейного оператора

~=A. о

Лемма 10.48. Собственные векторы самосопряжённогооператора евклидова пространства от

носительно различных собственныхзначений ортогональны.
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Лемма 10.41. Пусть А - линейный оператор на конечномерном евклидовом пространстве v.
Тогда линейные операторы А и А* имеют один и тот же характеристический многочлен.

Доказательство. Характеристический многочлен оператора совпадает с характеристическим

многочленом матрицы этого оператора в любом базисе. Пусть el, ... , еn - оргонормированный ба

зис евклидова пространства V, А - матрица оператора А в этом базисе. По лемме ?? А* - матрица

оператора А* в базисе el, ... ,еn . Следовательно.

PA(t) = IA - tEi = (А. - tE)*1 = IA* - tEI = РА* (t). о

Лемма 10.42. Пусть И - инвариантное подпространство для линейного оператора А на евкли

довам простр:знстве V (dim V < ОС, О =1= и i= -УТ). Тогда U1- - инвариантное подпространство для

линейного оператора А*.

Доказательство. Для всех х Е о-, У Е и имеем (А*(х), у)

А*(х) Е н- дЛЯ всех х Е о-,

(х, А(х)) = О, следовательно,

О

Определение 10.43. Линейный оператор А на конечномерном евклидовом пространстве V
называется самосопряжённым, если А = А*.

Лемма 10.44.

1) О (нулевой оператор), Т (тождественный оператор) - самосопряжённые операторы.

2) Множество всех самосопряжённых операторов образует линейное пространство над полем Бt.

Доказательство.

1) Для всех х, у Е V имеем:

(О(:т:), у) = о = (х,О(у)); (Дх) , у) = (х,у) = (x,I(y)).

2) Если А = А*, В = сВ*, сх Е JR., то:

(А + В)* = А* + В* = А + В, (схА)* = схА" = схА. о

Предложение 10.45. Если А, В - самосопряжённые линейные операторы, то АВ - самосопря

жённый линейный оператор в том и только в том случае, когда АВ = ВА.

Доказательство. Так как (АВ)* = В*А* = ВА, то (АВ)* = АВ тогда и только тогда, когда

М=М. о

Замечание 10.46. По лемме ?? матрица А самосопряжённого оператора А в ортонормиро

ванном базисе симметрическая: А* = А. Если фиксировать оргонормированный базис ег, ... , е-,

евклидова пространства V, то любой симметрической матрице А Е GLn(JR.) однозначно соответ

ствует самосопряженный оператор А, имеющий матрицу А в этом базисе.

Лемма 10.47. Пусть А - самосопряжённый линейный оператор на конечномерном евклидовом

пространстве V, И - инвариантное подпространство для оператора А, О i= и с;;; V, и =1= V. Тогда

И1- также инвариантное подпространство.

Доказательство. По лемме ?? U1- - инвариантное подпространство для линейного оператора

~=A. о

Лемма 10.48. Собственные векторы самосопряжённогооператора евклидова пространства от

носительно различных собственныхзначений ортогональны.
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Доказательство. Пусть А = А*, О i- и, v Е V, А(u) = }.1и, A(v) = }.2V, }.1 i- }.2. Тогда

}.1(U,u') = (}.1и, и') = (A(11,),v) = (v"A*(v)) = (u,A(v)) = (U,}.2V) = }.2(U,V),

следовательно, (}.1- }.2)(11"V) = о, }.1-}.2 i- О, и поэтому (u,v) = О. о

Теорема 10.49. Все собственные значения сеносопряэкёнпосооператора А действительны.

Доказательство. Допустим противное: пусть}. = 00+ i{3 - комплексный корень характеристи

ческого многочлена оператора А, {3 i- О. Тогда (см. ??) существуют такие линейно независимые

элементы Н,'и Е V, что

{
А(U) = аи - (3v,

A(v) = (3u + av.

Рассматривая скалярное произведение первого равенства на v, а второго - на 11" получаем, что

(A(11,),V) = a(u,v) - (3(v,v),

(11"A(v)) = ,6(11,,11,) + a(u,v).

Так как А* = А, то (А(н),'и) = ('и, АСи)), и имеем 0= (и,А('и)) - (А('U),'и) = (3((н,н) + ('и,'и)).

НО (Н, 'и) + Си, v) > О, следовательно, {3 = О. Полученное противоречие завершает доказательство

теоремы. О

Теорема 10.50 (основная теорема о самосопряжённыхоператорах). Пусть А - самосопря

жённый оператор на евклидовом пространстве V, dim V = n < 00. Тогда существует ортонормиро

ванный базис пространстваV, состоящий из собственных векторов линейного оператора А, Б этом

базисе матрица А оператора А диагональна:

где }.1, ... , }.n - корни характеристического многочлена оператора А, }.1· ... . }.n Е 3..

Доказательство. Пусть PA(t) - характеристический многочлен оператора А. По теореме ??
существует }.1 Е ж, РА(}.l) = О. Пусть О i- V1 - собственный вектор оператора А относительно

~ 1
сооственного числа }.1: А(V1) = }.1 v1· Положим е1 = Iщ IV1, И = (е1).

Доказательство проведём индукцией по n. Если n = 1, то И = V, и мы завершили доказатель

ство теоремы. Если же n > 1, то по лемме ?? о» - инвариантное подпространство для оператора А.

При этом 1 ~ dim И1.. < n. Рассматривая самосопряжённый оператор АI и1- : И1.. -7 И1.. И применяя

предположение индукции, получаем, что существует такой ортонормированный базис е2, ... , еn
подпространства И1.., что матрица А оператора АI и1- в этом базисе имеет вид

Но тогда в ортонормированном базисе е1, ... , еn евклидона пространства V матрица А оператора А

равна

е1, ... , еn - собственный векторы оператора А, }.1,.",}.n - все корни (считая их кратности) ха

рактеристического многочлена PA(t). О
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Замечание 10.51. Для практических задач часто удобнее поступать следующим образом: пусть

А1, ... , Ak - все различные корни характеристического многочлена PA(t), Ui , 1 :::;; i :::;; k, - линей

ное пространство всех элементов Х, удовлетворяющих уравнению (А - AiI)(x) = О Е V (подпро

странство [Ji состоит из О и всех собственных векторов оператора А относительно собственного

числа Ai). Тогда для построения ортонормированного базиса пространства V, состоящего из соб

ственных векторов оператора А, достаточно последовательно построить ортонормированные базисы

подпространств Ui и объединить эти базисы. Построение ортонормированного базиса подпростран

ства П, сводится к применению процесса ортогонализации к фундаментальной системе решений

однородной системы линейных уравнений (А - AiI)(x) = О.

Пример 10.52. Пусть R V = ~З; рассмотрим стандартное скалярное произведение; е1 = (1, О, О),

е2 = (0,1, О), ез = (О, 0,1) - стандартный ортонормированный базис; А: V -7 V - линейный опе

ратор, имеющий матрицу

А = ( ~ ~ =~)
-2 -4 5

в базисе е1, е2, ез. Так как А* = А (матрица А симметрическая), то А - самосопряжённый опе

ратор. Необходимо найти канонический вид оператора А и ортонормированный базис простран

ства IR V, состоящий из собственных векторов оператора А. Вначале находим корни характеристи

ческого многочлена РА(А) = IA - AEI, А1 = 10, А2 = 1, Аз = 1. Находим собственные векторы для

А = 10:

(А - JOE)X ~ (~) •

в ступенчатом виде:

~ -5
О 1

(18)

фундаментальная система решений состоит из одного элемента (1, -2.2). нормируем его и полагаем

1iI = з(1,-2,2). Находим собственные векторы дЛЯ А2 = Аз = 1:

в ступенчатом виде

11 2 -21 О , (19)

фундаментальная система решений: g2 = (2,0,1), gз = (-2,1, О). Применяем к g2, gз процесс ор-

(gз,g2) -4 4 (2 4)
тогонализации: Il2 = g2, hз = gз + cxg2, сх = - ( ) = - - = -, 113 = --,1, - . Нормируем

яэ, g2 5 5 5 5
1 1

элементы h2 и hз: 12 = !i'"(2,0, 1), 1з = !i'"(-2,5,4). Таким образом, канонический вид са-
v5 Зv5

мосопряжённого оператора А: матрица оператора А в ортонормированномбазисе из собственных

векторов Л, 12, [г равна

(

10 О О)
О 1 О .
О О 1

В рассмотренном нами частном примере легко было заметить, что V = U1 EJЭ U11. , где U1 

подпространство, задаваемое системой (18), поэтому, так как имеется лишь два различных корня
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характеристического многочлена, то и1 = [/2 (поцпространство,отвечающее собственному значе

нию "\2 = 1), и можно было, не находя фундаментальную систему решений 92, 9з системы (19),
сразу применить процесс ортогоналивации к строкам системы (18).

Канонический вид матрицы самосопряжённого оператора определен однозначно (с точностью

до перестановки вдоль диагонали корней характеристического многочлена). Однако оргонормиро

ванный базис из собственных векторов определен неоднозначно. В рассмотренном примере дяя

подпространства U2 = [\1- существует бесконечно много ортонормированныхбазисов, состоящих

из собственных векторов оператора А (dim U2 = 2).

Определение 10.53. Пусть А: IRV -7 IRV - линейный оператор на конечномерном евк.1И':ЮВО)(

пространстве IRV. Оператор А называется ортогональным, если

(А(х),А(у)) = (х,у) для всех x,yEV.

Лемма 10.54. Оператор А: IRV -7 кV является ортогональным в том и только в том С.,)'Ч.,е.

когда IA(v)1 = I'ul для Bcexv Е IRV (то есть оператор А сохраняет длины элеыенюв простран

ства IRV).

Доказательство.

1) Пусть А - ортогональный оператор. Тогда (А(х), А(у)) для всех х, у .~ Г. ПОЛОЖИМ

v = х = у:

IA(v)1 2 = (A(v),A(v)) = (v,v) = Iv1 2
.

поэтому IA(v)1 = Ivl·
2) Если IA(v)1 = Ivl для всех v Е JR(V, то

(A(v),A(v)) = IA(v)12 = Ivl2 = (1:,1)

Положим v = х + у:

(А(х), А(х)) + 2(А(х), А(у)) + (А(у), А(у)) =
= (А(х+у),А(х+у)) = (х+у,х+у) = (х,х) +2(х,у) + (у,у),

следовательно, (А(х),А(у)) = (х,у) для всех х,у Е V. О

Лемма 10.55.

1) Е (тождественный оператор) - ортогональный оператор;

2) если А - ортогональный оператор, то он обратим, при этом A- 1 = А* (это условие равно

сильно ортогональности) , A- 1 также ортогональный оператор;

3) если А, В - ортогональные операторы, то АВ также ортогональный оператор.

Таким образом (учитывая, ассоциативность композиции отображений), множество всех ортого

нальных операторов на конечномерном евклидовом пространстве образует группу (обозначение:

O(IRV)).

Доказательство.

1) (Дх),У(у)) = (х,у) для всех х,у Е V;

2) (х,у) = (А(х),А(у)) = (х,А*(А(у))) = (х,(А*А)(у)) для всех х,у Е V. По лемме??

у = (А*А)(у) для всех у Е V, следовательно, А*А = У, A- 1 = А*. Если оператор А обратим и

A- 1 = А*, то А*А = Т. и

(А(т),А(у)) = (А*(А(у))) = (Т, (А*А)(у)) = (х,у)
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для всех х, У Е V, и тогда А - ортогональный оператор.

Если А - ортогональный оператор, A-1 = А"'. то для оператора A-1 имеем (A- 1)-1 = (А*)-l =
= (А- 1 ) * (см. следствие ??), следовательно, A-1 - ортогональный оператор.

3) Пусть А, В - ортогональные операторы. Тогда

((АВ)(х), (АВ)(у)) = (А(В(х)),А(В(у))) = (Щх),В(у)) = (х, У)

для всех х, У Е V, следовательно, АВ - ортогональный оператор. о

Лемма 10.56. Если А - собственное значение ортогонального оператора А евклидова простран

ства jRV, А Е JR., то А = 1 или А = -1.

Доказательство. Пусть О -# х Е V - собственный вектор оператора А относительно собствен

ного числа А, А(х) = АХ. Тогда х -# о, (х, х) > О, и, поскольку А - ортогональный оператор,

(х, У) = (А(х), А(х)) = (АХ, АХ) = А2 (х , х),

и А2 = 1, следовательно, А = +1 или А = -1. о

Лемма 10.57. Для линейного оператора А на конечномерном евклидовом пространстве 1RV
следующие условия равносильны:

а) А - ортогональный оператор;

б) А переводит любой ортонормированный базис в ортонормированный базис.

Доказательство.

1) Пусть А - ортогональный оператор, el, ... ,еn - ортонормированный базис пространства R\,r.
Так как А - обратимый оператор, то по ?? А(е1), ... ,А(еn) - базис пространства хУ. При этом

(A(ei), А(е))) = (ei' ej) = (ji) для всех 1 ::; i,j ::; n. Следовательно, A(el),'" ,А(еn ) - ортонорми

рованный базис пространства 1R V.
2) Пусть теперь el, ... ; еn - оргонормированный базис и А - такой линейный оператор, что

A(el)"", А(еn) - оргонормированный базис пространства 1RV. Если х Е V, х = xlel + ... + хnеn,

У = Ylel + ... + уnе.", X'i, Yj Е JR., то

для всех х, У Е V. Итак, А - ортогональный оператор. о

Лемма 10.58. Пусть 1RV - евклидово пространство, е1, ... , еn - ортонормированный базис про

странства 1R V, А - ортогональный оператор на пространстве 1RV. Тогда матрица А оператора А

в ортонормированном базисе el, ... , еn ортогональна: АА* = Е = А* А, т. е. А* = А- 1 . Обратно,

любой оператор на евклидовом пространстве 1RV, имеющий ортогональную матрицу в ортонорми

рованнам базисе, ортогонален.

Доказательство.

1) Для ортонормированного базиса el, ... , еn и ортогонального оператора А элементы

А(е1), ... ,А(еn) образуют ортогональный базис пространства V (по лемме ??), следовательно,

столбцы матрицы А образуют ортонормированный базис пространства JRn (со стандартным ска

лярным произведением), поэтому А*А = Е, и следовательно, А* = А- 1 ,
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2) Если е1, ... , е.; - ортонормированный базис евклидова пространства JR V, А - ортогональная

матрица, А = (щj) Е Mn(JR), АА* = Е = A~A. А - линейный оператор, матрица которого в базисе

е1"", еn равна А, то

(A(ei), A(ej)) = (A i . -4j) = bij = (ei' ej),

где Ai , А] - i-й и j-й столбцы матрицы А. (A. i . A.j ) - стандартное покомпонентное скалярное про

изведение столбцов (так как А*А = Е, то (A.i,A j) = bij). Следовательно, А(е1),'" ,А(еn ) 

оргонормированный базис евклидова пространства JRV, и по лемме?? А - ортогональный опера

тор. О

Замечание 10.59. Ортогональныематрицы размера n Х n образуют группу On(JR) (ортогональ

ная группа), подгруппу линейной группы GLn(IR). Определитель любой ортогональной матрицы

равен +1 или -1: АА* = Е, 1 = JAA*1 = IAIIA*I = IAI 2 Группа On(JR) содержит нормальную

подгруппу всех ортогональных матриц с определителем +1 (специальная ортогональная группа

SOn(JR)).
Любая ортогональная матрица А Е On(JR) обладает следующими свойствами: столбцы матрицы

образуют ортонормированный базис в JRn (со стандартным скалярным произведеиием); строки

матрицы образуют ортонормированный базис в IR.n (со стандартным скалярным произвецением).

Действительно, первое свойство следует из равенства А*А = Е, а второе - из равенства AA~ = Е.

Каждое из этих свойств эквивалентно ортогональности матрицы А.

Замечание 10.60 (QR-разложение матрицы и QR-алгоритм). Пусть А Е GL"iRi.
А1 , .. . , Аn - столбцы матрицы А. Применяя процесс ортогонализации к линейно невависимой

системе столбцов А1 , ... , Аn в евклидовом пространстве i n со стандартным СК2.1ЯРНЫ>,! произ

ведением, мы переходим к оргонормированной системе столбцов Q1, .... Qn. Пусть Q - матрица

со столбцами Q1", ., с; Тогда Q - ортогональная матрица. Каждый шаг процесса ортогонализа

ции для столбцов эквивалентен умножению матрицы, состоящей из рассматриваемых столбцов,

справа на верхнетреугольную матрицы. Поэтому А = QR, где Q - ортогональная. а R - верхне

треугольная матрицы. Такое разложение матрицы называется QR-разложенuе},(. При этом можно

сделать так, что диагональные элементы матрицы R будут положительны. Тогда матрицы Q и R
в QR-разложении обратимой матрицы А, IAII- О, определены однозначно. Действительно, пусть

А = Q1B1 = Q2R2. Так как матрица А обратима, то 01- IAI = IQ111R11, и поэтому матрица В1

также обратима. Тогда Q2 1Q1 = В2Нl1. Матрица R 2H11 является произведением верхнетре

угольных матрицы, следовательно, R2Hl1 и (R2R1
1) = R 1R2

1 - верхнетреугольные матрицы. Но

в2н1
1 = Q21Q1 - ортогональная матрица. Следовательно, (R2R11)* = (B2R11)-1 = B 1R2

1

нижнетреугольнаяматрица. Поэтому B2B1
1

- диагональная ортогональная матрица, и все её диа

гональные элементы равны ±1. Так как В2 = (B2R11)В1 И все диагональные элементы матриц В1
и В2 положительны, то в2к1

1 = Е, R2 = В1, поэтому Q1 = Q2.
QВ-разложение матриц активно используется в вычислительной линейной алгебре. Если из

вестно QВ-разложение матрицы А и решается система линейных уравнений АХ = В Е i n , то эта

система эквивалентна системе ВХ = Q*В, которая решается очень быстро (матрица В верхнегре

угольная) .
Один из эффективных алгоритмов приближённого нахождения собственных чисел матрицы

QВ-алгоритм, состоящий в следующем. Пусть А Е GLn(IR.), и все собственные числа матрицы А

различны по модулю. Положим Ао = А, и пусть Ао = QoRo - QR-разложение матрицы Ао .

Положим А 1 = RoQo, рассмотрим QR-разложение матрицы А1 = Q1R1 И положим А2 = B 1Q1,
И так далее, A k = QkBk - QВ-разложение матрицы A k, АН1 = BkQk,.. Можно показать, что

при k ---7 00 матрицы A k сходятся к верхнетреугольной матрице, на диагонали которой стоят

собственные числа матрицы А.

Отметим, что существуют более эффективные, чем обычный процесс ортогонализации, методы

построения QR-разложений матриц.



10.4. Метод наименьших квадратов

Упражнение 10.61. Получите QR-разложения:

о
о

i) (!
о

-%~) О о

~)1 1 1
О О

О

1 2
J3

2 1

J3 J6
о

J3 J3

(i ~)
о 1 1 1 2 1
1

J3 J6 v'2
о

J6 у61
1 1 1 1

J3 J6 v'2
о о

-)
'\-

133

Если А Е Mm,n(IR), г(А) = т, то существуют такая матрица Q Е ~Im.лСR) с ортогональными

столбцами и верхнетреугольная матрица R Е Mn(IR), что А = QR (снова достаточно провести

процесс ортогоиализации столбцов матрицы А). Такое разложение называется QR-разложением

прямоугольной матрицы А (с линейно независимыми столбцами).

10.4. Метод наименьших квадратов

Пусть (в результате последовательных измерений) требуется найти величину У как линейную

функцию величин Xl, ... , Хn : У = b1 Xl + ... + ЬnХл, bi Е IR. ДЛЯ этого производятся т измерений:

..::':' (~~I,)уль~а:~ 1:0;ЗiМ;:И:i(l~~~j~ :n~в~л;ч:~ :'~) ,:,,~y :O:n(::~B:H:m.~(:)
Х2т

(столбцы матрицы А: A i = х; 1 ~ i ~ n). Коэффициенты bi , 1 ~ i ~ n, удовлетворяют системе

линейных уравнений

(20)

Обычно число измерений бывает больше числа неизвестных: т > n. Принимая во внимание

погрешности измерений, мы ищем не точное, а приближённое решение системы (20) (система (20)
может быть и, как правило, бывает несовместной). Точнее, ищется такой набор чисел b1 , ... ,Ьn Е IR,
при котором квадратичное уклонение

m ( n )2
р = ~ ~ Xil ь, - лп

имеет наименьшее значение (если система (20) совместна, то р = О, и это значение р достигается

на любом решении системы (20)).
Задача наименьших квадратов впервые была сформулирована Гауссом при решении практиче

ской задачи повышения точности задания координат межевых вех (по заказу германского прави

тельства) .
Пусть JR:.n - евклидово пространство столбцов длины п со стандартным скалярным произве

дением. Тогда р = Ib1X1+ ... + ь.х; - YI. Пусть и = (Х1 , ... ,Хn ) ~ ]Rim Если У t/:. и, то

по ?? минимальное значение р достигается только на ортогональной проекции элемента У на
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подпространство u. Допустим, что столбцы Х1 , ... .х; линейно независимы. Тогда (Ь1 , · · · , Ьn ) 

единственное решение системы линейных уравнений

Так как в нашем случае

то система (20) может быть записана в виде

= А*У ,

А*АВ = А*У. (21)

Эта система называется нормальной системой для системы (20).
Таким образом, решение системы (20) по методу наименьших квадратов задаётся единственным

точным решением системы (21), В = (А*А)-l А*У.

Пример 10.62. Необходимо найти решение (методом наименьших квадратов) системы

1

х - 2у + 4z = -1,

х - у + z = 1,

х + у + z = 7,

x+2y+4z=3.

Эта система является несовместной

Находим нормальную систему

Решая эту систему, получаем единственноерешение х = 5, у = 1,4, z = -1. Наилучшее отклонение

Пример 10.63. В евклидсвом пространстве непрерывных функций на (О, 2п) со скалярным

произведением

21Т

и, g) = Jf(t)g(t) dt
о
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для функции ll(t) требуется найти такую функцию w·(t), принадлежащую подпространству с орто

нормированным базисом

1 cos t sin t cos nt sin nt
ео = v'27Т' el = V7Г' е2 = fi····' e2n-l = vп' е2n = V7Г'

что величина

27Г

Ill(t) - w(t)1 = JIll(t) - w(t)1 2 dt
о

минимальна. Тогда в соответствии с ??

n

w(t) = 0,0 + I)o,kCOs(kt)+bksin(kt)),
2

k=l

где

27Г

0,0 = ~Jf(t) dt,

о

27Г

o,k = ~J1(t) cos(kt) dt,
о

27Г

ь; = ~J1((1 SillJ·[ (.,[

О

коэффициенты Фурье функции ll(t).

Замечание 10.64. В общем случае решения системы (20) (необязагельно с линейно независи

мыми столбцами матрицы А) - это в точности решения системы (21). Если столбцы матрицы А

линейно зависимы, то нормальное уравнение (21) имеет бесконечно много вешений.

Упражнение 10.65. Найдите решение по методу наименьших квадратов системы

{

3х + 2у - z = 2,

х - 4у + 3z = -2,

х + 10у - 7z = 1.

-7)-84 ,
59

Для матрицы

имеем

Решение системы

(

11
А*А = 12

-7

А=

12
120
-84

(; ~4 ~1)
1 10 -7

А' е2) (i25)

1 ( 13 )(х, у, z)t ="7 2 - t, 12 + Ы, t , t Е JR. Все эти решения (х, у, z) дают одно и то же минимальное

квадратичное отклонение:

5
у'6'
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Замечание 10.66. Если столбцы матрицы А линейно независимы, то система линейных урав

нений (20) (А*А)13 = А*}1- имеет единственное решение. Это решение может быть эффективно

найдено, например, с использованием LU-разложения положительно определенной симметриче

ской матрицы А*А. В практических вычислениях для уменьшения накопления ошибок стараются

избежать прямого вычисления матрицы А*А. ДЛЯ этого можно воспользоваться QR-разложением

матрицы А: если А Е M m,n(1R), г(А) = т, А = QR - QR-разложение прямоугольной матрицы А,

то система (21) записывается в виде

R*кв = R*Q*QR13 = (QR)*(QR)13 = (QR)*13= но:fз (22)

(ясно, что R*R-разложение Холеского матрицы А*А). Так как R Е GLr (1R.), то система (22)
эквивалентна системе

R13 = Q*Y (23)

с обратимой верхнетреугольной матрицей R. В таком виде система решается эффективно (формула
л 1 л

для коэффициентов b1 , ... , Ьт : В = R- Q*Y).

Пример 10.67 (использованияQR-разложениядля решения нормальнойсистемы линей

ных уравнений в методе наименьшихквадратов). Требуется найти решение (методом наимень

ших квадратов) для системы

1

х + 3у + 5z = -2,

х + у + о· z = 3,

х + у + 2z = -1,

х + 3у + 3z = 2.

в этом случае

А ~ (~ 1~) Е М4 , (Щ , ,(А) ~ 3.

Матрица А имеет следующее QR-разложение:

Поэтому система (23) имеет вид

1 5
Решая эту систему, получаем х = 2' у = 2' z = -2.

Лемма 10.68. Пусть кV - евклидово пространство, А: V ~ V - ортогональный оператор,

О =f и ~ V, и =f V, и - инвариантное подпространство для оператора А. Тогда U~ также инвари

антное подпространство для оператора А.

Доказательство. Так как А(U) ~ И, то по лемме ?? А*(U~) ~ о: Но А- ортогональ

ный оператор, поэтому A- 1 = А* и A-1(ul.) = A*(Ul.) ~ ul. Следовательно, по лемме ??
A(Ul.) = (A-1)-1(Ul.) ~ о: О
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Лемма 10.69 (ортогональныеоператорыв одномерномслучае). ПУСТЬ]RV - евклидово про

странство, diШ]RV = 1, А - ортогональный оператор на пространстве V. Тогда либо А = Е (тож

дественный оператор), либо А = -I (центральная симметрия).

Доказательство. Пусть v - базис одномерного пространства ]RV. Тогда А(v) = Хи, А Е JR, А
собственное число ортогонального оператора А. Следовательно, или А = 1, и тогда для любого

х Е V, х = av, а Е JR, имеем

А(х) = A(av) = aA(v) = av = х,

и А = Т, или А = -1, и тогда для х = av, а Е JR, имеем

А(х) = A(av) = aA(v) = а( -v) = -х,

и А =-Т

Лемма 10.70 (о структуре ортогональногооператорана двумерномевк.пцовONпростран

стве). Пусть ]RV - евклидово пространство, diШ]RV = 2, А: V ---> у" - ортогона.1ЬНЫЙ оператор.

Тогда:

1) если оператор А имеет действительное собственное значение. то А = Т (тождественный

оператор), или А = -I (центральнаясимметрия), или существуеторлонорынровэнпыйбазис

Vl, v2 пространства V, в котором матрица А оператора А равна

(осевая симметрия);

2) если оператор А не имеет действительных собственных чисел, то существует ортонормиро

ванный базис пространства V, в котором матрица оператора А равна

(со. s r.p - sin r.p) , r.p i- Jrk, k Е Z.
вш r.p cos r.p

Доказательство. Пусть еl, е2 - ортонормированный базис,

ai.i Е JR, 1 ~ i, j ~ n

матрица оператора А в базисе ег. е2. Оператор А ортогональный, поэтому А*А = Е Е M2 (JR), что
эквивалентно системе

{

aIl + a~l = 1,
2 2 1

a12 + а22 = ,
al1a12 + а21а22 = О,

(эти условия означают, что столбцы матрицы А образуют ортонормированный базис евклидова

пространства ]RJR;2 со стандартным скалярным произведением) . Так как Щj Е JR, arl + a~l = 1,
aI2 + a~2 = 1, то можно положить

all = cos r.p, а21 = sin r.p, а12 = cos 1/J, а22 = sin 1/J,

где О ~ r.p,1/J < 21Г. Тогда

о = al1 а12 + а21 а22 = cos r.p cos 1/J + sin r.p sin 1/J = cos( V' - r.p) = О.
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Следовательно, по модулю 271,

271
1) Если 1/) = ер + 2' то

71 371
L' - ер = - или 'ф - ер = -.

2 2

§ 10. Еьклнпоео пространство

А = (c~s ер sin ер )
sш ер - cos ер ,

в этом случае матрицы А в ортонормированном базисе не только ортогональная, но и сиtl»ет

рическая, по теореме ?? собственные числа '\1, .\2 матрицы А действительны, а так как ~-l

ортогональная матрица, то Л1,.\2 Е {1, -1}. По теореме ?? существует оргонормированный базвс

V1, V2 евклидова пространства 1RV, В котором матрица оператора А имеет вид

(~ ~),
если Л1 = Л2 = 1, А = Т. - тождественный оператор;

(-1 О)
О -1 '

если Л1 = Л2 = -1, А = Т - центральная симметрия; или

если Л1 = 1, .\2 = -1, А - осевая симметрия,

371
2) Если же 'Ф = ер = -, то

2

А = (c~s ер - sin У) ,
sш ер соз с

А - оператор поворота на угол ер против часовой стрелки на плоскости. Характеристический мно

гочлен оператора А:

РА (t) = (cos ер - t) 2 + sin 2 t = t2 - 2 (cos ер) t + 1.

Если ер = О, то многочлен PA(t) имеет корни .\1 = .\2 = 1,

(~ ~),
А = Т. - тождественный оператор. Если ер = 71, то

(-1 О)
О -1 '

А = -I - центральная симметрия. Если ер t 7Ik, k Е Z, то многочлен PA(t) не имеет действитель

ных корней. О

Замечание 10.71. Ортонормированный базис, существование которого утверждается в теоре

ме ??, может быть определён неоднозначно. Например, тождественный оператор Т. имеет единич

ную матрицу в любом базисе.

Следствие 10.72. Композиция двух поворотов плоскости относительно общего центра - это

поворот относительно этого центра; композиция поворота и осевой симметрии относительно оси,

проходящей через центр поворота - осевая симметрия; композиция двух осевых симметрий отно

сительно пересекающихся осей - поворот относительно точки пересечения осей.
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Доказательство. Из леммы ?? следует, что все ортогональные преобразования векторов на

плоскости исчерпываются поворотами (включая тождественный оператор и центральную симмет

рию (поворот на угол 7Г)), определители матриц этих операторов в ортонормированном базисе

равны 1, и осевыми симметриями (определители матриц осевых симметрий в ортонормированном

базисе равны -1). Определитель матрицы композиции линейных операторов равен произведению

определителей. О

Пример 10.73. Пусть е1, е2 - ортонормированный базис евклидона пространства ]R2, А - осе

вая симметрия относительно оси е2. В - осевая симметрия относительно оси е1. Тогда АВ

центральная симметрия (поворот на угол 7Г):

(-1 О)
А = О 1 ' (-1 О)

АВ = О -1 .

Теорема 10.74 (основная теорема о структуре ортогонального оператора). Пусть IRV 
евклидово пространство, diш V = n < 00, А: V --t V - ортогональный оператор. Тогда существует

ортонормированный базис евклидова пространства IRV, в котором матрица А оператора А имеет

вид

1

1
-1

А = -1

о

cos СР1

sin СР1

- sin 1171

cos 1171

о

cos 9т - sin ут
sin -,от COS ут

(24)

матрица А имеет блочный вид, по диагонали стоят k единиц, О ~ k ~ п, затем 1 элементов -1,
О ~ 1~ п, затем m блоков

- sin ipi)
COS CPi '

0~ip<2n, ср#О,7Г,

n
О ~ т ~ 2' при этом k + 1+ 2т = п = dimIRV.

Доказательство проведем индукцией по п. Основание индукции: n = 1,2, в этих случа

ях утверждение теоремы следует из лемм 10.69 и 10.70. Пусть n > 2 и утверждение теоремы

выполнено для всех п' < п, Пусть характеристический многочлен РА (t) имеет действительный

корень А. Тогда по лемме ?? А = 1 или А = -1. Пусть О i- v - собственный вектор оператора А

1
относительно собственного числа А, A(v) = AV, е1 = ~V, V1 = (е1)' Тогда V1 - инвариантное

подпространство для оператора А. По лемме ?? A(V/) ~ V/-, при этом dim v1J.. = n - 1, AlvJ.. -
1

ортогональный оператор на евклидсвом пространстве V1J... Применяя предположение индукции,

получаем ортонормированный базис е2, ... , еn подпространства v1J.. , В котором матрица операто

ра Alv/ имеет требуемый вид. Так как V = Vl ЕВ v1J.. , то е1, ... , еn - оргонормированный базис

евклидона пространства IR V. Изменяя, если необходимо, порядок элементов базиса el, ... , еn , по

лучаем оргонормированный базис, в котором матрица А оператора А имеет требуемый вид (24).
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Пусть теперь характеристический многочлен PA.(t} не имеет действительных корней. Тогда по

лемме ?? существует инвариантное подпространство с < г. dirn U = 2. По теореме ?? существует

такой ортонормированный базис е1, е2 пространства и, что матрица оператора Alu в этом базисе

равна

- sin Y1) .

COS)Ol .
о < ер < 2л, ер1 #- Л.

По лемме ?? А(И1.) ;; о-. Так как dirn(Ul..) = n - 2, то, применяя предположение индукции,

получаем, что существует такой ортонормированный базис ез, ... ,еn , что матрица ортогонально

го оператора AIU-l в этом базисе имеет требуемый вид. Так как V = U ЕВ U 1., то С1, ... , еn 

ортонормированный базис евклидова пространства JR(V, в котором матрица А оператора А имеет

требуемый вид 24. О

Следствие 10.75. Теорема 10.74 позволяет дать геометрическую классификацию ортогональ

ных преобразований трёхмерного евклидова пространства. Например,

симметрия относительно прямой,

симметрия относительно плоскости,

О

поворот на угол ер вокруг прямой.

(~
1

cos i.p
sin .р

- s~n i.p) -
cos i.p

В частности, справедлива следующая

Теорема Эйлера. В трёхмерном евклидовом пространстве любой ортогональный линейный опе

ратор А, не меняющий ориентацию (т. е. определитель матрицы этого оператора в любом базисе

равен +1, А Е 30(3)), является вращением относительно некоторой оси.

Пример 10.76. Пусть ]R; V = ]R;.З - евклидово пространство строк со стандартным скалярным

произведением, е1 = (1, О, О), ез = (0,1, О), ез = (О, О, 1) - стандартный ортонормированный базис,

линейный оператор А в ортонормированном базисе е1, е2, ез имеет матрицу

Тогда А - ортогональная матрица, А - ортогональный оператор. Требуется найти оргонормирован

ный базис, в котором матрица оператора А имеет канонический вид.

Вначале находим корни характеристического многочлена PA(t) = IA - tEI: А1 = 1, А2,З =
1

= "2 (1 ± V3i). Поэтому канонический вид равен

(

1 О

О cos ер

О sin ер

- s~n i.p) ,
cos i.p

п

ер=

3
5п

или ер=-.

3
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Для Al = 1 находим собственные BeKTO;:JbI оператора А:

главный ступенчатый вид

~ О -1
Ql1 -1

Фундаментальнаясистема решений состоит из одного элемента: х = (1,1,1). Нормируемэлемент х:

1
el = J3(1,1,1).

ДЛЯ А2 = ~ (~+ J3i) находим собственные векторы для комплексификации оператора А:
2 2 2

1 J3.
---'ь

6 2

2

3

1
3

1

3

1 J3.
---z
6 2

2

3

2

3

1

3

1J3
---z
6 2

Главный ступенчатый вид:

1 О
1 J3.
-+-z
2 2

1 J3.
О 1 ---z

2 2

Фундаментальная система решений состоит из одного элемента

z= (- ~ . -~. 1) + i (- J3'. У',3 i., 1) .
2 2' 2 ' 2

Нормируем элементы и = (-~ -~ 1) и v = i (- J3 J3 о): е2 _1_(_1 -1 2)
2' 2' 2' 2' v6 ' , ,

ез = ~ (-1,1, О) (нет необходимостиприменять процесс ортогоналиэациик найденным элементам

и. и v, они ортогональны).

Итак, в ортонормированном базисе el, е2, ез евклидона пространстваJRЗ матрица А оператораА

имеет вид

57Г
ер= -

З'

о

- sin ер

cos ер

о

cos ер

sin ер(~ )
'-- ---.J

о о

1 J3
- -
2 2
J3 1

-- -

2 2
1I

о

о

1

А=

Теорема 10.77 (полярное разложение). Пусть V - евклидово пространство, diш V < 00,

А: V ----> V - обратимый линейный оператор. Тогда А = ВС, где В - ортогональный оператор,

С - самосопряжённый оператор с положительными собственными значениями (операторы В и С

определены однозначно). Аналогично, А = С'Б', где В
1

- ортогональный оператор, С 1
- самосопря

жённый оператор с положительными собственными значениями.
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Доказательство. Рассмотрим линейный оператор V = А*А. Отметим, что V - самосопря

жённый оператор: V* = (А*А)* = А*А** = А*А = Т>. По теореме ?? все собственные числа

оператора V вещественны. Пусть 0# V Е V, А(v) = AV, А Е IR. тогда (V: V) > О,

A(V,V) = (AV,V) = (V(v),v) = ((A*A)(v),v) = (A*(A(v)),v) = (A(v),A(v)) > О

(так как оператор А обратим, то КегА = {О} и A(v) # О для V # О), следовательно.

(А(v), А(v))
А = ( ) > О.

V,V

Пусть по теореме ?? е1, ... , еn - ортонормированный базис евклицова пространства R '-. Б ка-

тором матрица оператора V имеет вид

Ai Е IR, Ai > О, 1 ~ i ~ n, - корни характеристического многочлена оператора v. Рассмотрам

самосопряжённый оператор е, имеющий матрицу

с = (JXl О)
О А

в базисе е1, ... , еn . Тогда е2 = Т). Положим Е = Ас-1 И покажем, что Е - ортогональный оператор.

Действительно,

Итак, А = Ее - искомое разложение оператора А.

Пусть F - такой самосопряжённый линейный оператор с положительными собственными зна

чениями и 1{ - такой ортогональный оператор, что А = 1{F. Тогда А*А = F*1{*1{F, и так как

1{ - ортогональный оператор, то 1{*1{ = Т (тождественный оператор), V = А*А = F* F = F 2

(У:: - самосопряжённый оператор). Покажем, что F = е (и тогда 1{ = Ас- 1 = Е). По теореме ??
существует ортонормированный базис V1, . . . ,Vn , В котором матрица F оператора F равна

F = (
СУ

1 О )
О СУП

CYi Е IR, 1 ~ i ~ n. Так как все собственные значения оператора F положительны, то CYi > О,

1 ~ i ~ п, При этом F 2 = V, поэтому cyr, ... ,СУ; - все собственные значения оператора Т), Vi,
1 ~ i ~ n, - собственный вектор оператора V относительно собственного значения су:. Пусть для

n

i, 1 ~ i ~ n, ei = L Гi.1Щ· Так как по ?? собственные векторы, соответствующие различным с06
.1=1

ственным значениям (для оператора 'D), линейно независимы, то е; = L rijVj, V(щ) = (Д)2щ.
1(j:(n

Таким образом,

F(e.1) = L ГijF(щ) =Д L гi.1Щ = Деi, F(Vj) = Дщ.
l:(.1:(n l:(.1:(n

Таким образом, матрица оператора F в базисе ет , ... ,еn равна

(
JXl О)
О А
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(VЗ23 О)
vз

Следовательно, F = С.

Пусть ТУ = АА*, С' - такой самосопряжённый линейный оператор с положительными соб

ственными значениями (построенный аналогично построению оператора С), что (С'? = V'. Тог.13

В' = (с')-lА - ортогональный оператор:

Следовательно, А = С'В' - искомое разложение оператора А.

Единственность представления А = С'В' доказывается аналогично единственности прелставле

нияА=ВС.

Замечание 10.78. Полярное разложение имеет важные приложения в теории Y~:J\TOLT;;~ :-':J;;~

вычислении деформаций и напряжений.

Упражнение 10.79. Найдите полярные разложения:

(~ -~) (~ V:)
~ vз vз ~ .
2 2 2 2

(~1 ~ ~4 =~) _1 (~1 ~ ~2 =~) \1f5 (~ ~ ~ ~)
4 4 2 2 VIO 2 2 1 1 2 О О 3 1

-2 2 -1 1 -2 2 -1 1 О О 1 3

Замечание 10.80. Если А - оператор (не обязательно обратимый) на евклидовам простран

стве IfII.V, dim V < 00, то А = ВС, где В - ортогональный оператор, С - самосопряжённый оператор

с неотрицательными собственными значениями, с2 = А*А, оператор С определён однозначно.

Упражнение 10.81. Пусть А, F - такие операторы на евклидовом пространстве V, dim V < 00,

что IA(x) I = IF(x) I для всех х Е V. Тогда существует такой ортогональный оператор Н, что

А=НТ

Указание. Из IA(x)1 = IF(x) I для всех х Е V следует, что

(u,(A*A)(v)) = (A(u),A(v)) = (F(u),F(v)) = (и, (F*F)(v))

для всех и, v Е V. Следовательно, по лемме ?? А*А = Е"F. По замечанию ?? А = ВС, F = В'С

(с 2 = А*А = F*F), где В, В' - ортогональные операторы. Тогда Н = В(В')-l - ортогональный

оператор, А = НТ

Напомним следующее утверждение для матриц.

Предложение 10.82. Пусть 2 - обратимый элемент поля К, n Е N, А Е Mn(I-{). Тогда

А = В + С, где В* = В (симметрическая матрица), С* = -С (кососимметрическая матрица).

Матрицы В и С определены однозначно.

1 1
Доказательство. Пусть В = 2(А + А*), С = 2(А - А*). Тогда А = В + С, В* = В, С* = -С.

1 1
Пусть А= В+С, В* = В, С* = -С. Тогда А* = В - С, и В = 2(А+А*), С= 2(А- А*). D

Следствие 10.83. Пусть А - оператор на евклидовом пространстве IfII. V, dim V < 00. Тогда

А = В + С, где В - самосопряжённый оператор (В* = В), С* = -С. Операторы В и С определены

однозначно.
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Доказательство. Утверждение следует из предложения 10.82 для матриц А, В и С операторов

А, В и С в ортонормированном базисе. О

Замечание 10.84. Теорема и замечание дают другое, отличное от ??, доказательство того

факта, что все собственные значения самосопряжённого оператора действительны.

§ 11. Билинеиные формы

Определение 11.1. Пусть кV - линейное

А: V х V -+ К называется билинейной формой

х, у, z Е V, о: Е К

пространство над полем К. отображение

на линейном пространстве к". еС.1И .:::я всех

А(х + у, z) = А(х, z) + А(у, z),

A(z, х + у) = A(z, х) + A(z. у),

А(о:х, у) = о:А(х, у) = А(х, ау).

то есть форма А линейна по каждому аргументу.

Если е1, ... ,еn - базис линейного пространства KV, А-билинейнаяформа на KV, х,у Е V,
n n

Х = L: xiei, У = L: Yjej, Xi,Yj Е К, 1 ~ i,j ~ n, то
i=l j=l

n

А(х,у) = L ЩjХЩj,
i,j=l

где ai,j = A(ei, e,j) Е К, А(х, у) = ХАУ, А = (aij) Е Мn(К), Х = (Х1, ... , хn), У = (У1"", уn).
Матрица А = (aij) Е Мn (К) называется матрицей билинейной формы А в базисе е1, ... , еn .

С другой стороны, если е1,· .. , еn - базис линейного пространства кV, А Е Мn (К), то отоб

ражение A:VxV -+ К, определённое по правилу А(х,у) = ХАУ, где Х = (Х1,,,,,Хn ) ,

у = (У1,"" Уn) - строки координат элементов х и у пространства кV в базисе е1"", еn , яв

ляется билинейной формой на пространстве кV, имеющей матрицу А в базисе е1, ... , еn .

Пример 11.2.
1) Пусть К = К, IR; V - евклидово пространство над JR, А(х, у) = (х, у) - скалярное произве

дение для всех х, у Е IR;V. Тогда А - билинейная форма на пространстве ]R;V. Если е1,···, еn 

базис пространства IR;V, то матрица А билинейной формы А в базисе е1, ... ,еn равна матрице [ра

ма Г(е1"", еn) базиса е1, ... , еn. Если е1, ... , еn - ортонормированный базис, то А - единичная

(n х n)-матрица.

2) Если кV - линейное пространство над полем К, L 1 , L2: кV -+ кV - линейные отобра

жения (линейные формы), то отображение А: V х V -+ К, где А(х,у) = L 1(x)L2(Y) для всех

х, у Е кV, является билинейной формой на линейном пространстве кV в частности, если К = JR,
V = С[а, Ь], то отображение А: V х V -+ JR, заданное дЛЯ J, g Е V формулой

ь ь ь ь

Аи, g) = .J/ J(x)g(t) dx dt = ./ J(x) dx./ g(t) dt,
а а а а

является билинейной формой на пространстве ]R;V.
3) Пусть е1, е2 - базис линейного пространства кV над полем К и для х

у = У1 е1 + У2е2 Е кV
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Тогда А: V х V -----7 К - билинейная форма на пространстве KV, имеющая матрицу (~1 ~):

4) Если А - линейный оператор на евклидовом пространстве IR'. V, то Л, j2: V х V -----7 JR,

Л(Х,У) = (х,А(у)), j2(X,у) = (А(х),у)-

билинейныв формы на линейном пространстве V.

Пусть

базисы линейного пространства KV, Е' = С*[ (С Е GLn(K) -матрица перехода), А- билинейная

форма на линейном пространстве кV, А - матрица билинейной формы А в базисе Е, Тогда для
n n л л л "

х,у Е KV, х = L Xiei, У = L yjej, Х = (xl"" ,хn ) , У = (Yl, ... ,Уn) Е К", Х = СХ', у = су',
i=l j=l

где Х' и у' - строки координат элементов х и у в базисе [1, имеем

А(х, у) = ХАУ = Х'С*АСУ'.

Следовательно, матрица А
1
билинейной формы А в базисе e~, . . . ,e~ равна С*АС.

Определение 11.3. Билинейная форма А на пространстве V называется симметрической, если

А(х,у) = А(у,х) для всех х,у Е KV, И кососимметрической.если А(х.у) = -А(у.х) для всех

х,у Е KV.

Пример 11.4. Пусть el, ез - базис линейного пространства KV, х = .Ylel + .т2е2, У = Ylel +
+ У2е2 Е V,

A1(x,y) = XIY2 + x2Yl, А2(Х,У) = XIY2 - T2Yl·

Тогда A1 - симметрическая билинейная форма на кV, А2 - кососимметрическая билинеиная фор

ма на KV.

Определение 11.5. Пусть кV - линейное пространство над полем К, А: V х V -----7 К - сим

метрическая билинеиная форма. Отображение Q: V -----7 К, Q(x) = А(х,х) для всех х Е KV,
называется квадратичнойформой на пространствеV, ассоциированной с билинейной формой А.

Пример 11.6.
1) Пусть KV = К, Q: KV -----7 К, Q(x) = х2 для всех х Е KV. Тогда Q- квадратичная форма

на пространствеV.
2) Пусть el, ез - базис линейного пространства кV над полем К, Q(x) = xI - xIX2 для всех

х = xlel + Х2е2 Е V. Тогда Q - квадратичная форма на линейном пространстве кV.
3) Пусть К = JR, n Е N, KV = JRn , j-действительнозначная функция, J = j(Xl""'Xn),

xi Е JR, определенная, непрерывная и имеющая непрерывные производные первого и второго по

рядка в некоторой окрестности точки (x~, ... ,x~), х? Е JR, 1 ~ i ~ n. Тогда второй дифференциал

d2 j : IR'.V -----7 IRV В точке (x~, ... ,x~),
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является квадратичной формой на линейном пространстве вV.
4) Пусть ffi. V = С[О, 1],

1

Q(f) = J(J(t))2 dt.

О

Покажите, что Q - квадратичная форма на линейном пространстве кV.

§ 11. Билинеиные формы

Лемма 11.7. Пусть 2 - обратимый элемент поля К, (т. е. charК i= 2) Q - квадратичная форма

на линейном пространстве KV над К. Тогда существуетединственнаясимметрическаяБН:IННеНн2Я

форма А на пространствеV, такая что Q(x) = А(х, х) для всех х Е V.

Доказательство. Пусть А - симметрическая билинеиная форма, Q( г)

V Е V. Положим v = х + у, х, у Е V. Тогда

А(х + у,:т: + у) = А(х,:т:) + А(х, у) + А(у ..Т) - А(у. у).

Следовательно,

А(х,у) = ~(Q(T+Y) - Q(x) - Q(y))

для всех Х, у Е V, о

Определение 11.8. Матрицей Q Е Мn(К) квадратичной формы Q в базисе еl, ... , еn линей

ного пространства V над полем К называется матрица симметрической билинейной формы А на

пространстве V, дЛЯ которой Q(x) = А(х, х) для всех х Е V.

Замечание 11.9. Из определения матрицы Q квадратичной формы Q на пространстве кV
в базисе el, ... , еn следует, что матрица Q симметрическая: Q = Q*. Если Q = (qij) Е Мn(К),

х Е KV, то
ппп

Q(x) = хох = L %XiXj = LqiiT7 + L 2qijXiTj,
i,j=l i=l i,j=l

i<j

где Х = (Xl,""Xn) Е kVn-строка координат элемента Х в базисе el, ... ,en .

Пример 11.10. К = JR, V = JR2, el, е2 - базис пространства V, Q(x) = Ti + 2TlT2 + З.т§ дЛЯ

Х = Хl el + Х2е2 Е V Тогда Q = (~ ~) - матрица квадратичной формы Q в базисе еl, е2.

Пусть Q: кV --+ к - квадратичная форма на линейном пространстве кV над полем К,

dim V = n < 00, Е, Е' - базисы пространства V, С Е GLn(K) - матрица перехода от [ к Е':

[' = С*Е, Q - матрица квадратичной формы Q в базисе Е, Q' - матрица формы Q в базисе Е',

Тогда QI = C*QC. Так как С Е GLn(K), по ?? r(QI) = r(Q). Таким образом, ранг матрицы

квадратичной формы не зависит от выбора базиса. Это число называется рангом квадратичной

формы Q

Теорема 11.11. Пусть кV - линейное пространство над полем К, 2 - обратимый элемент по

ля К, dim V = n < 00, Q: V -7 К - квадратичная форма на линейном пространстве кV. Тогда су

ществует такой базис еl,···, еn линейного пространства кV, что матрица Q = (qij) Е Мn(К) квад-
n

ратичной формы Q в этом базисе диагональна: для х = xlel + ... + хnеn, Xi Е К, Q(x) = :г= qiix7,
i=l

при этом число ненулевых элементов %, 1 ~ i ~ n, равно r(Q).



147

Доказательство (метод Лагранжа выделения полных квадратов). Применим индукцию по

числу т переменных Xi, входящих В запись Q(Х) в некотором базисе. Пусть el, ... , еп - исходный

базис.

Если т = 1, то Q(x) = qxy, где 1 :( i:( n, q Е К, и утверждение теоремы очевидно.

Допустим, что утверждение теоремы доказано для всех т' < т и

(не ограничивая общности, с точностью до перемены мест базисных элементов el, .. _, еn , можно

считать, что все коэффициенты при XiXj, где i или j равны т + 1, ... ,n, равны нулю).

Рассмотрим вначале случай, когда Чтт. # О. Соберём все члены, содержащие переменную Хт :

2qlm Xl Xm + 2q2m X2Xm + ... + 2qm-l,mХm-lХm + qmmx~ =
1 2 1 2

= --(qlmХl + q2mX2 + . _. + qmmXm) - --(qlmХl + q2mT 2 + ---+ Qm-l.mХm-l)
~т ~т

(выделение полного квадрата). Обозначим

если т < n, то

Ym+l = Xm+l,···, Уп = Хп -

Тогда

1

о
1

л л

Y=DX, D=

о

о

1

так как IDI qmm '" О, то D Е GLn(K), С ~ (D· 1
)' ~ матрица перехода от базиса г ~ (:J

1
в котором Q(y) = --y~ + Р(у), где квадратичная форма Р зависит

qmm( e~ )
в базису Е' = e~ ,

только от Yl, ... ,Ym-l· По предположению индукции существует базис е{, ... ,e~_l подпростран-
n

ства (e~, ... , е:п-l)' в котором форма P(z) имеет требуемый вид: P(z) = LPiiZ;' Следовательно,
i

n

В базисе е{, ... ,е~_l,е:п,еm+l,... ,еп форма Q(T) = LQiiXY, где (Хl, ... ,Хп)-Строка координат
i=l

элемента Х в этом базисе, ч«. 1 :( i :( n.
Пусть теперь qmm = О. Тогда найдётся такой индекс i, 1 :( i < т, что qim # О (иначе форма

.4(Т, Т) В исходном базисе el, ... , еп зависит менее чем от т переменных). Положим Ti = Yi + Ут,

1
Хт = Yi - Ут, Х']. = у]1 при j # i, m. Это обратимая замена переменных: Yi = -(Xi + Тт ) ,. . 2

1 о
Ут = 2(Xi - хт) . Этои замене переменных соответствует замена базиса Е ---t Е'; В новом базисе Е'
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коэффициент при У?:п равен -2qim i= О, и мы переходим к рассмотренному случаю сненулевым

коэффициентом при x~.

Ранг матрицы квадратичной формы не зависит от выбора базиса, в диагональной форме ранг

равен числу ненулевых диагональных элементов. D

Пример 11.12. Приведение квадратичной формы к каноническому виду с помощью выделения

полных квадратов. V = JR.4 В исходном базисе еl, е2, ез, е4

Обратимая замена: Уl = хl - Х2 + хз - Х4, У2 = Х2, Уз = хз, У4 = Х4·

1 1
Обратимая замена: Wl = Уl, У2 = 2'(W2 - wз), Уз = 2'(W2 + wз), У4 = W4 (создание квадрата, если

его нет).

Q = wi + w§ - w~ - 3(w2 - WЗ)W4 - 3w~ + (W2 + WЗ)W4,

W§ - 2W2W4 = (W2 - W4? - W~ (выделение полного квадрата). Обратимая замена:!I Wl,

12 = W2 - W4, 1з = Wз, 14 = W4·

где x~ = 11, x~ = 12, x~ = [г - 214, x~ = 14.
Если необходимо найти замену базиса [ = С*[', где Е' - базис, в котором форма имеет кано

нический вид (х = x~ e~ + x~e~ + x~e~ + x~e~), то необходимо выразить )(' = с-IХ И затем найти

матрицу перехода С.

в рассмотренном примере мы выделяли полные квадраты, начиная с первой, а не с последней

переменной . Следствие ?? и теорема 11.11 показывают, что для К = JR. всегда можно прийти

к одному результату.

Замечание 11.13 (метод Якоби). Числа Qii, 1 ~ j ~ п, и базис еl, ... , еn в теореме 11.11
определены неоднозначно. Более того, при ведение квадратичной формы к диагональному виду не

обязательно осуществлять с помощью метода выделения полных квадратов. В случае, когда все

главные миноры матрицы Q квадратичной формы в исходном базисе ненулевые, можно использо

вать метод Якоби, состоящий в следующем.

Пусть квадратичная форма Q(x) имеет матрицу Q в базисе еl,.", еn пространства V, в котором

все главные миноры ненулевые:

q121 i= О, ... , с; = IQI i= о.
q22

Тогда существует такой базис Vl, ... , Vn пространства V, что для У = YIVl + ... + YnVn имеем

в частности, это показывает, что если К = JR., то при f:l.1 > О, ... , f:l. n > О квадратичная форма

Q(x) является положительно определённой: Q(x) > О для всех О i= х Е V.
Действительно, рассмотрим симметрическую билинейную форму А(х, У), для которой

А(х, х) = Q(x). Форма А имеет матрицу Q в базисе еl,···, еn .
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Будем искать такую матрицу перехода С Е Мn(К), что D = (d i j ) = С· Е GLn(K, -верхне
треугольная матрица (di j = О при i > j),

при этом коэффициенты di j будем искать из условий A(t'i. l'j) = О при i #- j (совокупность

этих условий эквивалентна тому, что матрица формы А в базисе l'l ..... иn диагональна). Так

как форма А симметрическая и матрица D верхнетреугольная. то условие А(Vi, щ) = О при i #- j
равносильно тому, что А(1Ji, ез) = О для всех 1 :::; i, j :::; п. j < i. добавим условие нормировки

А(Vi, ei) = 1, 1 :::; i :::; п, Для фиксированного i получаем систему линейных уравнений

о

о

(25)

о

1

Для каждого i определитель этой системы равен I::..i #- О, следовательно, для каждого i мы одно

значно находим коэффициенты dij (dij = О при j > i), и матрица D Е GLn(K) верхнетреугольная.

6. 1
В частности, применяя правило Крамера к системе (25), получаем, что di i = ~, где 1::..0 = 1.

6. i
Тогда в базисе Vl, ... ,vn матрица квадратичной формы Q будет иметь требуемый вид.

Следствие 11.14. Пусть ffi,V -линейное пространство над R, dimffi,V = п, Q: ffi,V -; R-квад
ратичная форма. Тогда существует базис Щ, ... ,Vn пространства V, в котором

n

Q (х) = L Лiхf, Лi Е {О) 1) -1 } ,
i=l

n

для Х = I:: XiVi Е V; число ненулевых коэффициентов Лi, 1 :::; i :::; п, равно г(Q).
i=l

Доказательство. Пусть по теореме 11.11 el, ... , еn - базис пространства ffi, V, в котором
n

Q(x) = I:: qiixf для Х = xlel + ... + хnеn. qii Е R (при этом число ненулевых коэффициентов qii
i=l

равно г(Q)).

Для всех i, таких что qii #- О, положим Yi = ~xi, а для остальных i положим Yi = xi. Тем

самым задана обратимая замена переменных (этой замене соответствуетобратимая замена базиса).
n

В новом базисе щ, ... , »« Q(x) = I:: лiх;, Лi Е {О, 1, -1}, и число иенулевых коэффициентов Лi
i=l

равно г(Q). о

Следствие 11.15. Пусть сV - линейное пространство над С, dim сV = п, Q: сV -; се - квад-
r

ратичная форма. Тогда существует базис пространства iCV, в котором Q(x) = I:: xf, где т = г(Q).
i=l

Доказательство. Пусть по теореме 11.11 el, . . . , еn -:- такой базис пространства V, в котором
n

Q(x) = I:: qiixf для Х = Xlel + ... + xnen,Xi Е се, при этом число иенулевых коэффициентов qii
i=l

равно г(Q). Для всех i, таких что qii #- О, положим Yi = y'ciiiXi (выбрав какое-либо из двух

значений комплексного квадратного корня), а для остальных i положим Yi = xi. Тем самым задана
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обратимая замена переменных (этой замене соответствует обратимая замена базиса). В новом
n

базисе V1, ... ,Vn Q(x) = ~ЛiУ;, Лi Е {0,1}, и число иенулевых коэффициентов Лi равно r(Q).
i=l

Переупорядочив,если это необходимо, базис Vl, ... ,Vn, получаем базис V~, ... ,V~ пространстваV,
'r

В котором Q(X) = ~ (x~)2, где r = r(Q), х = x~ V~ + ... + X~V~ Е v. О
i=l

Следствие 11.16 (правило Якоби). Пусть К = IR., Q(x) - квадратичная форма на простран

стве rn; V над IR.. Если в исходном базисе еl, ... , еn все главные миноры 61, ... , 6.n матрицы А

неотрицательны, то число коэффициентов в канонической форме квадратичной формы, равных -1,
равно числу перемен знака в последовательности1,6.1, ... ,6n , а число коэффициентов, равных 1,
равно числу совпадений знаков в этой последовательности. В частности, если все главные миноры

матрицы Q положительны, то квадратичная форма Q положительно определённая: А(х) > О для

всех х Е V, х i- о.

Доказательство. Утверждение следует из ?? и замечания ?? о

Теорема 11.17 (закон инерции квадратичных форм). Пусть К = IR., Q(x) - квадратичная

форма на линейном пространстве rn; V над полем IR., diшrn; V = n < 00. Тогда число коэффициентов

О, 1, -1 в каноническомвиде квадратичнойформы матрицы Q не зависит от выбора базиса.

Доказательство. Если Q(x) = О для всех х Е V, то все коэффициенты Лi в каноническом

виде формы Q (см. следствие ??) равны нулю. Пусть теперь r(Q) :? 1, ет , ... , еn - базис простран

ства rn;V, в котором для х = Х1е1 + ... + хnеn, х, Е IR.,

Q() 2 2 2 2
х = Х1 + ... + Хр - Хр+ 1 - ... - X p+ Q, (26)

где О ::;; р, q, р + q ::;; п, e~, ... , e~ - другой базис пространства :R1', в КОТОРО:М .1.1Я

х = x~ e~ + ... + :T~ e~, x~ Е V,

(27)

где О ::;; k, l, k + l ::;; п, По ?? р + q = k + l = r(Q) :? 1. Допустим, что Р > k. Рассмотрим

подпространства И = (е1, ... , ер) и W = (ek+1,· .. , e~) линейного пространства jRV, diШIRU = р,

diшrn;W = n - k. Для любого х Е И, х i- О, из (26) следует, что Q(x) > О, а для любого х Е W,
х i- О, Q(x) ::;; О. Следовательно, И n W = {О}, И + W = и ЕВ W, diш(U+ W) = diш И + dim W =

= р + (n - k) = n + (р - k) > п, Но И + W - подпространство линейного пространства V,
следовательно, dim(U + W) ::;; dim V = п, Полученное противоречие завершает доказательство

теоремы. О

Определение 11.18. Пусть rn; V - линейное пространство над IR., dimrn;V = п. < 00, Q(x)
квадратичная форма на V. Форма Q(x) называется положительно определенной, если Q(x) > о

для всех .т Е V, х i- О, и отрицательно определённой, если Q(x) < О для всех х Е V, .т i- О.

Предложение 11.19. Квадратичная форма Q(x) на линейном пространстве IR V над IR.,
diш IR V = п, является положительно определённой в том и только в том случае, когда суще

ствует базис V1) ... ,Vn пространства вV, в котором для любого .т Е rn; V, х = Х1 V1 + ... + х-,VN ,

n

х; Е IR., Q(x) = ~ xz.
i=1

Доказательство. По теореме ?? существует базис Щ) ... ,Vn пространства IR V, В котором для

:г = Х11)1 + ... + X n1Jn, xi Е IR., имеем

Q() 2 2 2 2 О О .2
х = Х1 + ... +.тр - Хр+1 - ... - Xp+ q + .T p+q+1 + ... + . .тn )
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где О :( р, q, р + q :( п. Если р < п, то для I = ('р-1 - ... + vn имеем Q(x) :( О, что противоречит

положительной определённости формы Q(x). Следовательно, Q(x) = XI + ... + x~.

Если в некотором базисе V1, ... , VN линейного пространства JR V для х = Х1V1 + ... + хnVn Е JRV
имеем Q(x) = xI + ... + x~, то очевидно, что форма Q положительно определённая. D

Теорема 11.20 (критерий Сильвестера). Пусть JR V - линейное пространство над IR,
dim JRt V = n < 00, е1"", еn - базис линейного пространства JRt V, Q( Х) - квадратичная форма

на линейном пространстве JRtV, Q -матрица формы Q в базисе е1, ... ,еn. Тогда форма Q(x) по

ложительно определённая в том и только в том случае, когда все главные миноры матрицы Q
положительны:

.6.1 = qll > О; .6.2 = Iqll q121 > 0, ... , .6.n = jAI > о.
q21 q22

Доказательство. Пусть форма Q(x) положительноопределена на линейном пространстве JRt V,
е1, ... , еn - базис линейного пространства JRt V, Q - матрица формы Q в базисе е1,··., еn. Тогда

ч« = Q(ei) > О, 1 :( i :( п, в частности, qll > О. По теореме 11.11 существует базис V1,···, Vn
пространства V, в котором матрица Q' формы Q диагональна:

Так как форма Q положительно определённая, то q~i > О для всех ъ, 1 ::( i ::( п.. Следовательно,
n

IQ'I = П q~i > О. Пусть С - матрица перехода от базиса V1,···, 'иn К базису el····· еn:
i=l

Тогда .6.n = IQI = IC*Q'CI, IQI = IC*IIQ'IICI = ICI21Q'I > О.
Пусть 1!i = (е1"", ei), 1 :( i :( п, Тогда Qlv; - положительно определённая квадратичная

форма. Тогда матрица формы QIVk в базисе е1"", ek равна (qij)l':;;i,j':;;k Е Mk(IR). Как и выше,

.6.k = 1 (qij)l':;;i,j':;;kl > О. Итак, .6.i > О для всех i, 1 :( i :( n.

Пусть теперь е1, ... ,еn - базис линейного пространства JR V, Q - матрица квадратичной фор

мы Q, все угловые миноры матрицы Q положительные:

.6.1 = qll > О, ... , .6.n = IQI > о.

Докажем индукцией по п, что тогда Q - положительно определённая квадратичная форма.

Основание индукции: n :.= 1, .6.1 = .6.n = IQI = qll > О, для:с Х1е1, Х1 Е IR, имеем

Q(x) = qllXI, следовательно, форма Q положительно определённая.

Пусть наше утверждение доказано для всех k < п, и пусть n > 1. Рассмотрим линейное

пространство JRt Vn-1 = (е1, ... , еn-1) и квадратичную форму Р(х) = Q(x) 111,,-1: Р(:с) = Q(x) для

х Е Vn - 1. Тогда матрица квадратичной формы Р(х) в базисе е1,·.·, еn-1 подпространства Vn-1 рав

на (%)1':;;i,j':;;n-1 Е Мn- 1 (IR), все угловые миноры .6.1, ... , .6.n- 1 положительны. По предположению

индукции Р(х) - положительно определённая квадратичная форма. Следовательно, по ?? суще-

ствует такой базис V1, , Vn-1 пространства JRt Vn- 1, что для Х = Х1'и1 + ... + Хn-1Vn-1 Е Vn-1
имеем Р(х) = xI + + ·1:;;'_1' Но тогда в базисе V1,,,,,Vn-1,еn пространства V для

х = X1V1 + ... + Хn-17}n-1 + хnеn

n-1

Q(x) = xi + ... + :E~_1 + 2 2..::PinX(Tn + Qnnx;,
i=l
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где Pin, qnn Е ~, 1 (; i ::;; n - 1. Выделяем полные квадраты:

где Р = qnn - Pfn - ... - Р;-1,n' Совершаем обратную замену переменных

§ 11. Билинейные формы

где

=DX ,

D=

1

о

о
Р1n

Рn-1,n

1

Этой замене переменных соответствует замена базиса:

с матрицей перехода С = (D- 1 )* Е GLn(~). При этом в базисе Ш1: .. . : ШN дЛЯ любого з: Е V имеем:
n-1

Х = У1W1 + ... + УnWN , Yi Е ~; Q(х) = I: У: + ру;. Определитель матрицы Q' формы Q в этом
i=l

базисе равен р. Если F - матрица перехода от базиса е1, . . . : еn к базису W1, ... , Wn , F Е GLn(~),

то

n

Следовательно, Q(x) = I: у; + РУ; - положительно определённая квадратичная форма. О
i=l

Замечание 11.21 (другое доказательство достаточности в критерии Сильвестера). Пусть

е1, ... ,еn - базис линейного пространства JR.V, Q - матрица квадратичной формы Q, все угловые

миноры матрицы Q положительны:

61 = q11 > О, ... , 6 n = IQI > О.

Тогда из замечания ?? следует, что существует такой базис Щ, . . . ,Vn пространства JR.V, что для

х Е V, х = Y1~!1 + ... + Уn7!n, Yi E~, имеем

n

Q(x) = L '\iyt,
i=l

где

'\1 = qll = 61 > О, '\2 = ~~ > О, ... , ,\n = 6~:1 > О.

Таким образом, Q - положительно определённая квадратичная форма на линейном простран

стве JR.V.
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Теорема 11.22 (критерий Сильвестера отрицательной определённости квадратичной фор

мы). Пусть IRV - линейное пространство над JR, dim IR V = n < 00, е1"", еn - базис линейного

пространства IR.V, Q(x) - квадратичная форма на линейном пространстве V, Q - матрица формы Q
в базисе е1, ... ,еп . Тогда форма Q(x) отрицательно определённая в том и только в том случае,

когда все главные миноры Q ненулевые,

6.1 = qll < 0,6.2> 0,6.з < О, ... , 6.i· (_l)i > О, ... , 6.n · (_1)n > О

(знаки чисел в последовательности 6.1,6.2, ... , 6.n чередуются).

Доказательство. Форма Q(x) на пространстве IRV отрицательно определена в том и тольво

в том случае, когда квадратичная форма Q'(x) = -Q(x) положительно определена на простран

стве IRV. Матрица квадратичной формы Q' в базисе е1, ... , еn равна -Q. Теперь утвеэжлевве

теоремы следует из теоремы 11.20 и свойств определителя матрицы ??

Из определения ?? скалярного произведения следует, что если А(х, у) = (Хо у) ..1.о1Я всех эле

ментов х, у евклидова пространства IRV, то Q(x) = А(х, х) - положительно определённая квалра

тичная форма на пространстве V. Если ег, . . . , еn - ортонормированный базис еВК.1Н.105а П;:ЮСТ;Jан

ства V, то матрица Q квадратичной формы Q(x) в этом базисе единичная.

Следующее предложение показывает, что конечномерное линейное П;JОСТР2НСВО R\. над :i{

с помощью положительноопределенной квадратичной формы может быть пэеврашено в еВК.1ИДОВО

пространство.

Предложение11.23. Пусть Q(x) - положительно олрелелённгя квадратичная форма на конеч

номерном пространстве IRV над JR, А(х, у) - соответствующая симметрическая бнлннейнэя форма,

1
А(х, у) = '2 (Q(x + у) - Q(x) - Q(y»). Q(x) = А(х, х).

Тогда билинейная форма А(х, у) задаёт скалярное произведение на пространстве вV, простран

ство IRV со скалярным произведением (х, у) = А(х, у) является евклидовым пространством. В лю

бом ортонормированном базисе относительно этого скалярного произведения матрица квадратич

ной формы Q единичная.

Доказательство. Так как форма А(х, у) билинейная, то из свойств скалярного произведения

осгаётся проверить, что А(х, х) ~ О для всех х Е V и что А(х, х) = О, только если х = О. Но это

следует из положительной определённости квадратичной формы Q(x) на пространстве JRV.
Ясно, что в ортонормированном базисе V1, ... ,Vn евклидона пространства V относитель

но введенного скалярного произведения для х = Х1V1 + ... + хnVn Е V, xi Е Е, имеем
n

Q(x) = А(х,х) = ~ х;, то есть матрица квадратичной формы Q(x) в базисе V1,,,, ,Vn еди
i=l

ничная. о

Замечание 11.24. Предложение 11.23 показывает, что базис, в котором положительно опреде

ленная квадратичная форма принимает канонический вид (её матрица в этом базисе единичная)

можно находить с помощью процесса оргогонализации: в ортонормированном базисе матрица ска

лярного произведения единичная. Метод Якоби (см. замечание 11.13) в этом случае также сводится

к процессу ортогоналиэации

Рассмотрим теперь квадратичные формы на евклидовых пространствах. Будем совершать пере

ход к новому базису только ортогональными преобразованиями (меняя один ортонормированный

базис на другой). Следующая теорема определяет канонический вид квадратичной формы на ев

клидовом пространстве.
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Теорема 11.25 (приведение квадратичной формы к главным осям). Пусть RV - еВК.7НДО

во пространство, dimJR?V = n < 00, Q(x) - квадратичная форма на пространстве RУ. el.···· СП 

ортонормированный базис пространства JR? V, Q - матрица формы Q в базисе el ..... сп - Тогда суше

ствует ортонормированныйбазис V1, ... , V N пространства JR? V, в [{отарам для т = Il ['1 -. _. - Т .... t:"\C.
n

xi Е JН., Q(x) 2:= AiX;, где Ai Е JН., 1 :о;; i :о;; n, -все (считая кратность) собственные числа
i=l

матрицы Q.

Доказательство. Пусть Q: JR? V ----7 JR? V - линейный оператор, имеюшин "!G:-J":":'y Q s 5гз,~се

е1,···, еn · Так как Q* = Q (Q - матрица квадратичной формы) и ('1 ..... e~. - О::ГО:-lОJ"~;:::ЮЗG:-;:":Ы;>:

базис, то Q - самосопряжённый оператор. По теореме ?? существует op:-о:,,:ор,,!':розг:..::..:::,:;-{ базис

v1, - .. ,Vn пространства V, в котором матрица Q' линейного опера:-ор<: Q лиагочальна:

где Ai Е JН., 1 :о;; i :о;; п, - все корни (считая кратные) характеристического многочлена оператора Q
(матрицы Q). Пусть С Е GLn(JН.) - матрица перехода от базиса е1, ... ,еn к базису щ, ... ,Vn . Тогда

Q' = сюс. Матрица квадратичной формы Q в базисе V1, ... , vn равна C*QC. НО так как С

матрица перехода от одного ортонормированногобазиса к другому, то С - ортогональная матрица,

С* = с- 1 , следовательно, матрица квадратичной формы Q в базисе V1, ... , VN совпадает с Q' дЛЯ
n

Х = X1Vl + ... + xnVn Е V, х, Е JН., Q(x) = 2:= AiX;, где Ai Е JН., 1 :о;; i :о;; n, - все собственные числа
i=l

матрицы Q. о

Замечание 11.26. Канонический вид квадратичной формы, полученный в теореме оприведении

квадратичной формы к главным осям, единствен с точностью до перестановки чисел Ai на главной

диагонали. Сам набор чисел А1,.· .,Аn определён однозначно как набор всех (считая кратность)

корней характеристического многочлена матрицы Q.

Пример 11.27 (приведение квадратичной формы к главным осям). Пусть R 1/ = JН.З со

стандартным скалярным произведением, Q(x) - квадратичная форма на пространстве R V, дЛЯ

Х = (Х1,Х2,ХЗ) Е JR?V,

в стандартном ортонормированном базисе еl = (1, О, О), е2 = (0,1, О), ез

формы Q равна

Q = ( ~ ~ =~)
-2 -4 5

(О, О, 1) матрица Q

Рассмотрим линейный оператор Q, имеющий матрицу Q в этом базисе. В примере ?? мы по

строили базис Щ, V2, VЗ, состоящий из собственных векторов оператора Q, матрица оператора Q
в ортонормированном базисе Vl, V2, Vз равна

О О)
1 О .
О 1

Следовательно, для любого элемента х Е V, х = УlVl + Y2V2 + игиг, Yi Е JН.,

Q(x) = 10YI + y~ + y~.
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Теорема 11.25 (приведение квадратичной формы к главным осям). Пусть JR V - езкянло

во пространство, diШIRV = n < эс, Q(x) - квадратичная форма на пространстве JR V, е1"", еn 

ортонормированный базис пространства JRV, Q - матрица формы Q в базисе е1, ... , е-; Тогда суще

ствует ортонормированный базис V1" .. , VN пространства JRV, в котором ДЛЯ х = Х1V1 + ... + XnVn,
n

х, Е IR, Q(Х) L ЛiХТ, где Лi Е JR., 1 ~ i ~ п, - все (считая кратность) собственные числа
i=l

матрицы Q.

Доказательство. Пусть Q: JR V --7 JR V - линейный оператор, имеющий матрицу Q в базисе

е1"", еn· Так как Q* = Q (Q - матрица квадратичной формы) и е1,···, еn - ортонормированиый

базис, то Q - самосопряжённый оператор. По теореме ?? существует оргонормированный базис

V1, ... ,Vn пространства V, в котором матрица Q' линейного оператора Q диагональна:

где Лi Е JR., 1 ~ i ~ п, - все корни (считая кратные) характеристического многочлена оператора Q
(матрицы Q). Пусть С Е GLn (JR.) - матрица перехода от базиса е1, ... , еn к базису V1, ... ,Vn' Тогда

Q' = C-1QC. Матрица квадратичной формы Q в базисе V1, ... ,vn равна C*QC. НО так как С

матрица перехода от одного ортонормированного базиса к другому, то С - ортогональная матрица,

С* = с- 1 , следовательно, матрица квадратичной формы Q в базисе 1'1 .... , 1'n совпадает с Q' дЛЯ
n

Х = Х1'U1 + ... + XnVn Е V, х, Е JR., Q(x) = L лiх;, где Лi Е JR., 1 ~ i ~ п, - все собственные числа
i=l

матрицы Q. о

Замечание 11.26. Канонический вид квадратичной формы, полученный в теореме оприведении

квадратичной формы к главным осям, единствен с точностью до перестановки чисел Лi на главной

диагонали. Сам набор чисел Л1", "Лn определён однозначно как набор всех (считая кратность)

корней характеристического многочлена матрицы Q.

Пример 11.27 (приведение квадратичной формы к главным осям). Пусть IR V = JR.З со

стандартным скалярным произведением, Q(x) - квадратичная форма на пространстве JRV, дЛЯ

Х = (Х1, Х2, ХЗ) Е JR V,

в стандартном ортонормированном базисе е1 = (1, О, О), ез = (0,1, О), ез

формы Q равна

Q = ( ~ ~ =~)
-2 -4 5

(О, 0,1) матрица Q

Рассмотрим линейный оператор Q, имеющий матрицу Q в этом базисе. В примере ?? мы по

строили базис щ, V2, Vз, состоящий из собственных векторов оператора Q, матрица оператора Q
в ортонормированном базисе V1, V2, Vз равна

О О)
1 О .
О 1

Следовательно, для любого элемента Х Е V, Х = Y1V1 + Y2V2 + УзVз, Yi Е JR,

Q(x) = 10YI + y~ + у§.
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Предложение 11.28 (одновременное приведение пары квадратичных форм к диаго

нальному виду). Пусть Q(x) и Р(х) - квадратичные формы на линейном пространстве ]Р& V,
diш]Р&V = п < ос, форма Q(x) положительно (отрицательно) определённая. Тогда существует

n
базис V1, ... ) Vn, В котором для х = X1V1 + ... + xnvn Е V, xi Е JR, 1 ~ i ~ п: Q(x) = ~ х;, если

i=l
n

форма Q(х) положительно определена на пространстве ]Р&V; Q(х) = ~ (- х;), если форма Q(х)
i=l

n
отрицательно определена на прослргнсте ь. V; Р(х) = ~ AiX;, Ai Е JR, 1 ~ i ~ п,

i=l

Доказательство. Пусть Q(x) - положительно определённая квадратичная форма. Пусть в со

ответствии с предложением ?? А(х, у) - такая симметрическая билинейная форма на простран-

1
стве V, А(х, у) = '2 (Q(x + у) - Q(x) - Q(y)); (х, у) = А(х, у) - скалярное произведение на

пространстве кV, W1, ... ,wn - ортонормированный базис евклидова пространства ]р& V относитель

но введённого скалярного произведения . Матрица Q в базисе W1, ... , w n единичная. По теоре

ме 11.25 приведём квадратичную форму Р(х) к главным осям: существует ортонормированный
n

базис 'И1, ... ,Vn евклидова пространства ]p&V, в котором Р(х) = ~ AiX;, Ai Е JR, 1 ~ i ~ п, для
i=l

Х = Х1ИI + ... + XnVn, х, Е JR.
Если Q(x) - отрицательно определённая форма на линейном пространстве]р&V, то -Q(x) - по

ложительно определённая квадратичная форма, и достаточно применить доказанное утверждение

теоремы для формы -Q(x). о

Замечание 11.29. Для любой квадратичной формы Q(х) в евклидовом пространстве ?,.1/
существует единственный самосопряженный оператор А на пространстве ]р& V, такой что

Q(x) = (А(х),х) для всех х Е ]p&V.

Напомним, что единичная сфера в евклидовом пространстве ]р& V - это множество таких эле

ментов v Е ]p&V, что ('и,v) = 1 (множество всех элементов единичной длины).

Теорема 11.30. Пусть А - самосопряжённый линейный оператор на ееклнлоьом простран

стве IRV. Тогда квадратичная форма Q(x) = (х,А(х)) достигает на единичной сфере .\IИНИМУ

ма С Е JR в некоторой точке с Е V, (с, с) = 1, и максимума В Е JR в некоторой точке Ь Е V,
(Ь, Ь) = 1, при этом С - минимальное, В - максимальное собственные значения линейного опера

тора А, А(е) = С· с, А(Ь) = В· Ь (Ь и с - собственные векторы единичной длины оператора А

относительно собственных значений С и В соответственно).

Доказательство. Функция Q(x) непрерывна на единичной сфере - замкнутом ограниченном

подмножестве п-мерного точечного пространства V ::= JRn, которое является компактом. Следо

вательно, функция Q(x) = (х,А(х)) достигает минимума С в некогорой точке с, (е,е) = 1, и

максимума В в неиоторой точке Ь, (Ь, Ь) = 1. Поэтому В ;:? Q(x) ;:? С для всех х Е IR V, (х, х) = 1.
Если v Е V, то 1! = 11JI· х, где .'Т Е V, (х, х) = 1, Q(x) = 11!1 2 Q(x) = (11, 'u)Q(x). Из В ;:? Q(x) ;:? С
следует, что В· (v, v) ;:? Q(x) . (v, v) ;:? С· (v, v). Следовательно, В· (v, v) ;:? Q('и) ;:? С· (v, v) для

всех v Е V. Тогда (v, А(-и) - Cv) ;:? О, (v, A(v) - Bv) ~ О для всех v Е V, (с, А(е) - Се) = О,

(Ь,А(Ь) - ВЬ) = О

Обозначим F = А - CI, Н = А - BI, где Т - тождественный линейный оператор. Тогда F
и Н - самосопряжённые линейные операторы. Полагая v = с+ tz, w = Ь + tz, t Е JR, z Е IR V, имеем:

(v, F (v)) = (с + tz, F (с) + tF(z»= 2t(z, F (с)) + t2 (z, F (z)) ;:? о

для всех t Е JR, г Е V. Следовательно, (z,F(e)) = О для всех z Е V, и по ээ

F(e) = А(е) - Се = О Е V, А(е) = Се. Аналогично,

(w, 'Н (w )) = (ь + tz, 7i (Ь) + t7i (z)) = 2t (z, 'Н (Ь)) + t2 (z 1Н (z)) ~ о
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для всех t Е JR, z Е V Следовательно. (z.H(b)) = О для всех z Е V, и по ??
Н(Ь) = А(Ь) - ВЬ = О Е V, поэтому А(Ь) = ВЬ. Итак. Ь и с - собственные векторы линейного

оператора А.

Так как А - самосопряженный оператор. то по ?? все его собственные значения действительны.

Пусть dim V = п, А1 :( ... :( Аn - все собственные значения линейного оператора А, V1, ... ,Vn
соответствующиесобственные векторы единичной длины. Тогда Q(Vi) = (vi,A(Vi)) = Ai. Следова
тельно, так как В и С соответственно максимум и минимум функции Q(x) на единичной сфере,

тоС=А1иВ=Аn. О

Замечание 11.31. Если для квадратичной формы Q(x) найден собственный вектор с относи

тельно минимального собственного значения С = А1, то для нахождения следующего собственного

значения А2 :? А1 можно рассмотреть разложение V = (с) ЕВ (c)~, dim( (c)~) = n - 1, и минимум

квадратичной формы Q(X), х Е (c)~, этот минимум будет равен А2, и так далее.

Теорема ?? и замечание ?? дают доказательство, отличное от доказательства теоремы ??, того

факта, что все собственные числа самосопряжённого оператора вещественны.

Задача 11.32. Пусть 1RV - евклидово пространство, dim V = n, А - самосопряжённый опе

ратор на пространстве V, А1 :( ... :( Аn Е JR - собственные значения линейного оператора А.

Докажите, что

тах { min {(х, А(х)) }} = Ak.
И - подпространство в V ХЕ.U

dlill U=n-k+1 (х,х)=l

Теорема 11.33 (разложение Холеского). Пусть А Е Mn(JR), А = А* и А - положительно

определённая матрица (ХАХ > О для любой строки Х Е JRn, Х 1- (О, ... , О)). Тогда существует

единственное представление матрицы А в виде А = С*С, где С - верхнетреугольная матрица,

в которой все диагональные элементы положительны.

Доказательство.

1) Рассмотрим матрицу А как матрицу самосопряжённого оператора в стандартном ортонор

мированном базисе евклидова пространства JRn. По теореме ?? существует такая ортогональная

матрица D, что

Пусть

B=D-1(А О) D.

О А

Тогда в2 = А,

В* = D* (А О) (D- 1)* = В,
О А

А= В*В

Пусть В = QR - QR-разложение матрицы В (см. ??, Q - ортогональная матрица, R - верх

нетреугольная матрица с положительными диагональными элементами). Тогда А = В*В =
= R*Q*QR = R* R. Положив С = R, получаем разложение Холеского матрицы А.

2) Докажем теперь индукцией по n единственность разложение Холеского. Основание индук

ции: n = 1, А = (al1), сп > О, al1 = (Cl1)2, cl1 > О.
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Пусть n > 1 и наше утверждение доказано для всех n' < п, А = С*С - разложение Холеского:

Сll Си

О С22

Cll О О

IJ
aln

C12 С22 О

О
anl аnn

Cпl С2n Сnn
о о о Сnn

n IAI
Cll > О, ... , Сnn > О, О < IAI = П c;i' Тогда С;n = 2 2 ' поэтому элемент Спn опре-

i=l Cll ... Cn-1,n-l

делён однозначно. Более того, А = (}*(}, где для матрицы М Е Mn(JR) через М мы обозначаем

(n-l) х (n-l)-матрицу,стоящую в левом верхнем углу матрицы М. По предположениюиндукции

все элементы матрицы (} определены однозначно, I(}I > О. Так как А = С*С, то

и поскольку I(}I # О, то элементы Cl n, ... ,Cn-l,n определены однозначно. Следовательно. все эле

менты матрицы С определены однозначно. О

Упражнение 11.34. Найдите с помощью указанного алгоритма разложение Холеского следу

ющей положительно определенной матрицы:

Замечание 11.35. Разложение Холеского полезно при решении систем линейных уравнений

с положительно определенной матрицей: если решается система АХ = iз Е JP;.n, А Е GLn(JR),
А - положительно определенная матрица, А = R* R - разложение Холеского матрицы А, то эта

система эквивалентна системе

где обе системы треугольные с обратимыми матрицами R* и R, и решение Х находится эффек

тивно.

В вычислительной линейной алгебре имеется ряд эффективных алгоритмов построения разло

жения Холеского.

§ 12. Аффинные (или точечно-векторные) пространства

Пусть кV - линейное пространство над полем К, [2- такое множество (элементы множества [2

будем называть точками), что существует отображение

------7

[2 х [2----+ KV, (M,N) ----+ MN Е V дЛЯ M,N Е [2,

для которого

------7

1) \/М Е [2 \/х Е V ::3! N, MN = х;
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----------+ ----+ ----;..
2) VM,N,P Е 51: MN + NP = МР.

§ 12. Аффинные (или точечно-векторные) пространства

Пара (51, кV) называется аффинным (гочечно-векторным)пространством над полем К. Размерно

стью этого аффинного пространства называется размерность линейного пространства кV.

Пример 12.1. (R n , Rn ) .

Выберем точку О Е 51 и базис ·/)1- ... _ L'n линейного пространства кV. Система координат

аффинного пространства (51, кV) - это совокупность {О; V1, , Vn } . Для любой точки Х Е 51 ко-

ординаты точки Х в фиксированной системе координат {О; V1, ,Vn } - это координаты элемента
------7

ОХ в базисе ·И1, ... , 'Иn линейного пространства KV. Отождествляяточку Х Е 51 с её координата-
------7 -----7 ------7

ми, Х Е К", имеем ХУ = ОУ - ОХ = У - Х Е К":

Пусть {01; 1)~, ... , V~} - другая система координат аффинного пространства (51, V). Тогда для

пересчёта координат точек в разных системах координат имеем

О. ..01

v
Х

где С Е GLn(K) - матрица перехода от базиса V1, ... , Vn линейного пространства кV к базису

V~, ... , 1)~. Следовательно, 61 = Х - с .Х', или х = 61 + С . Х', где 61, Х - столбцы коорди

нат точек 01 и Х соответственно в «старой- системе координат {О; 7J1, ... , 7Jn } , х' - координаты
-------7

элемента 01Х в базисе V~, ... , V~ линейного пространства кV.
Пусть зафиксирована система координат {О; V1, ... ,Vn } точечно-векторного аффинного про

странства (51, V), п = dim V, А Е Мm,n(К), г(А) = r < п, k = п - г. Множество всех точек Х

пространства (51, V), чьи координаты в этой системе координат аффинного пространства (51, V)
удовлетворяютсовместной системе уравнений

называется к-мерной плоскостью (если k = п. - 1, то гиперплоскостью'[. Любая гиперплоскость

может быть задана линейным уравнением

n

Laixi = Ь,
i=l

где Ь Е К, а; Е К, 1 ~ i ~ п,

Пусть теперь К = R, JR V - евклидоно пространство. Тогда аффинное точечно-векторное про

странство (51, V) называется евклидовым аффинным (точечно-векторным) пространством. Рассто
-+

янием между точками .М, N Е 51 называется число 1МNI Е R.
Пусть k-мерная плоскость W в евклидовом аффинном пространстве задана системой
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где А Е Мщn(JR), г(А) = Т, k = n - Т. Так как О Е lГ, то lГ -.ынеЙное полпространство в IRV,
--> -->

IRV = 1V ED 1Vl-, И для любого Х Е s1 элемент ОХ однозначно представляется в Биде ОХ = У + z,
где У Е Иl, z Е VV'l-. Число Izl называется расстоянием от точки Х до плоскости 1V. Ясно, что

(см. ??) Izl- минимальное возможное число среди всех чисел ОХ - у . тле у Е П'-

Если теперь k-мерная плоскость W задана совместной СИСТБЮЙ линейных уравнений

AX~ CJ. (28)

где А Е Mm,n(JR), г(А) = Т, k = n - Т, bi Е JR., 1 ::;;; i ::;;; m. то пусть .УО Е Н! - частное решение

системы (28). Тогда все решения системы (28) имеют вид ХО - г. где у - решения однородной

системы

все решения У образуют k-мерную гиперплоскость П", проходящую через начало координат. Если

V = W' ffi (W')l-, то для любой точки Х Е s1 элемент Х;;Х имеет однозначное представление

в виде х;;х = У + z, где У Е W', z Е (W')l-. Число называется расстоянием от точки Х до
плоскости 1V.

Пусть К = JR., (S1, V) - n-мерное аффинное пространство, Q(x) - иенулевая квадратичная фор

ма на линейном пространстве IRV, Ь(х) - линейная форма на линейном пространстве lRV. Пусть

{О; щ, ... , V n } - система координат в (S1, V). Поверхностьювторого порядка (квадрикой) назы

вается множество таких точек Х Е S1, что

--> -->
Q(OX) + 2Ь(ОХ) + с = О, где с Е JR.. (29)

--> -->
Отметим, что если ОХ = Х1 V1 + ... + xnVn, xi Е JR., 1 ::;;; i ::;;; n, то Ь(ОХ) = Ь1Х1 + ... + ЬnХn, bi Е JR.,

-->
1 ::;;; i ::;;; n. С помощью замены базиса линейного пространства IR V квадратичная форма Q(ОХ)
может быть приведена в каноническому виду (см. ??), после чего, с помощью выделения полных

квадратов (и переноса начала координат), в новой системе координат уравнение (29) преобразуется
к одному из следующих типов:

± yi ± y~ ± У; = 1

± yi ± y~ ± У; = о

± yi ± y~ ± У; - 2уn = О

(1::;;;т::;;;n);

(1::;;;т::;;;n);

(1 ::;;; '(' ::;;; п. - 1).

Если (S1, V) - евклидово n-мерное аффинное пространство, {V1"", Vn} - ортонормированный

базис евклидова пространства нV, то, изменяя ортонормированный базис евклидова простран

ства IRV на ортонормированный базис V~, .. . , 'и~ евклидова пространства IR V (в процессе приве-
-->

дения квадратичной формы Q(OX) к главным осям и возможного переноса начала координат

О в 01), в новой системе координат {01; 'И~, ... ,'и~} уравнение (29) преобразуется к одному из

следующих типов:

A1yi + + АтУ; = Н

A1yi + + АтУ; - 2f-LУn = О

(Т ::;;; n, Н Е JR., Ai Е JR., 1::;;; i ::;;; Т);

(т::;;;n-1, f-L,Аl, ... ,Ат Е JR. ) .

При этом А1, ... , Ат - ненулевые коэффициенты канонического вида формы Q при приведении её

к главным осям (см. теорему 11.25). Случаи n = 2,3 подробно рассмотрены в??
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