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1. Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì L2 (ãèëüáåðòîâûì) íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé f : R → C, èíòåãðèðóåìûõ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé âìåñòå ñî ñâîèì
êâàäðàòîì (òî åñòü f, f 2 ∈ R(R)). Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ïîëóñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ∀ f, ψ ∈ L2 (f, ψ)x =

∫
R
f ∗ψdx.

Îïðåäåëåíèå: ëèíåéíûé îïåðàòîð A+ : E → E, äåéñòâóþùèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâåE, íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâñêè ñîïðÿæ¼ííûì ê îïåðàòîðó A : E → E, åñëè ∀ f, ϕ (f,Aϕ) =
(A+ f, ϕ); â ñëó÷àå A = A+ îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì. Î÷åâèäíî, äëÿ ýðìèòîâà
îïåðàòîðà A, ∀ f, ϕ (f,Aϕ) = (A f, ϕ) = (ϕ,A f)∗. Ïî÷òè âñå îïåðàòîðû, ðàññìàòðèâàåìûå
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè (ïðè÷èíà áóäåò ðàçúÿñíåíà â 2.1).

Çàìå÷àíèå: äëÿ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàä R, ýðìèòîâ-
ñêîå ñîïðÿæåíèå ýêâèâàëåíòíî îáû÷íîìó ñîïðÿæåíèþ, ðàññìàòðèâàåìîìó â êóðñå ëèíåé-
íîé àëãåáðû.

Ïðèìåð: ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A = α · d
dx

(α ∈ C) è óñëîâèÿ åãî ýðìèòî-
âîñòè. ∀ f, ϕ (f,Aϕ) = α

∫
R
f ∗dϕ, (A f, ϕ) = α∗ ·

∫
R
ϕdf ∗ = α∗f ∗ϕ|

R
− α∗

∫
R
f ∗dϕ. Ïåðâîå

ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó ôóíêöèè f, ϕ èíòåãðèðóåìû íà R âìåñòå ñî ñâî-
èìè êâàäðàòàìè; òîãäà óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ (f,Aϕ) = (A f, ϕ) ñòàíåò α∗ = −α, òî åñòü A
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà α = ki, k ∈ R.

Îïðåäåëåíèå: îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè ∀ f, ϕ (A f,Aϕ) = (f, ϕ). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî (f, ϕ) = (f,A+ Aϕ) ⇒ A+ A = 1 ⇒ A+ = A−1 .

Îïðåäåëåíèå: ìàòðèöà îïåðàòîðà A+ íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâñêè ñîïðÿæ¼ííîé ê ìàòðè-
öå A îïåðàòîðà A; ìàòðèöà ýðìèòîâà îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, à ìàòðèöà óíè-
òàðíîãî îïåðàòîð � óíèòàðíîé. Çàìåòèì, ÷òî (ψk,Bψi) =

∑
j

Bji(ψj, ψk) =
∑
j

Bjiδkj = Bki =

(B+ ψk, ψi) = (ψi,B+ ψk)
∗ = B∗

ik, òî åñòü ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû ñîîòâåòcòâóåò å¼
òðàíñïîíèðîâàíèþ ñ ïîñëåäóþùèì êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ. Àíàëîãè÷-
íóþ îïåðàöèþ ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ïðÿìîóãîëüíûìè ìàòðèöàì � â ÷àñòíîñòè, âåêòîðàì
(ñòîëáöàì), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ýðìèòîâñêè ñîïðÿæ¼ííûå ñòðîêè. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ
ýðìèòîâûõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî B = B+, à äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö B+ = B−1.

Îïðåäåëåíèå: ñïåêòðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñïåêòð îïåðàòîðà äèñêðåòåí, åñëè ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî, è íåïðåðûâåí, åñëè ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ìåæóòêîì.

Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà ñïåêòðà ýðìèòîâà îïåðàòîðà): ïóñòü îïåðàòîð A ýðìèòîâ,
Aψn = λnψn, ∀ n (ψn, ψn) = 1. Òîãäà ∀ m,n λn ∈ R; åñëè λn 6= λm, òî (ψm, ψn) = δnm.
4 λ∗n(ψn, ψn) = (Aψn, ψn) = (ψn,Aψn) = λn(ψn, ψn) ⇒ λ∗n = λn ⇒ λn ∈ R. Ïóñòü

λn 6= λm, òîãäà λ∗m(ψm, ψn) = (Aψm, ψn) = (ψm,Aψn) = λn(ψm, ψn). λm, λn ∈ R, ïîýòîìó
(ψm, ψn) = 0. �

Òåîðåìà 2 (î êîììóòèðóþùèõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðàõ): äëÿ òîãî, ÷òîáû ýðìèòîâû
îïåðàòîðû A è B êîììóòèðîâàëè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè èìåëè îäèíàêîâûå
íàáîðû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
4 ⇒ Ïóñòü Aψn = λnψn; ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà λn íåâûðîæäåíî. BAψn =

λn Bψn ⇒ ABψn = λn Bψn, òî åñòü Bψn ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé A ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì λn. Çíà÷èò, Bψn = µnψn.
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Åñëè æå λn âûðîæäåíî, ìîæíî ñîñòàâèòü âåêòîð −→ψ =

 ψ1...
ψr

 èç îðòîíîðìèðî-

âàííûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ñîáñòâåííî-
ìó çíà÷åíèþ. Ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, à ïîòîìó ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãî-
íàëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ïîäîáíîãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî ìàò-
ðèöåé U: U+BU = b; ñîãëàñíî ñâîéñòâàì óíèòàðíîé ìàòðèöû Uψ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ, êîòîðûì ïî-ïðåæíåìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn

îïåðàòîðà A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, BU−→ψ = BU
−→
ψ = Ub

−→
ψ , òî åñòü ôóíêöèè Uψi ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè âåêòîðûìè B.
⇐ Aψn = λnψn, Bψn = µnψn ⇒ BAψn = λn Bψn = λnµnψn = ABψn, òî åñòü

[A,B]ψn=0, à ïîñêîëüêó ψn îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, òî
[A,B] = 0. �

Îïðåäåëåíèå: êîììóòàòîðîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð [A,B] = AB−BA.

Ñâîéñòâà êîììóòàòîðîâ: ∀ A,B
1. [A,B] = −[B,A];
2. [A,B + C] = [A,B] + [A,C];
3. [A,BC] = [A,B]C +B[A,C];
4. [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 � òîæäåñòâî ßêîáè.
Îïðåäåëåíèå: δ-ôóíêöèåé Äèðàêà íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà èíòåãðèðó-

åìûå íà R ôóíêöèè òàê, ÷òî
b∫

a

f(x)δ(x− x0)dx =

{
f(x0), x0 ∈ [a, b],
0, x0 6∈ [a, b].

([a, b] ⊂ R).

Çàìå÷àíèå: ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2 ìîæåò áûòü äîïîëíåíî âîçìîæíîñòüþ íîð-
ìèðîâêè íà δ-ôóíêöèþ, òî åñòü âåêòîðàìè f : (f, f) = δ(0). Â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå
îãîâîðåíî îñîáî, âñå óïîìèíàåìûå ôóíêöèè áóäóò ÿâëÿòüñÿ ýëåìåíòàìè òàêîãî, "ðàñøè-
ðåííîãî" ïðîñòðàíñòâà L2.

Îïðåäåëåíèå: ôóíêöèåé îïåðàòîðà A f(A) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð, ïîëó÷àþùèéñÿ ïîä-
ñòàíîâêîé A â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä Òåéëîðà. Íàïðèìåð,
eA =

+∞∑
n=0

An

n!
.
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2. Âîëíîâàÿ ìåõàíèêà.

2.1. Ïîñòóëàòû êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè: â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íåâîçìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü

ïîëîæåíèå ÷àñòèöû ñ çàäàííûì èìïóëüñîì â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü íåâîç-
ìîæíî îïðåäåëèòü å¼ òðàåêòîðèþ.

1. Ïîñòóëàò î âîëíîâîé ôóíêöèè: â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ÷àcòèöû
ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ çàäàíèåì å¼ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(r, t); ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â îáú¼ìå dV âáëèçè òî÷êè r0 â
ìîìåíò âðåìåíè t0 ðàâíà |ψ(r0, t0)|2dV , à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â îá-
ëàñòè D â ìîìåíò âðåìåíè t0, ñîñòàâëÿåò

∫
D

|ψ(r, t0)|2dV. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò ìîäóëÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòè-
öû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â îïðåäåë¼ííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà � ýòî íàêëàäûâàåò íà
ψ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � óñëîâèå íîðìèðîâêè (ψ, ψ) = 1 (çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è
âîëíîâûå ôóíêöèè, íîðìèðóåìûå èíà÷å, � ñì. 2.2). Ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíåå çíà÷åíèå êî-
îðäèíàòû ÷àñòèöû ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå x =

∫
R
|ψ(x, t0)|2xdx =

∫
R
ψ∗xψdx. Äëÿ

íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè êîîðäèíàòû f(x) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó
f =

∫
|ψ|2f(x)dx =

∫
ψ∗fψdx = (ψ, fψ)x.

Çàìå÷àíèå: ñîñòîÿíèå ñèñòåìû N ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé
ψ(r1, . . . , rN , t).

2. Ïîñòóëàò ñóïåðïîçèöèè: åñëè ÷àñòèöà ìîæåò íàõîäèòü â ñîñòîÿíèÿõ, îïèñûâàå-
ìûõ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè ψ1 è ψ2, òî îíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ è â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì
âîëíîâîé ôóíêöèåé C1ψ1+C2ψ2, ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå îòëè÷íûå îò íóëÿ ïîñòîÿííûå.

Ìåæäó òåì, ìíîãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íå òîëüêî êîîðäèíàò,
íî è èìïóëüñîâ; ïðè ýòîì îòûñêàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà, èñïîëüçóÿ êâàäðàò âîë-
íîâîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, íåâîçìîæíî. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðî-
áëåìû ââåä¼ì âîëíîâóþ ôóíêöèþ èìïóëüñà Φ(p, t) (|Φ(p0, t0)|2dp � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â ìîìåíò âðåìåíè t0 èìïóëüñ ÷àñòèöû ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò p0 äî p0 + dp). Î÷åâèäíî,
p =

∫
Φ∗pΦdp = (Φ, pΦ)p.

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå äå-Áðîéëÿ âñÿêàÿ ÷àñòèöà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè âîëíû, äëèíà êî-
òîðîé ñîñòàâëÿåò λ =

2π~
p

; ñîîòâåòñòâåííî E = ~ω, p = ~k. Ìîæíî çàäàòü âîëíîâóþ

ôóíêöèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû òàêæå êàê óðàâíåíèå âîëíû: ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) = e
i
~ (px−Et)

(ïîñòîÿííàÿ A îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó ñîãëàñíî óñëîâèþ íîðìèðîâêè êâàäðàòà ìîäóëÿ âîë-
íîâîé ôóíêöèè � ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè). Ïîäîáíûé âûáîð ψ èìååò ïîä ñîáîé ôèçè÷åñêîå
îñíîâàíèå, ñâÿçàííîå ñ èíòåðïðåòàöèåé âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö êàê îñîáûõ âîëí ìàòåðèè
(âîëí Äå-Áðîéëÿ), èíòåíñèâíîñòè (êâàäðàòû àìïëèòóä) êîòîðûõ îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü
íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ôóíêöèÿ ψ(x, t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå:

ψ(x, t) =
1√
2π~

·
∫
R

Φ(p, t) · e
i
~pxdp, Φ(p, t) =

1√
2π~

·
∫
R

ψ(x, t) · e−
i
~pxdx

(ïðè ïîäñòàíîâêå â ýòè èíòåãðàëû âîëíîâîé ôóíêöèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê δ-ôóíêöèÿ; ïîäðîáíåå
ñì. â 2.2). Â äàííîì ñëó÷àå Φ(p, t) ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé èìïóëüñà, õîòÿ íåò íè
÷¼òêîãî îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ôàêòà, íè îáúÿñíåíèÿ èìåííî òàêîãî âûáîðà âîëíîâîé ôóíêöèè
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ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Â ïðèíöèïå, âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðåäøåñòâóþùèå òðåòüåìó ïîñòóëàòó,
ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå èëëþñòðàöèåé âûáîðà p̂, íåæåëè ñòðîãèì âûâîäîì.

Èòàê, Ôóðüå-îáðàçîì ψ(x, t) ÿâëÿåòñÿ Φ(p, t), à îáðàçîì ∂ ψ

∂ x
îêàçûâàåòñÿ ip

~
·Φ(p, t), íî,

ïî òåîðåìå Ïàðñåâàëÿ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé ðàâíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâå-
äåíèþ èõ Ôóðüå-îáðàçîâ, ïîýòîìó p = (Φ, pΦ)p = (ψ,

~
i
· ∂
∂ x

ψ)x. Àíàëîãè÷íî x = (ψ, xψ)x =

= (Φ, i~ · ∂
∂ p

Φ)p.

Òå æå îïåðàöèè ìîæíî ïðîâåñòè â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå; ïîëó÷èì, ÷òî p = (ψ,
~
i
∇ψ)r.

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñó ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð p̂ =
~
i
∇ òàêîé, ÷òî p = (ψ, p̂ψ). Â

îñíîâó êâàíòîâîé ìåõàíèêè çàëîæåíî ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò
áûòü âûïîëíåíà äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

3. Ïîñòóëàò î ñðåäíåì çíà÷åíèè: ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F (r,p)
äëÿ ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ(r, t), ìîæåò áûòü íàé-
äåíî êàê

F =
(ψ,Fr ψ)r
(ψ, ψ)r

=
(Φ,Fp Φ)p
(Φ,Φ)p

,

ãäå Fr = F (r, p̂), Fp = F (r̂,p), r̂ = i~
∂

∂ p
.

Çàìå÷àíèå: äàííîå óòâåðæäåíèå âåðíî íå òîëüêî äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, íî è äëÿ
âñåõ, ïóñòü íå îïðåäåëÿåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî ôóíêöèé q (p) èç L2).

Çàìå÷àíèå: ýòîò ïîñòóëàò îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàòîðû ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà ïðè óñëîâèè íîðìè-
ðîâêè ψF = (ψ,Fψ) = (Fψ, ψ)∗ � äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, ïîýòîìó (ψ,Fψ) = (Fψ, ψ),
òî åñòü îïåðàòîð F ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì.

Îïðåäåëåíèå: ýðìèòîâ îïåðàòîð ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé.
Îñíîâíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ: [q̂i, q̂j] = [p̂i, p̂j] = 0. Íàéä¼ì [q̂i, p̂j];

[q̂i, p̂j]ψ = qi

(
−i~ ∂ ψ

∂ qj

)
−
(
−i~ ∂

∂ qj
(qiψ)

)
= i~δijψ ⇒ [q̂i, p̂j] = i~δij.

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì åù¼ äâà ïîñòóëàòà, ñìûñë êîòîðûõ ñòàíåò ÿñåí â 2.2:
4. Ïîñòóëàò ïîëíîòû: ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íàáëþäàåìîé ïîëíà (òî åñòü

ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âñÿêóþ ôóíêöèþ) â ïðîñòðàíñòâå L2, ðàñøèðåííîì íîðìèðîâêîé íà
δ-ôóíêöèþ.

5. Ïîñòóëàò èçìåðåíèÿ: ðåçóëüòàòîì ñåðèè èçìåðåíèé çíà÷åíèé ôèçè÷åñêîé âåëè-
÷èíû F ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîãî ñòðåìèòñÿ ê
òåîðåòè÷åñêîìó, à êàæäîå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòî-
ðà F.

2.2. Èçìåðåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Îïðåäåëåíèå: âåëè÷èíà ∆F 2 = (F − F )2 íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé ôèçè÷åñêîé âåëè÷è-

íû F . ∆F 2 = F 2 − 2FF + (F )2, ∆F 2 = F 2 − (F )2 = (ψ,F2 ψ) − (ψ,Fψ)2 = (Fψ, Fψ) −
|(ψ,Fψ)|2. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî |(ψ,Fψ)| ≤

√
(ψ, ψ)(Fψ,Fψ), ïðè-

÷¼ì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â ñëó÷àå Fψ = λψ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ψ �
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F, òî ∆F 2 = 0; ñòàòèñòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè çíà÷åíèé ôèçè÷åñêîé
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âåëè÷èíû îáðàùàþòñÿ â íîëü, åñëè äèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé âåëè÷èíå.

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé: ïóñòü A è B � ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, äëÿ êî-
òîðûõ [A,B] = i~. Ðàññìîòðèì α = A − A, β = B − B � ýòèì ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì
ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû â = A−A, b̂ = B−B; î÷åâèäíî, [â, b̂] = i~. α = β = 0 ⇒
(∆α)2 = (∆A)2 = α2, (∆β)2 = (∆B)2 = β2.

(∆α)2 · (∆β)2 = α2 · β2 = (ψ, â2 ψ)(ψ, b̂
2
ψ) = (âψ, âψ)(b̂ψ, b̂ψ) ≥ |(âψ, b̂ψ)|2 (íåðàâåí-

ñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Òàêèì îáðàçîì, (∆A)2 · (∆B)2 ≥ |(ψ, â b̂ψ)|2.

â b̂ =
â b̂

2
+

b̂ â

2
+

â b̂

2
− b̂ â

2
=

â b̂ + b̂ â

2
+

1

2
[â, b̂], ïîýòîìó

(ψ, â b̂ψ) =

(
ψ,

â b̂ + b̂ â

2
ψ

)
+

1

2
i~(ψ, ψ).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, ïîñêîëüêó îïåðàòîð â b̂ + b̂ â

2
� ýðìè-

òîâ. Òàêèì îáðàçîì, |(ψ, â b̂ψ)|2 ≥ ~2

4
⇒ (∆A)2 · (∆B)2 ≥ ~2

4
. Òàêèì îáðàçîì, δA · δB ≥ ~

2
,

ãäå δA, δB � ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ (êîðíè èç äèñïåðñèé) A è B. Â ÷àñòíîñòè,
[x, p̂] = i~ ⇒ |δx · δp| ≥ ~

2
.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó F è ñïåêòð å¼ îïåðàòîðà F; ñëó÷àé
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äîñòàòî÷íî ïðîñò � êàê èçâåñòíî, èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî-
ãî îïåðàòîðà âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïîëíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð, êîòîðûé, ïîñëå
ïðîöåäóðû îðòîíîðìèðîâêè, äàñò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2 (ïîëíîòà
ñëåäóåò èç ïîñòóëàòû ïîëíîòû � ñì. 2.1). Ïðîáëåìà ñàìîé âîçìîæíîñòè íîðìèðîâêè (ñõî-
äèìîñòè ∫ ψ∗nψndx) â äàííîì ñëó÷àå íå ñòîèò: ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñèëû äåéñòâóþò ëèøü â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, à ïîòîìó âîëíîâûå ôóíêöèè äîñòàòî÷íî áûñòðî óáû-
âàþò ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè � ñëó÷àé èõ áåñêîíå÷íîãî âîçðàñòàíèÿ ëèø¼í ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà, ïîñêîëüêó îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà "óõîäèò" îò äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë. Îáîçíà÷èì
ïîëíûé íàáîð ÷åðåç {ψn}n : Fψn = λψn, (ψm, ψn) = δmn (çíà÷åíèÿ λn ìîãóò è ñîâïàäàòü);
ïðîèçâîëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå ïî ýòîìó íàáîðó:
ψ =

∑
n

Cnψn, ãäå Cn = (ψ, ψn). Íà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå íàêëàäûâàåòñÿ âñåãî îäíî óñëî-
âèå � íîðìèðîâêà ψ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ 1 = ||ψ||2 = (ψ, ψ) =

∑
n

|Cn|2.

(ψ,Fψ) =
∑
m,n

C∗
mCn(ψm,Fψn) =

∑
m,n

C∗
mCnλnδmn =

∑
n

|Cn|2λn. Òàêèì îáðàçîì, ôèçè÷åñêèì
ñìûñëîì êâàäðàòîâ ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â õîäå êîíêðåòíîãî èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F ïðèìåò çíà÷åíèå λn.

Îòìåòèì åù¼ îäíî âàæíîå ñâîéñòâî: δ-ôóíêöèÿ òàêæå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî ïîëíî-
ìó íàáîðó ψn : δ(x−x′) =

∑
n

an(x, x′)ψn(x). Äîìíîæàÿ ñëåâà íà ψm è èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó
îáú¼ìó êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷èì ∫ ψ∗m(x)δ(x− x′) = am(x, x′) = ψ∗m(x′),
ïîýòîìó ∑

n

ψ∗n(x′)ψn(x) = δ(x− x′).

Ïðèìåð (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà l̂z): â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå lz = xpy− ypx,
ïîýòîìó l̂z = −i~ ·

(
x
∂

∂ y
− y

∂

∂ x

)
. Ïåðåéä¼ì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (x = r cosϕ sin θ,

y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ). Ïóñòü ψ = ψ(x, y, z) = ψ(r, ϕ, θ), òîãäà
∂ ψ

∂ ϕ
= −∂ ψ

∂ x
· r sinϕ sin θ +

∂ ψ

∂ y
· r cosϕ sin θ = −y∂ ψ

∂ x
+ x

∂ ψ

∂ y
=

l̂zψ

−i~
.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ l̂z = −i~ · ∂

∂ ϕ
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàâèñè-

ìîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îò r è θ ïðîèçâîëüíà: ψ(r, ϕ, θ) = f(r, θ)Φ(ϕ), à óðàâíåíèå
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèìåò âèä −i~Φ′ = λΦ ⇒ Φ = Φ0e

iλ
~ ϕ. Çíà÷åíèÿ ϕ è ϕ + 2π

ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó Φ äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 2π. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî e2πiλ

~ = 1 ⇒ 2πλ

~
= 2πm, m ∈ Z ⇒ λ = m~.

Ìåæäó òåì, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñïåêòð îïåðàòîðà F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì; ðàññìîò-
ðèì, íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè: Tψ = λψ ⇒

ψ′′ +
2m

λ
ψ = 0 ⇒ ψ = Aeiωx + Be−iωx, ω =

√
2m

λ
� âñå λ > 0 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè T . Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðåäñòàâèìû â âèäå ψ = C1 sin(ωx + C2),
òî åñòü èõ êâàäðàòû íåèíòåãðèðóåìû íà R. Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê ðàññìîòðåíèþ òàêèõ
ôóíêöèé � ââåäåíèå ñîáñòâåííûõ äèôôåðåíöèàëîâ èëè íîðìèðîâêà íà δ-ôóíêöèþ.

Ñîáñòâåííûå äèôôåðåíöèàëû: ðàññìîòðèì ìàëûå ó÷àñòêè δp ÷èñëîâîé îñè;

Y (x, p, δp) =
1√
δp
·

p+δp∫
p

e
i
~p′xdp′ =

1√
δp

~
ix
· e

i
~px

(
e

i
~ δp·x − 1

)
,

à, ïîñêîëüêó eiα − 1 = cosα + i sinα − cos2 α

2
− sin2 α

2
= cos2 α

2
− sin2 α

2
+ 2i sin

α

2
cos

α

2
−

cos2 α

2
− sin2 α

2
= 2 sin

α

2

(
i cos

α

2
− sin

α

2

)
= 2i sin

α

2

(
cos

α

2
+ i sin

α

2

)
= 2i sin

α

2
· e

iα
2 ,

Y (x, p, δp) =
1√
δp

2~
x
· e

i
~

(
p+

δp
2

)
x
· sin δp

2~
x.

Ñîîòâåòñòâåííî,

(Y, Y ) =
4~2

δp
·
∫
R

1

x2
· sin2 δp

2~
x · dx =

8~2

δp
·

+∞∫
0

sin2 δp
2~

x2
dx =

8~2

δp
· π
2
· δp
2~

= 2π~ <∞,

ïîñêîëüêó
+∞∫
0

sin2 αx

x2
dx =

π

2
|α|. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü íîðìèðóåìûå ñîáñòâåí-

íûå äèôôåðåíöèàëû âîëíîâûõ ôóíêöèé Y ∈ L2.

Îäíàêî áîëåå óäîáåí äðóãîé ïðè¼ì: ïóñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A íåïðåðûâåí è íåâûðîæ-
äåí, ïðè÷¼ì yp(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè A (A yp = pyp). Ôóíêöèè yp âçàèìíî îðòîãîíàëü-
íû, à îáùåå ðåøåíèå ψ(x) ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå ψ(x) =

∫
{p}

c(p′)yp′(x)dp′, ãäå c(p′) = (yp′ , ψ) =
∫
{p}

c(p′′)(yp′ , yp′′)dp′′ =∫
{p}

c(p′′) ·f(p′, p′′)dp′′, ïîñêîëüêó (yp′ , yp′′) =
∫
{x}

y∗p′(x)yp′′(x)dx = f(p′, p′′). Îäíàêî âûïîëíåíèå
ïîäîáíîãî ñîîòíîøåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå f(p′, p′′) = (yp′ , yp′′) = δ(p′ − p′′). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà äîñòàòî÷íî
ðàñøèðèòü ïðîñòðàíñòâî L2 âîçìîæíîñòüþ íîðìèðîâêè íà δ-ôóíêöèþ, òî åñòü ýëåìåíòû
f : (f, f) = δ(0). Íîðìèðîâêà ψ îïðåäåëèòñÿ óñëîâèåì

1 = (ψ, ψ) =

∫
{p}

∫
{p}

c∗(p′)c(p′′)(yp′ , yp′′)dp′dp′′ =

∫
{p}

∫
{p}

c∗(p′)c(p′′)δ(p′ − p′′)dp′dp′′ =

∫
{p}

|c(p′)|2dp′.
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A = (ψ,Aψ) =

∫
{p}

c(p′)yp′(x)dp′,

∫
{p}

p′′c(p′′)yp′′dp′′

 =

∫
{p}

c∗(p′)

∫
{p}

p′′c(p′′) · (yp′ , yp′′)dp′′dp′ =

=

∫
{p}

c∗(p′)

∫
{p}

p′′c(p′′)δ(p′ − p′′)dp′′dp′ =

∫
{p}

p′|c(p′)|2dp′.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ψ(x) =
∫
{p}

c(p′)yp′(x)dp′ =

=

∫
{p}

yp′(x)

∫
{x}

ψ(x′)y∗p′(x′)dx′dp′ =

∫
{x}

ψ(x′)

∫
{p}

y∗p′(x′)yp′(x)dp′dx′ =

∫
{x}

ψ(x′)g(x, x′)dx′,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå g(x, x′) =
∫
{p}

y∗p′(x′)yp′(x)dp′ = δ(x′ − x) � àíàëîãè÷íîå ñîîò-
íîøåíèå óæå áûëî âûâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.

Â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòðà, èìåþùåãî êàê äèñêðåòíóþ, òàê è íåïðåðûâíóþ ñîñòàâëÿþùèå,
íåîáõîäèìî îáúåäèíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ:

ψ(x) =
∑

n

cnψn(x) +

∫
{p}

c(p′)yp′(x)dp′, 1 = (ψ, ψ) =
∑

n

|cn|2 +

∫
{p}

|c(p′)|2dp′,

∑
n

ψ∗n(x′)ψn(x) +

∫
{p}

y∗p′(x′)yp′(x)dp′ = δ(x′ − x), A =
∑

n

λn|cn|2 +

∫
{p}

p′|c(p′)|2dp′.

Çàìå÷àíèå: ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìû óæå ñòàëêèâà-
ëèñü ñ äâóìÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè îïåðàòîðà F � êîîðäèíàòíûì è èìïóëüñíûì (ïðè ýòîì îïå-
ðàòîðû x̂ è p̂ ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿëèñü ìóëüòèïëèêàòèâíûìè). Âûðàæåíèÿ
(ψm, ψn) = δmn, (yp, yp′) = δ(p − p′) çàäàþò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé
â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, à ∑

n

ψ∗n(x′)ψn(x) +
∫
{p}

y∗p′(x′)yp′(x)dp′ = δ(x′ − x) � ñêàëÿð-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé â p-ïðåäñòàâëåíèè, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðîâ
áàçèñà êàê ôóíêöèé p, à íå x; ïðè ýòîì p � ïðîèçâîëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Ïîäðîáíåå
î ïðåäñòàâëåíèÿõ ñì. 2.7.

2.3. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è åãî ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ψ(x, t) = e

i
~ (px−Et) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ i~
∂ ψ

∂ t
= − ~2

2m

∂2 ψ

∂ x2
= Tψ. Ïî àíàëîãèè ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

i~
∂ ψ

∂ t
= Hψ, îñíîâíîå óðàâíåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Çäåñü H � ãàìèëüòîíèàí; îïåðàòîð,

ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H = H(q̂i, p̂i). Çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà åñòü
ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ïîýòîìó ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð ýíåðãèè.

1. Ïîñòîÿíñòâî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

|ψ|2 = ψ∗ψ ⇒ ∂

∂ t
|ψ|2 = ψ∗ · ∂ ψ

∂ t
+ ψ · ∂ ψ

∗

∂ t
= ψ∗ · Hψ

i~
− ψ · Hψ

∗

i~
;

ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî âñåìó îáú¼ìó êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà,
òîãäà ∂

∂ t
(ψ, ψ) =

1

i~
((ψ,Hψ)− (Hψ, ψ)) = 0.
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2. Óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Íàéä¼ì ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F ; ïóñòü F, H íå çàâèñÿò ÿâíûì
îáðàçîì îò âðåìåíè. Òîãäà, ïîñêîëüêó F = (ψ,Fψ),

dF

dt
=

(
∂ ψ

∂ t
,Fψ

)
+

(
ψ,F ∂ ψ

∂ t

)
=

(
1

i~
Hψ,Fψ

)
+

(
Fψ, 1

i~
Hψ
)

+

(
ψ,
∂ F
∂ t

ψ

)
=

= − 1

i~
((ψ,HFψ)− (ψ,FHψ)) +

(
ψ,
∂ F
∂ t

ψ

)
=

1

i~
(ψ, [F,H]ψ) +

(
ψ,
∂ F
∂ t

ψ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿìè ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû F (ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ)
ÿâëÿþòñÿ ∂ F

∂ t
= 0, [F,H] = 0.

3. Ïîòîê âåðîÿòíîñòè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû
∂ ρ

∂ t
= ψ∗

∂ ψ

∂ t
+ ψ

∂ ψ∗

∂ t
=

1

i~
(ψ∗Hψ − ψ(Hψ)∗) =

1

i~

(
− ~2

2m

)
(ψ∗∆ψ − ψ∆ψ∗) =

=
i~
2m

· ∇ (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) ,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â òîé èëè èíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Ëîãè÷íî îáîçíà÷èòü

j = − i~
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) ⇒ ∂ ρ

∂ t
+∇j = 0

� óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè (çäåñü j � ïîòîê âåðîÿòíîñòè).
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà;

î÷åâèäíî, îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
(
i~
∂

∂ t
− H

)
Ψ = 0. Òîãäà, â ñëó÷àå Ψ(x, t) =

ψ(x)f(t), ïîëó÷èì ïðè ïîäñòàíîâêå i~f
′

f
=
Hψ
ψ

� çäåñü ïðèðàâíåíû ôóíêöèè ðàçíûõ ïåðå-
ìåííûõ (x è t), ïîýòîìó îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííû è ðàâíû íåêîòîðîé
E � ïîñòîÿííîé ðàçäåëåíèÿ. Êàê îêàçàëîñü, ýòà ïîñòîÿííàÿ èìååò ñìûñë ýíåðãèè, à ïî-
òîìó îíà ñðàçó æå ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì
i~f ′ = Ef ⇒ f = e−

i
~Et è Hψ = Eψ � ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ÿâëÿþùå-

åñÿ, ïî ñóòè äåëà, çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà H. Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è
ìîãóò áûòü êàê äèñêðåòíûé, òàê è íåïðåðûâíûé ñïåêòðû H, à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψn

ñâÿçàíû òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè, ÷òî äëÿ äðóãèõ íàáëþäàåìûõ (ñì. 2.2). Îáû÷íî èìåííî
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå áàçèñíûõ.

Îïðåäåëåíèå: ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ, èìåþùèå îïðå-
äåë¼ííóþ ýíåðãèþ, òî åñòü ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìûå âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè âèäà ψne

− i
~Ent,

ãäå ψn � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà. Îñíîâíûìè îñîáåííîñòÿìè ñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïëîòíîñòè è ïîòîêà âåðîÿòíîñòè.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: ëó÷øèì ñïîñîáîì çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ óêàçà-
íèå ÿâíîãî âèäà âîëíîâîé ôóíêöèè â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè (Ψ(x, 0)). Èç ïðåäûäóùåãî
àáçàöà ñëåäóåò, ÷òî Ψ(x, 0) =

∑
n

Cnψn(x); äîìíîæèì ñêàëÿðíî ýòî ðàâåíñòâî íà ψm (m 6= n)

ñëåâà; òîãäà (ψm,Ψ(x, 0)) =
∑
n

Cnδmn = Cm, òî åñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ëåãêî
îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì. Äî-
ìíîæåíèå òàêèõ ñëàãàåìûõ íà e− i

~Ent è íîðìèðîâêà ïðèâîäÿò ê îòâåòó � èñêîìîé âîëíîâîé
ôóíêöèè.
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2.4. Ïðîñòåéøèå çàäà÷è êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Ïðèìåð (÷àñòèöà â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîì ÿùèêå): ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë, îïèñûâàåìûé

çàâèñèìîñòüþ

V (x) =


0, |x| ≤ a

2

∞, |x| > a

2

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòà ÷àñòèöû íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ïðå-
âîñõîäÿùèå a

2
ïî ìîäóëþ, ïîýòîìó ∀ x : |x| ≥ a

2
ψ(x) = 0. Çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëü-

òîíà ñèñòåìû H(x, p, t) =
p2

2m
; ñîîòâåòñòâåííî, ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä H = − ~2

2m

∂2

∂ x2
.

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ψ′′ + 2mE

~
= 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ψ = C1 cosωx + C2 sinωx(

ω =

√
2mE

~

)
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êðàåâûì óñëîâèÿì ψ

(
±a

2

)
= 0, òî åñòü aω = πn⇒

En =
n2π2~2

2ma2
. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü ñ÷¼òíîå ÷èñëî

çíà÷åíèé � ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà ÷àñòèöû äèñêðåòåí, à ýíåðãèÿ êâàíòîâàíà.
Ïðèìåð (ñëó÷àé ñòóïåí÷àòîãî ïîòåíöèàëà): ïóñòü ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòó-

ïåí÷àòóþ ôóíêöèþ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ Vn; óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä
− ~2

2m

d2ψ

dx2
+ V ψ = Eψ, ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà, íà êîòîðîì çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà

ïîñòîÿííî,

ψ′′ +
2m

~2
(E − Vn)ψ = 0 ⇒ ψ(x) = Ane

knx +Bne
−knx, k2

n = −2m

~2
(E − Vn).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå E ≥ Vn ψ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ýêñïîíåíò (èëè ïðîñòî
ýêñïîíåíòó), à ïðè E < Vn � ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âõîäÿùèõ â ðåøå-
íèå ïîñòîÿííûõ íóæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè ψ: åñëè xn � êîîäèíàòà
êîíöà "ñòóïåíüêè", òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ{

ψ(xn + 0) = ψ(xn − 0)
ψ′(xn + 0) = ψ′(xn − 0).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé äâóõñòóïåí-
÷àòîãî ïîòåíöèàëà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñóíêå (âåëè-
÷èíû E è U ó÷èòûâàþò ìíîæèòåëü 2m

~2
): x > 0, òîãäà

ψ′′ +Eψ = 0 ⇒ ψ = A1 sin(kx+ϕ), k =
√
E. Ïðè x < 0 è

E ≤ U ψ′′+(E−U)ψ = 0 ⇒ ψ = A2e
κx, κ =

√
U − E (÷ëåí

ñ e−κx â ýòîé îáëàñòè íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê ïðèâî-
äèò ê íåîãðàíè÷åííîìó óâåëè÷åíèþ âîëíîâîé ôóíêöèè).
Óñëîâèÿ ãëàäêîñòè:

{
A1 sinϕ = A2

A1k cosϕ = κA2
⇒


sinϕ =

A2

A1

cosϕ =
A2

A1

κ

k

⇒ ctgϕ =

√
U − E

E
,
A2

A1

=

√
E

U
.
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Òàêèì îáðàçîì, âñå çíà÷åíèÿ E : 0 ≤ E ≤ U ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðà-
òîðà H � åãî ñïåêòð íåïðåðûâåí.

Ïðè x < 0 è E > U ψ(x) = A2 sin(k1t + ϕ1), k1 =
√
E − U. Òàêæå ìîæíî çàïèñàòü

ðåøåíèå â âèäå:
I II

ψ(x) Aeikx +Be−ikx Ceik1x +De−ik1x

Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âûÿñíÿåòñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë âñåõ ðåøåíèé; ÷àñòèöà ìîæåò ïîä-
ëåòàòü ê áàðüåðó èç ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé áåñêîíå÷íîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå
êîìïîíåíòà Aeikx ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöå, ïîäëåòàþùåé ê áàðüåðó, êîìïîíåíòà Be−ikx � ÷à-
ñòèöå, óëåòàþùåé â ïîëîæèòåëüíóþ áåñêîíå÷íîñòü (îòðàæ¼ííîé îò áàðüåðà), à De−ik1x �
÷àñòèöå, óëåòàþùåé â îòðèöàòåëüíóþ áåñêîíå÷íîñòü (ïðîøåäøåé ÷åðåç áàðüåð). Ceik1x ñî-
îòâåòñòâóåò ÷àñòèöå, ïîäëåòàþùåé ê áàðüåðó èç îòðèöàòåëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, à ïîòîìó
â äàííîìó ñëó÷àå C = 0. Âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç áàðüåð ðàâíà

∣∣∣∣DA
∣∣∣∣2 , à âåðîÿò-

íîñòü îòðàæåíèÿ îò áàðüåðà
∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 . Àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòèöû, ëåòÿùåé èç îòðèöàòåëüíîé

áåñêîíå÷íîñòè, A = 0, âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ðàâíû
∣∣∣∣BC
∣∣∣∣2 è ∣∣∣∣DC

∣∣∣∣2 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïðèìåð (ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð): â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà H(x, p) =

p2

2m
+
kx2

2
=

p2

2m
+
mω2x2

2
. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðèíèìàåò

âèä
(
− ~2

2m
· d

2

dx2
+

1

2
mω2x2 − E

)
ψ = 0 ⇔

(
d2

dx2
− m2ω2

~2
x2 + ε

)
ψ = 0. Ïóñòü mω

~
= λ,

2mE

~2
= ε; òîãäà ψ′′ + (ε− λ2x2)ψ = 0.

Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå; ïðè |x| → ∞ óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ
ψ′′ − λ2x2ψ = 0. Ïóñòü ψ = eαx2 , òîãäà ψ′ = 2αxeαx2

, ψ′′ = 2αeαx2
+ 4α2x2eαx2

. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì (2α + 4α2x2 − λ2x2)eαx2

= 0 ⇔ 2α + (4α2 − λ2)x2 = 0 ⇒
(ïðåíåáðåãàåì 2α) ⇒ (4α2 − λ2)x2 = 0. Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè 4α2 = λ2 ⇔ α = ±λ

2
.

Îíî äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè (èíà÷å ψ íå áóäåò èíòåãðèðóåìà íà R),
ïîýòîìó α < 0 ⇒ α = −λ

2
.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé â âèäå ψ(x) = y(x) · e−
λ
2

x2

;

ψ′ = y′e−
λ
2

x2

− λxye−
λ
2

x2

, ψ′′ = y′′e−
λ
2

x2

− λxy′e−
λ
2

x2

− λye−
λ
2

x2

− λxy′e−
λ
2

x2

+ λ2x2ye−
λ
2

x2

=

y′′e−
λ
2

x2

−2xy′λe−
λ
2

x2

+y(λ2x2−λ)e−
λ
2

x2

. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðèíèìàåò âèä y′′−2λxy′+

(ε − λ)y = 0. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà y =
+∞∑
k=0

ckx
k, y′ =

+∞∑
k=1

kckx
k−1,

y′′ =
∞∑

k=2

k(k − 1)ckx
k−2. Òîãäà

+∞∑
k=2

(
k(k − 1)ckx

k−2 − 2λkckx
k + ck(ε− λ)xk

)
− 2λc1x +

+(c1 + c0)(ε− λ) = 0. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ x, íàõîäèì

(k + 1)(k + 2)ck+2 = ck(2λk − (ε− λ)) ⇒ ck+2 =
2λk + λ− ε

(k + 1)(k + 2)
· ck.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ ê
eλx2 , òî åñòü áåñêîíå÷íî âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì x. Ïîýòîìó âûáåðåì n : cn 6= 0, cn+1 =
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cn+2 = . . . = 0; ñîîòâåòñòâåííî, εn = λ(2n + 1), En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, . . . Îáùåå

ðåøåíèå

ψn(x) =
1

2nn!

√
λ

π
·Hn(

√
λx) · e−

λ
2

x2

, ãäå Hn(x) = (−1)nex2 · d
ne−x2

dxn

� ïîëèíîìû Ýðìèòà (ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé).
Îïðåäåëåíèå: îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé.
Äâóõìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð: H =

1

2m
(p2

x +p2
y)+

1

2
mω2(x2 +y2). Ïåðå-

ìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, ïîýòîìó Ψ(x, y) = ψ(x)Φ(y) è H1 ψ = ~ω
(
n1 +

1

2

)
ψ,

H2 Φ = ~ω
(
n2 +

1

2

)
Φ. Òîãäà E = ~ω(n1 + n2 + 1) = ~ω(n + 1), n = 0, 1, . . . Äëÿ îñíîâíî-

ãî ñîñòîÿíèÿ îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä Ψ(x, y) = ψ0(x)Φ0(y), äëÿ ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî
âîçìîæíû äâà ñî÷åòàíèÿ ψ è Φ :

Ψ(x, y) =

{
ψ0(x)ψ1(y)
ψ1(x)ψ0(y),

òî åñòü ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû âûðîæäåííûì. Â îáùåì ñëó÷àå
êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ n-ãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà n+ 1.

Òð¼õìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð: àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ ìîæíî
ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå; òîãäà E = ~ω

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
= ~ω

(
n+

3

2

)
.

2.5. Çàäà÷à îá àòîìå âîäîðîäà.
Â ýòîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òåëà, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ çàâè-

ñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëàìè (V (r)). Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû èìååò âèä
H(p1,p2,R, r) =

p2
1

2m1

+
p2

2

2m2

+ V (r). Òîãäà â êîîðäèíàòàõ, ñâÿçàííûõ ñ öåíòðîì ìàññ ñè-

ñòåìû, H =
P̂ 2

2µ
+
p̂2

2µ
+ V (r) = H0 + ĥ, ãäå H0 � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà R (òî åñòü

ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ), à ĥ � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà r (âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé
òåëà). Ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ðàçäåëÿþòñÿ, ïîýòîìó

H0 ϕ = Tϕ, ϕ(R) = e±
i
~ (PR);

ïîä T = Et − E â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, âîçíèêàþùàÿ â õîäå
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

Ψ(R, r) = ϕ(R)ψ(r);
(H0−Et)ϕ

ϕ
= − ĥψ

ψ
= −E,

ãäå Et � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öåíòðà ìàññ T è ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö E).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íà ψ, ïåðåéä¼ì ê ñôåðè÷åñêèì êîîð-
äèíàòàì; íåîáõîäèìî çàïèñàòü â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îïåðàòîð −~2∇2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû a,b:

[ab]2 = a2 b2(1− cos2 α) = a2 b2−(ab)2 ⇒ a2 b2 = [ab]2 + (ab)2,

12



ïîýòîìó p2 =
1

r2
·(r p)2+

1

r2
[r p]2. Ïåðåõîäÿ ê îïåðàòîðàì, ïîëó÷èì p̂2 = p̂2

r +
1

r2
l̂2, ãäå ÷åðåç

p̂r îáîçíà÷åíà ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà (î÷åâèäíî, âòîðàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé, ïîñêîëüêó îïåðàòîð l̂2 äåéñòâóåò òîëüêî íà óãëîâûå ïåðåìåííûå
ϕ, θ (ýòî áóäåò ïîêàçàíî íèæå). Îïåðàòîð l̂2 ýðìèòîâ, ïîýòîìó p̂2

r òàêæå äîëæåí áûòü
ýðìèòîâûì; ïî ýòîé ïðè÷èíå âûáèðàåì p̂r â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

p̂r =
1

2

(
p̂

r̂

r
+

r̂

r
p̂

)
.

∀ f = f(r)

(
r̂

r
p̂

)
f = −i~

(
x

r

df

dr

∂ r

∂ x
+
y

r

df

dr

∂ r

∂ y
+
z

r

df

dr

∂ r

∂ z

)
= −i~df

dr
⇒

⇒ r̂

r
p̂ = −i~ ∂

∂ r
,

ïîñêîëüêó ìû àïðèîðíî ïîëàãàåì, ÷òî p̂r äåéñòâóåò òîëüêî íà ôóíêöèè r. Àíàëîãè÷íî(
p̂

r̂

r

)
= −i~

(
∂

∂ x

fx

r
+

∂

∂ y

fy

r
+

∂

∂ z

fz

r

)
= −i~

r2

(
xr
∂ f

∂ x
+ fr − fx

∂ r

∂ x
+ yr

∂ f

∂ y
+ fr−

−fy ∂ r
∂ y

+ zr
∂ f

∂ z
+ fr − fz

∂ r

∂ z

)
= −i~df

dr
− 2i~

r
f ⇒ p̂

r̂

r
= −i~

(
∂

∂ r
+

2

r

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

p̂r = −i~
(
∂

∂ r
+

1

r

)
, p̂2

r = −~2

(
∂2

∂ r2
+

1

r

∂

∂ r
+

∂

∂ r

1

r
+

1

r2

)
=

= −~2

(
∂2

∂ r2
+

2

r

∂

∂ r

)
⇒ ĥ =

p̂2
r

2µ
+

l̂2

2µr2
+ V (r).

l̂z = xp̂y−yp̂x; ∀ f = f(r) l̂zf = −i~
(
x
∂ f

∂ y
− y

∂ f

∂ x

)
= −i~

r
(xy−yx) · df

dr
= 0, àíàëîãè÷íî

l̂xf = l̂yf = 0, òî åñòü îïåðàòîð l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z äåéñòâóåò òîëüêî íà óãëîâûå ïåðåìåííûå
ϕ, θ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà

ĥψ = Eψ ⇔ (r2p̂2
r + 2µr2(V − E) + l̂2)ψ = 0;

ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû: ψ(r,Ω) = f(r) · Y (Ω), ãäå Ω = (ϕ, θ). Òîãäà

− 1

f

(
r2p̂2

r + 2µr2(V − E)
)
f =

l̂2Y

Y
= λ.

Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå íà óãëîâûå ïåðåìåííûå l̂2Y = λY � ýòî çàäà÷à íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà l̂2, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ λ = l(l + 1)~2, ãäå l = 0, 1, . . .
� îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (ñì. 4.2). Òàêèì λ ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
Ylm(ϕ, θ) = Nlme

imϕ · Θlm(θ), ãäå Θlm ≡ Pm
l (cos θ) � ïðèñîåäèí¼ííûé ïîëèíîì Ëåæàíä-

ðà, à m � òàê íàçûâàåìîå ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî. [l̂z, l̂
2] = [l̂z, l̂

2
x] + [l̂z, l̂

2
y] + [l̂z, l̂

2
z ] =

[l̂z, l̂x]l̂x + l̂x[l̂z, l̂x] + [l̂z, l̂y]l̂y + l̂y[l̂z, l̂y] = −i~(l̂y l̂x + l̂xl̂y − l̂xl̂y − l̂y l̂x) = 0 � îïåðàòîðû l̂z è l̂
2

êîììóòèðóþò, à ïîòîìó (òåîðåìà î êîììóòóðèóþùèõ îïåðàòîðàõ � ñì. 1) èìåþò îáùèé
íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, l̂zYlm = m~Ylm; m~ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
l̂z (ñì. 2.2). Íà çíà÷åíèÿ m íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå m = 0,±1, . . .± l (ñì. 4.2).

Òåïåðü ðåøèì óðàâíåíèå íà r:

−(r2p̂2
r + 2µr2(V − E))f = λf ⇔

(
p̂2

r

2µ
+ V − E

)
f = − l(l + 1)~2

2µr2
f.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà V (r) = −e
2

r
. Òîãäà(

− ~2

2µ

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
+
l(l + 1)~2

2µr2
− e2

r
− E

)
f = 0.

Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè y(r) = rf(r), ïîëó÷èì(
− ~2

2µ
· d

2

dr2
+
l(l + 1)~2

2µr2
− e2

r
− E

)
y = 0 ⇔ y′′ +

(
2µ

~2
E +

2e2µ

~2

1

r
− l(l + 1)

r2

)
y = 0.

Ïåðåéä¼ì ê àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö, òî åñòü ïîëîæèì µ = 1, e = 1, ~ = 1, è ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′ +

(
2E +

2

r
− l(l + 1)

r2

)
y = 0

(íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìàññà ïðîòîíà mp � me, ïîýòîìó µ =
memp

me +mp

≈ me = 1 â
àòîìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò).

Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ; ïðè r → 0+ y′′− l(l + 1)

r2
y = 0. Ïîäñòà-

âèì y = rs, òîãäà s(s− 1)rs−2 − l(l + 1)rs−2 = 0 ⇒ s = l + 1,−l; ïîäõîäèò òîëüêî çíà÷åíèå
s = l+ 1, ïîñêîëüêó èíà÷å y ∼ 1

rl
→ +∞, r → 0 + . Ïðè r → +∞ y′′ + 2Ey = 0. Ïîäñòàâèâ

y = eαr, ïîëó÷èì (α2 + 2E)eαr = 0 ⇒ α = ±
√
−2E (E � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðèòÿæå-

íèÿ, ïîýòîìó −E > 0). Òàêèì îáðàçîì, y ∼ e−
√
−2Er, r → +∞. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî

çäåñü ìû íàëîæèëè íà ôóíêöèþ y äâà óñëîâèÿ y(0+) = 0, y → 0, r → +∞. Â ïðèíöèïå,
âòîðîå óñëîâèå íå âñåãäà èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåò, ÷òî òðàåêòîðèè ÷àñòèö
îãðàíè÷åííû: ýòî ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ ýëåêòðîíà âîêðóã ÿäðà. Îäíàêî âîçìîæåí è
äðóãîé ñëó÷àé � ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà íà ÿäðå, êîòîðûé çäåñü ðàññìîòðåí íå áóäåò.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíèòü àñèìïòîòèêó y, íåîáõîäèìî ëèáî äîìíîæèòü å¼ íà îãðà-
íè÷åííóþ ôóíêöèþ, ëèáî íà ïîëèíîì ñòåïåíè u. Ïóñòü y = rl+1 ·

u∑
k=0

akr
k · eαr = v(r)eαr.

y′ = (v′ + αv)eαr, y′′ = (v′′ + 2αv′ + α2v)eαr; óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðèíèìàåò âèä

v′′ + 2αv′ +

(
α2 + 2E +

2

r
− l(l + 1)

r2

)
v = 0 ⇔ v′′ − 2

√
−2Ev′ +

(
2

r
− l(l + 1)

r2

)
v = 0.

v =
u∑

k=0

akr
k+l+1 ⇒

u∑
k=0

(
ak ((k + l + 1)(k + l)− l(l + 1)) rk+l−1 + ak (2α(k + l − 1) + 2) rk+l

)
=

= 0 ⇒ ak+1 ((k + l + 1)(k + l + 2)− l(l + 1)) = 2ak (1 + α(k + l + 1)) .

Ðÿä íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì (èíà÷å íàðóøàåòñÿ àñèìïòîòèêà y ïðè r → +∞), ïîýòîìó
∃ k : α(k + l + 1) + 1 = 0 ⇒ α = − 1

nr + l + 1
, E = − 1

2(nr + l + 1)2
, ãäå nr � ðàäèàëüíîå

êâàíòîâîå ÷èñëî. Ïóñòü n = nr+l+1 � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî(n ∈ N), òîãäà En = − 1

2n2
â

àòîìíîé ñèñòåìå åäèèíö. Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â äðóãèõ ñèñòåìàõ åäèíèö,
íàéä¼ì En = −µe

4

~2

1

2n2
.

Òàêèì îáðàçîì, òðè êâàíòîâûõ ÷èñëà (n, l, m) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå ýëåê-
òðîíà, äâèæóùåãîñÿ âîêðóã ÿäðà è ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (òî åñòü áåç
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ó÷¼òà ñîáñòâåííîãî ìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà � ñïèíà). Ñîñòîÿíèå çàäà¼òñÿ âîëíîâîé ôóíê-
öèåé

ψnlm = fnl · Ylm = rl

n−l−1∑
k=0

akr
k · e−

r
nYlm.

Ñîñòîÿíèÿ ñ l = 0 â ñïåêòðîñêîïèè îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé s, ñ l = 1 � áóêâîé p, ñ l = 2 �
áóêâîé d, è òàê äàëåå. Î÷åâèäíî, äëÿ n = 1 l = 0, òî åñòü òàêîå ñîñòîÿíèå íåâûðîæäåíî.
Äëÿ n = 2 l = 0; 1, òî åñòü âîçìîæíû òðè çíà÷åíèÿ m = −1; 0; 1 � âñåãî ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìèm ïðè âñåõ
l, äîïóñòèìûõ äëÿ äàííîãî n; ïðè ôèêñèðîâàííîì l âîçìîæíû 2l + 1 çíà÷åíèé m, òî åñòü
êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n ðàâíà

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2.

2.6. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.
Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ψ ïðèíèìàåò êàê äåéñòâèòåëüíûå, òàê è êîìïëåêñíûå çíà-

÷åíèÿ, ïîýòîìó å¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ψ = Ae
i
~S, ãäå A, S � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå

ôóíêöèè. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:(
i~
∂ A

∂ t
− A

∂ S

∂ t

)
e

i
~S = V Ae

i
~S − ~2

2m
∆

(
Ae

i
~S

)
, ïîñêîëüêó H = − ~2

2m
∆ + V.

∆

(
Ae

i
~S

)
= ∇

(
∇
(
Ae

i
~S

))
=

= ∇
((
∇A+

i

~
A · ∇S

)
· e

i
~S

)
=

(
∆A+ 2

i

~
∇A · ∇S +

i

~
A∆S − 1

~2
A(∇S)2

)
e

i
~S ⇒

⇒ i~
∂ A

∂ t
− A

∂ S

∂ t
= V A− ~2

2m

(
∆A+

2i

~
∇A · ∇S +

i

~
A ·∆S − 1

~2
A(∇S)2

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè è äåëÿ íà A, ïîëó÷èì

−∂ S
∂ t

= V +
1

2m
(∇S)2 − ~2

2m
· ∆A

A
.

Êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà äåéñòâèÿ ñðàâíèìà ñ ~, òî
åñòü äëÿ ïåðåõîäà ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ôîðìàëüíîìó ïðåäåëó
ïðè ~ → 0. Ïðè ýòîì

−∂ S
∂ t

= V +
1

2m
· (∇S)2

� óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (∇S = p).
Ïðèðàâíÿåì ìíèìûå ÷àñòè:

∂ A

∂ t
+

1

m
(∇A)(∇S) +

1

2m
A∆S = 0.

Çàìåòèì, ÷òî

2A
∂ A

∂ t
=
∂ A2

∂ t
=

∂

∂ t
(ψ∗ψ) =

∂ ρ

∂ t
, à 2A

∂ A

∂ t
= − 2

m
(∇A)(∇S)A− 1

m
A2∆S = − 1

m
∇(A2∇S),

ïîñêîëüêó ∇(A2∇S) = 2A(∇A)(∇S) + A2∆S.

Òàêèì îáðàçîì,
∂ ρ

∂ t
= ∇

(
−A

2∇S
m

)
.
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Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ∇S = p,
∇S
m

= v ⇒ A2∇S
m

= ρv = j � ïîòîê âåðîÿòíîñòè.
Îòñþäà ∂ ρ

∂ t
+ ∇j = 0 � â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè òàêæå

âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî îïðàâäûâàåò ââåäåíèå ïëîòíîñòè ýòîãî ïîòîêà â 2.3.
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

∂ S

∂ t
+

1

2m
(∇S)2 = −V ⇒ ∂ S

∂ t
+
mv2

2
= −V ⇒

(
∂

∂ t
+ v∇

)
mv = −∇V,

ïîñêîëüêó ∇mv
2

2
=
m

2
∇(v,v) = mv · ∇v.

Çàìåòèì, ÷òî
dvx

dt
=
∂ vx

∂ t
+
∂ vx

∂ r
· .
r =

∂ vx

∂ t
+ v · ∇vx,

dvy

dt
=
∂ vy

∂ t
+ v∇vy,

dvz

dt
=
∂ vz

∂ t
+ v∇vz ⇒

⇒ dv

dt
=
∂ v

∂ t
+ v(i∇vx + j∇vy + k∇vz) =

∂ v

∂ t
+ v · ∇v.

Òàêèì îáðàçîì, mdv

dt
= −∇V = F � âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, êîòîðûé îêàçàëñÿ ïðÿìûì

ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
Ïðîäåëàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïðèéòè ê âûâîäó: êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàíòîâîé; ïðè ýòîì, èñõîäÿ èç êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ñëåäóåò çàìåíÿòü ÷àñòèöó íà íåïðåðûâíûé ïîòîê ÷àñòèö
ñ ïëîòíîñòüþ |ψ|2.

2.7. Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé.
Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ýðìèòîâ îïåðàòîð. Íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ϕn

� ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà G çàäà¼ò áàçèñ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàç-
ëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ =

∑
n

Cnϕn íàçûâàåòñÿ g-ïðåäñòàâëåíèåì ψ. Â 2.1-2.6
èñïîëüçîâàëèñü äâà ïðåäñòàâëåíèÿ � êîîðäèíàòíîå è èìïóëüñíîå; ìåæäó òåì, ÷àñòî èñïîëü-
çóþòñÿ è ìíîãèå äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ áóäåò ââåäåíî íåñêîëüêî íèæå.
Äëÿ íà÷àëà æå íåîáõîäèìî ïðîñëåäèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Ïîñòóëàò: åñëè âîëíîâûå ôóíêöèè ψ è ψ′ îïèñûâàþò îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû,
òî îíè ñâÿçàíû ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ψ′ = Sψ (S � ëèíåéíûé îïåðàòîð), à èõ êâàä-
ðàòû îäèíàêîâû ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ (ψ, ψ) = (ψ′, ψ′) (çàìåòèì, ÷òî â ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèÿõ èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ðàçíûì ïðîñòðàíñòâàì).

(ψ′, ψ′) = (Sψ, Sψ) = (ψ, S+ Sψ) = (ψ, ψ) ⇒ S+ S = 1, òî åñòü îïåðàòîð S, ñâÿçûâàþùèé
ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ óíèòàðåí. Ïîëó÷èì òàêæå ñîîòíîøåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ, çàïè-
ñàííûõ â ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ: ïóñòü ψ2 = Aψ1, ψ

′
2 = A′ ψ′1 ⇒ Sψ2 = A′ Sψ2 ⇒

ψ2 = S+ A′ Sψ1 = Aψ1 ⇒ A′ = SAS+ � îïåðàòîðû ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì óíèòàðíîãî
ïîäîáèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ C = AB, C′ = A′ B′ C′ = SAS+ SBS+ = SABS+ = SCS+, òî
åñòü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ âî âñåõ ïðåäñòàâëåíèÿõ. Íàêîíåö, F ′

=
(ψ′,F′ ψ′) = (Sψ, SFS+(Sψ)) = (ψ, S+ SFψ) = (ψ,Fψ) = F � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíû òàêæå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðåäñòàâëåíèå Øðåäèíãåðà. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî ó âîëíîâûõ ôóíêöèé, òîãäà êàê âñå îïåðàòîðû ÿâíî îò âðåìåíè íå çàâèñÿò.
Â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, òî åñòü, â ÷àñòíîñòè,
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Øðåäèíãåðà.
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Ïóñòü çàäàíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ψ(x, t0), à H 6= H(t);
òîãäà ψ(x, t) = Uψ(x, t0), ãäå U � îïåðàòîð ýâîëþöèè. Ââåä¼ì

U(t, t0) = e−
i
~ H(t−t0) =

∑
k

1

k!
·
(
−1

~
H(t− t0)

)k

è ïîêàæåì, ÷òî òàêîé îïåðàòîð äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè. Î÷åâèäíî,
U(t0, t0) = 1, U+ U = 1; ïðîäèôôåðåíöèðóåì U ïî âðåìåíè:

∂ U
∂ t

= − i
~
HU⇒ i~

∂ U
∂ t

(ψ(x, t0)) = HU(ψ(x, t0)) ⇒ i~ · ∂
∂ t

(Uψ(x, t0)) = H(Uψ(x, t0))

� óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ôóíêöèè Uψ(x, t0), êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, è ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé
ôóíêèöåé ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t (ψ(x, t)).

Ïðåäñòàâëåíèå Ãåéçåíáåðãà: ïî àíàëîãèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì Øðåäèíãåðà ïîñòðîèì
ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ÿâíî îò âðåìåíè çàâèñÿò íå âîëíîâûå ôóíêöèè, à îïåðàòîðû).
Âûáåðåì S = U+ = e

i
~ H(t−t0), òîãäà ψG(x, t0) = SψS(x, t); äëÿ îïåðàòîðîâ

FG = SFS S+ ⇒ ∂ FG

∂ t
= Ṡ FS S+ + SFS Ṡ+ = Ṡ S+ SFS S+ + SFS S+ S Ṡ =

=
i

~
(HFG−FG H) =

i

~
[H,FG],

ïîñêîëüêó FS 6= FS(t), Ṡ = − i
~
HS . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî óðàâíåíèå íà FG, êîòîðîå

âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì FG(t0) = FS (â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïåðàòîðû â
ïðåäñòàâëåíèÿõ Ãåéçåíáåðãà è Øðåäèíãåðà ñîâïàäàþò) çàäà¼ò óðàâíåíèå äâèæåíèå Ãåé-
çåíáåðãà 

∂ FG

∂ t
=
i

~
[H,FG]

FG(t0) = FS .

Çàìå÷àíèå: â äàííîì ñëó÷àå ïîä îïåðàòîðîì H ïîíèìàåòñÿ ãàìèëüòîíèàí, çàïèñàííûé
â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà, òî åñòü H = HS . [H,HS] = 0, ïîýòîìó (êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ) [H,HG] = 0 ⇒ dHG

dt
= 0 ⇒ HG 6= HG(t) ⇒ HG = HS = H.

Ïðèìåð: ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Ãåéçåíáåðãà; H =

p̂2
G

2m
+V (x̂G). Óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà äëÿ îïåðàòîðîâ p̂G è x̂G èìåþò

âèä: 
∂ p̂G

∂ t
=
i

~
[H, p̂G]

∂ x̂G

∂ t
=
i

~
[H, x̂G]

⇔


∂ p̂G

∂ t
= −∂ V

∂ x
(x̂G)

∂ x̂G

∂ t
=

1

m
p̂G,

ïîñêîëüêó [H, p̂G] = [V (x̂G), p̂G] = [V (x̂S), p̂S] = [V (x),−i~ d

dx
] = i~

∂ V

∂ x
(x̂G);

[H, x̂G] =
1

2m
[p̂2

G, x̂G] = − 1

2m
([x̂G, p̂G]p̂G + p̂G[x̂G, p̂G]) = −i~

m
p̂G.

(ïðè âû÷èñëåíèè êîììóòàòîðîâ èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøå-
íèé îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ).

Ïîëó÷èì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ äâóõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ � ñâîáîäíîé ÷àñòèöû
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è ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ∂ V

∂ x
= 0, ïîýòîìó

p̂G = const = p̂S; x̂G =
p̂S

m
t+ x̂S.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà V (x) =
mω2x2

2
,

∂ p̂G

∂ t
= −mω2x̂G

∂ x̂G

∂ t
=

1

m
p̂G

⇒


∂2 x̂G

∂ t2
+ ω2x̂G = 0

∂ p̂G

∂ t
= m

∂2 x̂G

∂ t2

⇒

 x̂G = x̂S cosωt+
p̂S

mω
sinωt

p̂G = p̂S cosωt−mωx̂S sinωt.
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3. Ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

3.1. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå.
Ïðîäîëæèì ðàáîòó ñ ïðåäñòàâëåíèåì ψ, ââåä¼ííûì â 2.5: ψ = Ae

i
~S; ïóñòü A = eT ,

òîãäà ψ = e
i
~S+T = e

i
~W . Ïîäñòàâèì ψ â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

ψ′ =
i

~
W ′ · e

i
~W , ψ′′ = e

i
~W

(
i

~
W ′′ − 1

~2
(W ′)2

)
, ïîýòîìó

− ~2

2m
· i

~
W ′′ +

~2

2m
· 1

~2
(W ′)2 + (V − E) = 0 ⇒ i~

2m
W ′′ − 1

2m
(W ′)2 + (E − V ) = 0 ⇒

⇒ i~W ′′ − (W ′)2 + 2m(E − V ) = 0. Ðàçëîæèì W â ñòåïåííîé ðÿä ïî ~
i
:

W = W0 +W1
~
i

+W2

(
~
i

)2

+ . . .

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè W = W0, ïðåíåáðåãàåì â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ÷ëåíîì,
ñîäåðæàùèì ~; òîãäà

1

2m
(W ′

0)
2 = E − V ⇒ W0 = ±

∫ √
2m(E − V (x))dx;

â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå √2m(E − V ) = p ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñîì ÷àñòèöû, ïîýòîìó
W0 = ±

∫
pdx + C0. Óñëîâèåì äîïóñòèìîñòè ñäåëàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü

÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî ~, òî åñòü

~
∣∣∣∣ W ′′

0

(W ′
0)

2

∣∣∣∣� 1 ⇒
∣∣∣∣ ddx

(
~
W ′

0

)∣∣∣∣� 1 ⇒ 1

2π

∣∣∣∣dλdx
∣∣∣∣� 1,

ãäå λ =
2π~
p

� äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû ÷àñòèöû. Èòàê, äëèíà âîëíû ÷àñòèöû äîëæíà
ìàëî èçìåíÿòüñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà å¼ ñàìîé. Òàêæå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

dp

dx
=

d

dx

√
2m(E − V ) = −m

p

dV

dx
,

ìîæíî çàïèñàòü
1

2π

∣∣∣∣dλdx
∣∣∣∣ =

~
p2

∣∣∣∣dpdx
∣∣∣∣ =

m~
p3

∣∣∣∣dVdx
∣∣∣∣� 1

� ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èìïóëüñ ÷àñòèöû âåëèê,
à ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïëàâíî.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèèW = W0 +
~
i
W1; W

′ = W ′
0 +

~
i
W ′

1, W
′′ = W ′′

0 +
~
i
W ′′

1 ; ïîäñòàâëÿÿ
â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà ~2, ïîëó÷èì i~W ′′

0 − (W ′
0)

2 −
2~
i
W ′

0W
′
1 + 2m(E − V ) = 0. Íî 2m(E − V ) = (W ′

0)
2, ïîýòîìó

W ′′
0 + 2W ′

0W
′
1 = 0 ⇒ W ′

1 = −W ′′
0

2W ′
0

= − p′

2p
⇒ W1 = −1

2
ln |p|+ C1.

Òàêèì îáðàçîì,
ψ ≈ e

i
~W0+W1 =

1√
|p|

(
C1e

i
~ ·

∫
pdx + C2e

− i
~ ·

∫
pdx

)
.

Ïîäîáíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè íàçûâàåòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì
ïðèáëèæåíèåì, ìåòîäîì ôàçîâûõ èíòåãðàëîâ èëè ïðèáëèæåíèåì Âåíòöåëÿ- Êðàìåðñà-
Áðèëëþýíà (ÂÊÁ).
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3.2. Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.
Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â âèäå H = H0 +H′, ïðè÷¼ì âëèÿíèå H′

äîñòàòî÷íî ìàëî, à ðåøåíèå çàäà÷è H0 ψ
(0) = E(0)ψ(0) èçâåñòíî. Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì

H = H0 +λV, λ � 1. Áóäåì èñêàòü k-îå ñîñòîÿíèå, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Hψk = Ekψk,
ãäå Ek = Ek(λ), ψk = ψk(ri, λ). Ðàçëîæèì ψk è Ek â ñòåïåííîé ðÿä ïî λ:

ψk = ψ
(0)
k + λψ

(1)
k + λ2ψ

(2)
k + . . . , Ek = E

(0)
k + λE

(1)
k + λ2E

(2)
k + . . . .

Ôóíêöèè ψ
(0)
1 , . . . ψ

(0)
n îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, ïîýòîìó ∀ i ≥ 0

ψ
(i)
k =

∑
n

Cnψ
(0)
n ; ïðè i = 0 Cn = δkn.

Íà÷í¼ì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ íåâûðîæäåííîãî ñïåêòðà; ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ äëÿ
ψk, Ek â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà: Hψk = Ekψk ⇒

⇒ (H0 +λV)(ψ
(0)
k +λψ

(1)
k +λ2ψ

(2)
k +. . .) = (E

(0)
k +λE

(1)
k +λ2E

(2)
k +. . .)(ψ

(0)
k +λψ

(1)
k +λ2ψ

(2)
k +. . .).

Ïðèðàâíÿåì ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ, òîãäà

(H0−E(0)
k )ψ

(0)
k = 0, (H0−E(0)

k )ψ
(1)
k + (V−E(1)

k )ψ
(0)
k = 0,

(H0−E(0)
k )ψ

(2)
k + (V−E(1)

k )ψ
(1)
k − E

(2)
k ψ

(0)
k = 0, . . .

(H0−E(0)
k )ψ

(s)
k + (V−E(1)

k )ψ
(s−1)
k − E

(2)
k ψ

(s−2)
k − . . .− E

(s)
k ψ

(0)
k = 0.

Äîìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà ψ(0)
k ñëåâà:

(ψ
(0)
k , (H0−E(0)

k )ψ
(1)
k ) + (ψ

(0)
k , (V−E(1)

k )ψ
(0)
k ) = 0 ⇒

⇒ (H0 ψ
(0)
k , ψ

(1)
k )− E

(0)
k (ψ

(0)
k , ψ

(1)
k ) + (ψ

(0)
k ,Vψ(0)

k )− E
(1)
k = 0 ⇒ (H0 ψ

(0)
k = E

(0)
k ψ

(0)
k )

⇒ (ψ
(0)
k ,Vψ(0)

k )− E
(1)
k = 0 ⇒ (ψ

(0)
k ,Vψ(0)

k ) = E
(1)
k .

Àíàëîãè÷íî E(2)
k = (ψ

(0)
k ,Vψ(1)

k ), . . . E
(s)
k = (ψ

(0)
k ,Vψ(s−1)

k ).

Òåïåðü äîìíîæèì ýòî æå óðàâíåíèå íà ψ(0)
m (m 6= k):

(ψ(0)
m , (H0−E(0)

k )ψ
(1)
k ) + (ψ(0)

m , (V−E(1)
k )ψ

(0)
k ) = 0 ⇒

⇒ E(0)
m (ψ(0)

m , ψ
(1)
k )− E

(0)
k (ψ(0)

m , ψ
(1)
k ) + (ψ(0)

m ,Vψ(0)
k ) = 0 ⇒

⇒

(
ψ

(1)
k =

∑
n6=k

Cnψ
(0)
n ⇒ (ψ(0)

m , ψ
(1)
k ) =

∑
n6=k

Cn(ψ(0)
m , ψ(0)

n ) =
∑
n6=k

Cnδmn = Cn

)
⇒

⇒ Cm = −(ψ
(0)
m ,Vψ(0)

k )

E
(0)
m − E

(0)
k

⇒ ψ
(1)
k = −

∑
m6=k

(ψ
(0)
m ,Vψ(0)

k )

E
(0)
m − E

(0)
k

· ψ(0)
m , E

(2)
k = −

∑
m6=k

|(ψ(0)
m ,Vψ(0)

k )|2

E
(0)
m − E

(0)
k

.

(ïðè ñóììèðîâàíèè îïóùåí ÷ëåí Ck, êîòîðûé äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ ñîãëàñíî óñëîâèþ
íîðìèðîâêè ψk = ψ

(0)
k + λψ

(1)
k â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî λ:

1 = (ψk, ψk) = (ψ
(0)
k , ψ

(0)
k ) + λ

(
(ψ

(0)
k , ψ

(1)
k ) + (ψ

(1)
k , ψ

(0)
k )
)

= 1 + λ
(
(ψ

(0)
k , ψ

(1)
k ) + (ψ

(1)
k , ψ

(0)
k )
)
⇒

⇒ Ck = (ψ
(0)
k , ψ

(1)
k ) = 0). Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ è ýíåðãèþ

ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ. Óñëîâèåì ïîäîáíîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò, î÷åâèäíî, ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
äëÿ ýíåðãèè, òî åñòü

|(ψ(0)
m ,Vψ(0)

k )|2 � |E(0)
m − E

(0)
k |.
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Ïðèìåð (àòîì ãåëèÿ): H = ĥ1 + ĥ2 +
1

r12
, ãäå ĥ1, ĥ2 � îäíîýëåêòðîííûå ãàìèëüòî-

íèàíû; e = 1 � ðàáîòàåì â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö. Îáîçíà÷àÿ H0 = ĥ1 + ĥ2, V =
1

r12
,

ïðèõîäèì ê çàäà÷å òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ H0 ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþò-
ñÿ, òî åñòü ψ(0)

0 = f0ϕ0 (áóäåì èñêàòü òîëüêî ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîýòîìó íàñ
íå èíòåðåñóåò ψ(i)

0 (i > 0)). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ äëÿ àòîìà âîäîðîäà (ñì. 2.5),
íàõîäèì E = −1

2
· µe

4Z2

~2
= −2. f0, ϕ0 ≈ e−

√
−2Eri = e−2ri , i = 1, 2 ⇒ ψ

(0)
0 = e−2(r1+r2).

Çàïèñûâàÿ 1

r12

=
1

|r1 − r2|
÷åðåç ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü

E
(1)
0 =

(
ψ

(0)
0 ,

1

r12

ψ
(0)
0

)
=

5

4
. E0 = E

(0)
0 + E

(1)
0 = 2E + E

(1)
0 = −2.75

(E(0)
0 = 2E, ïîñêîëüêó â àòîìå ãåëèÿ äâà ýëåêòðîíà). Ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå

E0 = −2.9037.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé âûðîæäåííîãî ñïåêòðà, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ âûðîæ-
äåííîãî ñîñòîÿíèÿ E

(0)
k , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ âîëíîâûå

ôóíêöèé ϕ1, . . . ϕr. Ê ýòîìó ñëó÷àþ ïðèìåíèìû âñå ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû, îäíàêî
íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî íå âñÿêèå ôóíêöèè ψ(0)

k ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ. Îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ òàê,
÷òî âîçìóùåíèå ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ ñíèìàåò âûðîæäåíèå, ïîýòîìó â êà÷åñòâå íóëåâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñîâñåì äðóãèå ôóíêöèè ψ(0)

k ; ðàññìîòðèì ñïîñîá
íàõîæäåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé: êàê áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå, (H0−E(0)

k )ψ
(1)
k + (V−E(1)

k )ψ
(0)
k = 0.

Ñîñòîÿíèå ñ E(0)
k âûðîæäåíî, ïîýòîìó ψ(0)

k =
∑
m

Cmϕm. Äîìíîæèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
ñêàëÿðíî íà ϕ1 ñëåâà:

(ϕ1, (H0−E(0)
k )ψ

(1)
k ) +

(
ϕ1, (V−E(1)

k ) ·
∑
m

Cmϕm

)
= 0 ⇒

(
H0 ϕj = E

(0)
k ϕk ∀ j = 1, r)

)
⇒ (E

(0)
k ϕ1, ψ

(1)
k )− (ϕ1, E

(0)
k ψ

(1)
k ) +

(
ϕ1, (V−E(1)

k ) ·
∑
m

Cmϕm

)
= 0.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè ñî âñåìè ϕi, ïîëó÷èì ñèñòåìó r ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà
Cr: 

(
ϕ1, (V−E(1)

k ) ·
∑
m

Cmϕm

)
= 0(

ϕ2, (V−E(1)
k ) ·

∑
m

Cmϕm

)
= 0

...(
ϕr, (V−E(1)

k ) ·
∑
m

Cmϕm

)
= 0

⇔



∑
m

(ϕ1,Vϕm)Cm = C1E
(1)
k∑

m

(ϕ2,Vϕm)Cm = C2E
(1)
k

...∑
m

(ϕr,Vϕm)Cm = CrE
(1)
k

Ïóñòü Vij = (ϕi,Vϕj), òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé çàïèøåòñÿ â âèäå V c = E
(1)
k c, ãäå V �

ìàòðèöà âûðîæäåíèÿ. Ðåøàÿ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ V, íàõîäèì E
(1)
k , c è ψ(0)

k .
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ ïîïðàâîê ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì âíîâü èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà,
ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòàì ïðè λ è λ2 â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà:

(H0−E(0)
k )ψ

(1)
k + (V−E(1)

k )ψ
(0)
k = 0,

(H0−E(0)
k )ψ

(2)
k + (V−E(1)

k )ψ
(1)
k − E

(2)
k ψ

(0)
k = 0.

Ñêàëÿðíî äîìíîæèì îáà óðàâíåíèÿ íà ψ(0)
l , ïîëàãàÿ E(0)

l = E
(0)
k ; òîãäà, âûïîëíÿÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå íåâûðîæäåííîìó ñëó÷àþ, ïîëó÷èì
(ψ

(0)
l ,Vψ(0)

k ) = 0, (ψ
(0)
l ,Vψ(1)

k ) = E
(1)
k (ψ

(0)
l , ψ

(1)
k ).

Èìåÿ â âèäó ψ(1)
k =

∑
i

Ciψ
(0)
i , çàïèøåì

ClE
(1)
k = Cl(ψ

(0)
l ,Vψ(0)

l ) +
∑

i

′
Ci(ψ

(0)
l ,Vψ(0)

i ),

ãäå øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò ó÷¼ò òîëüêî óðîâíåé ñ ýíåðãèåé, îòëè÷íîé îò E
(0)
k

(E(0)
i 6= E

(0)
k ). Îòñþäà

Cl =
1

E
(1)
k − E

(1)
l

·
∑

i

′
Ci(ψ

(0)
l ,Vψ(0)

i );

êîýôôèöèåíòû Ci â ñóììå îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå êàê è â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå. Î÷åâèä-
íî, îïðåäåëåíèå ïîïðàâîê âòîðîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ íè÷åì íå
îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî âûøå íåâûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ.

Ïðèìåð (àòîì âîäîðîäà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå): ïóñòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îä-
íîðîäíî è íàïðàâëåíî âäîëü îñè z: ε = (0, 0, ε). Â ýòîì ñëó÷àå V = ε z, H = H0 +λ ε z.
Íàéä¼ì ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ n = 2 (÷åòûð¼õêðàòíîâûðîæäåííîãî); â íåâîçìó-
ù¼ííîì ñëó÷àå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò):

n, l,m ψ

n = 2, l = 0, m = 0 R20Y00 =
(
1− r

2

)
e−

r
2

n = 2, l = 1, m = 1 R21Y11 = re−
r
2 sin θeiϕ

n = 2, l = 1, m = 0 R21Y10 = re−
r
2 cos θ

n = 2, l = 1, m = −1 R21Y1−1 = re−
r
2 sin θe−iϕ

Ïåðåõîäÿ ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, ìîæíî çàïèñàòü R21Y10 = ze−
r
2 � pz-îðáèòàëü,

1

2
(R21Y11 + R21Y1−1) = xe−

r
2 � px-îðáèòàëü, 1

2
(R21Y11 − R21Y1−1) = iye−

r
2 � py-îðáèòàëü.

Î÷åâèäíî, ÷åòûðå ïîëó÷åííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Íàõîäÿ ýëåìåí-
òû ìàòðèöû âûðîæäåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ϕi, zϕj) îòëè÷íû îò íóëÿ
òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ (2s, z ·pz) = (pz, z ·2s) = a (â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïî R èíòåãðèðóåòñÿ
íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó èíòåãðàëû ðàâíû íóëþ), òî åñòü

V =


0 0 0 a

0 0 0 0

0 0 0 0

a 0 0 0

 .
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E
(1)
1 = x îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà)

det(V − xE) = 0 ⇒ x2(x2 − a2) = 0 ⇒ x = 0, x = ±a � ñèñòåìà îáëàäàåò òðåìÿ óðîâ-
íÿìè ýíåðãèè. Óðîâíè ñ E(1)

1 = ±a ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 2s− è pz-îðáèòàëåé, à
óðîâíè ñ E(1)

1 = 0 � px- è py-îðáèòàëÿìè. Òàêîå ðàñùåïëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïîä
äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ýôôåêòîì Øòàðêà.

3.3. Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.
Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â âèäå H = H0 +λH′, ïðè÷¼ì H0 íå çàâèñèò îò

âðåìåíè ÿâíî. Ïðè îòñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ èçâåñòíî ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà ψ(x, t) =

∑
m

Cmψm(x)e−
i
~Emt, ãäå ψm(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, à Em � ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ H0 . |C2
m| � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

Em. Çàïèøåì ðåøåíèå ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ψm,
ïîëàãàÿ êîýôôèöèåíòû Cm çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè:

ψ =
∑
m

Cm(t) · ψme
− i

~Emt ⇒ ∂ ψ

∂ t
=
∑
m

(
.

Cm −
i

~
Em

)
ψme

− i
~Emt.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ïîëó÷èì:

i~ ·
∑
m

(
.

Cm −
i

~
CmEm

)
ψme

− i
~Emt =

∑
m

(CmEm + λCm H′)ψme
− i

~Emt ⇔

⇔ i~
∑
m

.

Cmψme
− i

~Emt = λ
∑
m

Cm H′ ψme
− i

~Emt

(çäåñü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð H′ ìóëüòèïëèêàòèâåí ïî t � áîëåå îáùèé ñëó÷àé íå ðàñ-
ñìàòðèâàåì). Äîìíîæèì ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî ñëåâà íà ψn (n 6= m, (ψn, ψm) = δnm), òîãäà

i~
.

Cne
− i

~Ent = λ
∑
m

Cm(ψn,H′ ψm)e−
i
~Emt ⇔

⇔ i~
.

Cn = λ
∑
m

Cm ·H′
nme

iωnmt, H′
nm = (ψn,H′ ψm), ωnm =

En − Em

~
.

Ðàçëîæèì Cn â ñòåïåííîé ðÿä ïî λ: Cn = C
(0)
n + λC

(1)
n + λ2C

(2)
n + . . . , ïðè÷¼ì

C
(0)
n 6= C

(0)
n (t), C

(i)
n = C

(i)
n (t) ∀ i > 0. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ â íåñòàöèîíàðíîå óðàâíå-

íèå Øðåäèíãåðà, ïîëó÷èì

i~(λ
.

C(1)
n + λ2

.

C(2)
n + . . .) =

∑
m

(λC(0)
m + λ2C(1)

m ) ·H′
nme

iωnmt.

Ïðèðàâíÿåì ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ, òîãäà i~ ·
.

C
(1)
n =

∑
m

C
(0)
m H′

nme
iωnmt. Êîýôôè-

öèåíòû C
(0)
m îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = 0

â âèäå C(0)
m = δkm (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t = 0 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â k-îì ñòàöèîíàðíîì

ñîñòîÿíèè). Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå

i~ ·
.

C(1)
n (t) = H′

nke
iωnkt ⇒ C(1)

n (t) =
1

i~
·

t∫
0

H′
nk(τ)e

iωnkτdτ, |C(1)
n |2 =

1

~2
·

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

H′
nk(τ)e

iωnkτdτ

∣∣∣∣∣∣
2

.

� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ íà n-ì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå.
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Ïðèìåð (ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ): ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì
ïîëå (íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêîì), òàê ÷òî âêëàä ýòîãî ïîëÿ â ãàìèëüòîíèàí ñîñòàâëÿåò
H′ = F e−iωt+G eiωt; H′ òàêæå ýðìèòîâ, ïîýòîìó F+ eiωt+G+e−iωt = F e−iωt+G eiωt ⇒ F = G+;

H′
nk = Fnke

−iωt +Gnke
iωt ⇒ |C(1)

n |2 =
1

~2
·

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(
Gnke

i(ωnk+ω)t + Fnke
i(ωnk−ω)t

)
dt

∣∣∣∣∣∣
2

=

=
1

~2
·
∣∣∣∣− iGnk

ωnk + ω
ei(ωnk+ω)t − iFnk

ωnk − ω
ei(ωnk−ω)t +

iGnk

ωnk + ω
+

iFnk

ωnk − ω

∣∣∣∣2 .
Òåì íå ìåíåå, ïîäîáíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ íà n-ì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå
ëèøåíî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïðè ωnk − ω = ε → 0: çíàìåíàòåëü äðîáåé ìàë, ÷òî ïðèäà¼ò
èì äîñòàòî÷íî áîëüøèå (è àáñóðäíûå äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, íîðìèðîâàííûõ íà åäèíèöó)
çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè áëèçêîëåæàùèõ
óðîâíåé â ñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé (çíàìåíàòåëè íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ ðÿäà äëÿ
ýíåðãèè áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþò).

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâà áëèçêîëåæàùèõ óðîâíÿ
(n-é è k-é), ïðåíåáðåãàÿ îñòàëüíûìè, êîòîðûå, î÷åâèäíî, íå èñïûòûâàþò ðåçîíàíñ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ i~Ċn =

∑
m

Cm ·H′
nme

iωnmt äàäóò ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (H′

nk ≈ Fnke
−iωt, H′

kn ≈ F ∗
nke

iωt, ωnk = −ωkn): i~
.

Ck = Fnke
iεt · Cn

i~
.

Cn = F ∗
nke

−iεt · Ck.

Ââåä¼ì b = Cne
iεt ⇒ Cn = be−iεt; òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî i~

.

Ck = Fnkb. Ñî-
ãëàñíî âòîðîìó óðàâíåíèþ, i~(−iεb+ ḃ) = F ∗

nkCk ⇒ ε~ḃ+ i~b̈ = F ∗
nkĊk; ïîäñòàâëÿÿ âûðàæå-

íèå Ċk ÷åðåç b, ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
b̈− iεḃ+

|Fnk|2

~2
b = 0. Êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

λ =
i

2
(ε± 2Ω), Ω =

√
ε2

4
+
|Fnk|2

~2
,

ïîýòîìó b = ei
ε
2

t(AeiΩt + Be−iΩt), Cn = e−i
ε
2

t(AeiΩt + Be−iΩt). Åñëè ïðè t = 0 ñèñòå-
ìà íàõîäèëàñü íà k-îì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå, òî Cn(0) = A + B = 0 ⇒ A = −B ⇒
Cn = 2iAei

ε
2

t sin Ωt ⇒ |Cn|2 = 4|A|2 sin2 Ωt = 2|A|2(1 − cos 2Ωt) � ñîñòîÿíèÿ ìåíÿþòñÿ ñ ÷à-
ñòîòîé 2Ω. Ðåøåíèå äëÿ ðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ïðè ε → 0: ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ñèñòåìà òàêæå ïîïåðåìåííî
íàõîäèòñÿ â îáîèõ ñîñòîÿíèÿõ, ïðè÷¼ì ÷àñòîòà èõ ñìåíû Ω =

|Fkn|
~

.

3.4. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï: ∀ ψ (ψ,Hψ) ≥ E0, ãäå E0 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
4 Ïóñòü ψn � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà Hψ = Eψ,

ïðè÷¼ì ôóíêöèè ψn ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ En. Òîãäà ψ =
∑
n

Cnψn, (ψ,Hψ) =
∑
n

|Cn|2En ≥

E0 ·
∑
n

|Cn|2 = E0, ïîñêîëüêó En ≥ E0, à Cn ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ
ψ ïî ψn, òî åñòü äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

∑
n

|Cn|2 = 1. �
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Âàðèàöèîííàÿ òåîðåìà: ìèíèìóìû ýíåðãèè äîñòèãàþòñÿ íà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ
ãàìèëüòîíèàíà.
4 Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ε(ψ) =

(ψ,Hψ)

(ψ, ψ)
⇒ ε ·(ψ, ψ) = (ψ,Hψ). Óñëîâè-

åì ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ δ ε = 0 (òî åñòü ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîé âàðèàöèè ýíåðãèè); ñîîò-
âåòñòâåííî, δ ε ·(ψ, ψ) + ε ·δ(ψ, ψ) = δ(ψ,Hψ). Îáîçíà÷èì εmin ÷åðåç E, òîãäà E(δψ, ψ) +
E(ψ, δψ) = (δψ,Hψ)+(ψ,H(δψ)) ⇒ (δψ, (H−E)ψ)+(ψ, (H−E)δψ) = 0. Çàìåíèì âàðèàöèþ
δψ íà iδψ, òîãäà −i(δψ, (H−E)ψ) + i(ψ, (H−E)δψ) = 0; äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà i
è âû÷òåì èç íåãî âòîðîå; ïîëó÷èì (âàðèàöèÿ δψ ïðîèçâîëüíà) (H−E)ψ = 0 ⇒ Hψ = Eψ
� óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H . �

Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà è âàðèàöèîííîé òåîðåìû ðàáîòàþò ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íàçûâàåìûå âàðèàöèîííûìè. Äâà èç íèõ
áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå:

Ìåòîä Ðèòöà: âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé íàáîð áàçèñíûõ ôóíêöèé ϕn; òîãäà
ψ =

∑
n

Cnϕn.

E =
(ψ,Hψ)

(ψ, ψ)
=

∑
m

C∗
m

∑
n

Cn(ϕm,Hϕn)∑
m,n

C∗
mCn(ϕm, ϕn)

=
c+Hc

c+Sc
,

ãäå Hmn = (ϕm,Hϕn), Smn = (ϕm, ϕn). Òàêèì îáðàçîì, E ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì c; äëÿ
íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà E ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â âèäå E c+ S c = c+ H c è ïðî-
âàðüèðóåì åãî, èìåÿ â âèäó ïîñòîÿíñòâî ìàòðèö H è S: δE ·c+ S c+E(δ c+ ·S c+ c+ S ·δ c) =
δ c+ ·H c+ c+ H · δ c . δE = 0 ⇒ δ c+(H c−ES c) = 0 (ïîëó÷àåì ñóììó äâóõ ýðìèòîâî ñîïðÿ-
æ¼ííûõ âàðèàöèé ñ ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè � âàðèàöèè âûáèðàþòñÿ
ïðîèçâîëüíî, ïîýòîìó îáà êîýôôèöèåíòà ðàâíû íóëþ). Òàêèì îáðàçîì, H c = ES c � ìàò-
ðè÷íûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

Ìåòîä Õàðòðè: H = ĥ1 + ĥ2 + ĝ, ĥi � ãàìèëüòîíèàíû, îïèñûâàþùèå äâå ÷àñòè ñèñòå-
ìû, ĝ îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ÷àñòåé. Ïðè óñòðåìëåíèè âëèÿíèÿ ĝ ê íóëþ ïå-
ðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè âîëíîâûå ôóíêöèè. Åñëè æå âëèÿíèåì ĝ
íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü, òî áóäåì èñêàòü ψ = ψ1ψ2 (ïðèáëèæåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ).
δψ = δψ1 + ψ1δψ2; ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó âàðèàöèîííîé òåîðåìû (δψ, (H−E)ψ) = 0 ⇒

⇒
∫
V1

δψ∗1dV1

∫
V2

ψ∗2(H−E)(ψ1ψ2)dV2 +

∫
V2

δψ∗2dV2

∫
V1

ψ∗1(H−E)(ψ1ψ2)dV1 = 0

(V1 è V2 � îáú¼ìû êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòÿì ñèñòåìû).
Âàðèàöèè δψ1 è δψ2 íåçàâèñèìû, ïîýòîìó

∫
V2

ψ∗2(H−E)(ψ1ψ2)dV2 = 0∫
V1

ψ∗1(H−E)(ψ1ψ2)dV1 = 0

⇒


∫
V2

ψ∗2(ĥ1 + ĥ2 + ĝ−E)(ψ1ψ2)dV2 = 0∫
V1

ψ∗1(ĥ1 + ĥ2 + ĝ−E)(ψ1ψ2)dV1 = 0

⇒

⇒


(
ĥ1 +(ψ2, ĝψ2)2

)
ψ1 =

(
E − (ψ2, ĥ2 ψ2)2

)
ψ1(

ĥ2 +(ψ1, ĝψ1)1

)
ψ2 =

(
E − (ψ1, ĥ1 ψ1)1

)
ψ2

⇒

 (ĥ1 + ĝ2)ψ1 = E2ψ1

(ĥ2 + ĝ1)ψ2 = E1ψ2

� äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé, ïîñêîëüêó àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ îíà ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ íå èìååò (ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Ei = E − (ψi, ĥi ψi)i,
ĝi = (ψi, ĝψi)i � îïåðàòîðû, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ĝ äåéñòâóåò íà âñå ïåðåìåííûå).
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3.5. Àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå.
Äàííîå ïðèáëèæåíèå ðàçðàáîòàíî äëÿ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ êàê ë¼ãêèå, òàê è ñóùå-

ñòâåííî áîëåå òÿæ¼ëûå ÷àñòèöû. Îáû÷íî ë¼ãêèìè ÷àñòèöàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîíû, à òÿ-
æ¼ëûìè � ÿäðà; îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû ýëåêòðîíîâ ÷åðåç r, à êîîðäèíàòû ÿäåð � ÷åðåç R .
Òîãäà H = TR +Tr +V(r,R), ãäå

Tr = −
∑

i

~2

2mi

∂2

∂ r2
i

, TR = −
∑

i

~2

2Mi

∂2

∂ R2
i

� îïåðàòîðû êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ è ÿäåð, à V(r,R) � îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó âñåìè ÷àñòèöàìè, êîòîðûé ìû ñ÷èòàåì ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûì. Ïîëàãàÿ TR ìàëûì âîçìóùåíèåì, çàïèøåì H = H0 +TR, H0 = Tr +V .

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðèíèìàåò âèä
(H0− εn(R))ϕ(R, r) = 0 � êîîðäèíàòû òÿæ¼ëûõ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðîì, à áóêâà
n îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü êâàíòîâûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå ÿäåð. Â îáùåì ñëó-
÷àå áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (H−E)Ψ(R, r) = 0 â âèäå Ψ(R, r) =∑
n

Φn(R)ϕn(R, r) (ñïåêòð H0 ìîæåò áûòü êàê äèñêðåòíûì, òàê è íåïðåðûâíûì, ïîýòîìó â
äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ ïðè íåîáõîäèìîñòè âîçìîæíà çàìåíà ñóììû íà èíòåãðàë). Çàìå-
òèì, ÷òî

TR Ψ = TR

(∑
n

Φn(R)ϕn(R, r)

)
=
∑

n

(
ϕn · TR Φn −

∑
i

~2

Mi

∂ ϕn

∂ Ri

∂ Φn

∂ Ri

+ Φn · TR ϕn

)
;

H0 ϕn = εn ϕn ⇒ (H−E)Ψ = 0 =
∑

n

(εn−E)ϕnΦn + TR Ψ

(V ñ÷èòàåì ìóëüòèïëèêàòèâíûì, ïîýòîìó H0 Ψ =
∑
n

Φn(R)εnϕn(R, r)). Äîìíîæèì ñêàëÿð-
íî ðàâåíñòâî íà ϕm ñëåâà; òîãäà, ïîñêîëüêó (ϕm, ϕn) = δnm, íàéä¼ì

(TR + εm(R)− E)Φm(R) =
∑

n

(
ϕm,

∑
i

~2

2mi

∂ ϕn

∂ Ri

∂ Φn

∂ Ri

− Φn TR ϕn

)
=
∑

n

Lmn Φn,

ãäå îïåðàòîð Lmn =
~2

2M

∑
i

∫
ϕ∗m(R, r)

∂ ϕn(R, r)

∂ Ri

dr · ∂

∂ Ri

−
∫
ϕ∗m(R, r)TR ϕn(R, r)dr.

Ïîëàãàÿ âëèÿíèå Lmn ìàëûì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (TR + εm(R))Φm(R) = E0
mΦm(R)

íà êîîðäèíàòû ÿäåð. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âñåé ñèñòåìû çàïèøåòñÿ êàêΨm = Φm(R)ϕm(R, r),
òî åñòü äëÿ å¼ íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìî íåçàâèñèìî ðåøàòü óðàâíåíèÿ íà Φ è ϕ, ïðè÷¼ì
óðàâíåíèå íà Φ ñîäåðæèò âñåãî îäèí îïåðàòîð TR, òî åñòü âëèÿíèå ýëåêòðîíîâ íà ñîñòîÿíèå
ÿäåð íå ó÷èòûâàåòñÿ (÷òî âïîëíå åñòåñòâåííî èç-çà çíà÷èòåëüíîé ðàçíèöû â ìàññå). Â êâàí-
òîâîé õèìèè äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è âñåãäà èñïîëüçóåòñÿ àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå,
ïðè÷¼ì ñîñòîÿíèå ÿäåð ïîëàãàåòñÿ êëàññè÷åñêèì è èññëåäóåòñÿ ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Àíàëîãè÷íî îáùåìó ðåçóëüòàòó òåîðèè âîçìóùåíèé êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè
àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (Φm,Lmn Φn) � |E0

m − E0
n|.
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4. Ïðèìåíåíèå ôîðìàëèçì Äèðàêà ê ðåøåíèþ çàäà÷ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè.

4.1. Îáùèé ôîðìàëèçì êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü â 2.7, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé

âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé, èç-çà ÷åãî ïðèâåä¼ííûå âûøå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè îêàçûâàþòñÿ íåóíèâåðñàëüíûìè � îíè çàïèñàíû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè,
à ïåðåõîä ê äðóãèì ïðåäñòàâëåíèÿì çà÷àñòóþ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëîæíûìè âû÷èñëåíèÿìè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ýòîé òðóäíîñòè, Äèðàêîì áûë ñîçäàí îáùèé ôîðìàëèçì êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè èëè ôîðìàëèçì êåò-, áðà-âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå: êåò-âåêòîðîì (|u 〉) íàçûâàåòñÿ âñÿêèé âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé ñî-
ñòîÿíèå ñèñòåìû íåçàâèñèìî îò âûáðàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïîñòóëàò: ïðîñòðàíñòâî êåò-âåêòîðîâ ëèíåéíî, òî åñòü âñå âåêòîðû
n∑

i=1

Ci|ui 〉(
ξ2∫
ξ1

C(ξ)|ξ〉ξ

)
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ. Ñîñòîÿíèÿ |u 〉 è C|u 〉 ñîâïàäàþò.

Ïîñòóëàò: âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êåò-âåêòîðîâ ñõîäèòñÿ ê êåò-âåêòîðó (ñâîéñòâî
ïîëíîòû), à äëÿ âñÿêîãî êåò-âåêòîðà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ê íåìó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êåò-âåêòîðîâ (ñâîéñòâî ñåïàðàáåëüíîñòè). Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî êåò-âåêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Îïðåäåëåíèå: áðà-âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ýðìèòîâñêè ñîïðÿæ¼ííûé ê äàííîìó
êåò-âåêòîðó (〈u| = (|u 〉)+). Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâå-
äåíèÿ â âèäå 〈u|v 〉 (brackets) è îïðåäåëèòü äëèíó êåò-âåêòîðà êàê √〈u|u 〉.

Ïîñòóëàò: âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì |u 〉,
â ïðîèçâîëüíîì g-ïðåäñòàâëåíèè ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ψu(g) = 〈 g|u 〉, ãäå 〈 g| � âåê-
òîð, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå g-ïðåäñòàâëåíèþ. Íàáîð ïåðåìåííûõ u
íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ñîñòîÿíèÿ, à íàáîð ïåðåìåííûõ g � èíäåêñîì ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ïðîñòðàíñòâå êåò-âåêòîðîâ íåñëîæíî ââåñòè ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà
êåò-âåêòîðû ñëåâà; î÷åâèäíî, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êåò-âåêòîð. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì
ëèíåéíîé àëãåáðû òå æå ñàìûå îïåðàòîðû ìîãóò äåéñòâîâàòü íà áðà-âåêòîðû ñïðàâà, çà-
äàâàÿ íîâûé áðà-âåêòîð.

Îïðåäåëåíèå: îïåðàòîð P = |n 〉 〈n| íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèîííûì îïåðàòîðîì (ïðîåê-
òîðîì) íà íàïðàâëåíèå |n 〉. Ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ìàòðè÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ êåò- è áðà-âåêòîðîâ, à òàêæå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü |n 〉 � ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû îïåðàòîðà A, îáðàçóþùèå áàçèñ: A |n 〉 = an|n 〉, 〈n1|n2 〉 = δn1n2 . Îïåðàòîð
PA =

∑
n

|n 〉 〈n| íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîåêòîðîì.

PA |n2 〉 =
∑
n1

|n1 〉 〈n1|n2 〉 =
∑
n1

δn1n2|n2 〉 = |n2 〉

� îïåðàòîð PA íå èçìåíÿåò áàçèñíûå âåêòîðû, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì.
∀ |u 〉 PA |u 〉 =

∑
n

|n 〉 〈n|u 〉 =
∑
n

un|n 〉 � ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå; êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
un çàäàþò ïðåäñòàâëåíèå |u 〉 â âèäå ñòîëáöà: |u 〉 = (〈n|u 〉)n. Àíàëîãè÷íî ∀ 〈 v| 〈 v|PA =∑
n

〈 v|n 〉 〈n| =
∑
n

vn 〈n| � êîýôôèöèåíòû vn çàäàþò ïðåäñòàâëåíèå 〈 v| â âèäå ñòðîêè
(〈n|v 〉∗)n . Î÷åâèäíî,

〈 v|u 〉 =
∑
m

〈 v|m 〉 〈m|
∑

n

|n 〉 〈n|u 〉 =
∑
m,n

〈 v|m 〉 δmn 〈n|u 〉 =
∑

n

〈n|v 〉∗ 〈n|u 〉,
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òî åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ñòðîêè íà ñòîëáåö. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî îïåðàòîðà B

B = PA BPA =
∑
m

|m 〉 〈m|B
∑

n

|n 〉 〈n| =
∑
m,n

Bmn|m 〉 〈n|,

ãäå Bmn = 〈m|B |n 〉, à ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà B â áàçèñå âåêòîðîâ
|n 〉 .

Îïðåäåëåíèå: ïóñòü âåêòîðû |u(1) 〉 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó E1 (dimE1 = N1), à
âåêòîðû |u(2) 〉 � ïðîñòðàíñòâó E2 (dimE2 = N2). E1

⋂
E2 = 0; òîãäà âåêòîðû |u(1)u(2) 〉,

óñëîâíî ïðåäñòàâëÿåìûå â âèäå |u(1) 〉 |u(2) 〉, ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó E1 ⊗ E2, íàçû-
âàåìîìó òåíçîðíûì (êðîíåêåðîâñêèì) ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ E1 è E2.
Î÷åâèäíî, dim(E1⊗E2) = N1N2, à, åñëè îïåðàòîðû A(1) è A(2) äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâàõ
E1 è E2 ñîîòâåòñòâåííî, òî [A(1),A(2)] = 0.

4.2. Îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü òåîðèþ, èíâàðèàíòíóþ ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó ïðåäñòàâëå-

íèÿ, íå áóäåì àïåëëèðîâàòü ê êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ,
à âîñïîëüçóåìñÿ ëèøü ïðåäâàðèòåëüíî âûâåäåííûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ: ïóñòü Jx, Jy, Jz � êîìïîíåíòû îïåðàòîðà óãëîâîãî
ìîìåíòà J . Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè Jx = ŷp̂z − ẑp̂y, Jy = ẑp̂x − x̂p̂z, Jz = x̂p̂y − ŷp̂x.
[Jx, Jy] = [ŷp̂z, ẑp̂x] − [ŷp̂z, x̂p̂z] − [ẑp̂y, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z] = x̂p̂y[ẑ, p̂z] + ŷp̂x[p̂y, ŷ] = i~ Jz (ñì.
îñíîâíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â 2.1); àíàëîãè÷íî [Jy, Jz] = i~ Jx, [Jz, Jx] = i~ Jy .
J2 = J2

x + J2
y + J2

z ⇒ [Jα, J2] = 0, α = x, y, z; â ÷àñòíîñòè, [Jz, J2] = 0 ⇒ J2 Jz = Jz J2 .

Îïåðàòîðû Jz è J2 êîììóòèðóþò, ïîýòîìó (ñì. 1, òåîðåìà î êîììóòèðóþùèõ îïåðà-
òîðàõ) îíè èìåþò îáùèé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |λ, κ 〉, ãäå λ �
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ J2 (J2 |λ, κ 〉 = λ|λ, κ 〉), à κ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Jz (Jz |λ, κ 〉 =
κ|λ, κ 〉). Çàìåòèì, ÷òî

〈λ, κ| J2 |λ, κ 〉 = λ =
∑

α

〈λ| J2
α |λ, κ 〉 =

∑
α

〈λ, κ| J+
α Jα |λ, κ 〉 =

∣∣ Jα |λ, κ 〉
∣∣2 ≥ 0;

J2
z |λ, κ 〉 = κ2|λ, κ 〉 ⇒ κ2 = 〈λ, κ| J2

z |λ, κ 〉 = 〈λ, κ| J2 |λ, κ 〉− 〈λ, κ| J2
x +J2

y |λ, κ 〉 = λ −
〈λ, κ| J2

x + J2
y |λ, κ 〉 ⇒ κ2 ≤ λ, ïîñêîëüêó

〈λ, κ| J2
x + J2

y |λ, κ 〉 = 〈λ, κ| J+
x Jx |λ, κ 〉+ 〈λ, κ| J+

y Jy |λ, κ 〉 ≥ 0.

Ââåä¼ì îïåðàòîðû J+ è J−: J± = Jx±i Jy, íàçûâàåìûå îïåðàòîðàìè ïîâûøåíèÿ è ïî-
íèæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. [Jz, J+] = [Jz, Jx +i Jy] = i~ Jy +~ Jx = ~ J+ ⇒ Jz J+ = [Jz, J+] +
J+ Jz = ~ J+ + J+ Jz; Jz J+ |λ, κ 〉 = ~ J+ |λ, κ 〉+ J+ Jz |λ, κ 〉 = (~ + κ) J+ |λ, κ 〉 . Òàêèì îáðà-
çîì, J+ |λ, κ 〉 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Jz, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ κ+ ~, òî åñòü J+ |λ, κ 〉 = C+|λ, κ+ ~ 〉 � îïåðàòîð J+ ïîâûøàåò íà åäèíèöó ~ çíà÷åíèå
κ âåêòîðà. Àíàëîãè÷íî J− |λ, κ 〉 = C−|λ, κ− ~ 〉 .

Îäíàêî κ2 ≤ λ, òî åñòü ∃ κmin, κmax : κ2
min ≤ λ, κ2

max ≤ λ, (κmin − ~)2 > λ, (κmax +
~)2 > λ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî J+ |λ, κmax 〉 = |0 〉, J− |λ, κmin 〉 = |0 〉 (|0 〉 � íóëåâîé âåêòîð
ïðîñòðàíñòâà êåò-âåêòîðîâ, òî åñòü íåðåàëèçóåìîå ñîñòîÿíèå). Çàìåòèì, ÷òî J2

x + J2
y =

1

2
(J+ J− + J− J+), ïîýòîìó J2 =

1

2
(J+ J− + J− J+) + J2

z ⇒ J− J+ = 2 J2−2 J2
z − J+ J−; êðî-

ìå ýòîãî, [J+, J−] = 2~ Jz, òî åñòü J− J+ = J2− J2
z −~ Jz . J− J+ |λ, κmax 〉 = J− |0 〉 = |0 〉 =

(J2− J2
z −~ Jz)|λ, κmax 〉 = (λ − κ2

max − ~κmax)|λ, κmax 〉 ⇒ λ = κ2
max + ~κmax. Àíàëîãè÷íî
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J+ J− = 2 J2−2 J2
z − J− J+ = J2− J2

z + Jz; J+ J− |λ, κmin 〉 = |0 〉 = (λ−κ2
min+~κmin)|λ, κmin 〉 ⇒

λ = κ2
min−~κmin = κ2

max+~κmax. Îäíàêî, êàê èçâåñòíî èç 2.2, ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà
Jz ðàâíû m~, m ∈ Z, ïîýòîìó κmax−κmin = N~, N ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, κmax = κmin +N~
è κ2

min +2N~κmin +N2~2 +~(κmin +N~) = κ2
min−~κmin ⇒ (2N +2)~κmin = −(N2 +N)~2 ⇒

⇒ κmin = −N~
2
, κmax =

N~
2
, λ =

N~
2

(
N~
2

+ ~
)
.

Îïðåäåëèì òàêæå êîýôôèöèåíòû C±: J+ |λ, κ 〉 = C+|λ, κ + ~ 〉 ⇒ 〈λ, κ| J+
+ J+ |λ, κ 〉 =

|C+|2 〈λ, κ + ~|λ, κ + ~ 〉 = |C+|2. Íî J+
+ = Jx−i Jy = J−, ïîýòîìó J+

+ J+ = J− J+ =

J2− J2
z −~ Jz; çíà÷èò, |C+|2 = 〈λ, κ|(λ−κ2−~κ)|λ, κ 〉 = λ−κ2−~κ =

N

2

(
N

2
+ 1

)
~2−κ(κ+~).

Àíàëîãè÷íî |C−|2 =
N

2

(
N

2
+ 1

)
− κ(κ− ~).

4.3. Ñïèí.
Çàìåòèì, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì 2.2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Jz � öåëûå ÷èñëà â åäèíèöàõ ~;

îäíàêî â 4.2 áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî κ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ −N~
2
÷ N~

2
, ïðè÷¼ì N íå îáÿ-

çàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì. Èòàê, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîçìîæíû ñîñòîÿíèÿ, â ïðèíöèïå
íå îáúÿñíèìûå ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäàíèå ýòîãî ôàêòà áûëî ïîëó÷åíî â õîäå îïûòîâ Øòåðíà-
Ãåðëàõà; ïó÷îê àòîìîâ âîäîðîäà â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ íàïðÿæ¼ííîñòüþ H ðàñ-
ùåïëÿåòñÿ ïî ýíåðãèè, ïðè÷¼ì âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ ñîñòàâëÿåò 2µB, õîòÿ ìåõàíè÷åñêèé
ìîìåíò l äëÿ ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà ðàâåí íóëþ, à ïîòîìó è ìàãíèòíûé ìîìåíò
−→µ =

e

2mc
l = 0. Ðàñ÷¼òû (ïðèâåä¼ííûå íåñêîëüêî íèæå) ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîìó ðàñùåï-

ëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå ó ýëåêòðîíà ñîáñòâåííîãî ìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà l =
1

2
�

âïåðâûå ïîäîáíàÿ ãèïîòåçà áûëà âûñêàçàíà Óëåíáåêîì è Ãàóäñìèòîì. Ñîáñòâåííûé ìåõà-
íè÷åñêèé ìîìåíò ÷àñòèöû íàçûâàåòñÿ ñïèíîì è ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ðåçóëüòàòîì âðàùåíèÿ
÷àñòèöû âîêðóã ñâîåé îñè. Íåîáõîäèìî, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè
íèêàêîãî âðàùåíèÿ íå ïðîèñõîäèò, à ñïèí ÿâëÿåòñÿ îñîáûì, ÷èñòî êâàíòîâûì ñâîéñòâîì
÷àñòèöû.

Èòàê, N = 1, λ =
3

4
~2, κ = ±~

2
; âûáèðàÿ âåêòîðû∣∣∣∣ 34 , 12

〉
→
(

1
0

)
è
∣∣∣∣ 34 ,−1

2

〉
→
(

0
1

)
â êà÷åñòâå áàçèñíûõ, çàïèøåì ìàòðèöû îñíîâíûõ îïåðàòîðîâ (äëÿ ñïèíà îíè îáîçíà÷àþòñÿ
áóêâàìè S):

S2 =
3

4
~2

(
1 0
0 1

)
, Sz =

~
2

(
1 0
0 −1

)
.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå â 4.2 âûðàæåíèÿ äëÿ C+ è C−, íàéä¼ì

S+ = ~
(

0 1
0 0

)
, S− = ~

(
0 0
1 0

)
.

Îòñþäà

Sx =
1

2
(S+ + S−) = ~

 0
1

2
1

2
0

 , Sy =
−i
2

(S+ − S−) = i~

 0 −1

2
1

2
0

 .
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Ìàòðèöû σx, σy, σz : Sα =
~
2
σα (α = x, y, z) íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Îïðåäåëåíèå: ñïèíîâûì êâàíòîâûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ñïèíà (òî åñòü ñîá-
ñòâåííîãî ìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà) ÷àñòèöû, äëÿ ýëåêòðîíà s =

1

2
; ìàãíèòíûì ñïèíîâûì

êâàíòîâûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ïðîåêöèè ñïèíà íà ïðîèçâîëüíî âûáðàííóþ îñü,
äëÿ ýëåêòðîíà ms = sz = ±1

2
.

Îïðåäåëåíèå: ñïèíîâîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ñïèíà ÷àñòèöû, òî
åñòü, ïî ñóòè, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷àÿ áàçèñíûå âåêòîðû

∣∣∣∣ 34 , 12
〉

è∣∣∣∣ 34 ,−1

2

〉
÷åðåç

(
1
0

)
è
(

0
1

)
, çàïèøåì ñïèíîâóþ ôóíêöèþ χ â âèäå

χ = a

(
1
0

)
+ b

(
0
1

)
.

Òåîðåìà: âñÿêîé ñïèíîâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèå â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå, ïðîåêöèÿ ñïèíîâîé ôóíêöèè íà êîòîðîå ìàêñèìàëüíà, à êàæäîìó íàïðàâëå-
íèþ ñîîòâåòñòâóåò ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà ñîîòâåòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå
ìàêñèìàëüíà.
4 Áóäåì ñ÷èòàòü ñïèíîâóþ ôóíêöèþ íîðìèðîâàííîé, òî åñòü |χ|2 = |a|2 + |b|2 = 1;

ìîæíî çàïèñàòü a = eiα cos δ, b = eiβ sin δ
(
α, β ∈ [0, π]; δ ∈

[
0,
π

2

])
. Òàêèì îáðàçîì,

χ = eiα

(
cos δ

ei(β−α) sin δ

)
; Sx =

~
2
σx, Sy =

~
2
σy, Sz =

~
2
σz, ïîýòîìó

Sx = χ+Sxχ =
~
2
(cos δ, ei(α−β) sin δ) ·

(
0 1
1 0

)
·
(

cos δ
ei(β−α) sin δ

)
=

=
~
2

sin δ cos δ(ei(β−α) + ei(α−β)) =
~
2

sin 2δ cos(β − α);

Sy =
i~
2

(cos δ, ei(α−β) sin δ) ·
(

0 −1
1 0

)
·
(

cos δ
ei(β−α) sin δ

)
=

~
2

sin 2δ sin(β − α);

Sz =
~
2
(cos δ, ei(α−β) sin δ) ·

(
1 0
0 −1

)
·
(

cos δ
ei(β−α) sin δ

)
=

~
2

cos 2δ.

Ïóñòü n � åäèíè÷íîå íàïðàâëåíèå, çàäàííîå â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óãëàìè
ϕ, θ; òîãäà, î÷åâèäíî, nx = cosϕ sin θ, ny = sinϕ sin θ, nz = cos θ. Ïðîåêöèÿ îïåðàòîðà S
íà n (Sn) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, ïðè÷¼ì Sn = Sxnx + Syny + Sznz =

=
~
2

(
cos θ sin θ(cosϕ− i sinϕ)

sin θ(cosϕ+ i sinϕ − cos θ

)
=

~
2

(
cos θ e−iϕ sin θ
eiϕ sin θ − cos θ

)
.

Ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Sz (à ïîòîìó è Sn) ÿâëÿåòñÿ ~
2
. Íåñëîæíî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð χ1
2

=
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 cos
θ

2

eiϕ sin
θ

2

 . Ñðàâíèâàÿ ýòîò âåêòîð ñ χ, âèäèì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ïðè θ = 2δ, ϕ = β−α

(êîíñòàíòà eiα â äàííîì ñëó÷àå íå èìååò çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó âñå âåêòîðû âèäà Cχ1
2
òàêæå

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1

2
. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó âèäîì ñïèíîâîé ôóíêöèè è ìàêñèìóìîì ïðîåêöèè, êîòîðîå è äîêàçûâàåò
òåîðåìó. �

Ïðèìåð: âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåìû äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ � ïðîåêöèè íà
îäíó èç êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïóñòü n = nx, òî åñòü θ =

π

2
, ϕ = 0; ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëû

äëÿ Sx, Sy, Sz δ =
π

4
, β − α = 0, íàõîäèì Sx =

1

2
, Sy = Sz = 0. Âåêòîð ñïèíà íàïðàâëåí

âäîëü îñè x, à ïîòîìó äâå äðóãèå åãî ïðîåêöèè îáðàùàþòñÿ â íîëü.
Èòàê, íàëè÷èå ñïèíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì ÷àñòèöû, à å¼ ñîñòîÿíèå

çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñïèíà è åãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå; îäíàêî íèãäå ðàíåå çàâèñè-
ìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îò ñïèíà íå âîçíèêàëà, à, íàïðèìåð, â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñåëà ëèøü îò êîîðäèíàò ÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâîâàíèå ñïèíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óêëàäûâàåòñÿ â ðàçâèòóþ òåîðèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Äèðàê óñòàíîâèë, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñïèíà ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì ýôôåêòîì, à ïîòî-
ìó, ðàçóìååòñÿ, íå ìîæåò âîçíèêíóòü â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ðàññìàò-
ðèâàåìîé ðàíåå. Ñîîòâåòñòâåííî, ñïèí âîîáùå íå ôèãóðèðóåò â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà,
à âîçíèêàåò ëèøü â óðàâíåíèè Äèðàêà � îñíîâíîì óðàâíåíèè ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé
ìåõàíèêè. Òåì íå ìåíåå, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ñ ó÷¼-
òîì íàëè÷èÿ ñïèíà, õîòÿ èõ ñêîðîñòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è Äèðàê ðàñøèðèë ôîðìàëèçì íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, çàìåíèâ
âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ òàê íàçûâàåìûìè ñïèíîðàìè: â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýëåêòðîíà

(
s =

1

2

)
åãî ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ñòîëáöîì

ψ =

 ψ

(
ms =

1

2

)
ψ

(
ms = −1

2

)
 ,

òî åñòü â âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ ïðîñòî ó÷èòûâàþòñÿ äâà âîçìîæíûõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ
÷àñòèö ñ áîëüøèì ñïèíîì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ñïèíîð 2s-ãî ðàíãà, ÿâëÿþùèéñÿ,
ïî ñóòè, òåíçîðîì 2s-ãî ðàíãà.

Ïîñòðîèì òåïåðü ãàìèëüòîíèàí, ñîîòâåòñòâóþùèé ñïèíîðó ïåðâîãî ðàíãà. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ òîêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ; áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çàäàäèì ïîëå H1 = const ÷åðåç âåê-
òîðíûé ïîòåíöèàë

A =
1

2
[H1 r] (rotA = rot

(
1

2
· [H1 r]

)
=

1

2
((r∇)H1−(H1∇) r+H1 div r− r divH1) = H1,

ïîñêîëüêó div r = 3, H1 = const, divH1 = 0); äëÿ H2 âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà
rotH2 =

4π

c
j . Ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû Ëîðåíöà Fm =

e

c
· [vH1] � åé ñîîòâåòñòâóåò
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ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U =
1

c
Aj, ïîñêîëüêó

grad(Aj) = (j∇)A+(A∇) j+[j rotA] + [A rot j] = [jH1],

j = ev, rot j = e rot d r

dt
= e

d

dt
rot r = 0, (A∇) j = e(A∇)v = e

∑
α

Aα
∂ vα

∂ α
= 0, rotA = H2,

j∇ =
c

4π
[∇H2]∇ =

c

4π
[∇,∇]H2 = 0, ïîñêîëüêó [∇,∇] = 0. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ

âçàèìîäåéñòâèÿ òîêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ εm =
1

c
Aj =

e

2c
[H1 r]v =

e

2mc
[rmv]H1 =

e

2mc
l ·H1 = −→µ H1, ãäå l � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, à −→µ =

e

2mc
l � ìàãíèòíûé ìîìåíò

÷àñòèöû.
Äëÿ îäíîýëåêòðîííîãî àòîìà ñ l = 0 ãàìèëüòîíèàí çàïèøåòñÿ â âèäå H = H0 +gµB(SH),

ãäå H0 � ìåõàíè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãàìèëüòîíèàíà (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà è
ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ÿäðîì), H � ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå,
µB =

e~
2mc

� ìàãíåòîí Áîðà, à g � ôàêòîð ñïåêòðîñêîïè÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ (g-ôàêòîð),
ââîäèìûé äëÿ ñâÿçè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è îïåðàòîðà ñïèíà. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå
äëÿ ýëåêòðîíà g = 2. Íàïðàâèì îñü z âäîëü íàïðàâëåíèÿ H; òîãäà H = (0, 0, H); ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè H0 |ms 〉 = E0|ms 〉, ŝz|ms 〉 = ms~|ms 〉, H |ms 〉 =(
E0 +

e~
mc

msH

)
|ms 〉 . ms = ±1

2
, òî åñòü â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ýíåðãåòè÷åñêèå

óðîâíè ðàñùåïëÿþòñÿ, ïðè÷¼ì âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ ñîñòàâëÿåò ∆E =
e~
mc

H = 2µBH.

Äàííîå ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Çååìàíà è òàêæå íàáëþäàåòñÿ äëÿ ìíîãîýëåêòðîí-
íûõ àòîìîâ.

Íàêîíåö, îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, äåéñòâóþùèé íà ñïèíîð ïåðâîãî ðàíãà (ïðè l = 0),
äîëæåí èìåòü âèä ìàòðèöû 2×2 è, î÷åâèäíî, çàïèñûâàòüñÿ êàê H = H0 +(µH) ñ èñïîëü-
çîâàíèåì â âûðàæåíèè äëÿ µ ìàòðèö Ïàóëè.

H = H0

(
1 0
0 1

)
+ gµB

((
0 1
1 0

)
Hx +

(
0 −i
i 0

)
Hy +

(
1 0
0 −1

)
Hz

)
.

Ïðè ýòîì óðàâíåíèåØðåäèíãåðà çàïèñûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê â îòñóòñòâèå ñïèíà: Hψ =
Eψ è íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Ïàóëè.

4.4. Ñèììåòðèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå: òîæäåñòâåííûìè ÷àñòèöàìè íàçûâàþòñÿ ÷àñòèöû, îäèíàêîâûå ïî

âñåì ñâîèì ñâîéñòâàì. Îïåðàòîð P, ìåíÿþùèé ìåñòàìè êîîðäèíàòû äâóõ òîæäåñòâåííûõ
÷àñòèöû, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïåðåñòàíîâêè Pψ(1, 2) = ψ(2, 1).

Ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö: â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òîæäå-
ñòâåííûå ÷àñòèöû íåðàçëè÷èìû, ïîñêîëüêó, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, íåëüçÿ
óêàçàòü òî÷íûå êîîðäèíàòû è òî÷íûé èìïóëüñ ÷àñòèöû â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìå-
íè. ×åì òî÷íåå çàäàíèå êîîðäèíàò ÷àñòèö íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ðàçëè÷åíèå ÷àñòèö),
òåì áîëüøå îøèáêà â îïðåäåëåíèè èìïóëüñà. Êðîìå ýòîãî, ÷àñòèöû íå äâèãàþòñÿ ïî îïðå-
äåë¼ííûì òðàåêòîðèÿì (ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè), ïîýòîìó ðàçëè÷èòü èõ â ïðîöåññå
äâèæåíèÿ òàêæå íåâîçìîæíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî â êîîðäèíàíòíîì ïðåäñòàâëåíèè âñå îïåðàòîðû èíâàðèàíòíû ïî îòíî-
øåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, ïîýòîìó ëþáîé îïåðàòîð êîììóòè-
ðóåò ñ P; â ÷àñòíîñòè, [H,P] = 0. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû H è
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P èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, òî åñòü åñëè Hψ(1, 2) = Eψ(1, 2), òî
Pψ(1, 2) = λψ(1, 2). Íî P2 ψ(1, 2) = ψ(1, 2) = λ2ψ(1, 2) ⇒ λ = ±1 � â çàâèñèìîñòè îò çíàêà
λ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ìîæåò áûòü ñèììåòðè÷íîé èëè àíòè-
ñèììåòðè÷íîé. Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó [H,P] = 0,

∂ P
∂ t

= 0.

Îïðåäåëåíèå: òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû, îïèñûâàåìûå ñèììåòðè÷íîé âîëíîâîé ôóíê-
öèåé, íàçûâàþòñÿ áîçîíàìè, à ÷àñòèöû, îïèñûâàåìûå àíòèñèììåòðè÷íîé âîëíîâîé ôóíê-
öèåé, � ôåðìèîíàìè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ÷àñòèöû ñ öåëûì ñïèíîì
ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè, à âñå ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì � ôåðìèîíàìè.

Çàìå÷àíèå: ñèììåòðè÷íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ áîçîíîâ ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà-
÷åñòâå ñóììû ïðîèçâåäåíèé âîëíîâûõ ôóíêöèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-
ëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì

ψs =
1√
2

(ψ1(1)ψ2(2) + ψ1(2)ψ2(1))

(êîýôôèöèåíò 1√
2
íåîáõîäèì äëÿ íîðìèðîâêè. Àíàëîãè÷íî âûáèðàåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

ôåðìèîíîâ ψa =
1√
2

(ψ1(1)ψ2(2)− ψ1(2)ψ2(1)) . Äàííîå ïîñòðîåíèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà
ñëó÷àé N ÷àñòèö (p1, . . . pN � íîìåðà ñîñòîÿíèé):

ψs(1, 2, . . . N) =

(
N1! . . . NN !

N !

)1
2 ∑

(p1,...pN )

ψp1(1)ψp2(2) . . . ψpN
(N),

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì (p1, . . . pN). Äëÿ ôåðìèîíîâ ñóììà òà æå, îäíà-
êî êàæäîå ñëàãàåìîå íåîáõîäèìî äîìíîæèòü íà ÷¼òíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè
(p1, . . . pN); ðåçóëüòàòîì ñòàíåò îïðåäåëèòåëü

ψa(1, 2, . . . N) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψp1(1) ψp1(2) . . . ψp1(N)
ψp2(1) ψp2(2) . . . ψp2(N)

...
ψpN

(1) ψpN
(2) . . . ψpN

(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
4.5. Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ.
Ïóñòü èìåþòñÿ äâà îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà J1 è J2, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ êâàíòîâû-

ìè ÷èñëàìè jk, mk : J2
k |jk,mk 〉 = jk(jk +1)~2|jk,mk 〉, Jzk |jk,mk 〉 = mk~|jk,mk 〉 (k = 1, 2).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû |jk,mk 〉 çàäàþò ïðîñòðàíñòâà Ek (dimEk = 2jk + 1); áóäåì ñ÷èòàòü
ýòè ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûìè (E1

⋂
E2 = 0), òîãäà êîìïîíåíòû îïåðàòîðîâ óãëîâîãî

ìîìåíòà êîììóòèðóþò: [J1α, J2β] = 0 ∀ α, β.
Ââåä¼ì îïåðàòîð J : Jα = J1α + J2α, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå E = E1 ⊗ E2 � òåí-

çîðíîì ïðîèçâåäåíèè E1 è E2 (dimE = (2j1 + 1)(2j2 + 1)). Î÷åâèäíî, äëÿ J âûïîëíÿþò-
ñÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà (ñì. 4.2):
[Jα, Jβ] = i Jγ, [Jα, J2] = 0, [J2, J2

k] = 0, ïîýòîìó äëÿ J òàêæå ìîæíî ââåñòè äâà êâàíòîâûõ
÷èñëà j è m: J2 |j,m 〉 = j(j+1)~2|j,m 〉, Jz |j,m 〉 = m~|j,m 〉 . Ñîáñòâåííûå âåêòîðû |j,m 〉
íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè (áàçèñîì) ñâÿçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Îïåðàòîðû J2
1 è J1z; J2

2 è J2z êîììóòèðóþò, à ïîòîìó èìåþò îáùèå íàáîðû ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ |j1,m1 〉, |j2,m2 〉 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì ïðîèçâåäåíèÿ |j1,m1 〉 |j2,m2 〉 =
|j1,m1, j2,m2 〉 çàäàþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E � ýòîò ïîëíûé íàáîð íàçûâàþò áàçèñîì íåñâÿ-
çàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âåêòîðû ñâÿçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:
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|j,m 〉 =
∑

m1,m2

(j1j2m1m2|jm)|j1,m1, j2,m2 〉, ãäå (j1j2m1m2|jm) � êîýôôèöèåíòû âåêòîðíîãî
ñëîæåíèÿ (êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäàíà). Ýòè êîýôôèöèåíòû ðàññ÷èòàíû äëÿ ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèé j1, j2, j, m1, m2, m è òàáóëèðîâàíû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî J = J1 + J2,
ïîýòîìó ñêëàäûâàþòñÿ ïðîåêöèè ýòèõ îïåðàòîðîâ: m = m1 + m2, òî åñòü ôàêòè÷åñêè íà
m íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé óñëîâèå m = m1 +m2.

Íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå m îïðåäåëÿåòñÿ êàê mmax = m1,max +m2,max = j1 + j2;
mmax = j, ïîýòîìó jmax = j1 + j2; èíà÷å ãîâîðÿ, óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòî-
ðûìè íåñâÿçàííîãî (|j1,m1, j2,m2 〉) è íåñâÿçàííîãî (|j,m 〉) ïðåäñòàâëåíèé |j1, j1, j2, j2 〉 è
|j1 + j2, j1 + j2 〉. Áóäåì è äàëüøå ïðîâîäèòü àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîäñòàâëÿÿ ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ j < j1 + j2; â êîíöå êîíöîâ äîéä¼ì äî jmin. Êàæäîìó çíà÷åíèþ j ñîîò-
âåòñòâóþò (2j + 1) ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ, à îáùàÿ ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ äîëæíà
äàòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E, òî åñòü

jmax=j1+j2∑
j=jmin

(2j + 1) = dimE = (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Ñóììà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñóììîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ d = 2:
n∑

i=1

ai = na1 +
n(n− 1)

2
d, ïîýòîìó

jmax=j1+j2∑
j=jmin

(2j + 1) = (2jmin + 1)(j1 + j2 − jmin + 1)+

+(j1 + j2 − jmin + 1)(j1 + j2 − jmin) = (j1 + j2 − jmin + 1)(j1 + j2 + jmin + 1) =

= (2j1 + 1)(2j2 + 1), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè jmin = |j1 − j2|. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ j: |j1−j2| ≤ j ≤ j1+j2 � óñëîâíîå "ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà" äëÿ ñëîæå-
íèÿ ìîìåíòîâ; èíà÷å ãîâîðÿ, j ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ìåæäó òåìè ñëó÷àÿìè,
êîãäà J1 è J2 ïàðàëëåëüíû è àíòèïàðàëëåëüíû.

Ïðèìåð (îáùèé ñïèí äâóõ ÷àñòèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñïèí 1

2
): â äàííîì ñëó÷àå

j1 = j2 =
1

2
, ïîýòîìó 0 ≤ j ≤ 1, òî åñòü j = 0; 1. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ

âåêòîðàìè |0, 0 〉, |1,−1 〉, |1, 0 〉, |1, 1 〉, îäèí èç êîòîðûõ, ñîîòâåòñòâóþùèé îáùåìó ñïèíó
S = 0, çàäà¼ò ñèíãëåòíîå ñîñòîÿíèå, à òðè äðóãèõ (S = 1) � òðèïëåòíîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû ÷àñòèö.

Ïðèìåð (ïîëíûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà): â äàííîì ñëó÷àå j1 = l, j2 =
1

2
.

Ñîîòâåòñòâåííî, j = l ± 1

2
; m = ml + ms ⇒ ml = m − ms = m ± 1

2
. Áàçèñ íåñâÿçàííîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ âåêòîðîâ
∣∣∣∣ l,m− 1

2
,
1

2
,
1

2

〉
,

∣∣∣∣ l,m+
1

2
,
1

2
,−1

2

〉
. Íåñëîæíî

âûïèñàòü âåêòîðû ñâÿçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ∣∣∣∣ l + 1

2
,m

〉
=

(
l,

1

2
,m− 1

2
,
1

2

∣∣∣∣l + 1

2
,m

) ∣∣∣∣ l,m− 1

2
,
1

2
,
1

2

〉
+

+

(
l,

1

2
,m+

1

2
,−1

2

∣∣∣∣l + 1

2
,m

) ∣∣∣∣ l,m+
1

2
,
1

2
,−1

2

〉
,∣∣∣∣ l − 1

2
,m

〉
=

(
l,

1

2
,m− 1

2
,
1

2

∣∣∣∣l − 1

2
,m

) ∣∣∣∣ l,m− 1

2
,
1

2
,
1

2

〉
+

+

(
l,

1

2
,m+

1

2
,−1

2

∣∣∣∣l − 1

2
,m

) ∣∣∣∣ l,m+
1

2
,
1

2
,−1

2

〉
.

Ýòî îðáèòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå; äëÿ òîãî, ÷òîáû
ñôîðìèðîâàòü ïîëíûå âåêòîðû, íåîáõîäèìî äîìíîæèòü îðáèòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íà ðà-
äèàëüíûå Rnj(r).
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4.6. Ìåõàíèêà òâ¼ðäîãî òåëà.
Êàê è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïåðåéä¼ì ê ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì;

ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû îïåðàòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, çàïèñàííûå â òàêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, áóäóò ïîä÷èíÿòüñÿ îáðàòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ êîìïîíåíòàìè, çàïèñàííûìè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà: [Jα, Jβ] = −i~ Jγ .
Îáîçíà÷àÿ áîëüøèìè áóêâàìè êîîðäèíàòû â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ òâ¼äûì òåëîì,
çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H =

J2
X

2IX
+

J2
Y

2IY
+

J2
Z

2IZ
; îòñþäà H = A J2

X +B J2
Y +C J2

Z .

Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ:
1. Øàðîâîé âîë÷îê: A = B = C, ïîýòîìó H = A J2 .Ýíåðãèÿ êâàíòîâàíà è îïðåäåëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè J2 El = Bl(l + 1)~2 =
l(l + 1)~2

2I
.

2. Ñèììåòðè÷íûé âîë÷îê: A = B 6= C H = B J2 +(C−B) J2
Z . Ýíåðãèÿ Elm = Bl(l+1)−

(B − C)m2)~2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè l çíà÷åíèÿì ±m ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå
çíà÷åíèå ýíåðãèè � îáðàçóåòñÿ âðàùàòåëüíûé ìóëüòèïëåò: íàáîð, ñîñòîÿùèé èç l + 1
ëèíèè, l èç êîòîðûõ äâóêðàòíî âûðîæäåíû. Ïðè B > C íåâûðîæäåííûé ýíåðãåòè÷åñêèé
óðîâåíü (m = 0) ÿâëÿåòñÿ ñàìûì âåðõíèì; ïðè B < C � ñàìûì íèæíèì.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå àñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà àñèììåòðèþ êàêèõ-ëèáî äâóõ ïàðàìåò-
ðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå ïî îòíîøåíèþ ê çàäà÷å î ñèììåòðè÷íîì âîë÷êå;
íàïðèìåð, H = H0 +V = A J2

X +B J2
Y +C J2

Z , ãäå H0 = B J2 +(C −B) J2
Z , V = (A−B) J2

X .

4.7. Îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå.
Ïóñòü äàíû îïåðàòîðû P, Q : [Q,P] = i; H =

1

2
(P2 +Q2). Ðåøèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ H : H |λ 〉 = λ|λ 〉 .
Ââåä¼ì îïåðàòîðû â± =

1√
2
(Q∓iP); î÷åâèäíî, ÷òî â+

± = â∓ .

[â−, â+] =
1

2
[Q+iP,Q−iP] = 1 ⇒ â− â+− â+ â− = 1.

Ðàññìîòðèì òàêæå îïåðàòîð N = â+ â−; Q =
1

2
(â− + â+), P = − i

2
(â−− â+),

H =
1

2
(â− â+ + â+ â−) =

1

2
+ â+ â− = N+

1

2
.

N â− = â+ â− â− = (â− â+−1) â− = â−(â+ â−−1) = â−(N−1). Ïóñòü |µ 〉 � ñîáñòâåííûå
âåêòîðû N: N |µ 〉 = µ|µ 〉; N â− |µ 〉 = â−(N−1)|µ 〉 = â−(µ − 1)|µ 〉 = (µ − 1) â− |µ 〉 . Èòàê,
|ν 〉 = â− |µ 〉 � ñîáñòâåííûé âåêòîð N, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µ − 1.
Çàìåòèì, ÷òî 0 ≤ 〈 ν|ν 〉 = 〈µ| â+

− â− |µ 〉 = 〈µ| â+ â− |µ 〉 = 〈µ|N |µ 〉 = µ 〈µ|µ 〉, ïîýòîìó
µ ≥ 0. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì N â+ = â+ â− â+ = â+(1 + â+ â−) = â+(N+1); N â+ |µ 〉 =
â+(N+1)|µ 〉 = (µ+1) â+ |µ 〉 . Òàêèì îáðàçîì, âp

+ |µ 〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû N, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì µ+ p, à âp

− |µ 〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû N, ñîîòâåòñòâóþùèå
µ−p.Îäíàêî ∃ n : µ−n > 0, µ−(n+1) < 0, ÷òî íåâîçìîæíî; çíà÷èò, ân

− |µ 〉 6=
−→
0 , ân+1

− |µ 〉 =
−→
0 , òî åñòü µ − n − 1 + 1 = 0 ⇒ µ = n. Ìåæäó òåì, âîçðàñòàíèå µ ïîä äåéñòâèåì îïåðà-
òîðà â+ íåîãðàíè÷åííî, ïîýòîìó íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ N óäîáíî îáîçíà÷èòü êàê
|0 〉, |1 〉, . . . |n 〉, . . . . 〈 ν|ν 〉 = µ 〈µ|µ 〉 ⇒ â− |n 〉 =

√
n|n − 1 〉 (|µ 〉 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-

ñòåìà âåêòîðîâ). Ââîäÿ |τ 〉 = â+ |µ 〉, íàõîäèì 〈 τ |τ 〉 = (µ+1) 〈µ|µ 〉, â+ |n 〉 =
√
n+ 1|n+1 〉 .

Òàêèì îáðàçîì, |n 〉 =
1√
n!

ân
+ |0 〉, N |n 〉 = n|n 〉, λ = n+

1

2
.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê çàäà÷å î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå, ðàññìîòðèì H′ =

~ωH, P =
1√
mω~

p̂, Q =

√
mω

~
q̂. Â ýòîì ñëó÷àå H′ =

p̂2

2m
+mω2x è En = ~ω

(
n+

1

2

)
, ÷òî

ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â 2.4.
Ìåæäó òåì, âîçìîæíà è ñîâåðøåííî èíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé çàäà÷è: ïóñòü âåêòîð |n 〉

îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå n òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ýíåðãèþ ~ω. Â
ýòîì ñëó÷àå âåêòîð |0 〉 ñëåäóåò òðàêòîâàòü êàê ñîñòîÿíèå âàêóóìà, õàðàêòåðèçóþùååñÿ
ýíåðãèåé 1

2
~ω; â− óìåíüøàåò ÷èñëî ÷àñòèö íà åäèíèöó, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óíè-

÷òîæåíèÿ, òîãäà êàê â+ � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, à îïåðàòîð N c ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè n
� îïåðàòîðîì ÷èñëà ÷àñòèö.

4.8. Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå (òî åñòü íå ñîäåðæàùåå íè òîêîâ, íè çàðÿäîâ) ýëåêòðîìàãíèòíîå

ïîëå. Ââåä¼ì åãî ïîòåíöèàëû ϕ èA; òîãäà E = −∇ϕ−1

c

∂A

∂ t
, H = rotA . Ñêàëÿðíûé ïîòåí-

öèàë óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ∆ϕ− 1

c2
∂2 ϕ

∂ t2
= 0 ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè, òî åñòü òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå E = −1

c

∂A

∂ t
; divA+

1

c

∂ ϕ

∂ t
=

divA = 0 � ëîðåíöåâñêîå óñëîâèå êàëèáðîâêè ïîòåíöèàëîâ. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ∆A− 1

c2
∂A2

∂ t2
=

4π

c
j = 0, ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ ïëîñêèõ âîëí (òî åñòü âîëí, â êîòîðûõ
íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ E è H ïîñòîÿííû):

A(r, t) =
∑

α

∑
k

ekα

(
Akα(t)eik r + A∗

kα(t)e−ik r
)
,

ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð, ekα � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè, α èíäåêñèðóåò
íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè A.

divA =
∑

α

∑
k

i ekα

(
Akα(t)k eik r − A∗

kα(t)k e−ik r
)

= 0

� äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû (ekα,k) = 0, � íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçà-
öèè áûëè ïåðïåíäèêóëÿðíû ê âîëíîâîìó âåêòîðó: ñóùåñòâóþò äâà íåçàâèñèìûõ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó òðåáîâàíèþ, òî åñòü èíäåêñ α
ïðîáåãàåò äâà çíà÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ñàìîãî íà÷àëà ïî k ïðîèçâîäèëîñü ñóììèðîâàíèå, à íå èíòåãðèðîâàíèå
� ìû çàðàíåå ñ÷èòàåì âîëíîâîé âåêòîð êâàíòîâàííûì; óäîáíî ïîëîæèòü, ÷òî ïîòåíöèàë A
ïîñòîÿíåí íà ãðàíÿõ êóáà ñ ð¼áðîì L : A(x, y, z, t) = A(x + L, y, z, t) = A(x, y + L, z, t) =
A(x, y, z +L, t); èìåÿ â âèäó, ÷òî k r = xkx + yky + zkz, ïîëó÷èì eikxL = eikyL = eikzL = 1 ⇒

kβ =
2π

L
nβ, β = x, y, z; nβ ∈ Z.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ïîòåíöèàë â âîëíîâîå óðàâíåíèå; î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ñëàãà-
åìîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óðàâíåíèþ, ïîýòîìó, ñîêðàùàÿ ekα è ñêëàäûâàÿ ÷ëåíû
ïðè îäèíàêîâûõ ýêñïîíåíòàõ, ïîëó÷èì A′′

kα(t) + k2 c2Akα(t) = 0 èëè A′′
kα + ω2

kAkα = 0, ãäå
ωk = c|k | = ck. Ðåøàÿ ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà,
íàõîäèì Akα = Bke

−iωkt, òî åñòü ∂ Akα

∂ t
= −iωkvAkα (â äàííîì ñëó÷àå äëÿ óäîáñòâà äàëü-
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íåéøèõ âûêëàäîê ñîõðàíåíà âñåãî îäíà êîíñòàíòà, õîòÿ àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ âîçìîæ-
íû è â ñëó÷àå îáùåãî ðåøåíèÿ). Îïðåäåëèì íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé:

E = −1

c

∂A

∂ t
=
−i
−c
∑

α

∑
k

ωk ekα

(
Akαe

ik r − A∗
kαe

−ik r
)

= i
∑

α

∑
k

k ekα

(
Akαe

ik r − A∗
kαe

−ik r
)
,

H = rotA = i
∑

α

∑
k

[kekα]
(
Akαe

ik r − A∗
kαe

−ik r
)
.

Èìåÿ â âèäó, ÷òî∫
D

ei(k−k′) rdV = L3δkk′ ,

∫
D

ei(k+k′) rdV = 0, à [kekα][kekα′ ] = k2 δαα′ ,

ãäå D � êóá ñ ðåáðîì L3, íàéä¼ì ýíåðãèþ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè D

W =
1

8π

∫
D

(E2 +H2)dV =
L3

4π

∑
α

∑
k

k2 (AkαA
∗
kα + A∗

kαAkα) .

Ââîäÿ akα =

(
kL3

2π~c

)1
2

Akα, çàïèøåì

W =
1

2

∑
α,k

~ωk(akαa
∗
kα + a∗kαakα).

Òåïåðü ëåãêî ïåðåéòè ê êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîìó îïèñàíèþ çàäà÷è; ââîäÿ îïåðàòîðû âkα è
òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ äëÿ íèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

[âkα, âk′ α′ ] = [â+
kα, â

+
k′ α′ ] = 0, [âk′ α′ , â+

kα] = δαα′δkk′ ,

íàõîäèì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

H =
1

2

∑
α,k

~ωk(âkα â∗kα + â∗kα âkα) =
∑
α,k

~ωk

(
â+
kα âkα +

1

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê îáîáù¼ííîé çàäà÷å î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå; îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ýíåðãèÿ ïîëÿ êâàíòîâàíà: W =

∑
s

~ωs

(
ns +

1

2

)
� çäåñü èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ s

çàìåíÿåò k, α.
Âåëè÷èíà ~ωs íàçûâàåòñÿ êâàíòîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èëè ôîòîíîì � ÷àñòèöåé,

ïåðåìåùàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, à ïîòîìó îáëàäàþùåé íóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ. Îïåðà-
òîðû âkα è â+

kα ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ôîòîíîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîñòîÿíèå âàêóóìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãèåé ε0 =

1

2

∑
s

~ωs, òî åñòü âàêóóì íå ÿâëÿåòñÿ
ñîâñåì "ïóñòûì"; âçàèìîäåéñòâèå ñ âàêóóìîì íàáëþäàëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïî ñäâèãó
ëèíèé â ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà � äàííûé ýôôåêò íàçûâàåòñÿ ëýìáîâñêèì ñäâèãîì ñïåê-
òðàëüíûõ ëèíèé.

4.9. Îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàëåêî íå âñÿêîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ âîëíî-

âîé ôóíêöèè; ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò ïîñòóëàòó î âîëíîâîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó ââåäåíèå
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ôóíêöèè ψ ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíî, îäíàêî îíà áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò r � êîîðäèíàò
ñèñòåìû. Íàïðèìåð, íåîáõîäèìî îïèñàòü ïîäñèñòåìó (õàðàêòåðèçóþùóþñÿ êîîðäèíàòàìè
r), ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòüþ áîëüøîé ñèñòåìû (êîîðäèíàòû R), ñ êîòîðîé îíà ïîñòîÿííî âçà-
èìîäåéñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ(r,R), íî ïðåäñòàâèòü
å¼ â âèäå Ψ(r,R) = ψ(r)ϕ(R) óæå íåëüçÿ, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî óñëîæíÿåò âñå âû÷èñëåíèÿ.
Ïîäîáíûå ñîñòîÿíèÿ íàçâàíû ñìåøàííûìè â îòëè÷èå îò ÷èñòûõ � äîïóñêàþùèõ îïèñàíèå
ñ ïîìîùüþ ψ(r).

Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè.
Ïåðåéä¼ì ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ: x � êîîðäèíàòà èññëåäóåìîé ïîäñèñòåìû, q � ñîâî-
êóïíîñòü êîîðäèíàò äðóãèõ ÷àñòåé ñèñòåìû. Îïðåäåëèì êîìïîíåíòó ìàòðèöû ïëîòíîñòè
ρ(x, x′) =

∫
Ψ∗(q, x′)Ψ(q, x)dq = (Ψ,Ψ)q; î÷åâèäíî, ÷òî ââåä¼ííàÿ òàêèì îáðàçàì "ìàòðèöà"

ÿâëÿåòñÿ "ýðìèòîâîé": ρ∗(x′, x) = ρ(x, x′). Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè
çàäàþò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ïîäñèñòåìû, òî åñòü ρ(x, x) =

∫
|ψ(q, x)|2dq, ïîýòîìó

∀ x 0 ≤ ρ(x, x) ≤ 1, tr ρ = 1. Îïðåäåëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F äëÿ
ïîäñèñòåìû, òî åñòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð F äåéñòâóåò íà ïåðåìåííûå x è íå äåéñòâó-
åò íà q: òîãäà F =

∫∫
Ψ∗(q, x)FΨ(q, x)dqdx =

∫
(F ρ(x, x′))x′=xdx, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì

âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ìàòðèöû Fρ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ââåëè ïðåäñòàâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì, ÿâëÿþùååñÿ

áîëåå îáùèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåíèåì ÷åðåç âîëíîâûå ôóíêöèè. ×èñòûì ñîñòîÿíè-
ÿì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ(x, x′) = Ψ∗(x′)Ψ(x). Ïîñòðîèì ìàòðèöó ïëîòíî-
ñòè â ôîðìàëèçìå Äèðàêà: ïóñòü {|n 〉}n � ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð âåêòîðîâ
ñîñòîÿíèé, |a 〉 � ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå. Êàê èçâåñòíî èç 4.1, |a 〉 =

∑
n

〈n|a 〉 |n 〉, 〈 a| =∑
n

〈 a|n 〉 〈n|, F = 〈 a|F |a 〉 =
∑
m,n

〈 a|n 〉 〈n|F |m 〉 〈m|a 〉 =
∑
n

〈n|F |
(∑

m

|m 〉 〈m|
)
|a 〉 〈 a|n 〉 =∑

n

〈n|F |a 〉 〈 a|n 〉 =
∑
n

〈n|F ρ̂|n 〉, ãäå ââåä¼í îïåðàòîð ρ̂ = |a 〉 〈 a|, íàçûâàåìûé ñòàòèñòè-
÷åñêèì îïåðàòîðîì. Ìàòðèöà ρ ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè è çàâèñèò
îò âûáðàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, à ñðåäíåå çíà÷åíèå F âû÷èñëÿåòñÿ êàê F = tr(Fρ) � ñëåä
ìàòðèöû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîýòîìó èíâàðèàíòû è
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Ñâîéñòâà ìàòðèöû ïëîòíîñòè: îïðåäåëèì ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè; ïóñòü {|n 〉}n

� áàçèñíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ; ρ̂|m 〉 = |a 〉 〈 a|n 〉 =
∑
n

〈n|a 〉 〈 a|m 〉 |n 〉 ⇒ ρmn = 〈n|a 〉 〈 a|m 〉 .

Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðÿä ñâîéñòâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
1. Ýðìèòîâîñòü: ρmn = ρ∗nm.
2. ρnn ≥ 0 ∀ n (çàìåòèì, ÷òî ρnn = 〈n|a 〉 〈 a|n 〉 = | 〈n|a 〉 |2 ≥ 0).
3. tr ρ = 1 (tr ρ =

∑
n

| 〈n|a 〉 |2 = 1 êàê ñóììà êâàäðàòîâ ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-
æåíèÿ |a 〉 ïî áàçèñó âåêòîðîâ |n 〉).
|a 〉 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ, à ïîòîìó óäîâëåòâîðÿåò íåñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ

Øðåäèíãåðà i~∂ |a 〉
∂ t

= H |a 〉; äîìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà 〈 a| ñëåâà: i~∂ |a 〉
∂ t

〈 a| = H |a 〉 〈 a|,
à çàòåì ñîïðÿæ¼ì êîìïëåêñíî è ñëîæèì ñ ïðåäûäóùèì:

i~
(
∂ |a 〉
∂ t

〈 a|+ |a 〉 ∂ 〈 a|
∂ t

)
= H |a 〉 〈 a| − |a 〉 〈 a|H⇔ i~

∂ ρ̂

∂ t
= [H, ρ̂]

� óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè âî âðåìåíè.
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