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I. ÔÎÐÌÀËÈÇÌ ËÀÃÐÀÍÆÀ

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè. Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ñâÿçè. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû ñèñòåìû. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïðè íàëè÷èè èäåàëüíûõ ãîëîíîìíûõ ñâÿ-
çåé. Âêëþ÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë è ñèë òðåíèÿ.

�1. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè

Ïðåäìåòîì ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë ïîä äåéñòâèåì
ïðèëîæåííûõ ê íèì ñèë. Ëþáîå òåëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü òåë ìåíü-
øåãî ðàçìåðà, ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíûì äëÿ âñåé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè. Åñëè â óñëîâèÿõ äàííîé çàäà÷è ðàçìåðàìè òåëà è åãî îðèåíòàöèåé â
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî òàêîå òåëî íàçûâàþò ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Íàïðè-
ìåð, ïðè èçó÷åíèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà èõ ðàçìåðàìè ìîæíî
ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðåíåáðå÷ü è ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷-
êè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåð ïðåöåññèè îñè âðàùåíèÿ ïëàíåòû ïîä âëèÿíèåì äðóãèõ
ïëàíåò è Ñîëíöà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò åå ñòðîåíèÿ.

Äëÿ çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü, íàïðèìåð, äåêàðòîâû êîìïîíåíòû åå ðàäèóñ-âåêòîðà r = (x, y, z). Ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ïîëîæåíèå òåëà â ïðîñòðàíñòâå ìåíÿåòñÿ, òàê ÷òî r ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìå-
íè. Çàâèñèìîñòü r(t) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Îïðåäåëåíèå
ýòîé çàâèñèìîñòè (äëÿ êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñèñòåìû) ñîñòàâëÿåò îñíîâíóþ çà-
äà÷ó òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè îò âðåìåíè, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà

m
d2r

dt2
= F , (1)

ãäå m åñòü ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à F � äåéñòâóþùàÿ íà íåå ñèëà. Ïîñëåäíÿÿ
çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òåëà, à òàêæå îò åãî ñêîðîñòè v = dr/dt ≡ ṙ. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
òðåõ êîìïîíåíò âåêòîðà r. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çàêîí äâè-
æåíèÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé Íüþòîíà, íåîáõîäèìî åùå çàäàòü ñîâîêóïíîñòü äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé x(t), y(t), z(t), òî äëÿ
îäíîçíà÷íîãî èõ îïðåäåëåíèÿ òðåáóåòñÿ 2× 3 = 6 äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûìè
îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè. Ñîâîêóïíîñòü äàííûõ î ñèñòåìå, çàäàíèå êîòîðûõ â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ
åå ïîñëåäóþùåé ýâîëþöèè, íàçûâàþò ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì åå ðàäèóñ-âåêòîðà
è âåêòîðà åå ñêîðîñòè.
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�2. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå ñàìûì
óäîáíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è ìåõàíèêè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñïîëü-
çîâàíèå äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà äëÿ çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëî-
æåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåóäîáíûì. Íàïðèìåð, åñëè ïîëå ñèëû
F èìååò òó èëè èíóþ ñèììåòðèþ, òî öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ òàêîé âûáîð êîîðäè-
íàò, ïðè êîòîðîì F çàâèñèò íå îò âñåõ, à òîëüêî îò ÷àñòè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ
ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýôôåêòèâíî ïðîèçâîäèòü ïåðåõîä îò
îäíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ê äðóãîìó, óäîáíî ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèÿ
Íüþòîíà ê òàê íàçûâàåìîìó ëàãðàíæåâó âèäó.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé äâèæåíèÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîòåíöèàëü-
íîì ïîëå U(r, t). Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî â òàêîì ïîëå, èìååò âèä

F = −∂U

∂r
.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïîä ïðîèçâîäíîé ïî íåêîòîðîìó âåêòîðó ïîíèìàåòñÿ âåêòîð,
êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû ïðîèçâîäíûì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì äàííîãî
âåêòîðà, ò.å., ∂U/∂r = (∂U/∂x, ∂U/∂y, ∂U/∂z). Ïðåîáðàçîâàíèå ê ëàãðàíæåâó âèäó ñî-
ñòîèò âî ââåäåíèè íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè, òàêîé, ÷òî îáå ÷àñòè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ Íüþòîíà (1) èìåþò âèä ïðîèçâîä-
íûõ îò ýòîé ôóíêöèè, àíàëîãè÷íî òîìó êàê âåêòîð ñèëû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîä-
íûå ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé
Íüþòîíà ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

m
d2r

dt2
=

d

dt

∂T

∂ṙ
,

ãäå T åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

T (ṙ) =
mṙ2

2
,

à òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.
Äåéñòâèòåëüíî, ýòî òîæäåñòâî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, çàïèñûâàÿ åãî ïîêîìïîíåíòíî. Ìû
èìååì, íàïðèìåð, äëÿ x-êîìïîíåíòû

d

dt

∂T

∂ẋ
=

m

2

d

dt

∂

∂ẋ
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) =

m

2

d

dt

∂

∂ẋ
ẋ2 = m

dẋ

dt
= m

d2x

dt2
.

Ââåäåì òåïåðü ôóíêöèþ L(r, ṙ, t) = T (ṙ)−U(r, t). Ïî îïðåäåëåíèþ, L ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-
åé òðåõ êîîðäèíàò (x, y, z), òðåõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè (ẋ, ẏ, ż), à òàêæå âðåìåíè, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå (ò.å., ëþáàÿ èç ýòèõ ñåìè ïåðåìåííûõ ñ÷èòàåòñÿ
íåçàâèñèìîé îò îñòàëüíûõ øåñòè). Ôóíêöèÿ L(r, ṙ, t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.
Ñ åå ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dt

∂L

∂ṙ
− ∂L

∂r
= 0 , (2)

ïîñêîëüêó ∂T/∂r = 0 , ∂U/∂ṙ = 0 â ñèëó íåçàâèñèìîñòè êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé. Çàïè-
ñàííûå â òàêîì âèäå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò îäèí è òîò æå âèä íåçàâèñèìî îò
òîãî, êàêèå ïàðàìåòðû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè. À èìåííî, åñëè âìåñòî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y, z) âûáðàòü äðóãóþ
òðîéêó êîîðäèíàò (q1, q2, q3), òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ áóäóò èìåòü
âèä

d

dt

∂L

∂q̇α

− ∂L

∂qα

= 0 , α = 1, 2, 3, (3)

ïðè÷åì L ïðåäïîëàãàåòñÿ âûðàæåííîé ÷åðåç íîâûå êîîðäèíàòû qα è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì �ñêîðîñòè� q̇α, ñíîâà ðàññìàòðèâàåìûå êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Ýòî çàìå÷à-
òåëüíîå ñâîéñòâî óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, íàçûâàåìîå êîâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî
çàìåíû êîîðäèíàò, áóäåò äîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

�3. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè íàëè÷èè ñâÿ-
çåé

Ìû äîêàæåì êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ñðàçó äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç
N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, èìåþùèõ ìàññû mi è ðàäèóñ-âåêòîðû ri, i = 1, ..., N, äîïóñêàÿ
ïðè ýòîì, ÷òî íà ýòó ñèñòåìó åùå ìîãóò áûòü íàëîæåíû òàê íàçûâàåìûå èäåàëüíûå
ãîëîíîìíûå ñâÿçè. Âîîáùå, ïîä ñâÿçÿìè ïîíèìàþò ëþáûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå
äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Íàïðèìåð, ñâÿçè ìîãóò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íåêîòîðûìè ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè äîëæíû îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûìè ïðè äâè-
æåíèè ñèñòåìû, èëè æå äâèæåíèå ÷àñòèö ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî íåïðîíèöàåìûìè
ñòåíêàìè. Äàëåå, ñâÿçè ìîãóò òàêæå âûðàæàòüñÿ â âèäå îïðåäåëåííûõ óñëîâèé íà ñêî-
ðîñòè òî÷åê, è ò.ï. Â òîì âàæíîì è ÷àñòî âñòðå÷àþùåìñÿ íà ïðàêòèêå ñëó÷àå, êîãäà
ñâÿçü ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî êîîðäèíàòû òî÷åê ñèñòå-
ìû, îíà íàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíîé. Ïðèìåðîì ãîëîíîìíîé ñâÿçè ìîæåò ñëóæèòü æåñòêèé
íåâåñîìûé ñòåðæåíü, ñâÿçûâàþùèé äâå ÷àñòèöû.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñâÿçåé ïîìèìî ïîòåíöèàëüíûõ ñèë íà òî÷êè ñèñòåìû áóäóò äåé-
ñòâîâàòü òàêæå ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé. Îáîçíà÷àÿ ýòè ñèëû ÷åðåç R, çàïèøåì óðàâíåíèÿ
Íüþòîíà äëÿ êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñîñòàâëÿþùåé ñèñòåìó

mi
d2ri

dt2
= −∂U

∂ri

+ Ri , i = 1, ..., N . (4)

Ïóñòü èìååòñÿ n íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó ri, i = 1, ..., N :

fk(r1, ..., rN) = 0 , k = 1, ..., n. (5)

Ìû ñ÷èòàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå ñîäåðæàò âðåìåíè ÿâíî. Óðàâíåíèÿ
(5) îçíà÷àþò, ÷òî n êîìïîíåíò èç ïîëíîãî íàáîðà 3N äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ri

ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îñòàëüíûå (3N −n) ≡ s. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò îêàçàòüñÿ
óäîáíûì âûðàçèòü ýòè s êîìïîíåíò êàê ôóíêöèè íåêîòîðîãî äðóãîãî íàáîðà s íåçà-
âèñèìûõ ïàðàìåòðîâ qα, α = 1, ..., s. Äëÿ êðàòêîñòè, ýòîò íàáîð ïàðàìåòðîâ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ïðîñòî q. Òàêèì îáðàçîì, âñå N ðàäèóñ-âåêòîðîâ ri îêàæóòñÿ ôóíêöèÿìè
q :

ri = ri(q) , i = 1, ..., N . (6)
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Íàáîð íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå ñèñòåìû â ïðî-
ñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû, à ÷èñëî ýòèõ ïåðåìåííûõ
� ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå qα, α = 1, ..., s ÿâëÿ-
þòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè, ò.å. òðåíèå â
ñèñòåìå îòñóòñòâóåò, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî-ïðåæíåìó èìåþò âèä (3) ïî êàæäîé èç
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò qα, α = 1, ..., s.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì δri, i = 1, ..., N ïðîèçâîëüíîå ìàëîå èçìåíåíèå (âàðèàöèþ) êî-
îðäèíàò ÷àñòèö ñèñòåìû, ñîãëàñîâàííîå ñ óðàâíåíèÿìè ñâÿçè. Ñîãëàñîâàííîñòü ñ óðàâ-
íåíèÿìè ñâÿçè îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

fk(r1, ..., rN) = 0 , fk(r1 + δr1, ..., rN + δrN) = 0 , k = 1, ..., n.

Ïåðåìåùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþò âèðòóàëüíûìè (ò.å. âîç-
ìîæíûìè, äîïóñòèìûìè). Ïîñêîëüêó òðåíèå îòñóòñòâóåò, ñèëà ðåàêöèè ñâÿçåé, äåé-
ñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, îðòîãîíàëüíà âèðòóàëüíîìó ïåðåìåùåíèþ:

(Ri, δri) = 0 , i = 1, ..., N ,

ãäå ñèìâîëîì (a, b) îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b . Ñêëàäûâàÿ ýòè
óðàâíåíèÿ è èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷èì

N∑
i=1

mi

(
d2ri

dt2
, δri

)
= −

N∑
i=1

(
∂U

∂ri

, δri

)
. (7)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó, â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ íå ïî
÷àñòèöàì ñèñòåìû, à ïî èíäåêñó α, íóìåðóþùåìó íåçàâèñèìûå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû
ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ïðîâàðüèðóåì óðàâíåíèÿ (6)

δri =
s∑

α=1

∂ri

∂qα

δqα . (8)

Â îòëè÷èå îò δri, âàðèàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò δqα ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò
äðóãà. Òîãäà ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ìîæíî íàïèñàòü

N∑
i=1

(
∂U

∂ri

, δri

)
=

N∑
i=1

(
∂U

∂ri

,

s∑
α=1

∂ri

∂qα

δqα

)

=
s∑

α=1

δqα

N∑
i=1

(
∂U

∂ri

,
∂ri

∂qα

)
=

s∑
α=1

δqα
∂U(r(q), t)

∂qα

. (9)

Äàëåå, ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
N∑

i=1

mi

(
d2ri

dt2
, δri

)
=

N∑
i=1

mi

(
d2ri

dt2
,

s∑
α=1

∂ri

∂qα

δqα

)

=
N∑

i=1

mi

s∑
α=1

{
d

dt

(
ṙi,

∂ri

∂qα

)
−

(
ṙi,

d

dt

∂ri

∂qα

)}
δqα . (10)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10) â âèäå ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè
Ëàãðàíæà, êàê è â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå îäíîé ÷àñòèöû, ìû ðàñøèðèì íàáîð
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, âêëþ÷èâ â íåãî âåëè÷èíû q̇α, α = 1, ..., s, íàçûâàåìûå îáîá-
ùåííûìè ñêîðîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáàÿ èç íàáîðà ïåðåìåííûõ
q, q̇ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé îò îñòàëüíûõ. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ
Íüþòîíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ri(t), òî ïîñëå ïåðåõîäà ê îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì ìû ïîëó-
÷èì ñèñòåìó s íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé äëÿ s íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé qα(t), êîòîðûå òàêæå
áóäóò äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû òðåáóåòñÿ çàäàíèå 2s äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé � çíà÷åíèé s îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàò è s îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí
q, q̇ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè.

Âûðàçèì äåêàðòîâû ñêîðîñòè ÷àñòèö ÷åðåç îáîáùåííûå ñêîðîñòè. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì
ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ñîîòíîøåíèé (6)

ṙi =
s∑

α=1

∂ri

∂qα

q̇α , i = 1, ..., N . (11)

Èìåÿ â âèäó äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå, ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ (11) ïî q̇β :

∂ṙi

∂q̇β

=
s∑

α=1

∂ri

∂qα

∂q̇α

∂q̇β

, β = 1, ..., s. (12)

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé q̇α ïðîèçâîäíàÿ ∂q̇α/∂q̇β ðàâíà åäèíèöå ïðè α = β, è
íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å.,

∂q̇α

∂q̇β

= δαβ ,

ãäå δαβ îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó

δαβ =

{
1, α = β ,
0, α 6= β .

Ïîýòîìó ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12) ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ÷ëåíó:

∂ṙi

∂q̇β

=
∂ri

∂qβ

. (13)

Äàëåå, ïðåîáðàçóåì åùå ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ∂ri/∂qβ :

d

dt

∂ri

∂qβ

=
s∑

α=1

∂

∂qα

(
∂ri

∂qβ

)
q̇α =

∂

∂qβ

{
s∑

α=1

(
∂ri

∂qα

)
q̇α

}
.

Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ṙi, òàê ÷òî

d

dt

∂ri

∂qβ

=
∂ṙi

∂qβ

. (14)
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Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (13) è (14) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10) òåïåðü ìîæåò áûòü
ïðåîáðàçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

N∑
i=1

mi

s∑
α=1

{
d

dt

(
ṙi,

∂ri

∂qα

)
−

(
ṙi,

d

dt

∂ri

∂qα

)}
δqα

=
N∑

i=1

mi

s∑
α=1

{
d

dt

(
ṙi,

∂ṙi

∂q̇α

)
−

(
ṙi,

∂ṙi

∂qα

)}
δqα

=
N∑

i=1

mi

s∑
α=1

{
1

2

d

dt

∂ṙ2
i

∂q̇α

− 1

2

∂ṙ2
i

∂qα

}
δqα

=
s∑

α=1

{
d

dt

∂

∂q̇α

N∑
i=1

miṙ
2
i

2
− ∂

∂qα

N∑
i=1

miṙ
2
i

2

}
δqα

=
s∑

α=1

{
d

dt

∂T

∂q̇α

− ∂T

∂qα

}
δqα ,

ãäå

T =
N∑

i=1

miṙ
2
i

2

åñòü ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, à òàêæå óðàâ-
íåíèå (9), ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå (7) â âèäå

s∑
α=1

{
d

dt

∂T

∂q̇α

− ∂(T − U)

∂qα

}
δqα = 0 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé, ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå

s∑
α=1

{
d

dt

∂L

∂q̇α

− ∂L

∂qα

}
δqα = 0 , (15)

ãäå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L = T − U ïðåäïîëàãàåòñÿ âûðàæåííîé ÷åðåç îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå ñêîðîñòè ñèñòåìû (à òàêæå âðåìÿ), à èìåííî,

L(q, q̇, t) = T (ṙ(q, q̇))− U(r(q), t) .

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15)
áóäåò ðàâíà íóëþ, òîëüêî åñëè êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîé èç δqα îáðàùàåòñÿ â íóëü
íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ:

d

dt

∂L

∂q̇α

− ∂L

∂qα

= 0 , α = 1, ..., s. (16)

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íà ñèñòåìó íàëîæåíû èäåàëüíûå ãîëîíîìíûå
ñâÿçè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå Ëàãðàíæà (16). Âèä ýòèõ
óðàâíåíèé íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû, ÷òî, â
÷àñòíîñòè, è äîêàçûâàåò èõ êîâàðèàíòíîñòü. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ñëó÷àå ñâÿçåé, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè.
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Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå, ò.å. ïîëå, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ
ïðè ïîâîðîòàõ íà ïðîèçâîëüíûé óãîë âîêðóã íåêîòîðîé îñè. Òàêîâî, íàïðèìåð, ïîëå
ïðÿìîãî çàðÿæåííîãî ïðîâîäà. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå q öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü öè-
ëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ρ, φ, z), íàïðàâèâ îñü z ïî îñè ñèììåòðèè ïîëÿ. Òîãäà ïîëå
íå áóäåò çàâèñåòü îò óãëîâîé êîîðäèíàòû φ. Ïåðåõîä îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê öè-
ëèíäðè÷åñêèì çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

x = ρ cos φ , y = ρ sin φ , z = z . (17)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì

ẋ = ρ̇ cos φ− ρ sin φ φ̇ , ẏ = ρ̇ sin φ + ρ cos φ φ̇ ,

à âîçâîäÿ èõ â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ, íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

ṙ2 = ρ̇2 + ρ2φ̇2 + ż2 , (18)

è çàòåì åå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå

L =
m

2
(ρ̇2 + ρ2φ̇2 + ż2)− U(ρ, z) . (19)

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ. Ìû èìååì

∂L

∂ρ
= mρφ̇2 − ∂U(ρ, z)

∂ρ
,

∂L

∂ρ̇
= mρ̇ .

Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ëàãðàíæà ïî ïåðåìåííîé ρ èìååò âèä

mρ̈−mρφ̇2 +
∂U(ρ, z)

∂ρ
= 0 .

Ïî ïåðåìåííîé z óðàâíåíèå Ëàãðàíæà îñòàåòñÿ òåì æå, ÷òî è â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ:

mz̈ +
∂U(ρ, z)

∂z
= 0 .

Íàêîíåö,

∂L

∂φ
= 0 ,

∂L

∂φ̇
= mρ2φ̇ ,

òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà åñòü ïðîñòî

d

dt
(ρ2φ̇) = 0 . (20)
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�4. Âêëþ÷åíèå äèññèïàòèâíûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë

Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïðåäñòàâèëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëàãðàíæåâîé ôîðìå äëÿ
ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè è èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè, åñòåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ
äîïóñòèìûõ âçàèìîäåéñòâèé, ðàññìîòðåâ ôóíêöèè Ëàãðàíæà áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì
ïðîñòåéøèé L = T − U.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñëåäóþùåãî âèäà

L(r, ṙ, t) = eλt

(
mṙ2

2
− U(r, t)

)
, (21)

ãäå λ åñòü íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð. Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Ìû èìååì

∂L

∂ṙ
= eλtmṙ ,

∂L

∂r
= −eλt ∂U

∂r
.

Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (16) äàåò

d

dt

(
eλtmṙ

)
= −eλt ∂U

∂r
.

Âûïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå è ñîêðàùàÿ íà eλt, ïîëó÷àåì

mr̈ = −kṙ − ∂U

∂r
, k ≡ mλ .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (21) îïèñûâàåò äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññû m ïîä
äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíîé ñèëû Fp = −∂U/∂r è ñèëû òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêî-
ðîñòè ÷àñòèöû, Fd = −kṙ .

Ðàññìîòðèì, äàëåå, ôóíêöèþ Ëàãðàíæà âèäà

L(r, ṙ, t) =
mṙ2

2
+

q

c

(
A(r, t), ṙ

)
− qϕ(r, t) , (22)

ãäå A(r, t), ϕ(r, t) � çàäàííûå âåêòîðíàÿ è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè, à q
è c ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû. ×ëåí, ëèíåéíûé ïî ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ôóíêöèè Ëàãðàíæà,
íàçûâàþò îáîáùåííûì ïîòåíöèàëîì.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Ìû èìååì

∂L

∂ẋ
= mẋ +

q

c
Ax ,

∂L

∂x
=

q

c

(
∂Ax

∂x
ẋ +

∂Ay

∂x
ẏ +

∂Az

∂x
ż

)
− q

∂ϕ

∂x

è àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïî ïåðåìåííûì y, z. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (16) äàåò

mẍ +
q

c

(
∂Ax

∂x
ẋ +

∂Ax

∂y
ẏ +

∂Ax

∂z
ż +

∂Ax

∂t

)
=

q

c

(
∂Ax

∂x
ẋ +

∂Ay

∂x
ẏ +

∂Az

∂x
ż

)
− q

∂ϕ

∂x
, (23)

èëè, ïåðåíîñÿ âñå ñèëû â ïðàâóþ ÷àñòü,

mẍ = −q

c

∂Ax

∂t
− q

∂ϕ

∂x
+

q

c

{[
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

]
ẏ +

[
∂Az

∂x
− ∂Ax

∂z

]
ż

}
. (24)
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Ââåäåì òåïåðü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Ex = −1

c

∂Ax

∂t
− ∂ϕ

∂x
, Ey = −1

c

∂Ay

∂t
− ∂ϕ

∂y
, Ez = −1

c

∂Az

∂t
− ∂ϕ

∂z
,

Hx =
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
, Hy =

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
, Hz =

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
. (25)

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà H = (Hx, Hy, Hz) íåòðóäíî çàïîìíèòü, åñëè ïðåäñòàâëÿòü åãî â
âèäå ôîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ �âåêòîðà� ∂/∂r ñ A :

H = [∂/∂r,A] .

Âåêòîð H íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì âåêòîðà A. Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ðîòîðà äàííîãî âåêòîðà
îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî ñèìâîëîì rot, òàê ÷òî H = rotA. Ñ ïîìîùüþ �âåêòîðà� ∂/∂r
îïðåäåëåíèå âåêòîðà E = (Ex, Ey, Ez) òàêæå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êîìïàêòíî êàê

E = −1

c

∂A

∂t
− ∂ϕ

∂r
.

Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå (24) ïðèíèìàåò âèä

mẍ = qEx +
q

c
[ṙ,H ]x , (26)

ãäå [ṙ,H ]x = ẏHz − żHy. Âìåñòå ñ àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ êîîðäèíàò y, z
ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå îäíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

mr̈ = qE +
q

c
[ṙ,H ] . (27)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëó Ëîðåíöà, ïðè÷åì E è H ÿâëÿ-
þòñÿ íàïðÿæåííîñòÿìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, ñîîòâåòñòâåííî, à c åñòü
ñêîðîñòü ñâåòà. Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (22) îïèñûâàåò äâè-
æåíèå ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è çàðÿäîì q â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Âåëè÷èíû A è ϕ
íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

Ïðèìåð 2. Äâèæåíèå â ïîëå òÿæåñòè ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé ñ òðåíèåì. Ðàññìîòðèì äâè-
æåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m ïî ïàðàáîëå, ðàñïîëîæåííîé âåðòèêàëüíî â ïîëå
òÿæåñòè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äåéñòâóþùàÿ íà òî÷êó ñèëà òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà åå ñêî-
ðîñòè (êîýôôèöèåíò òðåíèÿ k). Íàïðàâèì îñü z âåðòèêàëüíî ââåðõ, è ïóñòü óðàâíåíèåì
ïàðàáîëû áóäåò

z =
ax2

2
, y = 0 , a = const .

Ïðèìåì x çà îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó òî÷êè. Ìû èìååì

ż = axẋ ,

è ïîýòîìó
ṙ2 = ẋ2 + a2x2ẋ2 .

11



Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òî÷êè U = mgax2/2, ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (21), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â âèäå

L(x, ẋ, t) =
m

2
ekt/m

{
(1 + a2x2)ẋ2 − gax2

}
. (28)

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå Ëàãðàíæà. Èìååì
∂L

∂ẋ
= mekt/m(1 + a2x2)ẋ ,

∂L

∂x
= mekt/m

{
a2xẋ2 − gax

}
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (16), ïîëó÷àåì ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ekt/m

(1 + a2ẋ2)(mẍ + kẋ) + max(g + aẋ2) = 0 .

II. ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß. ÏÐÈÍÖÈÏ ÍÀÈÌÅÍÜØÅÃÎ ÄÅÉÑÒÂÈß

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííûõ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà è èõ ñâÿçü
ñî ñâîéñòâàìè îäíîðîäíîñòè âðåìåíè è îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà.
Òåîðåìà Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ è âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé ýíåðãèè. Ôóíê-
öèîíàë äåéñòâèÿ è ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Âûâîä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà èç
ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Îòñòóïëåíèå â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó: ïðèíöèï íàè-
ìåíüøåãî äåéñòâèÿ è àìïëèòóäà ïåðåõîäà êâàçèêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â ïðèìåðå 1 (ãëàâà I) ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î äâèæåíèè òî÷êè â àêñèàëüíî-
ñèììåòðè÷íîì ïîëå. Ìû íàøëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò ÿâíî
îò êîîðäèíàòû φ, çàäàþùåé óãîë ïîâîðîòà âîêðóã îñè ñèììåòðèè ïîëÿ, à èç óðàâíå-
íèÿ Ëàãðàíæà ïî ýòîé êîîðäèíàòå [ñì. óðàâíåíèå (20)] ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà pφ = ρ2φ̇
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû. Âîîáùå, ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé, ñîõðàíåíèå êîòîðîé ñëåäóåò èç óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Êàê âèäíî, pφ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì
èíòåãðàëîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è
ìåõàíèêè òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ìåòîäû íàõîæäåíèÿ èíòåãðà-
ëîâ äâèæåíèÿ çàíèìàþò â íåé öåíòðàëüíîå ìåñòî.

Âàæíåéøåé êàòåãîðèåé èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ïîä êî-
òîðûìè ïîíèìàþò âåëè÷èíû, ïîñòîÿíñòâî êîòîðûõ ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè ïðî-
ñòðàíñòâà è âðåìåíè. Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà çàìêíóòîé ñèñòå-
ìû, ò.å. ñèñòåìû, íà êîòîðóþ íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû, íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ ïåðåìåùåíèÿõ ñèñòåìû êàê öåëîãî â ïðîñòðàíñòâå (ò.å. ïåðåìåùåíèÿõ, ñîõðàíÿþ-
ùèõ âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñèñòåìû). Ëþáîå òàêîå ïåðåìåùåíèå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ (òðàíñëÿöèé) ñèñòåìû â
íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè è åå ïîâîðîòîâ âîêðóã íåêîòîðîé îñè. Íåèçìåííîñòü ñâîéñòâ ñè-
ñòåì ïðè òàêèõ ÷àñòíîãî âèäà ïåðåìåùåíèÿõ íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî îäíîðîäíîñòüþ
è èçîòðîïèåé ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî, ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ñèñòåì
îêàçûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå íåçàâèñèìî îò òîãî, íà êàêîì èíòåðâàëå âðåìåíè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ èõ ýâîëþöèÿ. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò îäíîðîäíîñòüþ âðåìåíè.

Ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì åå
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, òî ýòè ñâîéñòâà áóäóò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûìè ïðè ëþáîì èç óêà-
çàííûõ ïåðåìåùåíèé â ïðîñòðàíñòâå èëè âî âðåìåíè, åñëè äàííîå ïåðåìåùåíèå íå ìå-
íÿåò ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñèñòåìû.
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�1. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà

Ðàññìîòðèì ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷èì
ñïåðâà îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïðè ïåðåìåùåíèè ñèñòåìû
â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó, à òàêæå íàëîæåííûå íà íåå ñâÿçè
òàêîâû, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå ìåíÿåòñÿ ïðè âàðèàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âèäà
δqα = Qα(q)ε, ãäå Qα(q) åñòü íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, à ε �
ìàëûé ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð (íåçàâèñÿùèé îò q, t). Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå
îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé:

δ
dqα

dt
= δ

(
lim

∆t→0

qα(t + ∆t)− qα(t)

∆t

)

= lim
∆t→0

(qα + δqα)(t + ∆t)− (qα + δqα)(t)

∆t
− lim

∆t→0

qα(t + ∆t)− qα(t)

∆t

= lim
∆t→0

δqα(t + ∆t)− δqα(t)

∆t
,

ò.å.

δ
dqα

dt
=

d

dt
δqα , (29)

è ñëåäîâàòåëüíî, δq̇α = Q̇αε . Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, à òàêæå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
(16), âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

δL =
s∑

α=1

{
∂L

∂qα

δqα +
∂L

∂q̇α

δq̇α

}
=

s∑
α=1

{
d

dt

∂L

∂q̇α

Qαε +
∂L

∂q̇α

Q̇αε

}
,

èëè

δL = ε
d

dt

s∑
α=1

∂L

∂q̇α

Qα . (30)

Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ íåèçìåííîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà, δL = 0, âûòåêàåò ñëåäó-
þùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ

s∑
α=1

∂L

∂q̇α

Qα = const . (31)

Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåòñÿ èç
ôóíêöèè Ëàãðàíæà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñîãëàñíî L = L(r(q), ṙ(q, q̇), t), òî, ïðè-
ìåíÿÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, à òàêæå ñîîòíîøåíèå (13), ëå-
âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (31) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

s∑
α=1

∂L

∂q̇α

Qα =
s∑

α=1

N∑
i=1

(
∂L

∂ṙi

,
∂ṙi

∂q̇α

)
Qα =

N∑
i=1

(
∂L

∂ṙi

,

s∑
α=1

∂ri

∂qα

δqα

ε

)
,

èëè, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (8),
s∑

α=1

∂L

∂q̇α

Qα =
N∑

i=1

(
∂L

∂ṙi

,
δri

ε

)
. (32)

13



Ðèñ. 1: Ê âûâîäó ôîðìóëû (34).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòäåëüíî òðàíñëÿöèè è ïîâîðîòû ñèñòåìû. Ïóñòü âíåøíèå ïîëÿ è
ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó, íå íàðóøàþò îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëå-
íèè, îïðåäåëÿåìîì åäèíè÷íûì âåêòîðîì n. Ïðè òðàíñëÿöèè ñèñòåìû â íàïðàâëåíèè
âåêòîðà n íà ðàññòîÿíèå δr = ε ðàäèóñ-âåêòîðû âñåõ ÷àñòèö ñèñòåìû ïîëó÷àþò îäíî è
òî æå ïðèðàùåíèå δri = nε. Ïî ôîðìóëàì (31), (32) íàõîäèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

(
N∑

i=1

∂L

∂ṙi

,n

)
= const. (33)

Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëåäñòâèåì îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïî íåêîòîðîìó
íàïðàâëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ïðîåêöèè íà ýòî íàïðàâëåíèå âåêòîðà

P =
N∑

i=1

pi , pi =
∂L

∂ṙi

,

íàçûâàåìîãî èìïóëüñîì ñèñòåìû. Îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâî îä-
íîðîäíî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, è ïîýòîìó èìïóëüñ òàêîé ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâîðîò ñèñòåìû êàê öåëîãî íà óãîë δϕ = ε îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîé îñè, íàïðàâëåíèå êîòîðîé çàäàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n ïî ïðàâèëó ïðàâîãî
âèíòà. Âûáåðåì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ãäå-íèáóäü íà îñè ïîâîðîòà è îïðåäåëèì,
êàê ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð r. Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè n è r ÷åðåç
β (ñì. Ðèñ. 1). Âåêòîð δr îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåêòîðû n, r, à åãî
âåëè÷èíà

|δr| = (|r| sin β)δϕ .

Åñëè ââåñòè âåêòîð δϕ = nδϕ, òî ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìîäóëü âåê-
òîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ δϕ è r : |δr| = |[δϕ, r]|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàïðàâëåíèå
âåêòîðà [δϕ, r] ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì δr, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî

δr = [δϕ, r] . (34)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû íà óãîë δϕ ðàäèóñ-âåêòîðû ÷àñòèö ñèñòåìû
ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèå δri = [δϕ, ri], i = 1, ..., N. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (32) è öèêëè÷åñêè
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ïåðåñòàâëÿÿ ñîìíîæèòåëè ñêàëÿðíî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íàéäåì
N∑

i=1

(
∂L

∂ṙi

,
δri

ε

)
=

N∑
i=1

(pi , [n, ri]) =
N∑

i=1

(n, [ri,pi]) . (35)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ (31) ïðèíèìàåò âèä
(

n,

N∑
i=1

[ri,pi]

)
= const . (36)

Òàêèì îáðàçîì, èç èçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã íàïðàâëå-
íèÿ n ñëåäóåò ñîõðàíåíèå ïðîåêöèè íà ýòî íàïðàâëåíèå âåêòîðà

M =
N∑

i=1

mi , mi = [ri,pi] ,

íàçûâàåìîãî ìîìåíòîì èìïóëüñà ñèñòåìû. Îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðî-
ñòðàíñòâî èçîòðîïíî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, è ïîòîìó ìîìåíò èìïóëüñà òàêîé ñèñòåìû
ñîõðàíÿåòñÿ.

Íà âåëè÷èíû, ñòîÿùèå â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (33) è (36) ìîæíî ïîñìîòðåòü òàêæå
è ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Âåðíåìñÿ ê çàïèñè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ôîðìå (31). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç x äåêàðòîâó êîîðäèíàòó, îïðåäåëÿþùóþ ïîëîæåíèå ñèñòåìû êàê öåëîãî ïî
îñè, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó n. Åñëè ìû ïðèìåì x çà îäíó èç îáîáùåííûõ êîîðäèíàò,
ñêàæåì x ≡ q1, òî ïðè òðàíñëÿöèè â íàïðàâëåíèè n âàðèàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò
áóäóò èìåòü âèä

{
δq1 = ε,
δqα = 0, α = 2, ..., s,

⇒
{

Q1 = 1,
Qα = 0, α = 2, ..., s,

Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (31) ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

∂L

∂ẋ
= const . (37)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (32) íå çàâèñèò îò âûáîðà îáîáùåííûõ êîîðäèíàò,
òî âåëè÷èíà const � òà æå, ÷òî è â óðàâíåíèè (33), ò.å.

∂L

∂ẋ
= (P ,n) . (38)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî x äàåò âåëè÷èíó ïðîåêöèè èì-
ïóëüñà ñèñòåìû íà íàïðàâëåíèå n. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìû âûáåðåì óãîë ïîâîðîòà ϕ ñè-
ñòåìû êàê öåëîãî âîêðóã íåêîòîðîé îñè çà îäíó èç îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, ñêàæåì,
ϕ ≡ q2, òî âàðèàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïðè ïîâîðîòå âîêðóã äàííîé îñè áóäóò
èìåòü òîò æå âèä, ÷òî è âûøå, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà

∂L

∂ϕ̇
= const (39)

15



â ñèëó òîæäåñòâà (32) ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû íà
ýòó îñü:

∂L

∂ϕ̇
= (M ,n) . (40)

Êàê ìû âèäèì, â äàííîé ôîðìóëèðîâêå îáà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì
òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãàõ êàêîé-ëèáî îáîáùåííîé êîîð-
äèíàòû qα íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, qα → qα + ε, ïðè ôèêñèðîâàííûõ
îñòàëüíûõ qβ ñ β 6= α. Òàêèå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû íàçûâàþò öèêëè÷åñêèìè. Åñëè
êîîðäèíàòà qα öèêëè÷åñêàÿ, òî ïðè îïèñàííîì ñäâèãå

0 = δL =
∂L

∂qα

δqα +
∂L

∂q̇α

δq̇α =
∂L

∂qα

ε,

òàê ÷òî êðèòåðèåì öèêëè÷íîñòè êîîðäèíàòû qα ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

∂L

∂qα

= 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé êîîðäèíàòå âåëè÷èíà pqα = ∂L/∂q̇α, íàçûâàåìàÿ îáîáùåííûì
èìïóëüñîì, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû:

pqα = const .

Òî, ÷òî pqα ñîõðàíÿåòñÿ, âèäíî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (16).

Ïðèìåð 3. Â ïðèìåðå 1 (ãëàâà I) ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (19) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íå
çàâèñèò îò óãëîâîé ïåðåìåííîé φ (φ � öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà). Ïîýòîìó ñîõðàíÿåòñÿ
ïðîåêöèÿ åå ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z :

∂L

∂φ̇
= mρ2φ̇ = const.

�2. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Ïåðåéäåì ê âûÿñíåíèþ ñëåäñòâèé îäíîðîäíîñòè âðåìåíè. Â ñèëó ýòîé îäíîðîäíîñòè
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè ÿâíî, ò.å. äîëæíî áûòü

∂L

∂t
= 0 .

Âû÷èñëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ ýòî óñëîâèå,
à òàêæå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (16)

dL

dt
=

s∑
α=1

{
∂L

∂qα

q̇α +
∂L

∂q̇α

q̈α

}
=

s∑
α=1

{
d

dt

∂L

∂q̇α

q̇α +
∂L

∂q̇α

q̈α

}
=

s∑
α=1

d

dt

{
∂L

∂q̇α

q̇α

}
,

èëè
d

dt

{
s∑

α=1

∂L

∂q̇α

q̇α − L

}
= 0 .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà

E =
s∑

α=1

∂L

∂q̇α

q̇α − L , (41)

íàçûâàåìàÿ îáîáùåííîé ýíåðãèåé, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû. Ýòî åñòü íàè-
áîëåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé ýíåðãèè, ïðèìåíèìîå ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà
ïðîèçâîëüíîãî âèäà. Ïðèìåíèì åãî ê ñëó÷àþ êîãäà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä
L = T + V − U, ãäå V îáîçíà÷àåò ÷ëåíû, ëèíåéíûå ïî ñêîðîñòÿì ÷àñòèö (ñì. I �4). Äëÿ
ýòîãî ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ. Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) äèôôåðåíöèðóåìà è òàêîâà, ÷òî

f(ax1, ..., axs) = adf(x1, ..., xs), (42)

ãäå a ïðîèçâîëüíîå, à d � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x1, ..., xs) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ, à ÷èñëî d íàçû-
âàþò ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îïðåäåëåíèå (42) ïî a è ïîëîæèâ
çàòåì a = 1, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

s∑
α=1

xα
∂

∂xα

f(x1, ..., xs) = d f(x1, ..., xs), (43)

êîòîðîå è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Ýéëåðà. Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîé òåîðåìû ê
âûðàæåíèþ (41) ïåðåìåííûìè xα ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ñêîðîñòè q̇α. Ïîñêîëüêó ñî-
ãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (13) äåêàðòîâû ñêîðîñòè ṙ ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè
îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé q̇α ïåðâîé ñòåïåíè, òî ïðè èõ ïîäñòàíîâêå â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
ìû ïîëó÷èì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé îáîáùåííûõ
ñêîðîñòåé âòîðîé ñòåïåíè, îáîáùåííûé ïîòåíöèàë V � îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïåðâîé
ñòåïåíè, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U � îäíîðîäíîé ôóíêöèåé íóëåâîé ñòåïåíè, ïîñêîëü-
êó U îò ñêîðîñòåé âîîáùå íå çàâèñèò. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ýéëåðà, ìû ïîëó÷èì

s∑
α=1

q̇α
∂T

∂q̇α

= 2T ,

s∑
α=1

q̇α
∂V

∂q̇α

= V ,

s∑
α=1

q̇α
∂U

∂q̇α

= 0 .

Ïîäñòàíîâêà â (41) äàåò

E = T + U . (44)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü îáîáùåííóþ ýíåðãèþ, â ôóíêöèè Ëàãðàíæà
ñëåäóåò îïóñòèòü ÷ëåíû, ëèíåéíûå ïî îáîáùåííûì ñêîðîñòÿì è ïîìåíÿòü çíàê ïåðåä
÷ëåíàìè, îò íèõ íå çàâèñÿùèìè.

Ïðèìåð 4. Ïðèìåíÿÿ ñôîðìóëèðîâàííîå ïðàâèëî, ïîëó÷àåì îáîáùåííóþ ýíåðãèþ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (22) äëÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

E =
mṙ2

2
+ qϕ(r, t) . (45)

Îíà ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ïîòåíöèàëû A, ϕ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè ÿâíî.
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Ðèñ. 2: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è îäíîé èç
áëèçêèõ ê íåé âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

Ïðèìåð 5. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (28) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òðåíèÿ, ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè, ïîýòîìó åå îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ.

�3. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Ïóñòü äâèæåíèå äàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(q, q̇, t), t1, t2 � íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè (t1 < t2), è
qα(t), α = 1, ..., s � íàáîð äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì

qα(t1) = q(1)
α , qα(t2) = q(2)

α , α = 1, ..., s , (46)

ãäå q(1) è q(2) � çàäàííûå çíà÷åíèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû â ìîìåíòû âðåìåíè
t1 è t2, ñîîòâåòñòâåííî. Ëþáîé òàêîé íàáîð íàçîâåì âèðòóàëüíîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû.
Ñðåäè ìíîæåñòâà âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé èìååòñÿ îäíà òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, êîòîðóþ ìû íàçîâåì äåéñòâèòåëüíîé.

Äëÿ äàííîé âèðòóàëüíîé òðàåêòîðèè q(t) ïîñòðîèì èíòåãðàë

S[q(t)] =

t2∫

t1

L(q(t), q̇(t), t)dt . (47)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó íàáîðó ôóíêöèé q(t) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî S[q(t)]. Òàêèå îáú-
åêòû, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè îò ôóíêöèé, íàçûâàþò ôóíêöèîíàëàìè. Ôóíêöèîíàë
S[q(t)] íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì ñèñòåìû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (16) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñëåäóþùåãî
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, íàçûâàåìîãî ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ: Íà ëþáîì
âðåìåííóì îòðåçêå t ∈ [t1, t2] ñèñòåìà äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå äåéñòâèå
ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå, ïðè÷åì ñðàâíèâàþòñÿ âñå âèðòóàëüíûå
òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (46).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q̄(t) âèðòóàëüíóþ òðàåêòîðèþ, íà êîòîðîé äåé-
ñòâèå ñèñòåìû ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, è ðàññìîòðèì áëèçêèå ê íåé òðàåêòî-
ðèè q(t) = q̄(t) + δq(t), ãäå δq(t) � ìàëûå ôóíêöèè âðåìåíè (ñì. Ðèñ. 2). Ïðè ïåðåõîäå
îò q̄(t) ê q̄(t) + δq(t) äåéñòâèå âîçðàñòàåò. Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ìàëûì δq(t) èçìåíåíèå
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äåéñòâèÿ áóäåò ðàâíî

δS ≡ S[q̄(t) + q(t)]− S[q̄(t)]

=

t2∫

t1

L(q̄(t) + δq(t), ˙̄q(t) + δq̇(t), t)dt−
t2∫

t1

L(q̄(t), ˙̄q(t), t)dt

=

t2∫

t1

s∑
α=1

{
∂L

∂qα

δqα(t) +
∂L

∂q̇α

δq̇α(t)

}
dt , (48)

ãäå ïðîèçâîäíûå ∂L/∂q, ∂L/∂q̇ âû÷èñëÿþòñÿ íà òðàåêòîðèè q̄(t). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî
(29), êîòîðîå äëÿ âàðèàöèé âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé âûâîäèòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê
â II �1, ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîé ÷ëåí â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïî ÷àñòÿì

t2∫

t1

s∑
α=1

∂L

∂q̇α

δq̇αdt =
s∑

α=1

t2∫

t1

∂L

∂q̇α

d

dt
δqα(t)dt =

s∑
α=1

∂L

∂q̇α

δqα(t)

∣∣∣∣∣

t2

t1

−
s∑

α=1

t2∫

t1

δqα(t)
d

dt

∂L

∂q̇α

dt .

Ïåðâûé ÷ëåí â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó êàê ôóíêöèÿ q̄(t),
òàê è ôóíêöèÿ q̄(t) + δq(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (46), è ñëåäîâàòåëüíî, δq(t1) =
δq(t2) = 0. Ïîýòîìó âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïðèíèìàåò âèä

δS =
s∑

α=1

t2∫

t1

δqα(t)

{
∂L

∂qα

− d

dt

∂L

∂q̇α

}
dt . (49)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, δS > 0. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî δS íà ñàìîì äåëå äîëæíî áûòü ðàâíî
íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âèðòóàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q̄(t) +
δq(t), äëÿ êîòîðîé δS > 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (49) ñëåäîâàëî áû, ÷òî äëÿ âèðòóàëüíîé
òðàåêòîðèè q̄(t) − δq(t) âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ δS < 0, â ïðîòèâîðå÷èè ñ ìèíèìàëüíîñòüþ
âåëè÷èíû S[q̄(t)]. Òàêèì îáðàçîì,

δS =
s∑

α=1

t2∫

t1

δqα(t)

{
∂L

∂qα

− d

dt

∂L

∂q̇α

}
dt = 0 . (50)

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ïðîèçâîëüíîñòè èõ âàðèàöèé, ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, òîëüêî åñëè êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ δq íåçàâè-
ñèìî äðóã îò äðóãà îáðàùàþòñÿ â íóëü, ò.å. ôóíêöèè q̄(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
Ëàãðàíæà

∂L

∂qα

− d

dt

∂L

∂q̇α

= 0 , α = 1, ..., s ,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî q̄(t) � äåéñòâèòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ.
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�4. Îòñòóïëåíèå â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó: ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è àì-
ïëèòóäà ïåðåõîäà êâàçèêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû

Â ðàìêàõ ñàìîé òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè äåéñòâèå íå èìååò êàêîãî-ëèáî íàãëÿä-
íîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíàêî, ýòîò îáúåêò èãðàåò â ôèçèêå
ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü. Â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ âîçíèêàåò åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññè÷åñêèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ
êâàíòîâîé ôèçèêè.

Ðàññìîòðèì ñíîâà ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé è ñîñòàâèì ñëåäóþùóþ âå-
ëè÷èíó

Ψ(q(1), t1; q
(2), t2) = C

∑

q(t)

exp

{
i

~
S[q(t)]

}
, (51)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âèðòóàëüíûì òðàåêòîðèÿì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëî-
âèÿì (46), ~ = 1, 055 · 10−27 ã·ñì2/ñ åñòü òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, à C �
íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ââåäåííîé ôóíêöèè Ψ óêàçàíû ïà-
ðàìåòðû, çàäàþùèå ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíè-
åì, äàííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ
äàííîé âèðòóàëüíîé òðàåêòîðèè ïåðåâîäèò åå â äðóãóþ âèðòóàëüíóþ òðàåêòîðèþ, òî
äëÿ ïðèäàíèÿ ðåàëüíîãî ñìûñëà âûðàæåíèþ (51) òðåáóåòñÿ óêàçàòü, êàê èìåííî âû-
÷èñëÿåòñÿ ñóììà ïî òðàåêòîðèÿì, ò.å. çàäàòü �ïëîòíîñòü òðàåêòîðèé� â êàæäîì ó÷àñò-
êå ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ýòè äåòàëè íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ, ìû
ëèøü óêàæåì, ÷òî ýòó �ïëîòíîñòü� ñëåäóåò ñ÷èòàòü îäèíàêîâîé âî âñåõ òî÷êàõ ïðî-
ñòðàíñòâà è íåçàâèñÿùåé îò âðåìåíè.

Ôóíêöèÿ Ψ(q(1), t1; q
(2), t2) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ïåðåõîäà è èãðàåò öåíòðàëüíóþ

ðîëü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Êâàäðàò åå ìîäóëÿ, |Ψ|2, îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü íàéòè
ñèñòåìó â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè q(2) â ìîìåíò âðåìåíè t2, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t1 îíà
íàõîäèëàñü â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè q(1). Âûðàæåíèå (51) ïîêàçûâàåò, ÷òî àìïëèòóäà
ïåðåõîäà èç q(1) â q(2) ñêëàäûâàåòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ àìïëèòóä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ïî êàêîé-ëèáî âèðòóàëüíîé òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äåéñòâèå S[q(t)] ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé êâàçèêëàññè÷å-
ñêîé ñèñòåìå, ò.å. ñèñòåìå, äâèæåíèå êîòîðîé õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ìåõàíèêîé Íüþòîíà,
íàïðèìåð, ñîëíå÷íóþ ñèñòåìó. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû âåëè÷èíà S íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ïðå-
âîñõîäèò ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà,

S À ~ . (52)

Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñïîíåíòà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ñóììû â (51), èìååò áîëüøîé ïî ìî-
äóëþ ìíèìûé ïîêàçàòåëü. Ïîýòîìó óæå ñðàâíèòåëüíî ìàëàÿ âàðèàöèÿ òðàåêòîðèè δq
ïðèâîäèò ê áîëüøîìó èçìåíåíèþ ïîêàçàòåëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ
áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé òðàåêòîðèè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ñóììèðî-
âàíèè âêëàäû ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþò äðóã äðó-
ãà, àíàëîãè÷íî òîìó êàê èíòåãðàë îò ñèíóñà äàåò òåì ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì áûñòðåå
ñèíóñ îñöèëëèðóåò. Òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå âêëàäû ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé íå áóäóò êîì-
ïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà, à èìåííî â òîì, êîãäà äåéñòâèå S[q(t)] ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ â
îêðåñòíîñòè êàêîé-ëèáî òðàåêòîðèè q̄(t) :

S[q̄(t) + δq(t)] ≈ S[q̄(t)] ,
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ò.å.

S[q̄(t) + δq(t)]− S[q̄(t)] ≡ δS ≈ 0 . (53)

Â ýòîì ñëó÷àå âêëàäû ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé áóäóò ñêëàäûâàòüñÿ, òàê ÷òî âñÿ ñóììà â
âûðàæåíèè (51) ñâåäåòñÿ ê îäíîìó ÷ëåíó:

Ψ(q(1), t1; q
(2), t2) ≈ a exp

{
i

~
S[q̄(t)]

}
, (54)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé a. Â ïðåäåëå S/~ → ∞ ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà â ïðèâåäåí-
íûõ âûøå ñîîòíîøåíèÿõ çàìåíÿþòñÿ òî÷íûìè, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (53) ïåðåõîäèò â
óðàâíåíèå (50). Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ïåðåõîäà êâàçèêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ýô-
ôåêòèâíî âûãëÿäèò òàê, êàê åñëè áû ýòà ñèñòåìà äâèãàëàñü ëèøü ïî îäíîé òðàåêòîðèè
q̄(t), îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà.

III. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÂÈÆÅÍÈß

Îáùèé âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è â ïî-
ñòîÿííîì ïîòåíöèàëå. Òèïû îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Ïåðèîä ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê. Çàäà÷à äâóõ òåë. Ñâåäåíèå ê îäíî÷àñòè÷íîé çàäà÷å, è îá-
ùåå ðåøåíèå çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ. Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë. Êóëîíîâî ïîëå. Êëàñ-
ñèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ òèïîâ äâèæåíèÿ â êóëîíîâîì ïîëå. Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè.
Çàêîíû Êåïëåðà. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Ôîðìóëà Ðå-
çåðôîðäà.

Ïåðåõîäÿ ê ïðèëîæåíèÿì ôîðìàëèçìà Ëàãðàíæà ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, ñôîðìóëèðóåì ñïåðâà îáùèé àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ ýòîãî
ôîðìàëèçìà:

A. Îïðåäåëèòå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû, s. Äëÿ ñèñòåìû N ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê s = 3N − n, ãäå n � ÷èñëî ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó.

B. Âûáåðèòå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû, qα, α = 1, ..., s è âûðàçèòå ÷åðåç íèõ
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê ñèñòåìû, ri = ri(q), i = 1, ..., N. Îáîáùåííûå êî-
îðäèíàòû äîëæíû ðåøàòü óðàâíåíèÿ ñâÿçåé, ò.å. âûðàæåíèÿ ri(q) äîëæíû òîæ-
äåñòâåííî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (5). Êðîìå òîãî, ýòè êîîðäèíàòû ñëåäóåò
âûáèðàòü òàê ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè ìàêñèìàëüíî ïîëíî ó÷åñòü ñèììåòðèè ïî-
òåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö.

C. Âû÷èñëèòå ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ôóíêöèé ri(q) è çàòåì ñîñòàâüòå
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L(r(q), ṙ(q, q̇), t).

D. Èññëåäóéòå ñèñòåìó íà íàëè÷èå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Åñëè âíåøíèå ñèëû, äåé-
ñòâóþùèå íà ñèñòåìó, íå ìåíÿþòñÿ ïðè òðàíñëÿöèè â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè èëè
ïîâîðîòå âîêðóã íåêîòîðîé îñè, ïðè÷åì ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó, äîïóñêà-
þò òàêîå ïåðåìåùåíèå, çàïèøèòå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêöèé
èìïóëüñà èëè ìîìåíòà èìïóëüñà [ñì. óðàâíåíèÿ (33), (36)]. Åñëè îáîáùåííûå êî-
îðäèíàòû âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçìåíåíèå êàêîé-ëèáî èç íèõ ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ îïèñûâàåò óêàçàííîå ïåðåìåùåíèå, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ
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ñîõðàíÿþùóþñÿ âåëè÷èíó ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëàì (38), (40). Íàêîíåö, åñ-
ëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, ñîñòàâüòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ
îáîáùåííîé ýíåðãèè [ñì. ôîðìóëó (41)].

E. Èç ïîëó÷èâøèõñÿ óðàâíåíèé âûáåðèòå íåçàâèñèìûå. Åñëè èõ ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó
ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî íåîáõîäèìîñòè â ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà íåò, è ñëå-
äóåò ïåðåõîäèòü ê èíòåãðèðîâàíèþ íàéäåííûõ s óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ q è q̇.
Åñëè æå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìåíüøå s, ñëåäóåò âûïèñàòü íåäî-
ñòàþùåå ÷èñëî óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, òàê ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü ñèñòåìó s
íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ âåëè÷èíû q, q̇, q̈ è çàòåì åå èíòåãðèðîâàòü.

�1. Äâèæåíèå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
(11) èìåþò âèä

ṙi =
∂ri

∂q
q̇ , i = 1, ..., N , (55)

ïîäñòàâëÿÿ êîòîðûå â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L = T − U, ïîëó÷èì

L =
N∑

i=1

mi

2

(
∂ri

∂q
,
∂ri

∂q

)
q̇2 − U(r(q), t) ≡ m(q)q̇2

2
− U(q, t) . (56)

Äëÿ êðàòêîñòè, ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ U(r(q), t) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî U(q, t). Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ m(q) > 0. Çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà òàêîãî
âèäà, ìîæåò áûòü íàéäåí â îáùåì âèäå â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâè-
ñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ∂L/∂t = 0, è ïîýòîìó ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
[ñì. óðàâíåíèå (44)]

E =
m(q)q̇2

2
+ U(q) . (57)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî îòíîñèòåëüíî q(t) ïóòåì ðàçäåëåíèÿ äèôôåðåíöèà-
ëîâ. Ìû èìååì

dq

dt
= ±

√
2

m(q)
[E − U(q)] , (58)

îòêóäà

dt =

√
m(q)

2
dq

±
√

E − U(q)
.

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äàåò

t− t0 =

q∫

q0

√
m(q)

2
dq

±
√

E − U(q)
, (59)
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Ðèñ. 3: Ñõåìàòè÷åñêèé âèä ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Ôóíêöèÿ U(q)
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè q → −∞ è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè q → +∞.

ãäå q0, q � çíà÷åíèÿ îáîáùåííîé êîîðäèíàòû â ìîìåíòû âðåìåíè t0, t ñîîòâåòñòâåííî.
Çíàê + (−) ïåðåä êîðíåì áåðåòñÿ íà òåõ ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèè, ãäå q̇ > 0 (q̇ < 0).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè q(t) ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà
îò èçâåñòíîé ôóíêöèè, èëè, êàê ãîâîðÿò, çàäà÷à ðåøåíà â êâàäðàòóðàõ. Ïîñëå âçÿòèÿ
èíòåãðàëà ôóíêöèÿ q(t) ïîëó÷àåòñÿ îáðàùåíèåì ôóíêöèè t(q), îïðåäåëÿåìîé óðàâíå-
íèåì (59).

Èññëåäóåì êà÷åñòâåííî îáùèå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãðàôèê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, èçîáðàæåííûé íà Ðèñ. 3.
Ïîñêîëüêó m(q) > 0, òî èç óðàâíåíèÿ (58) ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè
E ñèñòåìà ìîæåò äâèãàòüñÿ ëèøü â îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ

U(q) 6 E.

Â òî÷êàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ U(q) = E, îáîáùåííàÿ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè îñòàíîâêè. Íà Ðèñ. 3 òî÷êè q1, q2, q3 ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè îñòàíîâêè ïðè äâèæåíèè ñ ýíåðãèåé E = E2. Ïðè ýòîì äîïóñòèìûìè äëÿ
äâèæåíèÿ îáëàñòÿìè ÿâëÿþòñÿ q ∈ [q1, q2] è q > q3. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ q(t) íåïðåðûâíà,
ñèñòåìà ïðè ñâîåì äâèæåíèè íå ìîæåò �ïåðåñêî÷èòü� èç îäíîé äîïóñòèìîé îáëàñòè â
äðóãóþ.

Ïóñòü q′ � òî÷êà îñòàíîâêè. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû â ìàëîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè. Åñëè

dU

dq
(q′) > 0 ,

òî îáëàñòü ñïðàâà îò òî÷êè q′ íåäîñòèæèìà äëÿ ñèñòåìû ñ äàííûì çíà÷åíèåì E. Ïî-
ýòîìó â òî÷êå îñòàíîâêè îáîáùåííàÿ ñêîðîñòü ïåðåõîäèò îò ïîëîæèòåëüíûõ ê îòðèöà-
òåëüíûì çíà÷åíèÿì. Íàîáîðîò, åñëè

dU

dq
(q′) < 0 ,
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òî íåäîñòèæèìîé äëÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü ñëåâà îò q′, è â ýòîé òî÷êå îáîáùåííàÿ
ñêîðîñòü ïåðåõîäèò îò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ê ïîëîæèòåëüíûì.

Åñëè äâèæåíèå ñèñòåìû òàêîâî, ÷òî âñå ñîñòàâëÿþùèå åå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè âñå
âðåìÿ îñòàþòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, òî òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ
ôèíèòíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ èíôèíèòíûì. Ïðè ôèíèòíîì
äâèæåíèè îáëàñòü èçìåíåíèÿ q îãðàíè÷åíà äâóìÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà: q ∈ [q1, q2]. Ïóñòü â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ñèñòåìà íà÷èíàåò äâèæåíèå èç òî÷êè q(t0) = q0 ∈ (q1, q2)
ñ q̇(t0) > 0. Ïî äîñòèæåíèè òî÷êè q2 îáîáùåííàÿ ñêîðîñòü èçìåíèò çíàê, è ñèñòåìà
áóäåò äâèãàòüñÿ îò q2 ê q1, ïðîéäÿ ïðè ýòîì òî÷êó q0 ñ îòðèöàòåëüíîé ñêîðîñòüþ. Â
òî÷êå q1 ñêîðîñòü ñíîâà èçìåíèò çíàê íà ïîëîæèòåëüíûé, è â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t = t′ ñèñòåìà îêàæåòñÿ â òî÷êå q0, èìåÿ ïîëîæèòåëüíóþ ñêîðîñòü â ýòîé òî÷êå.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (58) àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îáîáùåííîé ñêîðîñòè îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì q, ïîýòîìó |q̇(t0)| = |q̇(t′)|, à êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, çíàêè q̇ â
ìîìåíòû âðåìåíè t0 è t′ òàêæå îäèíàêîâû, è ïîòîìó q̇(t0) = q̇(t′). Äðóãèìè ñëîâàìè,
â ìîìåíòû âðåìåíè t0 è t′ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè (ïîíÿòèå
ñîñòîÿíèÿ ñì. â I �1). Èç ôîðìóëû (59) ñëåäóåò, ÷òî

t′ − t0 ≡ T =

q2∫

q0

√
m(q)

2
dq

√
E − U(q)

+

q1∫

q2

√
m(q)

2
dq

−
√

E − U(q)
+

q0∫

q1

√
m(q)

2
dq

√
E − U(q)

,

èëè

T =

q2∫

q1

√
2m(q) dq√
E − U(q)

. (60)

Êàê ìû âèäèì, âåëè÷èíà T íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè q0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè
q ∈ [q1, q2], êîòîðóþ ñèñòåìà ïðîõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè t, ìû áóäåì èìåòü

q(t) = q(t + T ) , q̇(t) = q̇(t + T ) .

Ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿìè (6), (11) äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è äåêàðòîâû ñêîðîñòè òî÷åê
ñèñòåìû îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç q, q̇, òî îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

ri(t) = ri(t + T ) , ṙi(t) = ṙi(t + T ) , i = 1, ..., N . (61)

Äâèæåíèå ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (61), íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, à T �
ïåðèîäîì äâèæåíèÿ. Ýòî îïðåäåëåíèå ïðèìåíèìî ê ñèñòåìàì ñ ëþáûì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû.

Òàêèì îáðàçîì, ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïåðèîäè÷íî.

Ïðèìåð 6. Âåðíåìñÿ ê Ðèñ. 3. Ïóñòü q ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâîé êîîðäèíàòîé, çàäàþùåé
ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïðÿìîé, à m(q) = m � åå ìàññà. Òîãäà, ïî îïðåäåëå-
íèþ, äâèæåíèå ñ E = E2 ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíûì â îáëàñòè q ∈ [q1, q2]. Åñëè æå q0 > q3, òî
äàæå åñëè q̇(t0) < 0, ñêîðîñòü ïîìåíÿåò çíàê ÷åðåç êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè

∆t =

q0∫

q3

√
m(q)

2
dq

√
E − U(q)

,
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ïîñëå ÷åãî áóäåò îñòàâàòüñÿ âñå âðåìÿ ïîëîæèòåëüíîé è êîíå÷íîé ïî âåëè÷èíå. Ïîýòîìó
q →∞ ïðè t →∞. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè q > q3 äâèæåíèå èíôèíèòíî. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè E = E1 âîçìîæíî ëèøü èíôèíèòíîå äâèæåíèå, à
ïðè E = E3 � ëèøü ôèíèòíîå.

Ïðèìåð 7. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m, ñîåäèíåí-
íàÿ æåñòêèì íåâåñîìûì ñòåðæíåì äëèíû l ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà, äâèæåòñÿ â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì. Îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé ìàÿòíèêà âûáåðåì óãîë φ ìåæäó
âåðòèêàëüþ è ñòåðæíåì. Òîãäà äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç φ ñî-
ãëàñíî

x = l sin φ, y = −l cos φ .

Îòñþäà
ẋ = lφ̇ cos φ, ẏ = lφ̇ sin φ , ẋ2 + ẏ2 = l2φ̇2 .

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èìååò âèä

L =
ml2φ̇2

2
+ mgl cos φ ,

ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Ïîäñòàâëÿÿ m(φ) = ml2, U = −mgl cos φ â óðàâíå-
íèå (59), ïîëó÷àåì

t− t0 =

√
ml2

2

φ∫

φ0

dφ

±√E + mgl cos φ
. (62)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàÿòíèêà ñ ýíåðãèåé E > mgl. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå U(q) = E

íå èìååò ðåøåíèé âîâñå, è ïîýòîìó îáîáùåííàÿ ñêîðîñòü φ̇ èìååò ïîñòîÿííûé çíàê, ò.å.
äâèæåíèå ìàÿòíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðàùåíèå. Ýòî äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèì: x(t + T ) = x(t), y(t + T ) = y(t), ãäå

T =

√
ml2

2

2π∫

0

dφ√
E + mgl cos φ

.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óñëîâèå φ(t + T ) = φ(t) ïðè ýòîì íå âûïîëíÿåòñÿ: ñ
êàæäûì îáîðîòîì óãîë φ óâåëè÷èâàåòñÿ (èëè óìåíüøàåòñÿ) íà 2π.

�2. Çàäà÷à äâóõ òåë

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ çàâèñèò ëèøü îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè: U(|r1 − r2|),
à ñâÿçè îòñóòñòâóþò. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òàêîé ñèñòåìû s = 3 × 2 = 6. Â êà÷å-
ñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âûáåðåì òðè êîìïîíåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà èíåðöèè
ñèñòåìû

R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2

25



è òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà r = r1−r2 . Âûðàçèì ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê ÷åðåç îáîáùåí-
íûå êîîðäèíàòû. Ìû èìååì

r1 = R +
m2r

m1 + m2

, r2 = R− m1r

m1 + m2

. (63)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé ÷à-
ñòèö

ṙ1 = Ṙ +
m2ṙ

m1 + m2

, ṙ2 = Ṙ− m1ṙ

m1 + m2

, (64)

ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äàåò

L =
m1ṙ

2
1

2
+

m2ṙ
2
2

2
− U(|r1 − r2|) =

µṘ2

2
+

mṙ2

2
− U(r) , (65)

ãäå µ = m1 +m2, à âåëè÷èíà m = m1m2/(m1 +m2) íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ìàññîé äâóõ
÷àñòèö. Ìû âèäèì, ÷òî â êîîðäèíàòàõ R, r ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà
ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ. À èìåííî, ïåðâûé ÷ëåí â
(65) îïèñûâàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé µ è ðàäèóñ-âåêòîðîì
R, à îñòàëüíûå � äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m è ðàäèóñ-âåêòîðîì r â
çàäàííîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(r). Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
ôóíêöèé Ëàãðàíæà ýòèõ ñèñòåì îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû
íå ñîäåðæàò êîîðäèíàò âòîðîé, è íàîáîðîò, è ïîòîìó èõ äâèæåíèÿ íåçàâèñèìû. Òàêèì
îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à äâóõ òåë ñâåäåíà ê îäíî÷àñòè÷íîé.

Êîìïîíåíòû R ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
(38) ∂L/∂Ṙ åñòü ñîõðàíÿþùèéñÿ èìïóëüñ ñèñòåìû:

P =
∂L

∂Ṙ
= µṘ ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
R(t) =

P t

µ
+ R(0) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå òî÷êè ñ ìàññîé m. Îíî îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

L =
mṙ2

2
− U(r) . (66)

Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò ëèøü îò r, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå ìåíÿåò-
ñÿ ïðè ïîâîðîòàõ îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó r = 0. Ïîýòîìó
ñîõðàíÿåòñÿ åå ìîìåíò èìïóëüñà

M = [r,p] , p =
∂L

∂ṙ
= mṙ . (67)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(r,M ) = 0 . (68)
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòåðèàëüíîé òî÷êà äâèæåòñÿ âñå âðåìÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ñîõðàíÿþùåìóñÿ âåêòîðó M . Âûáåðåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r, φ â ýòîé ïëîñ-
êîñòè (ñ ïîëÿðíîé îñüþ, íàïðàâëåííîé ïî âåêòîðó M )

x = r cos φ , y = r sin φ .

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè ýòèõ ñîîòíîøåíèé äàåò

ẋ = ṙ cos φ− rφ̇ sin φ , ẏ = ṙ sin φ + rφ̇ cos φ , ẋ2 + ẏ2 = ṙ2 + r2φ̇2 .

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä

L =
m

2
(ṙ2 + r2φ̇2)− U(r) . (69)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (40) äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîé ôóíêöèè ïî φ̇ äàåò âåëè-
÷èíó ìîìåíòà èìïóëüñà, ïîñêîëüêó óãîë φ çàäàåò óãîë ïîâîðîòà ÷àñòèöû âîêðóã îñè,
íàïðàâëåííîé ïî âåêòîðó M . Èòàê,

M =
∂L

∂φ̇
= mr2φ̇ . (70)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî φ̇ > 0 â òå÷åíèå âñåãî äâèæåíèÿ òî÷êè. Äàëåå, ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà (69) íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, ∂L/∂t = 0, è ïîýòîìó ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ
(44)

E =
m

2
(ṙ2 + r2φ̇2) + U(r) . (71)

Èòàê, èìååòñÿ äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (70), (71) äëÿ äâóõ
ôóíêöèé r(t), φ(t). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü ýòó ñèñòåìó, âûðàçèì φ̇ èç óðàâíåíèÿ (70)
è ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â (71):

E =
mṙ2

2
+

M2

2mr2
+ U(r) . (72)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîò æå âèä, ÷òî è óðàâíåíèå (57) ïðè äâèæåíèè ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû q = r â ýôôåêòèâíîì ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

Ueff(r) = U(r) +
M2

2mr2
. (73)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè íàçûâàåòñÿ öåíòðîáåæíîé ýíåðãèåé. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó (59), çàìåíÿÿ â íåé U(r) íà Ueff(r)

t− t0 =

√
m

2

r∫

r0

dr

±
√

E − Ueff(r)
. (74)

Íàéäåì òåïåðü óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òî÷êè, ò.å. ñâÿçü êîîðäèíàò r, φ. Äëÿ ýòîãî ðàç-
äåëÿåì äèôôåðåíöèàëû â óðàâíåíèè (70)

dφ =
M

mr2
dt , (75)
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ïîäñòàâëÿåì

dt =

√
m

2
dr

±
√

E − Ueff(r)
,

è ïîëó÷àåì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ:

φ− φ0 =

r∫

r0

M√
2mr2

dr

±
√

E − Ueff(r)
, φ0 = φ(t0) . (76)

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå êîðåíü áåðåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè íà äàííîì ó÷àñòêå
òðàåêòîðèè ṙ > 0, è ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè ṙ < 0. Óðàâíåíèå (74) îïðåäåëÿåò â íåÿâíîì
âèäå çàâèñèìîñòü r(t), à óðàâíåíèå (76) � ôóíêöèþ φ(r), ïîäñòàâëÿÿ â êîòîðóþ r(t)
íàéäåì çàâèñèìîñòü φ îò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è
äâóõ òåë â êâàäðàòóðàõ.

Èç ôîðìóëû (76) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ñîîò-
âåòñòâóåò êàêîé-ëèáî òî÷êå ïîâîðîòà, ò.å. òî÷êå, â êîòîðîé ṙ = 0. Äîãîâîðèìñÿ îòñ÷è-
òûâàòü óãîë φ îò íàïðàâëåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ýòîò ìîìåíò, ò.å.
ïîëîæèì φ0 = 0, è ðàññìîòðèì äâèæåíèå â îêðåñòíîñòè φ = 0. Åñëè íà äàííîì ó÷àñòêå
òðàåêòîðèè ṙ > 0, òî èç ôîðìóëû (76) íàéäåì

φ =

r∫

r0

M√
2mr2

dr

+
√

E − Ueff(r)
, (77)

Åñëè æå íà äàííîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè ṙ < 0, òî áóäåò

φ =

r∫

r0

M√
2mr2

dr

−
√

E − Ueff(r)
. (78)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (77), (78), çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷òî r(φ) = r(−φ). Òàêèì îáðàçîì, îáå
ðàññìàòðèâàåìûå âåòâè òðàåêòîðèè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëü-
íî ïðÿìîé φ = 0. Ïîñêîëüêó ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé òî÷êè ïîâîðîòà, òî ìû ïðè-
õîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè äâèæåíèè â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå âñÿ òðàåêòîðèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ
öåíòð ïîëÿ ñ òî÷êàìè ïîâîðîòà.

�3. Äâèæåíèå â êóëîíîâîì ïîëå

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê âàæíåéøåìó ñëó÷àþ êóëîíîâà ïîëÿ

U(r) =
α

r
.

Ñëó÷àé α > 0 (α < 0) ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ îòòàëêèâàíèÿ (ïðèòÿæåíèÿ). Îïðåäåëèì
ñïåðâà âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ â òàêîì ïîëå. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê óðàâ-
íåíèþ (72), îïðåäåëÿþùåìó ôóíêöèþ r(t), ïîñêîëüêó äâèæåíèå òî÷êè ïðîèñõîäèò â
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Ðèñ. 4: Õàðàêòåðíûé âèä ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â êóëîíîâûõ ïîëÿõ îòòàëêè-
âàíèÿ è ïðèòÿæåíèÿ (óñëîâíûå åäèíèöû).

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ôóíêöèÿ îãðà-
íè÷åíà ïðè âñåõ t. Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò ýêñòðåìóìû â òî÷êàõ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

dUeff

dr
= − α

r2
− M2

mr3
= 0 . (79)

Â ñëó÷àå ïîëÿ îòòàëêèâàíèÿ ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé âîâñå, òîãäà êàê â ñëó÷àå
ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ åäèíñòâåííûé åãî êîðåíü åñòü

r̄ =
M2

m|α| . (80)

Ïîñêîëüêó Ueff → +∞ ïðè r → 0 è Ueff → 0 ïðè r → ∞, â òî÷êå (80) ýôôåêòèâíàÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò àáñîëþòíûé ìèíèìóì

Ueff(r̄) = −mα2

2M2
.

Ãðàôèêè ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ñëó÷àÿõ α > 0 è α < 0 ïðèâåäåíû íà
Ðèñ. 4.

Íàéäåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Ïóñòü ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå
ïîâîðîòà òðàåêòîðèè, â êîòîðîé r èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå rmin. Äîãîâîðèìñÿ îò-
ñ÷èòûâàòü óãîë φ îò íàïðàâëåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ýòîò ìîìåíò,
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ò.å. ïîëîæèì φ0 = 0, è ðàññìîòðèì äâèæåíèå íà îòðåçêå âðåìåíè [t0, t], íà êîòîðîì
ṙ > 0. Ïîñêîëüêó âñåãäà φ̇ > 0, òî óñëîâèå ṙ > 0 îçíà÷àåò, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì
ó÷àñòêå òðàåêòîðèè φ > 0. Ôîðìóëà (76) äàåò

φ =

r∫

rmin

M

r2
dr

√
2mE − M2

r2
− 2mα

r

= −
r∫

rmin

d

(
M

r

)

√
2mE +

m2α2

M2
−

(
M

r
+

mα

M

)2

= arccos

M

r
+

mα

M√
2mE +

m2α2

M2

∣∣∣∣∣∣∣∣

r

rmin

. (81)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

e =

√
1 +

2EM2

mα2
, p =

M2

m|α| ,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (81) â âèäå

φ = arccos

{
1

e

[
p

r
+

α

|α|
]}∣∣∣∣

r

rmin

(82)

Òî÷êè îñòàíîâêè ïî êîîðäèíàòå r (ò.å. òî÷êè, â êîòîðûõ ṙ = 0), â ÷àñòíîñòè, òî÷êà
rmin, îïðåäåëÿþòñÿ íóëÿìè êîðíÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â ýòîé ôîðìóëå, ò.å.
óðàâíåíèåì

2mE +
m2α2

M2
=

(
M

r
+

mα

M

)2

, (83)

ðåøåíèÿìè êîòîðîãî âî âíîâü ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿâëÿþòñÿ

r min
max

=
p

− α

|α| ± e
. (84)

Â ñëó÷àå ïîëÿ îòòàëêèâàíèÿ α > 0, E > 0, e > 1, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ ëèøü îäèí
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü rmin = p/(e − 1). Â ñëó÷àå ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ α < 0 âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà. Ïðè E > 0 ìû èìååì e > 1 è ñíîâà ëèøü îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
rmin = p/(1 + e), à ïðè E < 0 èìååì e < 1, è ïîýòîìó îáà êîðíÿ (84) ïîëîæèòåëüíû:
rmin = p/(1 + e), rmax = p/(1 − e). Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ïðè r = rmin àðãóìåíò arccos â
ôîðìóëå (82) ðàâåí åäèíèöå. Ïîñêîëüêó ìû âûáðàëè îòñ÷åò óãëà φ òàê, ÷òî φ = 0 ïðè
r = rmin, òî ñëåäóåò ïîëîæèòü arccos 1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå òðàåêòîðèè íà
ó÷àñòêå φ > 0 ïðèíèìàåò âèä

p

r
= − α

|α| + e cos φ . (85)

Ìû çíàåì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òî r(φ) = r(−φ), ïîýòîìó íà ó÷àñòêå φ < 0 óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè èìååò òîò æå ñàìûé âèä (85).
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Ðèñ. 5: Òðàåêòîðèÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â êóëîíîâîì ïîëå. Öåíòð ïîëÿ
îáîçíà÷åí ÷åðåç F.

Êóëîíîâî ïîëå ïðèòÿæåíèÿ. Çàêîíû Êåïëåðà

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñ E < 0 â êóëîíîâîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî. Ïðè
α < 0, E < 0 óðàâíåíèå òðàåêòîðèè èìååò âèä

p

r
= 1 + e cos φ , e =

√
1− 2|E|M2

mα2
< 1 . (86)

Ïîêàæåì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ôèíèòíîå äâèæåíèå â êóëîíîâîì ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêèì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òî÷êè íà îòðåçêå
φ ∈ [−π, +π]. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (86) íà ãðàíèöàõ ýòîãî îòðåçêà r = p/(1− e) = rmax,

è ïîýòîìó ṙ(−π) = ṙ(+π) = 0. Äàëåå, èç óðàâíåíèÿ (70) ñëåäóåò, ÷òî φ̇ òàêæå èìååò
îäíî è òî æå çíà÷åíèå [ðàâíîå M/(mr2

max)] â íà÷àëå è êîíöå ïóòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
çíà÷åíèÿ φ = −π è φ = +π ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì
îáðàçîì, êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñîâïàäàåò ñ åå íà÷àëüíûì ñîñòîÿ-
íèåì. Ïîñêîëüêó çàäàíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò åå äàëüíåéøóþ ýâîëþöèþ, òî ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî äâèæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïåðèîäè÷íî. Â ÷àñòíîñòè, òðàåêòîðèè ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ â
êóëîíîâîì ïîëå çàìêíóòû.

Êðèâàÿ, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (86), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ, îäèí èç ôîêó-
ñîâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïîëÿ. Â ïðèìåíåíèè ê äâèæåíèþ ïëàíåò ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû ýòî óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà. Ââåäåííûå
âûøå âåëè÷èíû e è p íàçûâàþòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì è ïàðàìåòðîì ýëëèïñà, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ñâÿæåì èõ ñ áîëüøîé (a) è ìàëîé (b) ïîëóîñÿìè ýëëèïñà, îïðåäåëÿþùèìè
êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ ýëëèïñà

x2

a2
+

y2

b2
= 1 , (87)

ãäå x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè ýëëèïñà (ñì. Ðèñ. 5). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà,

a =
rmin + rmax

2
=

1

2

[
p

1 + e
+

p

1− e

]
=

p

1− e2
.
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Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ ýêñöåíòðèñèòåòà,

e =

√
1− b2

a2
.

Ïîýòîìó
b = a

√
1− e2 =

p√
1− e2

.

Èç Ðèñ. 5 î÷åâèäíà ñâÿçü äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò:

x = a− rmin + r cos φ = ea + r cos φ ,

y = r sin φ . (88)

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íåòðóäíî ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü óðàâíåíèé (86) è
(87). Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ e è p, ìîæíî âûðàçèòü ïîëóîñè îðáèòû ÷åðåç
ýíåðãèþ è ìîìåíò ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

a =
|α|
2|E| , b =

M√
2m|E| . (89)

Âåðíåìñÿ ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (70). Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðà-
âîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîùàäè, çàìåòàåìîé ðàäèóñ-âåêòîðîì
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â åäèíèöó âðåìåíè è íàçûâàåìîé ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòüþ (çà-
øòðèõîâàííàÿ ïëîùàäü íà Ðèñ. 5). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïåðåìåùåíèå òî÷êè çà
ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà (∆t)2 çàìåòàå-
ìàÿ ïëîùàäü ∆s åñòü ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè r(t) è r(t)φ̇∆t :

∆s = r2φ̇∆t/2 . Â ïðåäåëå ∆t → 0 ìû ïîëó÷èì

ds

dt
=

1

2
r2(t)φ̇ =

M

2m
= const . (90)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äâèæåíèè â ëþáîì öåíòðàëüíîì ïîëå ñåêòîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü ïî-
ñòîÿííà. Â ïðèìåíåíèè ê äâèæåíèþ ïëàíåò ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïîñòîÿíñòâî ñåêòîðè-
àëüíîé ñêîðîñòè íàçûâàåòñÿ âòîðûì çàêîíîì Êåïëåðà. Îïðåäåëèì òåïåðü ïîëíóþ ïëî-
ùàäü S, çàìåòàåìóþ ðàäèóñ-âåêòîðîì çà ïåðèîä. Ýòî åñòü ïëîùàäü ýëëèïñà, ðàâíàÿ
πab. Ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (89) åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê

S = π
|α|
2|E|

M√
2m|E| =

πM√
m|α|

√( |α|
2|E|

)3

=
πM√
m|α|a

3/2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (90) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

S =

T∫

0

ds

dt
dt =

MT

2m
.

Èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà äâèæåíèÿ

T = 2π

√
ma3

|α| . (91)
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Ðèñ. 6: Òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè ðàññåÿíèè â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå.
Øòðèõîâàííûå ëèíèè îáîçíà÷àþò àñèìïòîòû òðàåêòîðèè ïðè t → ±∞.

Åñëè U(r) åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òÿãîòåþùèõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî α =
−Gm1m2, è ìû èìååì

T = 2π

√
a3

G(m1 + m2)
.

Â ñëó÷àå ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ìàññà îäíîé èç òî÷åê (Ñîëíöà) íàìíîãî ïðåâîñõîäèò ìàññó
äðóãîé (ïëàíåòû)

m1 ≡ M¯ À m2 ,

è ïîýòîìó ïðèáëèæåííî

T = 2π

√
a3

GM¯
.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó îòíîøåíèåì a/a′ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò äâóõ
ïëàíåò è îòíîøåíèåì T/T ′ ïåðèîäîâ èõ îáðàùåíèÿ âîêðóã Ñîëíöà èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ ñâÿçü, íàçûâàåìàÿ òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà

(
T

T ′

)2

=
( a

a′

)3

.

�4. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ. Ôîðìóëà Ðåçåðôîðäà

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé ïîòîê îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, íàëåòàþùèõ íà íåïîäâèæíûé
ñèëîâîé öåíòð èç áåñêîíå÷íîñòè, ãäå âñå îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü v0. Ïóñòü ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö åñòü U(r). Íàçîâåì ÷àñòèöó, ïðîøåäøóþ ïîëå è óøåäøóþ
ñíîâà íà áåñêîíå÷íîñòü, ðàññåÿííîé. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü
ðàñïðåäåëåíèå ðàññåÿííûõ ÷àñòèö ïî óãëó ðàññåÿíèÿ, ïîä êîòîðûì ïîíèìàþò óãîë ìåæ-
äó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû.
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Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è äâóõ òåë, è ðåøàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ îáùåé ôîðìóëû (76). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü ýòó ôîðìóëó, íóæíî âûðàçèòü
âõîäÿùèå â íåå ïàðàìåòðû E, M ÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå � íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v0 è
òàê íàçûâàåìîå ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó
àñèìïòîòîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû â íà÷àëå åå äâèæåíèÿ è öåíòðîì ïîëÿ (ñì. Ðèñ. 6).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ρ åñòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ÷àñòèöà ïðîøëà áû
îò òî÷êè r = 0 â îòñóòñòâèå ïîëÿ. Äîãîâîðèìñÿ, äàëåå, îòñ÷èòûâàòü óãîë φ îò íà-
÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèöû, ò.å. ïîëîæèì φ0 = 0, r0 = ∞. Òîãäà
M = |[r,mv]| = mrv sin φ. Â íà÷àëå äâèæåíèÿ, ò.å. ïðè φ → 0, r → ∞, èìååì, ïî
îïðåäåëåíèþ ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ, r sin φ = ρ. Ïîýòîìó

M = mρv0 .

Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî E = mv2
0/2, ïîëó÷àåì

φ =

r∫

∞

ρ

r2
dr

±
√

1− 2U(r)

mv2
0

− ρ2

r2

.

Äëÿ ðàññåÿííîé ÷àñòèöû r →∞, à çíà÷åíèå óãëà φ â êîíöå äâèæåíèÿ ðàâíî

φ̃ =

rmin∫

∞

ρ

r2
dr

−
√

1− 2U(r)

mv2
0

− ρ2

r2

+

∞∫

rmin

ρ

r2
dr

+

√
1− 2U(r)

mv2
0

− ρ2

r2

,

èëè

φ̃ =

∞∫

rmin

2ρ

r2
dr

√
1− 2U(r)

mv2
0

− ρ2

r2

. (92)

Íàïîìíèì, ÷òî rmin åñòü íóëü êîðíÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè. Êàê âèäíî èç
Ðèñ. 6, óãîë ðàññåÿíèÿ χ = π − φ̃.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññåÿííûõ ÷àñòèö ïî óãëó χ èñïîëüçóþò òàê íàçûâà-
åìîå äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, dσ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ÷àñòèö,
ðàññåÿííûõ â èíòåðâàë óãëîâ [χ, χ + dχ] â åäèíèöó âðåìåíè ïðè åäèíè÷íîé ïëîòíîñòè
ïîòîêà íàëåòàþùèõ ÷àñòèö (ïëîòíîñòüþ ïîòîêà íàçûâàþò ÷èñëî ÷àñòèö, ïðîëåòàþùèõ
â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó, ðàñïîëîæåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêî-
ðîñòè ÷àñòèö). Ïóñòü èíòåðâàë [ρ, ρ + dρ] åñòü òîò èíòåðâàë ïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèé,
êîòîðûå èìåþò ÷àñòèöû, ðàññåèâàåìûå â èíòåðâàë óãëîâ [χ, χ + dχ]. Òîãäà ÷èñëî ýòèõ
÷àñòèö ðàâíî 2πρdρ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, ýòî
÷èñëî ñëåäóåò âûðàçèòü ÷åðåç χ è dχ. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì

dρ =
dρ

dχ
dχ .
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Îáû÷íî óãîë ðàññåÿíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ, ò.å. ïðî-
èçâîäíàÿ dρ/dχ îòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ïîëîæèòåëüíîì dχ ÷èñëî
÷àñòèö òàêæå áûëî ïîëîæèòåëüíûì, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ çàïèñûâàþò
â âèäå

dσ = 2πρ

∣∣∣∣
dρ

dχ

∣∣∣∣ dχ . (93)

×èñëî ðàññåÿííûõ ÷àñòèö òàêæå ìîæíî îòíîñèòü íå ê dχ, à ê èíòåðâàëó òåëåñíûõ óãëîâ
do ìåæäó äâóìÿ êîíóñàìè ñ óãëàìè ðàñòâîðà χ è χ + dχ, îáðàçóþùèìè êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ àñèìïòîòû òðàåêòîðèé ðàññåÿííûõ ÷àñòèö. Âåëè÷èíîé òåëåñíîãî óãëà ñ íà÷àëîì â
íåêîòîðîé òî÷êå íàçûâàþò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, âûðåçàåìîé ýòèì óãëîì íà åäèíè÷íîé
ñôåðå ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå, ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå do = 2π sin χdχ, è
ôîðìóëà (93) ïðèíèìàåò âèä

dσ =
ρ

sin χ

∣∣∣∣
dρ

dχ

∣∣∣∣ do . (94)

Íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â êóëîíîâîì ïîëå. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ
ýòîãî óðàâíåíèåì (85). Â ýòîé ôîðìóëå óãîë φ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ ðàäèóñ-
âåêòîðà òî÷êè â ìîìåíò, êîãäà r = rmin. Ïîýòîìó óãîë φ̃ ðàâåí óäâîåííîé âåëè÷èíå óãëà
φ ïðè r = ∞, à èìåííî

φ̃ = 2 arccos

(
α

e|α|
)

,

èëè, ïîäñòàâëÿÿ φ̃ = π − χ,

e sin
χ

2
=

α

|α| .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

e =

√
1 +

2EM2

mα2
=

√
1 +

(
mρv2

0

α

)2

,

íàõîäèì

ρ2 =

(
α

mv2
0

)2

ctg2 χ

2
,

ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ (94)

dσ =
ρ

sin χ

∣∣∣∣
dρ

dχ

∣∣∣∣ do =

∣∣∣∣
dρ2

dχ

∣∣∣∣
do

2 sin χ
=

(
α

mv2
0

)2 cos
χ

2

sin3 χ

2

do

2 sin χ
,

èëè

dσ =

(
α

2mv2
0

)2
do

sin4 χ

2

. (95)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ðåçåðôîðäà.
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IV. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÂÈÆÅÍÈß (ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÅ)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñîâåðøàþùåé ìàëûå
êîëåáàíèÿ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è îáùèé âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Êîëåáàíèÿ ìîëåêóë.
Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèé. Óãëû Ýéëåðà. Äâèæåíèå ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà.

�1. Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñòåïåíÿìè ñâîáîäû s. Ïóñòü äëÿ ïðî-
ñòîòû V = 0, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(q) ñèñòåìû íå çàâèñèò îò âðåìåíè è ïðè
q = q(0) èìååò ýêñòðåìóì

∂U

∂qα

(q(0)) = 0 , α = 1, ..., s .

Èññëåäóåì äâèæåíèå ñèñòåìû â ìàëîé îêðåñòíîñòè q(0). Äëÿ ýòîãî, âî-ïåðâûõ, çàïè-
øåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (6) äëÿ äåêàðòîâûõ ñêîðîñòåé òî÷åê
ñèñòåìû â L = T − U :

L =
N∑

i=1

mi

2

(
s∑

α=1

∂ri

∂qα

q̇α ,

s∑

β=1

∂ri

∂qβ

q̇β

)
− U(q) =

s∑

α,β=1

mαβ(q)

2
q̇αq̇β − U(q) , (96)

ãäå

mαβ(q) =
N∑

i=1

mi

(
∂ri

∂qα

,
∂ri

∂qβ

)
. (97)

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

ξα = qα − q(0)
α , α = 1, ..., s.

ξ îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ ñèñòåìû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ ìàëû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ñîîòâåòñòâóþùèå
ñêîðîñòè q̇ = ξ̇ òàêæå ìàëû, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ñèñòåìû íà ïðè òàêèõ
t, ïðè êîòîðûõ ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà ìîæíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà (96) ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ âåëè÷èí ξ, ξ̇. Ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
èìååò âèä

U(q(0) + ξ) = U(q(0)) +
s∑

α=1

∂U

∂qα

(q(0))ξα +
1

2

s∑

α,β=1

∂2U

∂qα∂qβ

(q(0))ξαξβ + O(ξ3)

= U(q(0)) +
1

2

s∑

α,β=1

kαβξαξβ + O(ξ3) , (98)

ãäå
kαβ =

∂2U

∂qα∂qβ

(q(0))
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åñòü ìàòðèöà ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî kαβ = kβα, â ñèëó ïåðåñòàíî-
âî÷íîñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. ×ëåí U(q(0)) â âûðàæåíèè (98) ìîæåò áûòü îïóùåí.
Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âõîäÿò òîëüêî ïðîèçâîäíûå îò L, äîáàâëåíèå ïîñòî-
ÿííîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå ìåíÿåò ýòèõ óðàâíåíèé. Äàëåå, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ïî ìàëûì ñêîðîñòÿì ξ̇, ïîýòîìó â íèçøåì ïîðÿäêå â êîýôôè-
öèåíòàõ m(q) ìîæíî ïîëîæèòü q = q(0) : ó÷åò çàâèñèìîñòè m(q(0) + ξ) îò ξ ïðèâåë áû
ê ÷ëåíàì ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â íèçøåì ïîðÿäêå ïî ìàëûì
ξ, ξ̇ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

L =
s∑

α,β=1

mαβ

2
ξ̇αξ̇β − 1

2

s∑

α,β=1

kαβξαξβ , (99)

ãäå mαβ = mαβ(q(0)). Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Ìû èìååì

∂L

∂ξ̇γ

=
s∑

α,β=1

mαβ

2

(
∂ξ̇α

∂ξ̇γ

ξ̇β + ξ̇α
∂ξ̇β

∂ξ̇γ

)
, γ = 1, ..., s.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé ξ̇

∂ξ̇α

∂ξ̇γ

= δαγ .

Ïîýòîìó

∂L

∂ξ̇γ

=
s∑

α,β=1

mαβ

2

(
δαγ ξ̇β + ξ̇αδβγ

)
=

s∑

β=1

mγβ

2
ξ̇β +

s∑
α=1

mαγ

2
ξ̇α , γ = 1, ..., s.

Èç îïðåäåëåíèÿ (97) ñëåäóåò, ÷òî mαβ = mβα. Ó÷èòûâàÿ ýòî è çàìåíÿÿ èíäåêñ ñóììè-
ðîâàíèÿ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè íà α, ïîëó÷èì

∂L

∂ξ̇γ

=
s∑

α=1

mγαξ̇α , γ = 1, ..., s.

Àíàëîãè÷íî,
∂L

∂ξγ

= −
s∑

α=1

kγαξα , γ = 1, ..., s.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò ñëåäóþùèé âèä
s∑

β=1

(
mαβ ξ̈β + kαβξβ

)
= 0 , α = 1, ..., s. (100)

Íàïîìèíàíèå. Â âûâîäå óðàâíåíèé (100) èñïîëüçîâàëàñü ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèö mαβ,
kαβ. Ïîýòîìó ïîñëå �ñ÷èòûâàíèÿ� ýòèõ ìàòðèö ñ ôóíêöèè Ëàãðàíæà èõ ñëåäóåò ñèì-
ìåòðèçîâàòü, ò.å. çàìåíèòü mαβ → (mαβ + mβα)/2, kαβ → (kαβ + kβα)/2.

Çàìåòèì, ÷òî ξα(t) = 0, α = 1, ..., s ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (100). Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè q = q(0),
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q̇ = 0, òî îíà áóäåò îñòàâàòüñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè íåîãðàíè÷åííî äîëãî. Ïîýòîìó ïîëî-
æåíèå ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìîå íàáîðîì q(0), íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ. Åñëè
ïðè q = q(0) U(q) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû îò q = q(0), q̇ = 0 îíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ âåðíóòüñÿ îáðàòíî. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ðàçíîñòè E−U(q(0)) äâèæåíèå â îêðåñòíîñòè q(0) áóäåò
ôèíèòíûì. Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþò óñòîé÷èâûì.

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (100) ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîìïëåêñ-
íûõ ôóíêöèé ηα(t) :

s∑

β=1

(mαβ η̈β + kαβηβ) = 0 , α = 1, ..., s. (101)

Ñèñòåìû óðàâíåíèé (100) è (101) ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå (100)
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì (101). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû mαβ, kαβ

ïî îïðåäåëåíèþ âåùåñòâåííû, òî áåðÿ âåùåñòâåííóþ ëèáî ìíèìóþ ÷àñòè óðàâíåíèé
(101), ïîëó÷èì

Re
s∑

β=1

(mαβ η̈β + kαβηβ) =
s∑

β=1

(
mαβ

d2

dt2
Re ηβ + kαβRe ηβ

)
= 0 , α = 1, ..., s,

Im
s∑

β=1

(mαβ η̈β + kαβηβ) =
s∑

β=1

(
mαβ

d2

dt2
Im ηβ + kαβIm ηβ

)
= 0 , α = 1, ..., s.

Òàêèì îáðàçîì, âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû Re η è Im η ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû
(100). Èòàê, ëþáîå ðåøåíèå ξ(t) ñèñòåìû (100) ïðåäñòàâèìî â âèäå

ξα(t) = Re ηα(t) , α = 1, ..., s,

ãäå η(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (101).
Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (101) â âèäå

ηα(t) = Aαeiωt , α = 1, ..., s, (102)

ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè Aα è ÷àñòîòîé ω. Ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð
ξα(t), α = 1, ..., s îïèñûâàåò íîðìàëüíîå êîëåáàíèå ñèñòåìû ñ ÷àñòîòîé ω. Ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèÿ (102) â (100), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

s∑

β=1

(−mαβω2 + kαβ

)
Aβ = 0 , α = 1, ..., s. (103)

Óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îáðà-
ùåíèå â íóëü îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè Aβ :

det(−mαβω2 + kαβ) = 0 . (104)

Óðàâíåíèå (104) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Îíî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà s îòíîñèòåëüíî ω2, è ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû èìååò s
êîðíåé ω2

k, k = 1, ..., s. ωk íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ñèñòåìû. Íåêîòîðûå èç
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êîðíåé ω2
k ìîãóò îêàçàòüñÿ êðàòíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû íàçûâà-

þò âûðîæäåííûìè. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîî÷åðåäíî â
ñèñòåìó (103), íàéäåì s ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ A

(k)
α , k = 1, ..., s. Îáùåå ðåøåíèå

óðàâíåíèé (100) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé:

ξα(t) = Re

{
s∑

k=1

A(k)
α eiωkt

}
, α = 1, ..., s . (105)

Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, â ñëó÷àå êîãäà âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû, ñèñòåìà (103) èìååò äëÿ êàæäîãî ωk ðîâíî îäíî ëèíåéíî-
íåçàâèñèìîå ðåøåíèå A

(k)
α . Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü çàêîí äâèæåíèÿ â ÿâíî âåùåñòâåí-

íîì âèäå, îïðåäåëèì âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû C
(k)
α è φ

(k)
α ñîãëàñíî

A(k)
α = C(k)

α exp{iφ(k)
α } , φ(k)

α ∈ [0, π) . (106)

Ýòà çàïèñü àíàëîãè÷íà ïðåäñòàâëåíèþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ÷åðåç åãî ìîäóëü è ôàçó, çà
èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âåëè÷èíà C

(k)
α ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé,

òàê è îòðèöàòåëüíîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî ôàçà φ
(k)
α ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

òîëüêî èç ïîëóîòêðûòîãî îòðåçêà [0, π). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âñå ôàçû φ
(k)
α

ñ äàííûì k ðàâíû:
φ(k)

α = φ(k) , α = 1, .., s.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, ñèñòåìà (103) èìåëà áû äëÿ äàííîãî k äâà ðàç-
ëè÷íûõ ðåøåíèÿ Re A

(k)
α = C

(k)
α cos φ

(k)
α è Im A

(k)
α = C

(k)
α sin φ

(k)
α . Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå

(106) â óðàâíåíèå (105), ïåðåïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â âèäå

ξα(t) =
s∑

k=1

C(k)
α cos(ωkt + φ(k)) , α = 1, ..., s . (107)

Çàìåòèì, ÷òî â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû C
(k)
α ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç

ýëåìåíòû ìàòðèöû (−mαβω2
k + kαβ) ÿâíî:

C(k)
α = C(k)M (k)

αkα , α = 1, ..., s, (108)

ãäå C(k) � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à M
(k)
αkα � ìèíîðû ýëåìåíòîâ αk-îé

ñòðîêè ìàòðèöû (−mαβω2
k + kαβ). Íîìåð ñòðîêè αk ìîæåò áûòü ëþáûì, ëèøü áû ýòà

ñòðîêà ñîäåðæàëà õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ìèíîðîì (òàêîé ýëåìåíò
ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î íåâûðîæäåííîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò). Òàêèì îá-
ðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä

ξα(t) =
s∑

k=1

C(k)M (k)
αkα cos(ωkt + φ(k)) , α = 1, ..., s . (109)

Ýòî ðåøåíèå ñîäåðæèò 2s ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C(k), φ(k), k = 1, ..., s, îïðåäåëÿå-
ìûõ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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Âûðîæäåííûé ñëó÷àé

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êðàòíûõ ÷àñòîò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (103), ñîîòâåòñòâóþùèå íåâû-
ðîæäåííûì ÷àñòîòàì, ïî-ïðåæíåìó èìåþò âèä (108), òîãäà êàê äëÿ âûðîæäåííûõ ÷à-
ñòîò ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå (103) ðàâíî s − r, ãäå r > 1 �
êðàòíîñòü äàííîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, è ïîòîìó âñå ìèíîðû s− 1-
ãî ïîðÿäêà Mαβ = 0, òàê ÷òî ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå (108). Ñîâïàäåíèå
íåêîòîðûõ ÷àñòîò îçíà÷àåò íàëè÷èå ïðîèçâîëà â âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (103). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ ðåøå-
íèé A

(1)
α , A

(2)
α ñèñòåìû (103) ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû ω2

1 = ω2
2, òî è ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ c1A
(1)
α + c2A

(2)
α ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (103) ñ òîé æå ÷àñòîòîé. Êîí-

êðåòíûé âûáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé â âûðîæäåííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîáðàæåíèÿìè óäîáñòâà, â îñòàëüíîì æå àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è òîò æå, ÷òî è â
íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìååò âèä
(107), ãäå âåùåñòâåííûå àìïëèòóäû C

(k)
α óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

s∑

β=1

(−mαβω2
k + kαβ

)
C

(k)
β = 0 , α = 1, ..., s. (110)

Äëÿ óÿñíåíèÿ ïðèðîäû âûðîæäåíèÿ óêàæåì, ÷òî åãî ïîÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì
òîé èëè èíîé íåïðåðûâíîé ñèììåòðèè â ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâóìåðíûé
îñöèëëÿòîð, îïèñûâàåìûé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

L =
m1ξ̇1

2

2
+

m2ξ̇2
2

2
− k1ξ

2
1

2
− k2ξ

2
2

2
. (111)

Ýòà ñèñòåìà âûðîæäåíà, åñëè ω2
1 = k1/m1 = k2/m2 = ω2

2. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ
ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

ξ1 =

(
ξ′1 cos γ +

√
m2

m1

ξ′2 sin γ

)
, ξ2 =

(
−

√
m1

m2

ξ′1 sin γ + ξ′2 cos γ

)
, (112)

ãäå γ ïðîèçâîëüíî, íå ìåíÿåò âèäà ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

L =
m1ξ̇′1

2

2
+

m2ξ̇′2
2

2
− k1ξ

′2
1

2
− k2ξ

′2
2

2
. (113)

Ïîýòîìó åñëè ïàðà ôóíêöèé ξ′1(t), ξ
′
2(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òî

ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ è èõ êîìáèíàöèÿ (112). Ñèñòåìà (110) èìååò â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå âèä

(−m1ω
2
k + k1)C

(k)
1 = 0 ,

(−m2ω
2
k + k2)C

(k)
2 = 0 . (114)

Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè (112) îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå àìïëèòóä C
(k)
α :

C1 =

(
C ′

1 cos γ +

√
m2

m1

C ′
2 sin γ

)
, C2 =

(
−

√
m1

m2

C ′
1 sin γ + C ′

2 cos γ

)
. (115)
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Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (114)
äðóã â äðóãà. Íàïðèìåð, ðåøåíèå

(
C

(1)
1

C
(1)
2

)
= C(1)

(
1
0

)

ïåðåõîäèò âî âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå
(

C
(2)
1

C
(2)
2

)
= C(2)

(
0
1

)

ïðè γ = π/2.

�2. Êîëåáàíèÿ ìîëåêóë

Â ñèëó ìàëîñòè ìàññû ýëåêòðîíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïðîòîíà ñêîðîñòè ýëåêòðî-
íîâ â àòîìàõ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ÿäåðíûå ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò
èç ôîðìóëû (64), â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ äâóõ ÷àñòèö (Ṙ = 0) îòíîøåíèå èõ ñêîðîñòåé

|ṙ1|
|ṙ2| =

m2

m1

.

Îöåíèâàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû çàäà÷è äâóõ òåë ïîðÿäîê îòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé
ýëåêòðîíîâ è ÿäåð â ñëîæíûõ àòîìàõ, ìû âèäèì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ≈ 103. Ýòîò ôàêò
èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ìîëåêóë. Îí îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
âîçìóùåíèè ìîëåêóë èçìåíåíèå ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî
áûñòðåå, ÷åì ÿäåðíîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòî-
ÿíèå ýëåêòðîíîâ òàêîâî, êàêèì îíî áûëî áû åñëè áû ÿäðà ïîêîèëèñü. Ïîýòîìó ñóì-
ìàðíûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ â ìîëåêóëå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ëèøü ðàäèóñ-âåêòîðîâ ÿäåð ri, i = 1, ..., N, íî íå èõ ñêîðîñòåé, óñêîðåíèé
è ò.ä.:

Ee = Te + Uee + Uen = Ee(r) ,

ãäå Uee è Uen îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåêòðîíîâ äðóã ñ äðóãîì è ýíåðãèþ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ÿäðàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû

E = Tn(ṙ) + Unn(r) + Ee(r) ,

ãäå Tn åñòü ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿäåð, à Unn � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èõ
âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì. Ìû âèäèì, ÷òî ñóììó Unn(r) + Ee(r) ≡ U(r) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ýôôåêòèâíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ÿäåð. Îíà
íàçûâàåòñÿ ýëåêòðîííûì òåðìîì ìîëåêóëû. Òàêèì îáðàçîì, â ïðèáëèæåíèè, â êîòî-
ðîì ìàññîé ýëåêòðîíà ïðåíåáðåãàåòñÿ âîâñå, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÿäåð ìîëåêóëû èìååò
âèä

L(r, ṙ) =
N∑

i=1

miṙ
2
i

2
− U(r) . (116)
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Ïóñòü r0
i , i = 1, ..., N îáîçíà÷àþò ðàäèóñ-âåêòîðû ÿäåð â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Â

ýòîì ïîëîæåíèè U(r) èìååò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ýòî, îäíàêî, íå îçíà÷à-
åò, ÷òî â òî÷êå r0 U(r) èìååò ìèíèìóì. Äåëî â òîì, ÷òî ëþáîé ïåðåíîñ èëè ïîâîðîò
ìîëåêóëû êàê öåëîãî íå ìåíÿåò âåëè÷èíû U(r). Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü
ñîáñòâåííî êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî èñêëþ÷èòü
åå ïîñòóïàòåëüíîå è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû êàê öåëîãî. Èíòåãðèðóÿ ïî
âðåìåíè çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

P =
N∑

i=1

∂L

∂ṙi

=
N∑

i=1

miṙi = P0 ,

íàõîäèì
N∑

i=1

miri = P0t + R0 .

Çäåñü P0,R0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåêòîðû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð öåí-
òðà ìàññ ìîëåêóëû

R =
1

µ

N∑
i=1

miri ,

ãäå

µ =
N∑

i=1

mi

åñòü ñóììàðíàÿ ìàññà ÿäåð ìîëåêóëû, äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ P0/µ. Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóëû òðåáóåò ðàâåíñòâà
íóëþ åå èìïóëüñà: P0 = 0. Äàëåå, ðàñïîëîæèì öåíòð ìàññ êîëåáëþùåéñÿ ìîëåêóëû
â òîé æå òî÷êå, â êîòîðîé îí íàõîäèëñÿ äî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé, ò.å. êîãäà ÿäðà
çàíèìàëè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî äàåò

1

µ

N∑
i=1

miri =
1

µ

N∑
i=1

mir
0
i ,

èëè
N∑

i=1

miui = 0 , (117)

ãäå ui = ri − r0
i , i = 1, ..., N .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû. Â îòëè÷èå îò çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ èìïóëüñà, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà

M =
N∑

i=1

[ri,pi] =
N∑

i=1

mi[ri, ṙi] = M0

íå ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàí â îáùåì ñëó÷àå, ò.ê. âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè êàêîé-ëèáî ôóíêöèè êîîðäèíàò. Îíî ÿâëÿåòñÿ
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òàêîâîé, îäíàêî, â ñëó÷àå ìàëûõ êîëåáàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû ui, îïðåäåëÿ-
þùèå îòêëîíåíèÿ ÿäåð îò èõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îñòàþòñÿ âñå âðåìÿ ìàëûìè â
îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ ìîëåêóëû êàê öåëîãî. Ïåðåïèñûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà ÷åðåç ui è ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì

N∑
i=1

mi[r
0
i , u̇i] =

d

dt

N∑
i=1

mi[r
0
i ,ui] = M0 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
N∑

i=1

mi[r
0
i ,ui] = M0t + N0 , (118)

ãäå N0 åñòü íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ïîñêîëüêó îòêëîíåíèÿ ui îñòàþòñÿ âñå âðå-
ìÿ ìàëûìè, òî ëèíåéíûé ïî âðåìåíè ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ äîëæåí
îòñóòñòâîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå îòñóòñòâèÿ âðàùåíèÿ ìîëåêóëû êàê öåëîãî òðå-
áóåò îáðàùåíèÿ â íóëü åå ìîìåíòà èìïóëüñà: M0 = 0. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî è âåêòîð
N0 òàêæå ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ. Êàê ìû çíàåì, ïðîèçâîëüíîå ìàëîå êîëå-
áàíèå ëþáîé ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå è ìîëåêóëû, ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé íîðìàëüíûõ
êîëåáàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ÷ëåíó ñóììû â ðåøåíèè (107).
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íîðìàëüíîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé ωk :

ξα(t) = C(k)
α cos(ωkt + φ(k)) , α = 1, ..., s.

Âèäíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè
t
(k)
0 = −φ(k)

ωk

+
π

2ωk

âñå ÷àñòèöû ñèñòåìû ïðîõîäÿò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ò.ê.

ξα(t
(k)
0 ) = 0 , α = 1, ..., s.

Ïóñòü íàáîð ôóíêöèé u
(k)
i (t), i = 1, ..., N îïèñûâàåò k-å íîðìàëüíîå êîëåáàíèå ìîëåêó-

ëû. Ïðè ýòîì ôîðìóëà (118) èìååò âèä
N∑

i=1

mi[r
0
i ,u

(k)
i ] = N

(k)
0 , k = 1, ..., s. (119)

Ïîñêîëüêó u
(k)
i (t

(k)
0 ) = 0, i = 1, ..., N, òî èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî N

(k)
0 = 0, k =

1, ..., s. Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (119), ïîëó÷àåì
N∑

i=1

mi[r
0
i , ui] = 0 , (120)

ãäå ui =
s∑

k=1

u
(k)
i , i = 1, ..., N îïèñûâàåò óæå ïðîèçâîëüíîå êîëåáàíèå ìîëåêóëû. Çàìå-

òèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ôóíêöèé u
(k)
i (t) èõ ñóììà ui(t) óæå íå îáÿçàíà ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êó ui = 0, ò.å. ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè, äàííûìè â ãëàâå I, óðàâíåíèÿ (117) è (120) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé øåñòü èäåàëüíûõ ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà ìîëåêóëó. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû N -àòîìíîé ìîëåêóëû ðàâíî
3N − 6. Ñëåäóÿ àëãîðèòìó, óêàçàííîìó â íà÷àëå ãëàâû III, ìû ïðèíèìàåì êàêèå-ëèáî
3N − 6 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ui çà îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, âûðàæàåì
÷åðåç íèõ îñòàëüíûå 6 êîìïîíåíò èç ñîîòíîøåíèé (117), (120) è, ïîäñòàâëÿÿ èõ â ôóíê-
öèþ Ëàãðàíæà (116), ðàçëîæåííóþ ïî ñòåïåíÿì u, u̇, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
îïèñûâàþùóþ ìàëûå êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû.

Ïðèìåð 8. Êîëåáàíèÿ òðåõàòîìíîé ëèíåéíîé ìîëåêóëû. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïðîèç-
âîëüíîé òðåõàòîìíîé ìîëåêóëû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ìîëå-
êóëû äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü åå äâèæåíèå â êàêîé-ëèáî îäíîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ìîëåêóëà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî êîëåáàíèÿ àòîìîâ ìîëåêóëû äîëæíû
ïðîèñõîäèòü â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àòîìîâ. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå âîçíèêëî áû âðàùåíèå ìîëåêóëû. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ è ïðîñòûì ïîä-
ñ÷åòîì ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×èñëî êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû íåëèíåéíîé òðåõàòîìíîé ìîëåêóëû ðàâíî 3×3−6 = 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè
äâèæåíèè â ïëîñêîñòè èìååòñÿ äâå ïîñòóïàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû è îäíà âðàùàòåëü-
íàÿ, ïîýòîìó ÷èñëî êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàâíî òðåì
[2× 3− (2+1) = 3]. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêèìè êîëåáàíèÿìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå êîëåáà-
òåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû. Åñëè æå ìîëåêóëà ëèíåéíà, òî
÷èñëî åå êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî 3×3−5 = 4, ò.ê. ÷èñëî âðàùàòåëüíûõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû â ýòîì ñëó÷àå íà åäèíèöó ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ íåëèíåéíîé ìî-
ëåêóëîé (äëÿ çàäàíèÿ îðèåíòàöèè ëèíåéíîé ìîëåêóëû òðåáóåòñÿ ëèøü äâà ïàðàìåòðà,
ò.ê. ïîâîðîò ìîëåêóëû âîêðóã åå îñè íå ìåíÿåò ïîëîæåíèé àòîìîâ). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ìîëåêóëû âîçìîæíî íàëîæåíèå êîëåáàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â
äâóõ ïëîñêîñòÿõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî îñè ìîëåêóëû. Ïðè ýòîì ÷àñòîòû òàêèõ êîëåáà-
íèé äîëæíû ñîâïàäàòü â ñèëó ñèììåòðèè ìîëåêóëû îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã åå
îñè. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ëèíåéíîé ìîëåêóëû, ïðè êîòîðûõ
àòîìû îòêëîíÿþòñÿ îò îñè ìîëåêóëû, ÿâëÿþòñÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííûìè. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ æå âñåõ íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîé ìîëåêóëû ïî-ïðåæíåìó
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü êàæäîå òàêîå êîëåáàíèå êàê ïëîñêîå.

Ïðèìåíèì èçëîæåííóþ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñõåìó ê îïðåäåëåíèþ ìàëûõ êîëåáà-
íèé ëèíåéíîé ìîëåêóëû òèïà ìîëåêóëû CO2. Ñîâìåñòèì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àòîìà
óãëåðîäà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à àòîìîâ êèñëîðîäà � ñ îñüþ x. Ïåðåíóìåðóåì àòîìû
ñëåâà íàïðàâî è îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè C è O â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
÷åðåç l (ñì. Ðèñ. 7). Òîãäà

r0
1 = (−l, 0, 0) , r0

2 = (0, 0, 0) , r0
3 = (l, 0, 0) ,

è óñëîâèÿ (117), (120) ïðèíèìàþò âèä

m(u1 + u3) + Mu2 = 0 , (121)
[r0

1,u1 − u3] = 0 , (122)

ãäå m è M îáîçíà÷àþò ìàññû àòîìîâ êèñëîðîäà è óãëåðîäà, ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå
ó÷òåíî, ÷òî r0

3 = −r0
1. Ïóñòü êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïëîñêîñòè x, y. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü

óñëîâèÿ (121) òàêæå ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè, è óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî
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Ðèñ. 7: Êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû CO2 â ïëîñêîñòè x, y. Æèðíûå òî÷êè íà îñè x îáîçíà÷àþò ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àòîìîâ.

äâèæåíèÿ ìîëåêóëû ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì

m(x1 + x3) + Mx2 = 0 , (123)
m(y1 + y3) + My2 = 0 . (124)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó âñå òðè âåêòîðà r0
1,u1,u2 ëåæàò â ïëîñêîñòè x, y, òî ëåâàÿ

÷àñòü óñëîâèÿ (122) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè z, ïîýòîìó óñëîâèå
îòñóòñòâèÿ âðàùåíèÿ ìîëåêóëû êàê öåëîãî äàåò ëèøü îäíî óðàâíåíèå

y1 − y3 = 0 . (125)

Çàïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè àòîìîâ ìîëåêóëû U(r). Ýòà
ýíåðãèÿ ìåíÿåòñÿ êàê ïðè èçìåíåíèè ðàññòîÿíèé ìåæäó àòîìàìè (ñîîòâåòñòâóþùèå
êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ âàëåíòíûìè), òàê è ïðè èçìåíåíèè óãëîâ ìåæäó ðàçëè÷íûìè
âàëåíòíûìè ñâÿçÿìè (òàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþò äåôîðìàöèîííûìè). Ïîýòîìó â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîëåêóëû CO2 U(r) èìååò âèä

U(r) = U(|r1 − r2|, |r3 − r2|, α) ,

ãäå α åñòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r1−r2 è r2−r3. Â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ôóíêöèÿ U(|r1 − r2|, |r3 − r2|, α) êâàäðàòè÷íà ïî ìàëûì ïðèðàùåíèÿì åå àðãóìåíòîâ.
Ïîýòîìó ñàìè ýòè ïðèðàùåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ìàëûì âåëè÷èíàì
ui. Èìååì

|r1 − r2| = |(r0
1 − r0

2) + (u1 − u2)| =
√

[(r0
1 − r0

2) + (u1 − u2)]2

≈ l

√
1 +

2(r0
1 − r0

2,u1 − u2)

l2
≈ l +

(r0
1 − r0

2,u1 − u2)

l
= l + x2 − x1 . (126)

Àíàëîãè÷íî,
|r2 − r3| = l + x3 − x2 .
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Äàëåå, ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ìîëåêóëû óãîë α ìàë, è ïîýòîìó

α ≈ y1 − y2

l
+

y3 − y2

l
.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè U ïî ìàëûì xi, yi, α ñîäåðæèò, âîîáùå ãîâîðÿ, âñåâîçìîæíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ: (x1−x2)

2, (x1−x2)(x2−x3), (x1−x2)α è ò.ä. Îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè âàëåíòíûõ ñâÿçåé C−O íåçàâèñèìû äðóã îò
äðóãà, à òàêæå îò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè U(r) = U(|r1 − r2|, |r3 − r2|, α) îòñóòñòâóþò ïåðåêðåñòíûå
÷ëåíû (x1 − x2)(x2 − x3) è ò.ä., ò.å.

U = U(l, l, 0) +
k

2
(x1 − x2)

2 +
k

2
(x3 − x2)

2 +
κl2α2

2
,

ãäå k,κ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Òàê êàê èìååòñÿ òðè óðàâíåíèÿ ñâÿçåé (123) � (125), òî èç øåñòè ïåðåìåííûõ

x1, x2, x3, y1, y2, y3 òîëüêî òðè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáîáùåí-
íûõ êîîðäèíàò x1, x3 è y1. Òîãäà îñòàëüíûå ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû èç óðàâíåíèé ñâÿçè:

x2 = −m(x1 + x3)

M
, y3 = y1 , y2 = −2my1

M
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L =
m(ẋ2

1 + ẏ2
1 + ẋ2

3 + ẏ2
3)

2
+

M(ẋ2
2 + ẏ2

2)

2
− U ,

ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, îïèñûâàþùóþ ìàëûå êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû:

L =
m

2

(
1 +

m

M

)
(ẋ2

1 + ẋ2
3) +

m2

M
ẋ1ẋ3 + m

(
1 +

2m

M

)
ẏ2

1 − 2κ
(

1 +
2m

M

)2

y2
1

− k

2

{
1 +

2m

M

(
1 +

m

M

)}
(x2

1 + x2
3)−

2km

M

(
1 +

m

M

)
x1x3 . (127)

Êàê âèäíî, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ ëèáî
òîëüêî îò y1 è ẏ1, ëèáî îò x1, x3, ẋ1, ẋ3. Ýòî � ñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè
âàëåíòíûõ è äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ïî ýòèì äâóì íàáîðàì ïåðåìåííûõ ìîæíî èñêàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ðàññìîòðèì
ñïåðâà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé y1. Èìååì

∂L

∂ẏ1

= 2m

(
1 +

2m

M

)
ẏ1 ,

∂L

∂y1

= −4κ
(

1 +
2m

M

)2

y1 ,

ïîýòîìó óðàâíåíèå Ëàãðàíæà èìååò âèä

mÿ1 + 2κ
(

1 +
2m

M

)
y1 = 0 .

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

y1(t) = C(1) cos(ω1t + φ(1)) ,
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ãäå C(1) è φ(1) � ïðîèçâîëüíûå àìïëèòóäà è ôàçà, à

ω1 =

√
2κ
m

(
1 +

2m

M

)

� ÷àñòîòà êîëåáàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îïèñûâà-
þùåå äåôîðìàöèîííîå êîëåáàíèå ìîëåêóëû CO2, èìååò âèä




x1(t)
x3(t)
y1(t)


 = C(1)




0
0
1


 cos(ω1t + φ(1)) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ. Ìàòðèöû êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèé èìåþò ñëåäóþùèé âèä

mαβ =

(
mρ m2/M

m2/M mρ

)
, kαβ =

(
k(1 + 2mρ/M) 2kmρ/M

2kmρ/M k(1 + 2mρ/M)

)
,

ãäå ρ = 1 + m/M. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

det

(−mρω2 + k(1 + 2mρ/M) −m2/Mω2 + 2kmρ/M
−m2/Mω2 + 2kmρ/M −mρω2 + k(1 + 2mρ/M)

)
= 0 ,

èëè
−mρω2 + k(1 + 2mρ/M) = ±(−m2/Mω2 + 2kmρ/M) .

Îòñþäà íàõîäèì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

ω2 =

√
k

m
, ω3 =

√
k(2m + M)

mM
.

Ýòè ÷àñòîòû ðàçëè÷íû, ò.å. ñèñòåìà íåâûðîæäåíà. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (108), íàõîäèì
÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòàì ω2,3




x1(t)
x3(t)
y1(t)


 = C(2)




1
−1
0


 cos(ω2t + φ(2)) ,




x1(t)
x3(t)
y1(t)


 = C(3)




1
1
0


 cos(ω3t + φ(3))

ñ ïðîèçâîëüíûìè àìïëèòóäàìè C(2), C(3) è ôàçàìè φ(2), φ(3). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùåå êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû CO2 â ïëîñêîñòè x, y
èìååò âèä



x1(t)
x3(t)
y1(t)


 = C(1)




0
0
1


 cos(ω1t+φ(1))+C(2)




1
−1
0


 cos(ω2t+φ(2))+C(3)




1
1
0


 cos(ω3t+φ(3)) .

Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ëèíåéíàÿ ìîëåêóëà ìîæåò ñîâåðøàòü îäíîâðåìåííî êîëå-
áàíèÿ â äâóõ ïëîñêîñòÿõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ àòîìîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷åòâåðòûì íåçàâèñèìûì íîðìàëüíûì êîëåáà-
íèåì ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííîå êîëåáàíèå â ïëîñêîñòè x, z. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå
ïîëó÷èòñÿ, åñëè â âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ çàìåíèòü y íà z.
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�3. Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà

Åñëè â óñëîâèÿõ äàííîé çàäà÷è äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òàêîâî, ÷òî
èçìåíåíèåì âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî òàêóþ
ñèñòåìó íàçûâàþò òâåðäûì òåëîì. Èññëåäóåì äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, ñëåäóÿ îáùåìó
àëãîðèòìó ïðèìåíåíèÿ ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà, óêàçàííîìó â íà÷àëå ãëàâû III.

A. Îïðåäåëèì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òâåðäîãî òåëà. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî åãî
òî÷êó. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ çàäàòü òðè åå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû (íàïðèìåð,
äåêàðòîâû). Ïîñëå ýòîãî çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òî÷êó òåëà. Ïîñêîëüêó ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó âñåìè òî÷êàìè òåëà ôèêñèðîâàíû, òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ çàäàòü äâå
åå êîîðäèíàòû (íàïðèìåð, äâà óãëà, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå âåêòîðà, ñîåäèíÿþùå-
ãî âûáðàííûå òî÷êè). Íàêîíåö, åñëè â òâåðäîì òåëå èìåþòñÿ òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïåðâûå äâå òî÷êè, òî îñòàþùèéñÿ ïðîèçâîë â èõ ïîëîæåíèè
ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòàì âîêðóã óêàçàííîé ïðÿìîé, äëÿ ôèêñàöèè êîòîðîãî íåîáõîäèìî
çàäàòü îäèí ïàðàìåòð, íàïðèìåð, óãîë ïîâîðîòà. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû òâåðäîãî òåëà s = 3 + 2 + 1 = 6. Åñëè æå âñå òî÷êè òâåðäîãî òåëà
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òàêîãî òåëà s = 3 + 2 = 5.

B. Âûáåðåì òåïåðü îáîáùåííûå êîîðäèíàòû òâåðäîãî òåëà. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîñòóïà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà óäîáíî ââåñòè ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà èíåðöèè òåëà, R.
Çà ïåðâûå òðè îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ìû ïðèìåì äåêàðòîâû êîìïîíåíòû R â íåêîòî-
ðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (êîòîðóþ ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü íåïîäâèæíîé).
Äëÿ îïèñàíèÿ æå åãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëèì òðè óãëîâûõ êîîðäèíàòû
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ òâåð-
äûì òåëîì, à â íåé � äåêàðòîâó êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó, íà÷àëî êîòîðîé ïîìåñòèì â
öåíòðå èíåðöèè òåëà, à íàïðàâëåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé âûáåðåì ïîêà ïðîèçâîëüíî.
Îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû áóäåì îòëè÷àòü øòðèõîì, (x′, y′, z′). Ëþáóþ äàííóþ îðèåíòà-
öèþ òâåðäîãî òåëà ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåêîòîðîé èñõîäíîé, ïîâîðà÷èâàÿ ïîäâèæíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé. Ïðè ýòîì óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòðû
îáåèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíûõ ïåðå-
íîñîâ ïîäâèæíîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó òàêèå ïåðåíîñû íå ìåíÿþò åå îðèåíòàöèè. Ïóñòü
èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ, êîãäà êîîðäèíàòíûå îñè îáåèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò. Òîãäà
ïîâåðíåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó 1) âîêðóã îñè z íà óãîë φ, çàòåì 2) âîêðóã íîâîãî ïîëî-
æåíèÿ îñè x′ íà óãîë θ è, íàêîíåö, 3) âîêðóã íîâîãî ïîëîæåíèÿ îñè z′ íà óãîë ψ (ñì.
Ðèñ. 8). Âñå ïîâîðîòû ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ïðàâèëó ïðàâîãî âèíòà. Îïðåäåëåííûå òàêèì
îáðàçîì óãëû (φ, θ, ψ) íàçûâàþòñÿ óãëàìè Ýéëåðà.

C. Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè
ri(R, φ, θ, ψ), i = 1, ..., N, óäîáíî ââåñòè âåêòîð ρi = ri −R, ñîåäèíÿþùèé öåíòð ìàññ
òåëà ñ åãî i-îé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè òâåðäîãî
òåëà íåèçìåííû, òî âåêòîð ρi îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïî âåëè÷èíå ïðè äâèæåíèè òâåðäîãî
òåëà, ìåíÿÿ ëèøü ñâîå íàïðàâëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dϕ áåñêîíå÷íî ìàëûé âåêòîð, íà-
ïðàâëåííûé ïî îñè ïîâîðîòà òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, è ïî âåëè÷èíå ðàâíûé óãëó
ïîâîðîòà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt. Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå (34) èçìåíåíèå âåêòîðà
ρi çà ýòî âðåìÿ åñòü

dρi = [dϕ,ρi] .

Ïîäñòàâëÿÿ ρi = ri −R â ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà è äåëÿ åãî íà dt, ïîëó÷àåì

ṙi = Ṙ + [Ω,ρi] , (128)
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Ðèñ. 8: Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè òâåðäîãî òåëà ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà. Øòðèõîâàííàÿ ëèíèÿ
� ëèíèÿ óçëîâ.

ãäå

Ω ≡ dϕ

dt
. (129)

Âåêòîð Ω íàçûâàåòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Â ôîðìóëå (128)
âåêòîðû ρi äîëæíû áûòü åùå âûðàæåíû ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû φ, θ, ψ, à âåêòîð
Ω � ÷åðåç φ, θ, ψ è îáîáùåííûå ñêîðîñòè φ̇, θ̇, ψ̇.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (128) âûðàçèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òâåðäîãî òåëà
÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè. Èìååì:

T =
N∑

i=1

miṙ
2
i

2
=

N∑
i=1

miṘ
2

2
+

N∑
i=1

mi(Ṙ, [Ω,ρi]) +
N∑

i=1

mi[Ω,ρi]
2

2

=
N∑

i=1

miṙ
2
i

2
=

µṘ2

2
+

(
[Ṙ,Ω],

N∑
i=1

miρi

)
+

N∑
i=1

mi[Ω,ρi]
2

2
, (130)

ãäå µ =
N∑

i=1

mi åñòü ïîëíàÿ ìàññà òåëà. Âòîðîé ÷ëåí â ýòîé ôîðìóëå òîæäåñòâåííî ðàâåí
íóëþ, ïîñêîëüêó íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû âûáðàíî â öåíòðå èíåðöèè òåëà, òàê ÷òî
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N∑
i=1

miρi = 0. Òðåòèé æå ÷ëåí ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

N∑
i=1

mi[Ω,ρi]
2

2
=

N∑
i=1

mi

2

{
Ω2ρ2

i − (Ω,ρi)
2
} ≡

N∑
i=1

mi

2

3∑

α,β=1

{
ΩαΩβδαβρ2

i − Ωαρα
i Ωβρβ

i

}

=
3∑

α,β=1

ΩαΩβ

N∑
i=1

mi

2

{
δαβρ2

i − ρα
i ρβ

i

}
, (131)

ãäå ãðå÷åñêèå èíäåêñû íóìåðóþò äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðîâ Ω è ρi, à δαβ � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ âåêòîðîâ Ω è ρi, òî íå èìååò çíà÷åíèÿ â êàêîé ñèñòåìå âû÷èñëÿþòñÿ èõ
êîìïîíåíòû. Îäíàêî â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îíè èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì èç-çà âðà-
ùåíèÿ òåëà, òîãäà êàê â ïîäâèæíîé ñèñòåìå ρα

i ôèêñèðîâàíû. Ïîýòîìó â ýòîé ñèñòåìå
ìàòðèöà

Iαβ =
N∑

i=1

mi

{
δαβρ2

i − ρα
i ρβ

i

}
(132)

ïîñòîÿííà è, â ÷àñòíîñòè, íå çàâèñèò îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ýòà ìàòðèöà íàçûâà-
åòñÿ òåíçîðîì ìîìåíòîâ èíåðöèè òåëà è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé åãî ìåõàíè÷åñêîé õàðàê-
òåðèñòèêîé. Èòàê, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâåðäîãî òåëà ïðèíèìàåò âèä

T =
µṘ2

2
+

1

2

3∑

α,β=1

IαβΩαΩβ , (133)

ãäå èíäåêñû α, β íóìåðóþò îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïî îïðåäåëåíèþ, òåí-
çîð ìîìåíòîâ èíåðöèè ñèìåòðè÷åí: Iαβ = Iβα. Êàê è âñÿêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà,
ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò Iαβ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ò.å.
ê âèäó, â êîòîðîì Iαβ = 0 ïðè α 6= β. Êîîðäèíàòíûå îñè, â êîòîðûõ òåíçîð ìîìåíòîâ
äèàãîíàëåí, íàçûâàþò ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè, à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Iαα ≡ Iα �
ãëàâíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè òåëà. Òåïåðü ìû êîíêðåòèçèðóåì âûáîð ñèñòåìû êîîð-
äèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì, äîãîâîðèâøèñü âûáèðàòü îñè ýòîé ñèñòåìû
âäîëü ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà. Òîãäà âûðàæåíèå (133) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

T =
µṘ2

2
+

1

2

(
Ix′Ω

2
x′ + Iy′Ω

2
y′ + Iz′Ω

2
z′
)

. (134)

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîé ôîðìóëû íåòðóäíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà âðà-
ùàþùåãîñÿ òåëà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 è ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ
òåëà çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t0, t0 + dt]. Ïî îïðåäåëåíèþ óãëà dϕ, åãî ïðîåê-
öèè íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû (dϕ)x′ , (dϕ)y′ , (dϕ)z′ îïðåäåëÿþò óãëû ïîâîðîòà òåëà
âîêðóã ýòèõ îñåé çà âðåìÿ dt. Ýòè ïðîåêöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òåëà
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îò t0 äî t0 + dt ïî åãî ïîëîæåíèþ â ìîìåíò âðåìåíè t0. Åñ-
ëè âðåìåííî ïðèíÿòü èõ çà îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, òî êîìïîíåíòû Ωx′ , Ωx′ ,Ωx′ áóäóò
èãðàòü ðîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ôîðìóëå (40)
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äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî óãëîâîé ñêîðîñòè äàñò ìîìåíò èìïóëüñà
òåëà:

Mx′ =
∂L

∂Ωx′
=

∂T

∂Ωx′
= Ix′Ωx′ , My′ = Iy′Ωy′ , Mz′ = Iz′Ωz′ . (135)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t0 ýòè ôîðìóëû áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.
Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü T ÷åðåç ýéëåðîâû óãëû, íàì îñòàåòñÿ íàéòè ïðîåêöèè óã-

ëîâîé ñêîðîñòè íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ñíîâà ðàññìîòðèì äâèæåíèå òåëà
íà áåñêîíå÷íî ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, t0 + dt]. Çà ýòî âðåìÿ óãëû φ, θ, ψ ïîëó-
÷àþò ïðèðàùåíèÿ dφ, dθ, dψ, ñîîòâåòñòâåííî. Äàííûé ïîâîðîò òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåõ ýëåìåíòàðíûõ ïîâîðîòîâ, ïðè êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ ëèøü
îäíà óãëîâàÿ êîîðäèíàòà, à îñòàëüíûå äâå ôèêñèðîâàíû. Ïðè ýòîì, âûïîëíÿÿ âòîðîé
èëè òðåòèé ïîâîðîò, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðèðàùåíèÿìè óãëîâ, êîòîðûå îíè ïîëó÷èëè
íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ, â ñèëó ìàëîñòè ýòèõ ïðèðàùåíèé. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ïîðÿäîê
ïîâîðîòîâ íå âàæåí. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ óãëîâ Ýéëåðà âåêòîð dφ áóäåò íàïðàâëåí ïî
îñè z, âåêòîð dθ � ïî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé (x, y) è (x′, y′) (íàçûâàåìîé ëèíèåé
óçëîâ), è âåêòîð dψ � ïî îñè z′ (ñì. Ðèñ. 8). Ðàçëàãàÿ ýòè âåêòîðû ïî îñÿì ïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò è ñóììèðóÿ òðè âêëàäà, ïîëó÷èì

(dϕ)x′ = dφ sin θ sin ψ + dθ cos ψ ,

(dϕ)y′ = dφ sin θ cos ψ − dθ sin ψ ,

(dϕ)z′ = dφ cos θ + dψ . (136)

Äåëÿ ýòè óðàâíåíèÿ íà dt è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (129) âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè,
íàõîäèì ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû

Ωx′ = φ̇ sin θ sin ψ + θ̇ cos ψ ,

Ωy′ = φ̇ sin θ cos ψ − θ̇ sin ψ ,

Ωz′ = φ̇ cos θ + ψ̇ . (137)

Ïîäñòàíîâêà â âûðàæåíèå (134) äàåò

T =
µṘ2

2
+

1

2

{
Ix′(φ̇ sin θ sin ψ + θ̇ cos ψ)2 + Iy′(φ̇ sin θ cos ψ − θ̇ sin ψ)2

+Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2
}

. (138)

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà òâåðäîãî òåëà ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà âû÷èòàíèåì ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè òåëà êàê ôóíêöèè åãî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò:

L = T (θ, ψ, φ̇, θ̇, ψ̇, Ṙ)− U(R, φ, θ, ψ) .

Ïîñëå ýòîãî ñëåäóåò ïåðåõîäèòü ê ïï. D,E àëãîðèòìà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåðû.

Ïðèìåð 9. Òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè æåñòêîãî ðîòàòîðà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿ-
ùóþ èç äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñêðåïëåííûõ æåñòêèì íåâåñîìûì ñòåðæíåì. Òàêóþ
ñèñòåìó íàçûâàþò æåñòêèì ðîòàòîðîì. Ïðèìåðîì ðîòàòîðà ìîæåò ñëóæèòü äâóõ-
àòîìíàÿ ìîëåêóëà, ó êîòîðîé íå âîçáóæäåíû êîëåáàíèÿ. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó

51



àòîìàìè ÷åðåç l è âûáåðåì îñü z′ ïî îñè ðîòàòîðà. Çàòåì ñîâìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò
ñ öåíòðîì èíåðöèè ðîòàòîðà, ïîòðåáîâàâ m1z

′
1 +m2z

′
2 = 0. Ïîñêîëüêó |z′1− z′2| = l, òî èç

ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî z′1 = −m2l/(m1 + m2), z′2 = m1l/(m1 + m2) (ñ÷èòàÿ, ÷òî
z′2 > z′1.) Ïîñêîëüêó x′, y′-êîîðäèíàòû òî÷åê ðàâíû íóëþ, òî èç ôîðìóëû (132) ñëåäóåò,
÷òî èç âñåõ êîìïîíåíò òåíçîðà èíåðöèè îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü Ix′x′ , Iy′y′ , ïðè÷åì

Ix′x′ = Iy′y′ =
2∑

i=1

miρ
2
i = m1

(
m2l

m1 + m2

)2

+ m2

(
m1l

m1 + m2

)2

= ml2 ,

ãäå m åñòü ïðèâåäåííàÿ ìàññà ðîòàòîðà. Ïîñêîëüêó òåíçîð Iαβ ïîëó÷èëñÿ äèàãîíàëü-
íûì, òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè ðîòàòîðà.

Ïðèìåð 10. Òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè îäíîðîäíîãî øàðà. Âû÷èñëèì òåíçîð ìîìåíòîâ
îäíîðîäíîãî øàðà ìàññû M è ðàäèóñà R. Â ñèëó ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè öåíòð èíåðöèè
øàðà íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå, à òåíçîð èíåðöèè äèàãîíàëåí, ïðè÷åì Ix′ = Iy′ = Iz′ ≡ I.
Èìååì:

3I = Ix′ + Iy′ + Iz′ =
N∑

i=1

mi

{
δ11ρ2

i − x′2i
}

+
N∑

i=1

mi

{
δ22ρ2

i − y′2i
}

+
N∑

i=1

mi

{
δ33ρ2

i − z′2i
}

= 2
N∑

i=1

miρ
2
i . (139)

Çäåñü ïîä mi ñëåäóåò ïîíèìàòü áåñêîíå÷íî ìàëóþ ìàññó, çàêëþ÷åííóþ â ýëåìåíòå îáú-
åìà dV øàðà: mi = ρdV, ãäå ρ = M/V åñòü ïëîòíîñòü òåëà, à ïîä ñóììîé ïî i � èíòåãðàë
ïî âñåìó åãî îáúåìó. Òàêèì îáðàçîì,

I =
2

3

∫

V

r2ρdV =
2ρ

3

R∫

0

r24πr2dr =
8π

15
ρR5 ,

èëè

I =
2

5
MR2 . (140)

Ïðèìåð 11. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà. Òâåðäîå òåëî, ó êîòîðîãî
êàêèå-ëèáî äâà ãëàâíûõ ìîìåíòà èíåðöèè ðàâíû, íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêèì âîë÷êîì.
Òàêîâûì áóäåò, íàïðèìåð, ëþáîå òåëî, îáëàäàþùåå îñüþ ñèììåòðèè ÷åòâåðòîãî (èëè
âûøå) ïîðÿäêà. Äîãîâîðèìñÿ íóìåðîâàòü îñè òàê, ÷òîáû Ix′ = Iy′ . Â îòñóòñòâèå âíåøíèõ
ñèë ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà èìååò âèä

L =
µṘ2

2
+

1

2

{
Ix′(φ̇

2 sin2 θ + θ̇2) + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2
}

. (141)

Êîîðäèíàòû R, φ, ψ ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáîáùåííûå èì-
ïóëüñû ñîõðàíÿþòñÿ:

pR =
∂L

∂Ṙ
= µṘ , (142)

pφ =
∂L

∂φ̇
= Ix′φ̇ sin2 θ + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇) cos θ , (143)

pψ =
∂L

∂ψ̇
= Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇) . (144)
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Ïåðâûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ âûðàæàåò ñîõðàíåíèå ïîëíîãî èìïóëüñà òâåðäî-
ãî òåëà. Èç íåãî ñëåäóåò, êàê âñåãäà, ÷òî öåíòð èíåðöèè òåëà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ Ṙ = pR/µ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè òåëà,
ïîëîæèâ Ṙ = 0. Äàëåå, êîîðäèíàòû φ è ψ ÿâëÿþòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, óãëàìè ïîâî-
ðîòà òåëà âîêðóã îñåé z è z′. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáîáùåííûå èìïóëüñû pφ

è pψ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîåêöèè ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà íà ýòè îñè [ñì.
ôîðìóëó (40)]. Âûáåðåì îñü z íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü ñîõðàíÿþùåãîñÿ
âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà M . Òîãäà

pφ = M , pψ = M cos θ .

Ïîñêîëüêó M, pψ ïîñòîÿííû, òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïîñòîÿíåí è óãîë
θ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèé (143), (144) ñëåäóåò, ÷òî

pφ = Ix′φ̇ sin2 θ + pψ cos θ .

Êîìáèíèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìè, ïîëó÷àåì

φ̇ =
M

Ix′
,

ò.å., îáîáùåííàÿ ñêîðîñòü φ̇ òàêæå ïîñòîÿííà. Íàêîíåö, èç óðàâíåíèÿ (144) ñëåäóåò
ïîñòîÿíñòâî îáîáùåííîé ñêîðîñòè ψ̇ :

ψ̇ = M cos θ

(
1

Iz′
− 1

Ix′

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îñü z′ ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ M/Ix′ âîêðóã îñè z, îáðàçóÿ
c íåé ïîñòîÿííûé óãîë (ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ îñè). Ïðè ýòîì ñàì âîë÷îê ðàâíîìåðíî
âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè z′ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ [ñì. óðàâíåíèå (137)]

Ωz′ = φ̇ cos θ + ψ̇ =
M

Iz′
cos θ .

Çàìåòèì, ÷òî ýíåðãèÿ âîë÷êà (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå E = L) òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ (L
íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè!). Îäíàêî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íå äàåò íè÷åãî íîâîãî,
òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (142) � (144).

Ïðèìåð 12. Äâèæåíèå òÿæåëîãî ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òâåð-
äîãî òåëà â îäíîðîäíîì ïîëå. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ i-îé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òåëà â
òàêîì ïîëå åñòü

Ui = −gi(F , ri) ,

ãäå F îáîçíà÷àåò íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, à gi � çàðÿä òî÷êè. Ïîäñòàâëÿÿ ri = R + ρi è
ñóììèðóÿ ïî âñåì òî÷êàì òåëà, ïîëó÷àåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òåëà

U = −G(F ,R)− (F ,d) ,

ãäå G =
N∑

i=1

gi åñòü ïîëíûé çàðÿä òåëà, à d =
N∑

i=1

giρi � åãî äèïîëüíûé ìîìåíò. Àíàëîãè÷-
íî òåíçîðó ìîìåíòîâ, êîìïîíåíòû âåêòîðà d èìåþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â ïîäâèæíîé
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ñèñòåìå. Ïîýòîìó ïðè äâèæåíèè òåëà d ìåíÿåò ëèøü ñâîå íàïðàâëåíèå, îñòàâàÿñü ïîñòî-
ÿííûì ïî âåëè÷èíå. Â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäû gi � ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû,
à âåêòîð d åñòü ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò, â ñëó÷àå æå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
gi � ýòî ìàññû òî÷åê òåëà, G ≡ µ, à âåêòîð d ≡ 0, ïîñêîëüêó íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò âûáðàíî â öåíòðå èíåðöèè òåëà.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà â ïîëå òÿæåñòè (òÿæåëûé âîë÷îê).
Ïóñòü âîë÷îê èìååò òî÷êó îïîðû, ðàñïîëîæåííóþ íà îñè z′, êîòîðàÿ ìîæåò ñêîëüçèòü
áåç òðåíèÿ â ïëîñêîñòè x, y. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èíåðöèè âîë÷êà äî òî÷êè îïîðû
îáîçíà÷èì ÷åðåç l. Îñü z íàïðàâèì âåðòèêàëüíî ââåðõ. Òîãäà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà âîë÷êà
áóäåò èìåòü âèä

L =
µ

(
Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2

)

2
+

1

2

{
Ix′(φ̇

2 sin2 θ + θ̇2) + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2
}
− µgZ , (145)

ãäå X, Y, Z � ïðîåêöèè âåêòîðà R íà îñè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à g � óñêî-
ðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Íàëè÷èå îïîðû íàëàãàåò ñëåäóþùóþ ñâÿçü íà âîë÷îê:

Z = l cos θ .

Ýòà ñâÿçü ãîëîíîìíà. Îíà óìåíüøàåò íà åäèíèöó ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû âîë÷êà. Âû-
áðàâ â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò X, Y, φ, θ, ψ, âûðàæàåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ÷å-
ðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè

L =
µ

(
Ẋ2 + Ẏ 2 + l2θ̇2 sin2 θ

)

2
+

1

2

{
Ix′(φ̇

2 sin2 θ + θ̇2) + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2
}
− µgl cos θ .

(146)

Êîîðäèíàòû X, Y, φ, ψ � öèêëè÷åñêèå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîõðàíÿþùèåñÿ îáîáùåííûå
èìïóëüñû èìåþò âèä

pX =
∂L

∂Ẋ
= µẊ , (147)

pY =
∂L

∂Ẏ
= µẎ , (148)

pφ =
∂L

∂φ̇
= Ix′φ̇ sin2 θ + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇) cos θ , (149)

pψ =
∂L

∂ψ̇
= Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇) . (150)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (146) òàêæå íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, ïîýòîìó ñîõðàíÿåòñÿ îáîá-
ùåííàÿ ýíåðãèÿ

E =
µ

(
Ẋ2 + Ẏ 2 + l2θ̇2 sin2 θ

)

2
+

1

2

{
Ix′(φ̇

2 sin2 θ + θ̇2) + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2
}

+ µgl cos θ .

(151)

Ñìûñë çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (147) � (150) òîò æå, ÷òî è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî âîë÷êà. Â
îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî, îäíàêî, ïðè íàëè÷èè ïîëÿ òÿæåñòè ñîõðàíÿåòñÿ íå âåñü âåêòîð
M , à ëèøü åãî ïðîåêöèÿ íà îñü z.
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Èòàê, ìû èìååì ñèñòåìó èç ïÿòè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äëÿ ïÿòè íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé X(t), Y (t), φ(t), θ(t), ψ(t).

Ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ ýòîé ñèñòåìû. Êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî âîë÷êà, ìû
äëÿ ïðîñòîòû èñêëþ÷èì ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå âîë÷êà, ïåðåéäÿ â ñèñòåìó îòñ÷åòà, â
êîòîðîé pX = pY = 0 (è ñëåäîâàòåëüíî, X(t) = X(t0), Y (t) = Y (t0)). Èç óðàâíåíèÿ (150)
ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â âûðàæåíèè äëÿ E åñòü ïîñòîÿííàÿ,
ðàâíàÿ p2

ψ/Iz′ . Äàëåå, èç óðàâíåíèé (149), (150) ñëåäóåò, ÷òî

pφ = Ix′φ̇ sin2 θ + pψ cos θ . (152)

Âûðàæàÿ îòñþäà φ̇ è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (151), ïîëó÷èì

E ′ =
µl2

2
θ̇2 sin2 θ +

(pφ − pψ cos θ)2

2Ix′ sin
2 θ

+
Ix′

2
θ̇2 + µgl cos θ , E ′ = E − p2

ψ

2Iz′
. (153)

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ýòîì óðàâíåíèè äà¼ò

dt = ±
√

µl2 sin2 θ + Ix′ dθ√
2E ′ − (pφ − pψ cos θ)2

Ix′ sin
2 θ

− 2µgl cos θ

, (154)

îòêóäà èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

t− t0 =

θ∫

θ0

√
µl2 sin2 θ + Ix′ dθ

±
√

2E ′ − (pφ − pψ cos θ)2

Ix′ sin
2 θ

− 2µgl cos θ

, θ0 = θ(t0) . (155)

Çíàê + (−) â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû áåðåòñÿ íà ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèè, íà êîòîðûõ
θ̇ > 0 (θ̇ < 0). Äàëåå, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå φ è t â óðàâíåíèè (152), è èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî (154), íàõîäèì

dφ =
(pφ − pψ cos θ)dt

Ix′ sin
2 θ

=
(pφ − pψ cos θ)

Ix′ sin
2 θ

√
µl2 sin2 θ + Ix′ dθ

±
√

2E ′ − (pφ − pψ cos θ)2

Ix′ sin
2 θ

− 2µgl cos θ

, (156)

îòêóäà

φ− φ0 =

θ∫

θ0

(pφ − pψ cos θ)

Ix′ sin
2 θ

√
µl2 sin2 θ + Ix′ dθ

±
√

2E ′ − (pφ − pψ cos θ)2

Ix′ sin
2 θ

− 2µgl cos θ

, φ0 = φ(t0) . (157)

Íàêîíåö, ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè (150) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (156) äàåò

ψ − ψ0 =
pψ

Iz′
(t− t0) +

θ∫

θ0

(pφ − pψ cos θ) cos θ

Ix′ sin
2 θ

√
µl2 sin2 θ + Ix′ dθ

±
√

2E ′ − (pφ − pψ cos θ)2

Ix′ sin
2 θ

− 2µgl cos θ

,(158)

ψ0 = ψ(t0) .

Ôîðìóëû (155), (157) è (158) îïðåäåëÿþò çàêîí äâèæåíèÿ âîë÷êà â êâàäðàòóðàõ.
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Ðèñ. 9: Âîçíèêíîâåíèå ïðèëèâíîãî áóãðà íà Çåìëå ïîä âëèÿíèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Ëóíû.
Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè Ω⊕ áîëüøå óãëîâîé îðáèòàëüíîé ñêîðîñòè Ëóíû ω, ïîýòîìó áóãîð
ñìåùàåòñÿ îò ëèíèè Çåìëÿ-Ëóíà â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ Çåìëè.

Ïðèìåð 13. Âëèÿíèå ïðèëèâíûõ ñèë íà äâèæåíèå ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà. Åñëè áû ñèëû
òÿãîòåíèÿ ìåæäó ïëàíåòàìè áûëè ñòðîãî öåíòðàëüíûìè (çàâèñÿùèìè ëèøü îò ïîëî-
æåíèÿ èõ öåíòðîâ ìàññ), ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì ïëàíåòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìà-
òåðèàëüíûå òî÷êè, áûëî áû òî÷íûì. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåþòñÿ îòêëîíåíèÿ
îò öåíòðàëüíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â ïëàíåòàõ íå ÿâëÿþòñÿ
ñòðîãî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûìè. Îäíîé èç ïðè÷èí ýòîé íåñèììåòðè÷íîñòè ÿâëÿþò-
ñÿ ñàìè ñèëû òÿãîòåíèÿ ìåæäó ïëàíåòàìè, ïðèâîäÿùèå ê òîìó, ÷òî âçàèìîäåéñòâóþùèå
ïëàíåòû ñëåãêà âûòÿãèâàþòñÿ â íàïðàâëåíèè, ñîåäèíÿþùåì èõ öåíòðû. Ïðèìåðîì òà-
êîãî ðîäà âëèÿíèÿ Ëóíû íà Çåìëþ ÿâëÿþòñÿ ìîðñêèå ïðèëèâû. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè áîëüøå óãëîâîé îðáèòàëüíîé ñêîðîñòè Ëóíû, ïðèëèâíûé áó-
ãîð íåñêîëüêî ñìåùàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ Çåìëÿ-Ëóíà â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ Çåìëè,
ïîñêîëüêó ìàññàì âîäû äëÿ ïåðåìåùåíèÿ òðåáóåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ. Ïîëó÷àþùàÿñÿ
êîíôèãóðàöèÿ ïîêàçàíà ñõåìàòè÷åñêè íà Ðèñ. 9. Ñèëà òÿãîòåíèÿ Ëóíû, äåéñòâóþùàÿ íà
ïðèëèâíûé áóãîð, ñòðåìèòñÿ âåðíóòü åãî íà ëèíèþ Çåìëÿ-Ëóíà. Âîçíèêàþùàÿ ñâîåîá-
ðàçíàÿ �ñèëà òðåíèÿ,� íàçûâàåìàÿ ïðèëèâíîé ñèëîé, òîðìîçèò âðàùåíèå Çåìëè. Îäíàêî
ïîñêîëüêó ñèëà òÿãîòåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé, ýòî òðåíèå íå ïðèâîäèò ê óìåíü-
øåíèþ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè èëè ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû. Èñõîäÿ
òîëüêî ëèøü èç ýòèõ çàêîíîâ ìîæíî îòâåòèòü íà èíòåðåñíûé âîïðîñ î òîì, êàê áóäåò
äâèãàòüñÿ ñèñòåìà, êîãäà ïðèëèâíûå ñèëû ïîëíîñòüþ çàòîðìîçÿò îòíîñèòåëüíîå âðàùå-
íèå Çåìëè è Ëóíû, ò.å. êîãäà óãëîâûå ñêîðîñòè èõ âðàùåíèÿ ñðàâíÿþòñÿ. Ñäåëàåì ýòî,
ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî îðáèòû òåë ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûìè, à îñè èõ âðàùåíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îðáèòû. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âûðàæåíèå ñîõðàíÿþùåãîñÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû. Îí ñêëàäûâàåòñÿ èç ìîìåíòà èìïóëüñà îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ òåë è ìîìåíòà èìïóëüñà èõ âðàùåíèÿ. Îðáèòàëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà íàõîäèì
ïî ôîðìóëå (70) çàäà÷è äâóõ òåë:

Morb = mr2ω , (159)
ãäå m îáîçíà÷àåò ïðèâåäåííóþ ìàññó ñèñòåìû

m =
m⊕mL

m⊕ + mL

,

à ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà r = rL−r⊕; íèæíèå èíäåêñû ⊕, L îòíîñÿòñÿ ê
Çåìëå è Ëóíå, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìîìåíòû èìïóëüñà âðàùåíèÿ Çåìëè

56



è Ëóíû ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îðáèòû è, ñîãëàñíî ôîðìóëå (135), ïî âåëè÷èíå
ðàâíû

M⊕ = I⊕Ω⊕ , ML = ILΩL . (160)

Ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ èíåðöèè Çåìëè è Ëóíû èõ ìîæíî ñ÷èòàòü øàðîâûìè âîë÷-
êàìè, ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ïëàíåòû ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâíûõ
ñèë îòíîñèòåëüíî ìàëó. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ðàâåí

M = mr2ω + I⊕Ω⊕ + ILΩL = const . (161)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó èçìåíåíèå îðáèò ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâíûõ ñèë ïðîèñõî-
äèò î÷åíü ìåäëåííî, äâèæåíèå ñèñòåìû íà êàæäîì âèòêå õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è äâóõ òåë, ïîëó÷åííûì â III �3. Ïîäñòàâëÿÿ T = 2π/ω, a = r, |α| = Gm⊕mL â
ôîðìóëó (91), ïîëó÷àåì

ω =

√
G(m⊕ + mL)

r3
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òåêóùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ω, r ñâÿçàíû ñ èõ êîíå÷íûìè çíà÷å-
íèÿìè ω′, r′ òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà

(
ω′

ω

)2

=
( r

r′

)3

. (162)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè

ω′ = Ω′
L = Ω′

⊕ ,

íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ (161)

mr2ω + I⊕Ω⊕ + ILΩL = ω′
(
mr′2 + I⊕ + IL

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà r′ èç óðàâíåíèÿ (162), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ êîíå÷íîé óãëîâîé
ñêîðîñòè

mr2ω + I⊕Ω⊕ + ILΩL = ω′
(

mr2
( ω

ω′

)4/3

+ I⊕ + IL

)
. (163)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (140) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàññà Ëóíû ïðèìåðíî â âîñåìüäåñÿò ðàç
ìåíüøå ìàññû Çåìëè, à åå ðàäèóñ � ïî÷òè â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå çåìíîãî, ïðåíåáðåàåì
IL ïî ñðàâíåíèþ ñ I⊕, ïîëàãàåì m ≈ mL è ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå (163) â âèäå

1 +
2m⊕
5mL

(
R⊕
r

)2 (
Ω⊕
ω
− x

)
= x−1/3 , (164)

ãäå x = ω′/ω, ïðè÷åì íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ x < 1 (ò.ê. ïðèëèâíûå ñèëû çàìåäëÿþò
âðàùåíèå). Òåêóùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ýòî óðàâíåíèÿ, òàêîâû:

m⊕
mL

= 81 ,
Ω⊕
ω

= 27 ,
R⊕
r

= 1/60 .

Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (164) ÿâëÿåòñÿ x ≈ 0, 53, ò.å. ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü çåìíûõ ñóòîê ñîñòàâèò 27/0, 53 · 24÷.≈ 1220÷. Ïðè ýòîì r′ = rx−2/3 ≈ 1, 53r.
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V. ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÎÐÌÀËÈÇÌ

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Ñêîáêè Ïóàññîíà. Òîæäåñòâî ßêîáè è òåîðåìà Ïóàññî-
íà. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òåîðåìû îá èí-
âàðèàíòíîñòè ñêîáîê Ïóàññîíà è ôàçîâîãî îáúåìà ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ. Äåéñòâèå êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Óðàâíåíèå
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Îòñòóïëåíèå â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó:
óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè êàê êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

�1. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Îñíîâíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåì â ôîðìàëèçìå
Ëàãðàíæà, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L(q, q̇, t). Â ðàìêàõ ñàìîé êëàññè÷åñêîé ìåõà-
íèêè ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò íåïîñðåäñòâåííîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà
çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, à òàêæå ïðè ôîðìóëèðîâêå ïåðåõîäà ê êâàíòîâîé òåîðèè
óäîáíî ðàáîòàòü ñ âåëè÷èíàìè, áîëåå òåñíî ñâÿçàííûìè ñ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè
ñèñòåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíèêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, â
êîòîðîì ðîëü îñíîâíîé âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùåé ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû, èã-
ðàåò îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, à â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ
îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå èìïóëüñû ñèñòåìû. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêîé ïå-
ðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, êîòîðîå
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîñòðîèì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà

dL(q, q̇, t) =
s∑

α=1

∂L

∂qα

dqα +
s∑

α=1

∂L

∂q̇α

dq̇α +
∂L

∂t
dt . (165)

Âåëè÷èíà ∂L/∂q̇α åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, îáîáùåííûé èìïóëüñ pqα , ñîîòâåòñòâóþùèé
îáîáùåííîé êîîðäèíàòå qα. Äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷åíèå pqα áóäåò ñîêðàùàòüñÿ íèæå
äî pα. Ñ ýòèì îáîçíà÷åíèåì, à òàêæå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ðàâåíñòâî (165)
ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

dL(q, q̇, t) =
s∑

α=1

ṗαdqα +
s∑

α=1

pαdq̇α +
∂L

∂t
dt . (166)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (166) ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàëû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ q, q̇
è t. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè îò ýòîãî íàáîðà ê íîâîìó íàáîðó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
q, p, t, íàïèøåì òîæäåñòâåííî

pαdq̇α = d(pαq̇α)− q̇αdpα , α = 1, ..., s

è ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (166) â âèäå

d

(
s∑

α=1

pαq̇α − L(q, q̇, t)

)
= −

s∑
α=1

ṗαdqα +
s∑

α=1

q̇αdpα − ∂L

∂t
dt . (167)

Òîò ôàêò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàëû ïåðåìåííûõ
q, p, t îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â åãî ëåâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì ïîëíîãî äèôôå-
ðåíöèàëà, òàêæå ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ôóíêöèÿ ýòîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (41), ýòà âåëè÷èíà ÷èñëåííî ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííîé ýíåðãèåé
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ñèñòåìû. Âûðàæåííàÿ ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû (è âðåìÿ), îíà íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H(q, p, t). Òàêèì îáðàçîì,
ïî îïðåäåëåíèþ, ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïåðåìåííûå q, p ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê â ôóíêöèè Ëàãðàíæà íåçà-
âèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå q, q̇. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ýòó ôóíêöèþ, ñëåäóåò
ðàçðåøèòü îïðåäåëåíèå p = ∂L/∂q̇ îòíîñèòåëüíî q̇ è ïîäñòàâèòü ðåçóëüòàò â ôóíêöèþ
E(q, q̇, t). Ðàñïèñàâ ÿâíî ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè H(q, p, t) â ëåâîé ÷àñòè (167),
ïîëó÷èì

s∑
α=1

∂H

∂qα

dqα +
s∑

α=1

∂H

∂pα

dpα +
∂H

∂t
dt = −

s∑
α=1

ṗαdqα +
s∑

α=1

q̇αdpα − ∂L

∂t
dt . (168)

Íàêîíåö, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè äèôôåðåíöèàëàõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
â ýòîì òîæäåñòâå, íàõîäèì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

ṗα = −∂H

∂qα

, α = 1, ..., s , (169)

q̇α =
∂H

∂pα

, α = 1, ..., s , (170)

∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (171)

Óðàâíåíèÿ (169), (170) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 2s äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ 2s ôóíêöèé qα(t), pα(t), α = 1, ..., s, êîòîðûå çàìåíÿþò s óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà (16) ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ-
ìè Ãàìèëüòîíà èëè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ñèñòåìû íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (169), (170). Òàê æå êàê è â ôîðìàëèçìå Ëàãðàíæà, äëÿ ýòîãî
íàäî ñíà÷àëà èññëåäîâàòü ñèñòåìó íà íàëè÷èå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Åñëè ïðîñòðàíñòâî
îäíîðîäíî èëè èçîòðîïíî ïî êàêèì-ëèáî íàïðàâëåíèÿì, ñëåäóåò âûïèñàòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (33), (36), âûðàçèâ ëåâûå èõ ÷àñòè ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäè-
íàòû è îáîáùåííûå èìïóëüñû. Â òàêîì âèäå îíè áóäóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåãðàëû óðàâ-
íåíèé Ãàìèëüòîíà. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîñòè çàäà÷è ïî âðåìåíè ñëåäóåò çàïèñàòü çàêîí
ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîé ýíåðãèè (41). Êàê ìû çíàåì, ïðèçíàêîì ñîõðàíåíèÿ îáîáùåí-
íîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂L/∂t. Èç óðàâíåíèÿ (171)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòîì è ∂H/∂t = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû
íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ

H(q, p) = const .

Íàéäåííûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü óðàâíåíèÿìè èç íàáîðà (169),
(170) òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü 2s íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé äëÿ 2s ôóíêöèé
qα(t), pα(t), α = 1, ..., s è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.
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Ïðèìåð 14. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

L(x, ẋ) =
mẋ2

2
− mω2x2

2
,

ãäå m,ω � ìàññà è ÷àñòîòà îñöèëÿòîðà. Îáîáùåííûé èìïóëüñ îñöèëëÿòîðà

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ .

Îòñþäà âûðàæàåì îáîáùåííóþ ñêîðîñòü ÷åðåç îáîáùåííûé èìïóëüñ

ẋ =
p

m
.

Îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ
E =

mẋ2

2
+

mω2x2

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ẋ, íàõîäèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà îñöèëëÿòîðà

H(x, p) =
p2

2m
+

mω2x2

2
. (172)

Ïðèìåð 15. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Èç
ôóíêöèè Ëàãðàíæà (22) íàõîäèì îáîáùåííûé èìïóëüñ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîëå

p =
∂L

∂ṙ
= mṙ +

q

c
A(r, t) .

Îòñþäà

ṙ =
1

m

(
p− q

c
A(r, t)

)
. (173)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â îáîáùåííóþ ýíåðãèþ (45), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

H(r,p, t) =
1

2m

(
p− q

c
A(r, t)

)2

+ qϕ(r, t) .

Ïðèìåð 16. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé, çàâèñÿùåé îò àìïëèòóäû. Ðàññìîò-
ðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà êîòîðîé èìååò âèä

H(x, p) =
p2

2m
+

mω2x2

2
+ λ

(
p2

2m
+

mω2x2

2

)2

, (174)

ãäå m,ω, λ � ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Íàéäåì çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (174) íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, òî èìååì çàêîí
ñîõðàíåíèÿ

p2

2m
+

mω2x2

2
+ λ

(
p2

2m
+

mω2x2

2

)2

= const ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

p2

2m
+

mω2x2

2
= C , (175)
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ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C. Ýòî óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò äâå íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèè x(t), p(t). Äîïîëíèì åãî óðàâíåíèåì (170):

ẋ =
∂H(x, p)

∂p
=

p

m
+ 2λ

(
p2

2m
+

mω2x2

2

)
p

m
.

Âûðàæàÿ çäåñü p ÷åðåç x ñ ïîìîùüþ (175), ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè x(t) :

ẋ = ±(1 + 2λC)

√
2C

m
− ω2x2 ,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå ïóòåì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, íàõîäèì

x(t) = x0 +

√
2C

mω2
sin {(1 + 2λC)ω(t− t0)} , x0 = x(t0) .

Ýòîò çàêîí îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé Ω = (1 + 2λC)ω è àìïëè-
òóäîé A =

√
2C/mω2 . Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷àñòîòà ðàññìàòðèâàåìûõ êîëåáàíèé çàâèñèò

îò èõ àìïëèòóäû ñîãëàñíî
Ω = ω(1 + λmω2A2) .

Ñêîáêè Ïóàññîíà

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìàëüíî ñèììåòðè÷íîì âèäå, åñëè
ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ ñêîáêó Ïóàññîíà, îïðåäåëåííóþ äëÿ äâóõ ôóíêöèé îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ f(q, p), g(q, p) (ýòè ôóíêöèè òàêæå ìîãóò çàâèñåòü
îò âðåìåíè èëè îò êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ïàðàìåòðîâ):

{f, g} =
s∑

α=1

(
∂f

∂pα

∂g

∂qα

− ∂f

∂qα

∂g

∂pα

)
. (176)

Òîãäà óðàâíåíèÿ (169) è (170) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

ṗα = {H, pα} , α = 1, ..., s , (177)
q̇α = {H, qα} , α = 1, ..., s . (178)

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ q, p, èìååì, íàïðèìåð,

{H, pα} =
s∑

β=1

(
∂H

∂pβ

∂pα

∂qβ

− ∂H

∂qβ

∂pα

∂pβ

)
= −

s∑

β=1

∂H

∂qβ

δαβ = −∂H

∂qα

.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà ìîæíî êîìïàêòíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(q, p, t), à èìåííî, èñïîëü-
çóÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, ïîëó÷àåì

df

dt
=

s∑
α=1

(
∂f

∂qα

q̇α +
∂f

∂pα

ṗα

)
+

∂f

∂t
=

s∑
α=1

(
∂f

∂qα

∂H

∂pα

− ∂f

∂pα

∂H

∂pα

)
+

∂f

∂t
,
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èëè
df

dt
= {H, f}+

∂f

∂t
. (179)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå îïåðàöèè, îïðåäåëåííîé â (176), ïðîñòèðàåòñÿ ãîðàçäî äàëü-
øå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà. Ñêîáêè Ïóàññîíà îáëàäàþò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ,
äëÿ âûâîäà êîòîðûõ ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðàâèë èõ âû÷èñëåíèÿ, íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ èç îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f, g, h, çàâèñÿùèõ îò
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, à òàêæå, âîçìîæíî, îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ
(ðîëü êîòîðîãî ìîæåò èãðàòü, íàïðèìåð, âðåìÿ t)

{f, g} = −{g, f} , (180)
{f + h, g} = {f, g}+ {h, g} , (181)
{fh, g} = h{f, g}+ f{h, g} , (182)

∂

∂λ
{f, g} =

{
∂f

∂λ
, g

}
+

{
f,

∂g

∂λ

}
. (183)

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñâîéñòâî (182). Èìååì

{fh, g} =
s∑

α=1

(
∂(fh)

∂pα

∂g

∂qα

− ∂(fh)

∂qα

∂g

∂pα

)

=
s∑

α=1

(
h

∂f

∂pα

∂g

∂qα

+ f
∂h

∂pα

∂g

∂qα

− h
∂f

∂qα

∂g

∂pα

− f
∂h

∂qα

∂g

∂pα

)

= h

s∑
α=1

(
∂f

∂pα

∂g

∂qα

− ∂f

∂qα

∂g

∂pα

)
+ f

s∑
α=1

(
∂h

∂pα

∂g

∂qα

− ∂h

∂qα

∂g

∂pα

)

= h{f, g}+ f{h, g} .

Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùåå âàæíîå è íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâî ñêîáîê Ïóàññîíà: äëÿ
ëþáûõ òðåõ ôóíêöèé f, g, h ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ßêîáè

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 . (184)

Ýòî òîæäåñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ëåâàÿ åãî ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñóììó ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëåí âòîðîé ïðîèçâîäíîé îäíîé èç
ôóíêöèé f, g, h ïî ïåðåìåííûì q, p. Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ýòèõ
ôóíêöèé, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ïðîèçâîäíûõ ∂2f/∂pα∂pβ, ∂2f/∂qα∂qβ,
∂2f/∂qα∂pβ âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü (184) ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì. Ïðîâåðèì ýòî, íà-
ïðèìåð, äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2f/∂pα∂pβ. Îòìå÷àÿ ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå ïðîèç-
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âîäíûõ ∂2f/∂pα∂pβ, ìíîãîòî÷èåì, èìååì

{f, {g, h}} = 0 + · · · ,

{g, {h, f}} =

{
g,−

s∑
α=1

∂h

∂qα

∂f

∂pα

}
+ · · · = −

s∑

β=1

∂g

∂qβ

∂

∂pβ

(
−

s∑
α=1

∂h

∂qα

∂f

∂pα

)
+ · · ·

=
s∑

α,β=1

∂g

∂qβ

∂h

∂qα

∂2f

∂pβ∂pα

+ · · · ,

{h, {f, g}} =

{
h,

s∑
α=1

∂f

∂pα

∂g

∂qα

}
+ · · · = −

s∑

β=1

∂h

∂qβ

∂

∂pβ

(
s∑

α=1

∂f

∂pα

∂g

∂qα

)
+ · · ·

= −
s∑

α,β=1

∂h

∂qβ

∂2f

∂pβ∂pα

∂g

∂qα

+ · · · = −
s∑

α,β=1

∂h

∂qα

∂2f

∂pα∂pβ

∂g

∂qβ

+ · · · .

Ñêëàäûâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ è ó÷èòûâàÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ìû
âèäèì, ÷òî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ∂2f/∂pα∂pβ, äåéñòâèòåëüíî ñîêðàùàþòñÿ.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà ßêîáè ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå óòâåðæäå-
íèå, íàçûâàåìîå òåîðåìîé Ïóàññîíà: Åñëè äâå ôóíêöèè f(q, p, t) è g(q, p, t) ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, ò.å. ḟ = ġ = 0, òî èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ è èõ ñêîá-
êà Ïóàññîíà {f, g} . Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû f è g îñòàþòñÿ
ïîñòîÿííûìè ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû, òî èç ôîðìóëû (179) ñëåäóåò, ÷òî

∂f

∂t
= −{H, f} ,

∂g

∂t
= −{H, g} . (185)

Âû÷èñëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò {f, g} ïî ôîðìóëå (179):

d{f, g}
dt

= {H, {f, g}}+
∂{f, g}

∂t
.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî (183) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ïî ïàðàìåòðó è ó÷èòû-
âàÿ óðàâíåíèÿ (185), ïîëó÷àåì

d{f, g}
dt

= {H, {f, g}} − {{H, f}, g} − {f, {H, g}} ,

èëè, ïåðåñòàâëÿÿ àðãóìåíòû ñêîáîê Ïóàññîíà ïî ïðàâèëó (180),

d{f, g}
dt

= {H, {f, g}}+ {g, {H, f}}+ {f, {g,H}} .

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ â ñèëó òîæäåñòâà ßêîáè. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Âû÷èñëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà

Ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå óäîáíî âû÷èñëÿòü ñêîáêè Ïóàññîíà, ïîñëåäîâàòåëüíî óïðî-
ùàÿ èõ ñ ïîìîùüþ ïðàâèë (180) � (182). Åñëè õîòÿ áû îäèí èç àðãóìåíòîâ äàííîé
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ñêîáêè Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì è îáîáùåííûì èì-
ïóëüñàì, òî â ðåçóëüòàòå òàêîãî óïðîùåíèÿ ïðèõîäÿò ê ñêîáêàì Ïóàññîíà âèäà {qα, f}
èëè {pα, f}. Èç îïðåäåëåíèÿ (176) ñëåäóåò, ÷òî

{qα, f} = − ∂f

∂pα

, {pα, f} =
∂f

∂qα

. (186)

Â ÷àñòíîñòè,

{pα, qβ} = δαβ , {qα, qβ} = 0 , {pα, pβ} = 0 . (187)

Ñêîáêè (187) íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà.

Ïðèìåð 17. Ñêîáêè Ïóàññîíà êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà. Íàéäåì ñêîáêè Ïóàññîíà
x, y-êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáîáùåííûìè êîîðäèíà-
òàìè ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâû êîìïîíåíòû åå ðàäèóñ-âåêòîðà. Èìååì

{Mx,My} = {(ypz − zpy), (zpx − xpz)}
= {ypz, zpx} − {zpy, zpx} − {ypz, xpz}+ {zpy, xpz}
= y{pz, z}px + py{z, pz}x . (188)

Äëÿ êðàòêîñòè, â ïîñëåäíåé ñòðîêå çäåñü âûïèñàíû ëèøü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå íåíóëåâûå
ôóíäàìåíòàëüíûå ñêîáêè Ïóàññîíà. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà {pz, z} = −{z, pz} = 1, íàõîäèì

{Mx,My} = ypx − pyx = −Mz .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû

{My,Mz} = −Mx, {Mz,Mx} = −My .

Èç ýòèõ ôîðìóë è òåîðåìû Ïóàññîíà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà
êàêèå-ëèáî äâå äåêàðòîâû îñè (èíåðöèàëüíîé) ñèñòåìû îòñ÷åòà ñîõðàíÿþòñÿ, òî ñîõðà-
íÿåòñÿ òàêæå è åãî ïðîåêöèÿ íà òðåòüþ îñü.

Ïðèìåð 18. Ñêîáêè Ïóàññîíà êîìïîíåíò ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
Ðàññìîòðèì, äàëåå, çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå è âû÷èñëèì ñêîáêè
Ïóàññîíà êîìïîíåíò âåêòîðà åå ñêîðîñòè v, íàïðèìåð, {vx, vy}. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ñíà÷àëà âûðàçèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà v ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå
èìïóëüñû ÷àñòèöû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (173). Âûïèñûâàÿ îïÿòü ëèøü íåòðèâèàëüíûå
ñêîáêè Ïóàññîíà, ïîëó÷àåì

{vx, vy} =

{
1

m

(
px − q

c
Ax(r, t)

)
,

1

m

(
py − q

c
Ay(r, t)

)}

= − q

m2c
[{Ax(r, t), py}+ {px, Ay(r, t)}]

=
q

m2c

[
∂Ax(r, t)

∂y
− ∂Ay(r, t)

∂x

]
, (189)

èëè, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (25),

{vx, vy} = − q

m2c
Hz .
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�2. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðèíöèïà ìèíè-
ìàëüíîñòè äåéñòâèÿ (47), òàê è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óñëîâèÿ
ìèíèìàëüíîñòè ñëåäóþùåãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ

S[q(t), p(t)] =

t2∫

t1

(
s∑

α=1

pαq̇α −H(q, p, t)

)
dt , (190)

â êîòîðîì ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿ îáîáùåííûõ êîîð-
äèíàò â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè:

qα(t1) = q(1)
α , qα(t2) = q(2)

α , α = 1, ..., s . (191)

ïðè÷åì ïðè îòûñêàíèè ìèíèìóìà äåéñòâèÿ S[q(t), p(t)] ôóíêöèè p(t) âàðüèðóþòñÿ
íåçàâèñèìî îò ôóíêöèé q(t), ÷òî è îòðàæåíî äîáàâëåíèåì âòîðîãî àðãóìåíòà â îáîçíà-
÷åíèè ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ.

Âûâîä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ âïîëíå àíàëîãè-
÷åí âûâîäó óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, ïîäðîáíî ðàçîáðàííîìó â II �3. Ïóñòü ôóíêöèîíàë
S[q(t), p(t)] ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà ôóíêöèÿõ q̄(t), p̄(t), ãäå q̄(t) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì (191). Ðàññìîòðèì âèðòóàëüíóþ òðàåêòîðèþ, îïèñûâàåìóþ ôóíêöèÿìè
q̄(t) + δq(t), p̄(t), ãäå ìàëûå ôóíêöèè δq(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

δqα(t1) = δqα(t2) = 0 , α = 1, ..., s . (192)

Ïðè ýòîì äåéñòâèå ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå

δS = S[q̄(t) + δq(t), p̄(t)]− S[q̄(t), p̄(t)] =

t2∫

t1




s∑
α=1

p̄αδ (q̇α)−
s∑

α=1

∂H(q, p̄, t)

∂qα

∣∣∣∣∣
q=q̄

δqα


 dt .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (29) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

δS =
s∑

α=1

p̄αδqα

∣∣∣∣∣

t2

t1

−
t2∫

t1

s∑
α=1

(
˙̄pα +

∂H(q, p̄, t)

∂qα

∣∣∣∣
q=q̄

)
δqαdt .

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (190) ëèíåéíà ïî âàðèàöèè δq(t), íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì ìèíèìóìà äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ δS = 0. Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (193)
ðàâåí íóëþ â ñèëó óñëîâèé (192), èíòåãðàëüíûé æå ÷ëåí ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ, òîëü-
êî åñëè ðàâíû íóëþ ìíîæèòåëè ïðè âñåõ íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèÿõ δqα,
α = 1, ..., s :

˙̄pα +
∂H(q, p̄, t)

∂qα

∣∣∣∣
q=q̄

= 0 , α = 1, ..., s .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè q̄(t), p̄(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïåðâûì s óðàâíåíèÿì Ãà-
ìèëüòîíà (169).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàöèþ äåéñòâèÿ ïðè ïåðåõîäå îò òðàåêòîðèè q̄(t), p̄(t) ê áëèç-
êîé âèðòóàëüíîé òðàåêòîðèè q̄(t), p̄(t)+ δp(t), ãäå δp(t) � ïðîèçâîëüíûå ìàëûå ôóíêöèè
âðåìåíè:

δS = S[q̄(t), p̄(t) + δp(t)]− S[q̄(t), p̄(t)] =

t2∫

t1

s∑
α=1

(
˙̄qα − ∂H(q̄, p, t)

∂pα

∣∣∣∣
p=p̄

)
δpαdt . (193)

Ñíîâà íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ïðàâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà (193) â íóëü, îòêóäà ââèäó íåçàâèñèìîñòè è ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèé δpα,
α = 1, .., s ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè q̄(t), p̄(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

˙̄qα − ∂H(q̄, p, t)

∂pα

∣∣∣∣
p=p̄

= 0 , α = 1, ..., s ,

ò.å. îñòàâøèìñÿ s óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà (170).

�3. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â I �3, óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà êîâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîá-
ðàçîâàíèé îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, ò.å. èìåþò îäèí è òîò æå âèä ïðè ëþáîì èõ âûáîðå.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà òàêæå êîâàðèàíòíû, ïîñêîëüêó ïî ïî-
ñòðîåíèþ îíè èìåþò îäèí è òîò æå âèä (169), (170) íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîãî âûáîðà
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, â
ãàìèëüòîíîâîé ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ôóíêöèè p(t), çàìåíÿ-
þùèå îáîáùåííûå ñêîðîñòè q̇(t) ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îò
ôóíêöèé q(t). Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ â
ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå, âêëþ÷èâ â íåãî íàðÿäó ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò òàêæå è ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ ñèñòåìû. Èòàê, â îáùåì
ñëó÷àå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

Qα = Qα(q, p, t) , Pα = Pα(q, p, t) , α = 1, ..., s , (194)

ãäå q, p è Q,P � íàáîðû ñòàðûõ è íîâûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ èì-
ïóëüñîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Èç âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà êîâàðèàíòíû. Èìåííî,
íàçîâåì ïðåîáðàçîâàíèå (194) êàíîíè÷åñêèì, åñëè â íîâûõ ïåðåìåííûõ Q,P óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ èìåþò êàíîíè÷åñêèé âèä

Ṗα = − ∂H ′

∂Qα

, α = 1, ..., s , (195)

Q̇α =
∂H ′

∂Pα

, α = 1, ..., s , (196)

ñ íåêîòîðîé íîâîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H ′ = H ′(Q,P, t).
Ãàìèëüòîíîâà ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, èçëîæåííàÿ â ïðåäû-

äóùåì ïóíêòå, äàåò âîçìîæíîñòü î÷åíü ïðîñòî âûäåëèòü âàæíûé è øèðîêèé ïîäêëàññ
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êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êàê ìû âèäåëè, óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (195), (196) ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè äåéñòâèÿ

S ′[Q(t), P (t)] =

t2∫

t1

(
s∑

α=1

PαQ̇α −H ′(Q,P, t)

)
dt , (197)

ïðè óñëîâèè

Qα(t1) = Q(1)
α , Qα(t2) = Q(2)

α , α = 1, ..., s . (198)

Äîïóñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü çàäàòü òàêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèîíàëàìè
S[q(t), p(t)] è S ′[Q(t), P (t)], ÷òî åñëè S[q(t), p(t)] ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà
ôóíêöèÿõ q̄(t), p̄(t), òî S ′[Q(t), P (t)] ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà ôóíêöèÿõ
Q̄(t), P̄ (t), ñâÿçàííûõ ñ q̄(t), p̄(t) ñîîòíîøåíèÿìè âèäà (194), è íàîáîðîò. Ïîñêîëüêó óðàâ-
íåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïîëó÷àþòñÿ èìåííî èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè äåéñòâèÿ, òî ýòî îçíà-
÷àëî áû, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (194) óðàâíåíèÿ (169), (170) ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ
(195), (196), ò.å. êàê ðàç êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà.

Ñâÿæåì òåïåðü ôóíêöèîíàëû S[q(t), p(t)] è S ′[Q(t), P (t)] ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

S[q(t), p(t)] = S ′[Q(t), P (t)] +

t2∫

t1

dF (q, Q, t)

dt
dt , (199)

ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé F (q, Q, t) ñòàðûõ è íîâûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ýòî ñîîòíî-
øåíèå çàäàåò æåëàåìîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìèíèìóìàìè ôóíêöèîíàëîâ S[q(t), p(t)] è
S ′[Q(t), P (t)]. Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîé ÷ëåí â åãî ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

t2∫

t1

dF (q, Q, t)

dt
dt = F (q, Q, t)|t2t1 = F (q(2), Q(2), t2)− F (q(1), Q(1), t1) . (200)

Â ñèëó óñëîâèé (191), (198) ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ ïîñòîÿííóþ, çíà÷åíèå êîòîðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà âèð-
òóàëüíîé òðàåêòîðèè íà ïðîìåæóòêå t ∈ [t1, t2], è ïîýòîìó èç ìèíèìàëüíîñòè äåéñòâèÿ
S ñëåäóåò ìèíèìàëüíîñòü S ′, è íàîáîðîò.

Ðàâåíñòâî (199) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1, t2, òîëüêî åñëè
ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â îáåèõ åãî ÷àñòÿõ òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò:

s∑
α=1

pαq̇α −H(q, p, t) =
s∑

α=1

PαQ̇α −H ′(Q, P, t) +
dF (q, Q, t)

dt
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü òàêæå ïåðåïèñàíî â âèäå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëîâ

s∑
α=1

pαdqα −H(q, p, t)dt =
s∑

α=1

PαdQα −H ′(Q,P, t)dt + dF (q,Q, t) . (201)
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè F (q, Q, t)

dF (q, Q, t) =
s∑

α=1

(
∂F

∂qα

dqα +
∂F

∂Qα

dQα

)
+

∂F

∂t
dt ,

è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëàõ dqα, dQα è dt, ïîëó-
÷èì ôîðìóëû ïåðåõîäà îò íàáîðà ïåðåìåííûõ q, p ê Q,P â âèäå

pα =
∂F

∂qα

, α = 1, ..., s , (202)

Pα = − ∂F

∂Qα

, α = 1, ..., s , (203)

H ′ = H +
∂F

∂t
. (204)

Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà îïðåäåëÿþòñÿ
çàäàíèåì íåêîòîðîé ôóíêöèè ñòàðûõ è íîâûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû è âðå-
ìåíè, â ñâÿçè ñ ÷åì ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òî æå ñàìîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî òàêæå çàäàòü ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè, çàâèñÿùåé îò ñòàðûõ êîîðäèíàò è íîâûõ èìïóëüñîâ (è âðåìåíè). Äëÿ ýòîãî ñîâåð-
øèì â óðàâíåíèè (201) ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îò ïåðåìåííûõ q, P, t ê ïåðåìåííûì
q, Q, t, íàïèñàâ òîæäåñòâåííî â åãî ïðàâîé ÷àñòè

PαdQα = d (PαQα)−QαdPα .

Ïîëó÷èì
s∑

α=1

(pαdqα + QαdPα) + (H ′ −H) dt = d

(
F (q, Q, t) +

s∑
α=1

PαQα

)
. (205)

Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ ïîä çíàêîì ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà â ïðàâîé ÷àñòè
ýòîãî òîæäåñòâà ÷åðåç Φ è âûðàçèì åå ÷åðåç ïåðåìåííûå q, P, t ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé
(202), (203):

Φ(q, P, t) =

[
F (q, Q, t) +

s∑
α=1

PαQα

]

Q=Q(q,P,t)

.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ýòîé ôóíêöèè

dΦ(q, P, t) =
s∑

α=1

(
∂Φ

∂qα

dqα +
∂Φ

∂Pα

dPα

)
+

∂Φ

∂t
dt

â óðàâíåíèå (205) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëàõ
dqα, dPα, dt, ïîëó÷èì ôîðìóëû êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â âèäå

pα =
∂Φ

∂qα

, α = 1, ..., s , (206)

Qα =
∂Φ

∂Pα

, α = 1, ..., s , (207)

H ′ = H +
∂Φ

∂t
. (208)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî áûëî áû çàäàòü ïåðåõîä q, p → Q,P ïîìîùüþ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ïåðåìåííûõ p,Q èëè p, P.
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Ïðèìåð 19. Òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, çà-
äàâàåìîå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

Φ(q, P, t) =
s∑

α=1

fα(q)Pα , (209)

ãäå fα(q) � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Ïî ôîðìóëàì (206) � (208) íàõîäèì

pα =
s∑

β=1

∂fβ(q)

∂qα

Pβ , α = 1, ..., s , (210)

Qα =
s∑

β=1

fβ(q)
∂Pβ

∂Pα

=
s∑

β=1

fβ(q)δαβ = fα(q) , α = 1, ..., s , (211)

H ′ = H . (212)

Óðàâíåíèå (211) ïîêàçûâàåò, ÷òî êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæäàåìûå ôóíêöè-
ÿìè âèäà (209) ÿâëÿþòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê îáû÷íûìè çàìåíàìè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò
q → f(q), ñ êîòîðûìè ìû èìåëè äåëî â ëàãðàíæåâîì ôîðìàëèçìå (èõ îáû÷íî íàçûâàþò
òî÷å÷íûìè).

Ïðèìåð 20. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ñîâåðøèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðå-
ìåííûõ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [ñì. ïðèìåð 14], çàäàâàåìîå ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé

F (x,Q, t) =
mωx2

2
ctg Q .

Ïî ôîðìóëàì (202) � (204) íàõîäèì

p =
∂F

∂x
= mωx ctg Q , P = −∂F

∂Q
=

mωx2

2

1

sin2 Q
, H ′ = H .

Îòñþäà

x =

√
2P

mω
sin Q , p =

√
2Pmω sin Q . (213)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ñòàðóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà (172), ïîëó÷àåì íîâóþ
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà â âèäå

H ′ = ωP .

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ

Ṗ = −∂H ′

∂Q
= 0 , Q̇ =

∂H ′

∂P
= ω .

Èõ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
P = P0 , Q = ωt + Q0 ,

ãäå P0, Q0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (213), ïîëó÷àåì çàêîí äâèæåíèÿ
â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ

x(t) =

√
2P0

mω
sin(ωt + Q0) .
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�4. Áåñêîíå÷íî-ìàëûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå è êàíîíè÷åñêîå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîëüøîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ áëèçêî ê
òîæäåñòâåííîìó. Äëÿ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãèå ôîðìóëû è äîêàçàòåëüñòâà ñóùå-
ñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàâàåìîå ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé

Φ(q, P, t) =
s∑

α=1

qαPα + φ(q, P, t) .

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (206) � (208)

pα = Pα +
∂φ

∂qα

, α = 1, ..., s , (214)

Qα = qα +
∂φ

∂Pα

, α = 1, ..., s , (215)

H ′ = H +
∂φ

∂t
.

Âèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ φ(q, P, t) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé, òî ñòàðûå è íîâûå ïåðåìåííûå ìàëî
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû ïåðåõîäà ìîæíî ïåðåïèñàòü â êîì-
ïàêòíîì âèäå ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó φ(q, P, t)
ìàëà, òî ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà O(φ2) åå àðãóìåíò P ìîæíî çàìåíèòü íà p.
Íàïðèìåð, ïðîèçâîäíûå ∂φ(q, P, t)/∂P ìîæíî çàìåíèòü íà ∂φ(q, p, t)/∂p . Òîãäà èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëû (186), ïåðåïèøåì ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ê íîâûì â
âèäå

Pα = pα + {φ, pα}q,p , α = 1, ..., s , (216)
Qα = qα + {φ, qα}q,p , α = 1, ..., s , (217)

ãäå íèæíèé èíäåêñ ó ñêîáîê Ïóàññîíà óêàçûâàåò ïåðåìåííûå, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
îíè îïðåäåëåíû. Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (Q,P ) òàêæå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â àíàëîãè÷íîì âèäå, à èìåííî, èìååì

F (Q,P ) = F

(
q +

∂φ

∂p
, p− ∂φ

∂q

)
= F (q, p) +

s∑
α=1

(
∂F

∂qα

∂φ

∂pα

− ∂F

∂pα

∂φ

∂qα

)
,

ò.å.

F (Q,P ) = F (q, p) + {φ, F}q,p . (218)

Òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè ñêîáîê Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ èì-
ïóëüñîâ F,G. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðåîáðàçîâàíèå îò ïåðåìåííûõ q, p ê Q,P ÿâëÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì, òî çíà÷åíèå âåëè÷èíû {F,G} íå çàâèñèò îò òîãî, âû÷èñëÿåòñÿ ëè îíà ïî
ñòàðûì ïåðåìåííûì èëè ïî íîâûì, ò.å.

{F,G}q,p = {F, G}Q,P .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü F è G êàê ôóíêöèè íîâûõ ïåðåìåííûõ è
ðàññìîòðèì ñêîáêè Ïóàññîíà {F (Q,P ), G(Q,P )}q,p . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (218) è ïðåíå-
áðåãàÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà O(φ2), ýòè ñêîáêè ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê:

{F (Q,P ), G(Q, P )}q,p = {F (q, p) + {φ, F}q,p , G(q, p) + {φ,G}q,p}q,p

= {F (q, p), G(q, p)}q,p + {F, {φ,G}q,p}q,p + {{φ, F}q,p , G}q,p

= {F (q, p), G(q, p)}q,p + {F, {φ,G}q,p}q,p + {G, {F, φ}q,p}q,p .

Ñîãëàñíî òîæäåñòâó ßêîáè, ñóììà âòîðîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè
ðàâíà −{φ, {G,F}}q,p . Òàêèì îáðàçîì,

{F (Q,P ), G(Q,P )}q,p = {F (q, p), G(q, p)}q,p + {φ, {F, G}}q,p .

Â ñèëó ôîðìóëû (218) ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü â òî÷íîñòè
{F (Q,P ), G(Q,P )}Q,P , ÷òî è äîêàçûâàåò èíâàðèàíòíîñòü ñêîáîê Ïóàññîíà.

Òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè ôàçîâîãî îáúåìà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, èìåþùóþ s ñòåïåíåé ñâîáîäû è ââåäåì 2s-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ñíàáæåííîå äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ïî îñÿì êîòîðîé îòêëàäûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ ñèñòåìû. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû. Êàæäàÿ åãî òî÷êà îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äàííîìó â ãëàâå I, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè åå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è
îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé â ýòîò ìîìåíò, îáîáùåííûå æå ñêîðîñòè âçàèìíî-îäíîçíà÷íî
ñâÿçàíû ñ îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè ñîîòíîøåíèÿìè pα = ∂L/∂q̇α, α = 1, ..., s.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îáëàñòü g ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëèì åå îáúåì γ :

γ =

∫

g

dγ , dγ =
s∏

α=1

dqαdpα . (219)

Ðàññìîòðèì, äàëåå, ïðîèçâîëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ïåðåìåííûõ q, p ê
íîâûì ïåðåìåííûì Q,P. Îáëàñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îáðàçîâàííîì íîâûìè ïå-
ðåìåííûìè, íà êîòîðóþ îòîáðàæàåòñÿ îáëàñòü g, îáîçíà÷èì ÷åðåç G. Îïðåäåëèì îáúåì
Γ ýòîé îáëàñòè ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (219):

Γ =

∫

G

dΓ , dΓ =
s∏

α=1

dQαdPα .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

γ = Γ . (220)

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ áåñêîíå÷íî-ìàëîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ â êðàòíîì
èíòåãðàëå, ∫

G

dΓ =

∫

g

Jdγ ,
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ãäå J åñòü ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ïåðåìåííûõ q, p ê ïåðåìåííûì Q,P. Îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íîâûõ
êîîðäèíàò ïî ñòàðûì:

J = det




∂Q1

∂q1
· · · ∂Q1

∂qs

∂Q1

∂p1
· · · ∂Q1

∂ps... ... ... ...
∂Qs

∂q1
· · · ∂Qs

∂qs

∂Qs

∂p1
· · · ∂Qs

∂ps
∂P1

∂q1
· · · ∂P1

∂qs

∂P1

∂p1
· · · ∂P1

∂ps... ... ... ...
∂Ps

∂q1
· · · ∂Ps

∂qs

∂Ps

∂p1
· · · ∂Ps

∂ps




Äëÿ áåñêîíå÷íî-ìàëîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (216), (217) ýòà ìàòðèöà îòëè÷àåòñÿ îò åäè-
íè÷íîé íà ÷ëåíû ïîðÿäêà O(φ). Åñëè ýëåìåíòû íåêîòîðîé ìàòðèöû A èìåþò âèä
Aik = δik + aik, i, k = 1, ..., n, ãäå âñå âåëè÷èíû aik ìàëû, òî, ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíà-
ìè ïîðÿäêà O(a2), èìååì äëÿ åå îïðåäåëèòåëÿ:

det(δik + aik) = 1 +
n∑

i=1

aii .

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê ìàòðèöå ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâàíèÿ (216), (217), íàõîäèì

J = 1 +
s∑

α=1

∂{φ, qα}
∂qα

+
s∑

α=1

∂{φ, pα}
∂pα

= 1 +
s∑

α=1

∂2φ

∂qα∂pα

−
s∑

α=1

∂2φ

∂pα∂qα

= 1 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (220).

�5. Äåéñòâèå êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Óðàâíå-
íèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Êàê ìû âèäåëè â II �4, çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ íà äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòî-
ðèè èìååò âàæíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë � îíî îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó ïåðåõîäà ñèñòåìû
â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ áîëåå ïîäðîáíûì èçó÷åíèåì ýòîé
âåëè÷èíû.

Ïîëàãàÿ â q(t) = q̄(t), p(t) = p̄(t) ôóíêöèîíàëå S[q(t), p(t)], ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ ïàðàìåòðîâ q(1), t1, q

(2), t2, êîòîðûå îïðåäåëÿþò äåéñòâèòåëüíóþ òðàåêòîðèþ.
Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç S(q(1), t1; q

(2), t2). Ñòðóêòóðó ýòîé ôóíêöèè ìîæíî îïðå-
äåëèòü, èññëåäóÿ êàê ìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà äåéñòâèÿ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè êàêîãî-ëèáî
èç ïàðàìåòðîâ q(1), t1, q

(2), t2.

Çàâèñèìîñòü äåéñòâèÿ îò êîîðäèíàò

Ðàññìîòðèì äâå áëèçêèå äåéñòâèòåëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû, îäíà èç êîòîðûõ îïðå-
äåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (46), à äðóãàÿ � óñëîâèÿìè

qα(t1) = q(1)
α , qα(t2) = q(2)

α + δq(2) , α = 1, ..., s . (221)
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Ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ýòè òðàåêòîðèè, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç [q̄(t), p̄(t)] è
[q̄(t) + δq̄(t), p̄(t) + δp̄(t)]. Äðóãèìè ñëîâàìè, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà âûõîäèò èç òî÷êè
ñ êîîðäèíàòàìè q(1) â ìîìåíò âðåìåíè t1, íî â ìîìåíò âðåìåíè t2 ïðèõîäèò â òî÷êè,
ðàçíîñòü êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâíà δq(2). Ðàçíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ
(190) äëÿ ýòèõ äâóõ òðàåêòîðèé åñòü

S(q(1), t1; q
(2) + δq(2), t2)− S(q(1), t1; q

(2), t2)

=

t2∫

t1

s∑
α=1

(
p̄αδ ˙̄qα + ˙̄qαδp̄α − ∂H(q, p̄, t)

∂qα

∣∣∣∣
q=q̄

δq̄α − ∂H(q̄, p, t)

∂pα

∣∣∣∣
p=p̄

δp̄α

)
dt

=
s∑

α=1

p̄αδq̄α

∣∣∣∣∣

t2

t1

+
s∑

α=1

t2∫

t1

(
−

[
˙̄pα +

∂H(q, p̄, t)

∂qα

∣∣∣∣
q=q̄

]
δq̄α +

[
˙̄qα − ∂H(q̄, p, t)

∂pα

∣∣∣∣
p=p̄

]
δp̄α

)
dt .

Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó òðà-
åêòîðèÿ q̄(t), p̄(t) � äåéñòâèòåëüíàÿ, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà (169),
(170). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì óñëîâèé (221) íàõîäèì

S(q(1), t1; q
(2) + δq(2), t2)− S(q(1), t1; q

(2), t2) =
s∑

α=1

p̄α(t2)δq
(2)
α . (222)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

S(q(1), t1; q
(2) + δq(2), t2)− S(q(1), t1; q

(2), t2) =
∂S

∂q(2)
δq(2) .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå (222) è ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè íåçàâèñèìûõ âàðè-
àöèÿõ δq

(2)
α , α = 1, ..., s, ïîëó÷àåì

∂S

∂q
(2)
α

= p̄α(t2) , α = 1, ..., s . (223)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå

∂S

∂q
(1)
α

= −p̄α(t1) , α = 1, ..., s . (224)

Çàâèñèìîñòü äåéñòâèÿ îò âðåìåíè

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå áëèçêèå òðàåêòîðèè, îäíà èç êîòîðûõ ïî-ïðåæíåìó îïðåäå-
ëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (46), à äðóãàÿ � óñëîâèÿìè

qα(t1) = q(1)
α , qα(t2 + δt2) = q(2)

α , α = 1, ..., s , (225)

ñíîâà îáîçíà÷àÿ ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ýòè òðàåêòîðèè, ýòè òðàåêòîðèè ÷åðåç
[q̄(t), p̄(t)] è [q̄(t) + δq̄(t), p̄(t) + δp̄(t)], ñîîòâåòñòâåííî. Äðóãèìè ñëîâàìè, â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ ñèñòåìà âûõîäèò èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè q(1) â ìîìåíò âðåìåíè t1, íî â òî÷êó
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ñ êîîðäèíàòàìè q(2) ïðèõîäèò ñ ðàçíèöåé âî âðåìåíè, ðàâíîé δt2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðàçíîñòü â âåëè÷èíå äåéñòâèÿ åñòü

S(q(1), t1; q
(2), t2 + δt2)− S(q(1), t1; q

(2), t2)

=

t2+δt2∫

t1

(
s∑

α=1

(p̄α + δp̄α)( ˙̄qα + δ ˙̄qα)−H(q̄ + δq̄, p̄ + δp̄, t)

)
dt−

t2∫

t1

(
s∑

α=1

p̄α ˙̄qα −H(q̄, p̄, t)

)
dt .

Ðàçëàãàÿ ïåðâûé èíòåãðàë ïî δt2 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, íàõîäèì

S(q(1), t1; q
(2), t2 + δt2)− S(q(1), t1; q

(2), t2) =

(
s∑

α=1

p̄α ˙̄qα − H̄

)

t=t2

δt2

+

t2∫

t1

s∑
α=1

(
p̄αδ ˙̄qα + ˙̄qαδp̄α − ∂H(q, p̄, t)

∂qα

∣∣∣∣
q=q̄

δq̄α − ∂H(q̄, p, t)

∂pα

∣∣∣∣
p=p̄

δp̄α

)
dt ,

ãäå H̄ ≡ H(q̄, p̄, t) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà íà äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè.
Ïðåîáðàçóÿ èíòåãðàëüíûé ÷ëåí êàê è âûøå ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî q̄(t), p̄(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, ïîëó÷àåì

S(q(1), t1; q
(2), t2 + δt2)− S(q(1), t1; q

(2), t2) =

(
s∑

α=1

p̄α ˙̄qα − H̄

)

t=t2

δt2 +

[
s∑

α=1

p̄αδq̄α

]t2

t1

.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû δq̄(t2) çàïèøåì óñëîâèå (225) äëÿ ôóíêöèè q̄(t) + δq̄(t) :

(q̄α + δq̄α)(t2 + δt2) = q(2)
α ,

îòêóäà, ðàçëàãàÿ ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïî ìàëîìó δt2, íàéäåì

q̄α(t2) + ˙̄qα(t2)δt2 + δq̄α(t2) = q(2)
α .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (46) äëÿ ôóíêöèè q̄(t)

q̄α(t2) = q(2)
α ,

ïîëó÷àåì
δq̄α(t2) = − ˙̄qα(t2)δt2 .

Òàêèì îáðàçîì,

S(q(1), t1; q
(2), t2 + δt2)− S(q(1), t1; q

(2), t2)

=

(
s∑

α=1

p̄α(t2) ˙̄qα(t2)− H̄(t2)

)
δt2 −

s∑
α=1

p̄α(t2) ˙̄qα(t2)δt2 = −H̄(t2)δt2 , (226)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

S(q(1), t1; q
(2), t2 + δt2)− S(q(1), t1; q

(2), t2) =
∂S

∂t2
δt2 .
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå (226) è ñîêðàùàÿ íà δt2 , ïîëó÷àåì

∂S

∂t2
= −H̄(t2) . (227)

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå

∂S

∂t1
= H̄(t1) . (228)

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îáëàñòü g â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äàííîé ñèñòåìû. Êàê ìû
çíàåì, êàæäàÿ òî÷êà ýòîé îáëàñòè îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî âñå ýòè ñîñòîÿíèÿ çàäàíû â ìîìåíò âðåìåíè t1 è ðàññìîòðèì èõ ýâîëþöèþ
çà ôèêñèðîâàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè t2 − t1 = t. Ïî åãî èñòå÷åíèè êàæäîå ñîñòîÿ-
íèå (q(1), p(1)) ∈ g ïåðåéäåò â íåêîòîðîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (q(2), p(2)), òàê ÷òî îáëàñòü
g îòîáðàçèòñÿ íà íåêîòîðóþ íîâóþ îáëàñòü G ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (ñì.
Ðèñ. 10). Âûÿñíèì, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ôàçîâûå îáúåìû ýòèõ îáëàñòåé. Äëÿ ýòîãî çàìå-
òèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (223), (224), (227), (228) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ
äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà äåéñòâèÿ êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè:

dS(q(1), t1; q
(2), t2) =

s∑
α=1

[
p̄α(t2)dq(2)

α − p̄α(t1)dq(1)
α

]− H̄(t2)dt2 + H̄(t1)dt1 . (229)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t

dt2 = dt1 ,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (229) â âèäå
s∑

α=1

p̄α(t1)dq(1)
α − H̄(t1)dt1 =

s∑
α=1

p̄α(t2)dq(2)
α − H̄(t2)dt1 − dS(q(1), t1; q

(2), t1 + t) .

(230)

Ïîñêîëüêó êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì, ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè îáëàñòåé g, G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå êî-
îðäèíàò (q(1), p(1)) → (q(2), p(2)). Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (201) (230) ïîêàçûâàåò òîãäà, ÷òî
ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

F (q(1), q(2), t1) = −S(q(1), t1; q
(2), t1 + t) ,

ïðè÷åì q(1), p(1) èãðàþò ðîëü ñòàðûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ,
à q(2), p(2) � íîâûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôàçîâûé îáúåì èíâà-
ðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî îáúåìû îáëàñòåé g è G ðàâíû, ò.å. ôàçîâûé îáúåì ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâè-
æåíèè ñèñòåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò, íàçûâàåìûé òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ, èãðàåò âàæíåéøóþ
ðîëü â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.
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Ðèñ. 10: Ýâîëþöèÿ îáëàñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â ñëó÷àå îäíîìåðíîé ñèñòåìû.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Ñîîòíîøåíèÿ (223), (227) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü çàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
S(q(1), t1; q

(2), t2). Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ìîìåíò âðåìåíè t1 è íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû
q(1) è áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàâèñèìîñòü äåéñòâèÿ ëèøü îò ïàðàìåòðîâ t2, q(2), îáîçíà÷àÿ
èõ äëÿ êðàòêîñòè ïðîñòî t, q. Ñîîòâåòñòâåííî, îáîçíà÷åíèå S(q(1), t1; q

(2), t2) ñîêðàòèì äî
S(q, t). Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì âñå âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ íà äåéñòâèòåëíîé òðàåê-
òîðèè, ÷åðòà íàä q, p,H áóäåò îïóñêàòüñÿ. Âûðàæàÿ àðãóìåíòû p ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà
â ïðàâîé ÷àñòè (227) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò äåéñòâèÿ ñ ïîìîùüþ (223), ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

∂S

∂t
+ H

(
q,

∂S

∂q
, t

)
= 0 . (231)

Óðàâíåíèå (231) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ äåéñòâèÿ S(q, t), ÿâëÿþùåãîñÿ ôóíêöèåé îò s + 1
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ: s êîîðäèíàò qα è âðåìåíè t. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè âïîëíå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà (èëè Ëàãðàíæà), â
òîì ñìûñëå ÷òî ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå è çàêîí äâèæåíèÿ
ñèñòåìû. Îäíàêî äëÿ ýòîãî ïîäõîäèò äàëåêî íå âñÿêîå ðåøåíèå. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå
(231) èìååò òàêîå ìàëîèíòåðåñíîå ðåøåíèå: S(q, t) = A ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé A.
Âûäåëèì íóæíûé íàì êëàññ ðåøåíèé ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì: ïîëíûì èíòåãðàëîì
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ñèñòåìû ñ s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ åãî ðåøå-
íèå, ñîäåðæàùåå ðîâíî s + 1 íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Îäíîé èç ýòèõ ïîñòîÿííûõ áóäåò àääèòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïîñêîëüêó S âõîäèò â óðàâ-
íåíèå (231) òîëüêî ÷åðåç ñâîè ïðîèçâîäíûå, òàê ÷òî åñëè íåêîòîðîå S(q, t) ÿâëÿåòñÿ
åãî ðåøåíèåì, òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ è S ′(q, t) = S(q, t) + A. Ïîëíûé èíòåãðàë áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç S(q, C, t) + A, ãäå C = {Cα} , α = 1, ..., s åñòü íàáîð s íåçàâèñèìûõ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Ïîêàæåì òåïåðü êàêèì îáðàçîì ìîæíî íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, åñëè èçâå-
ñòåí ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Äëÿ ýòîãî ñîâåðøèì êàíîíè÷å-
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ñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ q, p → Q,P, âûáðàâ â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè Φ(q, P, t) = S(q, P, t). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü äåéñòâèÿ
îò Cα, α = 1, ..., s ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàâèñèìîñòü îò íîâûõ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ
Pα, α = 1, ..., s. Òàêîå ðàññìîòðåíèå äîïóñòèìî, ò.ê. ïîñòîÿííûå C ïî óñëîâèþ íåçàâè-
ñèìû è ïðîèçâîëüíû. Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëàì ïåðåõîäà (206) � (208) áóäåì èìåòü

pα =
∂S

∂qα

, α = 1, ..., s , (232)

Qα =
∂S

∂Pα

, α = 1, ..., s , (233)

H ′ = H +
∂S

∂t
. (234)

Ïîñêîëüêó S óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (231), òî íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H ′ ≡ 0.
Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ Q,P èìåþò ñëåäóþùèé ïðîñòîé
âèä

Ṗα = − ∂H ′

∂Qα

= 0 , (235)

Q̇α =
∂H ′

∂Cα

= 0 . (236)

Èç óðàâíåíèÿ (235) ñëåäóåò ïîñòîÿíñòâî íîâûõ èìïóëüñîâ Pα, α = 1, ..., s (ýòè ïîñòî-
ÿííûå ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü ÷åðåç Cα), à èç óðàâíåíèÿ (236) � ïîñòîÿí-
ñòâî íîâûõ êîîðäèíàò Qα, α = 1, ..., s . Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, âåðíåìñÿ ñíîâà ê
óðàâíåíèÿì (232) � (233). Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé âîñïðîèçâîäèò ñîîòíîøåíèå (223),
îïðåäåëÿþùåå îáîáùåííûå èìïóëüñû â äàííîé òî÷êå òðàåêòîðèè ïî äåéñòâèþ ñèñòåìû.
Âòîðîå æå ñâÿçûâàåò îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû è âðåìÿ, ò.å. îïðåäåëÿåò çàêîí
äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Èòàê, ñôîðìóëèðóåì îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è ìåõàíèêè â ìåòîäå
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

a. Ïî ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñèñòåìû ïîñòðîèòü åå ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà [ñì. V �1].

b. Ñ ïîìîùüþ íàéäåííîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà çàïèñàòü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè (231).

c. Íàéòè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ S(q, C, t) + A, ñîäåðæàùåå íåçàâèñèìûå ïðîèç-
âîëüíûå ïîñòîÿííûå C (ïîìèìî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé A) â ÷èñëå, ðàâíîì ÷èñëó
ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû.

d. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü íàéäåííóþ ôóíêöèþ S(q, C, t) ïî ïðîèçâîëüíûì ïîñòîÿí-
íûì C, ïðèðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íîâûì ïðîèçâîëüíûì ïî-
ñòîÿííûì Q :

∂S(q, C, t)

∂Cα

= Qα α = 1, ..., s .

77



Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ìîæåò áûòü íàéäåí â êâàäðàòóðàõ
â ñëó÷àå òàê íàçûâàåìûõ ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (231) ñõå-
ìàòè÷åñêè â âèäå

F

(
q1, ..., qs, t,

∂S

∂q1

, ...,
∂S

∂qs

,
∂S

∂t

)
= 0 . (237)

Ïóñòü êàêàÿ-ëèáî èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ñêàæåì q1, âõîäèò â ýòî óðàâíåíèå âìå-
ñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé ∂S/∂q1 â íåêîòîðîé êîìáèíàöèè, íå ñîäåðæàùåé
ÿâíî äðóãèõ ïåðåìåííûõ (íåÿâíî â S âõîäÿò âñå ïåðåìåííûå). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâ-
íåíèå (237) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä

F

(
f

(
q1,

∂S

∂q1

)
, q2, ..., qs, t,

∂S

∂q2

, ...,
∂S

∂qs

,
∂S

∂t

)
= 0 . (238)

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåìåííàÿ q1 îòäåëÿåòñÿ. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ìîæíî èñêàòü â âèäå

S(q, t) = S1(q1) + S ′(q2, ..., qs, t) . (239)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (238), ïîëó÷àåì

F

(
f

(
q1,

dS1

dq1

)
, q2, ..., qs, t,

∂S ′

∂q2

, ...,
∂S ′

∂qs

,
∂S ′

∂t

)
= 0 . (240)

Â ðåçóëüòàòå â óðàâíåíèè Ãàìèëüòîíà-ßêîáè âûäåëèëàñü êîìáèíàöèÿ f (q1, dS1/dq1) ,
êîòîðàÿ íè ÿâíî, íè íåÿâíî íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûå q2, ..., qs, t. Ïîñêîëüêó æå âñå ïå-
ðåìåííûå q1, ..., qs, t â óðàâíåíèè Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî ðàâåí-
ñòâî (240) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà êîìáèíàöèÿ òîæäåñòâåííî
ðàâíà íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé:

f

(
q1,

dS1

dq1

)
= C1 . (241)

Óðàâíåíèå (241) ÿâëÿåòñÿ óæå îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî
ïîðÿäêà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî â êâàäðàòóðàõ. Óðàâíåíèå æå (240) ïðèíèìàåò
âèä

F

(
C1, q2, ..., qs, t,

∂S ′

∂q2

, ...,
∂S ′

∂qs

,
∂S ′

∂t

)
= 0 . (242)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîò æå âèä, ÷òî è èñõîäíîå óðàâíåíèå (237), íî ñîäåðæèò íà îäíó
íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ìåíüøå. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî â óðàâíåíèè (242) íåêîòîðàÿ
èç ïåðåìåííûõ q2, ..., t ñíîâà îòäåëÿåòñÿ. Òîãäà ê íåé ñëåäóåò ïðèìåíèòü îïèñàííóþ
âûøå ïðîöåäóðó. Åñëè òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ îòäåëèòü âñå ïåðåìåííûå, òî â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â âèäå

S = A + S0(t) +
s∑

α=1

Sα(qα, C) , (243)

ñîäåðæàùåå s+1 íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ A, Cα, α = 1, ..., s, ò.å. ïîëíûé
èíòåãðàë óðàâíåíèÿ.
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Ïðèìåð 21. Äâèæåíèå â ïîëå ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ. Ðàññìîòðèì çàðÿæåííóþ ìàòå-
ðèàëüíóþ òî÷êó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå ñèñòåìû çàðÿäîâ íà ðàññòîÿíèÿõ, áîëüøèõ ïî
ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè ñèñòåìû. Äàæå åñëè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ â öåëîì
ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíîé, íà òî÷êó áóäåò äåéñòâîâàòü íåêîòîðàÿ ñèëà áëàãîäàðÿ òîìó,
÷òî êóëîíîâû ïîëÿ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó, íå âïîëíå êîìïåíñèðóþò äðóã äðó-
ãà. Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè ýëåêòðîíà â ïîëå ìîëåêóëû H Cl ýëåêòðîí áóäåò ïðèòÿãè-
âàòüñÿ ê ìîëåêóëå, îáëåòàÿ åå ñî ñòîðîíû àòîìà âîäîðîäà, è îòòàëêèâàòüñÿ ñî ñòîðîíû
àòîìà õëîðà. Îïðåäåëèì ïîòåíöèàë ïîëÿ òàêîé ñèñòåìû. Âûáåðåì íà÷àëî äåêàðòîâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ãäå-íèáóäü âíóòðè ñèñòåìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç ri, i = 1, ..., n ðàäèóñ-
âåêòîðû ñîñòàâëÿþùèõ åå ÷àñòèö, à ÷åðåç r � ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïî
óñëîâèþ,

|r| À |ri| , i = 1, ..., n .

Äëÿ êóëîíîâà ïîòåíöèàëà i-îé ÷àñòèöû â òî÷êå r ìîæíî ïðèáëèæåííî íàïèñàòü (qi �
åå çàðÿä)

ϕi =
qi

|r − ri| =
qi√

(r − ri)2
≈ qi

r

√
1− 2(r, ri)

r2

≈ qi

r

(
1− (r, ri)

r2

) ≈ qi

r
+

qi(r, ri)

r3
.

Ñóììèðóÿ ïî âñåì ÷àñòèöàì è ó÷èòûâàÿ íåéòðàëüíîñòü ñèñòåìû (
n∑

i=1

qi = 0), ïîëó÷àåì

ϕ =
(d, r)

r3
, d =

n∑
i=1

qiri .

Âåêòîð d íàçûâàåòñÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì ñèñòåìû. Íàéäåì çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè
â ñëó÷àå, êîãäà d íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Âûáåðåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ
íà÷àëîì â òî÷êå r = 0 è ïîëÿðíîé îñüþ, íàïðàâëåííîé ïàðàëëåëüíî âåêòîðó d. Òîãäà
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà òî÷êè áóäåò èìåòü âèä

L =
m

2

(
ṙ2 + r2 sin2 θ φ̇2 + r2θ̇2

)
− d cos θ

r2
, d ≡ |d| . (244)

Îòñþäà íàõîäèì îáîáùåííûå èìïóëüñû è îáîáùåííóþ ýíåðãèþ òî÷êè

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ , pφ =

∂L

∂φ̇
= mr2 sin2 θ φ̇ , pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ , (245)

E =
m

2

(
ṙ2 + r2 sin2 θ φ̇2 + r2θ̇2

)
+

d cos θ

r2
.

Âûðàæàÿ îáîáùåííûå ñêîðîñòè ÷åðåç îáîáùåííûå èìïóëüñû è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â
îáîáùåííóþ ýíåðãèþ, íàõîäèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

H =
1

2m

(
p2

r +
p2

φ

r2 sin2 θ
+

p2
θ

r2

)
+

d cos θ

r2
.

Íàêîíåö, ïî ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà çàïèñûâàåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

∂S

∂t
+

1

2m

{(
∂S

∂r

)2

+
1

r2 sin2 θ

(
∂S

∂φ

)2

+
1

r2

(
∂S

∂θ

)2
}

+
d cos θ

r2
= 0 . (246)
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Ïåðåìåííûå t, φ âõîäÿò â ýòî óðàâíåíèå ëèøü ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ∂S/∂t, ∂S/∂φ. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ èùåì ðåøåíèå â âèäå

S = S0(t) + S1(φ) + S ′(r, θ)

è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

dS0

dt
= C1 ,

dS1

dφ
= C2 ,

C1 +
1

2m

{(
∂S ′

∂r

)2

+
C2

2

r2 sin2 θ
+

1

r2

(
∂S ′

∂θ

)2
}

+
d cos θ

r2
= 0 .

Ïåðâûå äâà èç ýòèõ óðàâíåíèé èíòåãðèðóþòñÿ òðèâèàëüíî:

S0 = C1t , S1 = C2φ .

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå

2mC1 +

(
∂S ′

∂r

)2

+
1

r2

[
C2

2

sin2 θ
+

(
∂S ′

∂θ

)2

+ 2md cos θ

]
= 0 .

Èç ýòîé çàïèñè âèäíî, ÷òî ïåðåìåííàÿ θ îòäåëÿåòñÿ, ïîýòîìó ìû ïîëàãàåì

S ′ = S3(θ) + S4(r)

è ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

C2
2

sin2 θ
+

(
dS3

dθ

)2

+ 2md cos θ = C3 ,

2mC1 +

(
dS4

dr

)2

+
C3

r2
= 0 .

Èõ ðåøåíèÿ èìåþò âèä

S3 =

θ∫

θ0

±
√

C3 − 2md cos θ − C2
2

sin2 θ
dθ ,

S4 =

r∫

r0

±
√
−2mC1 − C3

r2
dr .

Èòàê, ìû íàøëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â âèäå

S = A + C1t + C2φ +

θ∫

θ0

±
√

C3 − 2md cos θ − C2
2

sin2 θ
dθ +

r∫

r0

±
√
−2mC1 − C3

r2
dr .(247)

Ýòî ðåøåíèå ñîäåðæèò, ïîìèìî ïðîèçâîëüíîé àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé A, ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå C1, C2, C3, θ0, r0. Îäíàêî èçìåíåíèå θ0, r0 ýêâèâàëåíòíî ïåðåîïðåäåëåíèþ A,
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òàê ÷òî íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûå C1, C2, C3. Èõ ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó
ñòåïåíåé ñâîáîäû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (247) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (246). Îïðåäåëèì çíàêè, ñ êîòîðûìè ñëåäóåò áðàòü
êîðíè â ýòîì ðåøåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ñîîòíîøåíèÿ (232), íàõîäèì çíà÷åíèÿ îáîá-
ùåííûõ èìïóëüñîâ pr pθ â äàííîé òî÷êå òðàåêòîðèè:

pr = ±
√
−2mC1 − C3

r2
, pθ = ±

√
C3 − 2md cos θ − C2

2

sin2 θ
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (245) çíàêè ýòèõ èìïóëüñîâ ñîâïàäàþò ñî çíà-
êàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîäûíòåãðàëüíîå âû-
ðàæåíèå â èíòåãðàëå ïî r â ôîðìóëå (247) ñëåäóåò áðàòü ñ âåðõíèì (íèæíèì) çíàêîì,
åñëè íà äàííîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè ṙ > 0 (ṙ < 0), è àíàëîãè÷íî äëÿ èíòåãðàëà ïî θ.

Âûÿñíèì òåïåðü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòîÿííûõ C1, C2, C3. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå
(247) â óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè íàõîäèì

C1 + H(q, p, t) = 0 ,

ò.å. ïîñòîÿííàÿ C1 åñòü âåëè÷èíà îáîáùåííîé ýíåðãèè òî÷êè, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ.
Ïîäñòàíîâêà æå ðåøåíèÿ â ñîîòíîøåíèÿ (232) äàåò

pφ =
∂S

∂φ
= C2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííàÿ C2 åñòü âåëè÷èíà ñîõðàíÿþùåéñÿ ïðîåêöèè ìîìåíòà èì-
ïóëüñà òî÷êè íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà d.

Òî, ÷òî âåëè÷èíû E, pφ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñîõðàíÿþòñÿ, ìîæíî áûëî óòâåð-
æäàòü çàðàíåå, ïîñêîëüêó âðåìÿ â íåé îäíîðîäíî, à ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíî îòíî-
ñèòåëüíî ïîâîðîòîâ ñèñòåìû (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) âîêðóã íàïðàâëåíèÿ d [ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà (244) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ t, φ ÿâíî]. Ñîõðàíåíèå æå êîìáèíàöèè
(C2

2/ sin2 θ + p2
θ + 2md cos θ) íèêàê íå ñâÿçàíî ñ ïîäîáíûìè ñèììåòðèÿìè è ÿâëÿåòñÿ

ñïåöèôè÷åñêèì äëÿ äàííîé çàäà÷è. Â òîì, ÷òî ìåòîä Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ïîçâîëÿåò ðå-
ãóëÿðíûì îáðàçîì íàõîäèòü òàêèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, çàêëþ÷àåòñÿ åãî ñóùåñòâåííîå
ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì.

Íàêîíåö, íàéäåì çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äèôôåðåíöèðóÿ ðåøåíèå
(247) ïî ïîñòîÿííûì C1 ≡ −E, C2 ≡ Mz, C3 è ïðàðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò íîâûì ïðîèçâîëü-
íûì ïîñòîÿííûì, ïîëó÷àåì

− t +

r∫

r0

mdr

±
√

2mE − C3

r2

= Q1 , (248)

φ−
θ∫

θ0

Mzdθ

± sin2 θ

√
C3 − 2md cos θ − M2

z

sin2 θ

= Q2 , (249)

+

θ∫

θ0

dθ

±
√

C3 − 2md cos θ − M2
z

sin2 θ

−
r∫

r0

dr

±r2

√
2mE − C3

r2

= Q3 . (250)
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Óðàâíåíèå (248) îïðåäåëÿåò â íåÿâíîì âèäå çàâèñèìîñòü r(t), à óðàâíåíèÿ (249), (250)
� çàâèñèìîñòè φ(θ) è θ(r). Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â êâàäðàòóðàõ. Îíî ñîäåðæèò 6 íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ E, Mz, C3, Q1, Q2, Q3, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

�6. Îòñòóïëåíèå â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó: óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè êàê êâà-
çèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

Êàê áûëî óêàçàíî â II �4, âåëè÷èíà ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ íà äåéñòâèòåëüíîé òðàåê-
òîðèè S[q̄(t)] ≡ S(q(1), t1, q

(2), t2) îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó ïåðåõîäà Ψ(q(1), t1, q
(2), t2) êâà-

çèêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè q(1) â òî÷êó q(2) íà èíòåðâàëå âðåìåíè
îò t1 äî t2 [ñì. ôîðìóëó (54)]. Ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ q(2), t2, âåëè-
÷èíà S(q(1), t1, q

(2), t2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (231). Àíàëîãè÷íî
ýòîìó, áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó Ψ(q(1), t1, q

(2), t2) êàê ôóíêöèþ àðãóìåíòîâ q(2), t2,
íå èíòåðåñóÿñü ïîëîæåíèåì ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t1. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷å-
ðåç Ψ(q, t). Ôóíêöèè S(q, t), Ψ(q, t) ïî-ïðåæíåìó ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (54)

Ψ(q, t) = a exp

{
i

~
S(q, t)

}
. (251)

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (231) ê âèäó, â êîòîðîì íåèçâåñòíîé
ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ψ(q, t), ðàññìàòðèâàÿ äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé îäíîé ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ìàññû m, äâèæóùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(r, t). Äåêàðòîâû êîìïî-
íåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà r òî÷êè îáîçíà÷èì ÷åðåç (x1, x2, x3) è ïðèìåì èõ çà îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

∂S

∂t
+

1

2m

3∑

k=1

(
∂S

∂xk

)2

+ U(r, t) = 0 . (252)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (251) îäèí ðàç ïî âðåìåíè è äâàæäû ïî êîîðäèíàòàì,
ïîëó÷àåì

∂Ψ

∂t
=

i

~
∂S

∂t
a exp

{
i

~
S

}
=

i

~
∂S

∂t
Ψ , (253)

4Ψ ≡
3∑

k=1

∂2Ψ

∂x2
k

=
3∑

k=1

∂

∂xk

[
i

~
∂S

∂xk

a exp

{
i

~
S

}]

=
3∑

k=1

[
− 1

~2

(
∂S

∂xk

)2

a exp

{
i

~
S

}
+

i

~
∂2S

∂x2
k

a exp

{
i

~
S

}]

=
3∑

k=1

[
− 1

~2

(
∂S

∂xk

)2

+
i

~
∂2S

∂x2
k

]
Ψ .

Â ñèëó óñëîâèÿ êâàçèêëàññè÷íîñòè ñèñòåìû (52) âòîðîé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèáëèæåííî
íàïèñàòü

4Ψ = − 1

~2

3∑

k=1

(
∂S

∂xk

)2

Ψ . (254)
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Äîìíîæàÿ óðàâíåíèå (252) íà Ψ, ïåðåïèñûâàåì åãî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (253), (254)
â ñëåäóþùåì âèäå

i~
∂Ψ

∂t
= − ~

2

2m
4Ψ + U(r, t)Ψ , (255)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì
êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè åãî ïðèáëèæåííî èç óðàâíå-
íèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, èìåííî óðàâíåíèå (255) îêàçûâàåòñÿ òî÷íûì, ò.å. îïèñûâàþ-
ùèì ëþáûå ñèñòåìû, à íå òîëüêî òå, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (52). Òàêèì îáðàçîì,
ïðîäåëàííûé âûøå �âûâîä� óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê äåìîí-
ñòðàöèþ òîãî, ÷òî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ÿâëÿåòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
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