
Îïðåäåëåíèå: îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå âèäà Φ(y(n), y(n−1), . . . y, x) = 0, ãäå y � ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x. Ïîðÿäêîì äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê âõîäÿùèõ â íåãî ïðîèçâîäíûõ;
ñòåïåíüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ � ìàêñèìëüíàÿ ñòåïåíü ïðîèçâîäíîé âûñøåãî ïî-
ðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå: ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ,
èìåþùàÿ ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ, ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîé â óðàâíåíèå
îíî îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî (òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x, íà êîòîðûõ çàäàíî ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå: îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ n + 1 ïåðåìåííîé f(x,C1, . . . Cn); ÷àñòíûì ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå
ðåøåíèå f(x,C0

1 , . . . C
0
n), ãäå C0

1 , . . . C
0
n � ïðîèçâîëüíûé íàáîð êîíñòàíò. Ãðàôèê ÷àñòíîãî

ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîöåññ íàõî-
æäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

1.1. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå: çàäà÷åé Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà-

çûâàåòñÿ ñèñòåìà äâóõ ñîîòíîøåíèé

{
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0.

Òåîðåìà 1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): D ⊆ R2 � îáëàñòü; f : D → R, f ∈ C(D),
∂f

∂y
∈

C(D), (x0, y0) ∈ D; òîãäà ∃ δ > 0 : íà îòðåçêå [x0 − δ, x0 + δ] çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): D ⊆ R2 � îáëàñòü; f : D → R, f ∈ C(D), òîãäà
çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò â D ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå.
Åñëè, êðîìå ýòîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà (∀ x, y1, y2 : (x, y1), (x, y2) ∈ D ∃ L ∈
Z+ : |f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ L · |y1− y2|), òî ∃ δ > 0 : íà îòðåçêå [x0− δ, x0 + δ] çàäà÷à Êîøè
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 3 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): D ⊆ R3 � îáëàñòü; f(x, y, µ) : D → R, f ∈ C(D) (µ �
ïàðàìåòð). Äëÿ f íà D âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà; òîãäà ∃ y(x, µ) � ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷¼ì y ∈ C(D1), ãäå D1 = {(x, µ)|∃ y : (x, y, µ) ∈
D}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 4 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): D ⊆ R3 � îáëàñòü; f(x, y, µ) : D → R; f íåïðåðûâ-
íà ïî x è àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò y, µ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, µ0) ∈ D(
òî åñòü f ∈ C(D), ∃ ∂ f

∂ y
,
∂ f

∂ µ

)
; òîãäà y(x, µ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè (x0, µ0).
Òåîðåìà 5: D ⊆ R2 � îáëàñòü; f : D → R, f ∈ Ck(D); òîãäà y ∈ Ck+1(D1), ãäå

D1 = {x| ∃ y : (x, y) ∈ D}.
4 y′ = f ∈ Ck(D) ⇒ y ∈ Ck+1(D1). �

Ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
1. Ìåòîä èçîêëèí (èçîêëèíû � ëèíèè, íà êîòîðûõ f(x, y) = const): y′(x0) = f(x0, y0),

òî åñòü ôóíêöèÿ f ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé âî âñåõ òî÷êàõ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìîæíî çàäàòü íà ïëîñêîñòè ïîëå íàïðàâëåíèé êàñàòåëüíûõ è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè
ãðàôè÷åñêè.

2. Ìåòîä ëîìàíûõ Ýéëåðà: ïóñòü y(x0) = y0 � íà÷àëüíîå óñëîâèå; òðåáóåòñÿ íàéòè

çíà÷åíèå y â òî÷êå x. Ðàçîáú¼ì îòðåçîê [x0, x] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé; h =
|x− x0|

n
, xk =
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x0+kh. Ïîñòðîèì êàñàòåëüíóþ l0(x) ê ãðàôèêó y(x) â òî÷êå x0 è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y(x1) =
l0(x1) = y1. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè, äîõîäèì òî èñêîìîé òî÷êè x. Î÷åâèäíî, ÷òî
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ áóäåì òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ÷èñëî n.

1.2. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

1. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè: ïóñòü óðàâíåíèå ïðåäñòàâèìî

â âèäå y′ = f(x) · g(y). Òîãäà â òîé îáëàñòè, ãäå g(y) 6= 0
dy

g(y)
= f(x)dx ⇒

∫ dy

g(y)
=∫

f(x)dx + C ⇒ Φ(x, y, C) = 0. Åñëè ∃ y1 : g(y1) = 0, òî, î÷åâèäíî, y1 òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå, à òàêæå íàáîð ÷àñòíûõ; ýòè

÷àñòíûå ðåøåíèÿ âõîäÿò â îáùåå ðåøåíèå â ñëó÷àå, åñëè
y1∫
y0

dy

g(y)
ðàñõîäèòñÿ è íå âõîäÿò â

îáùåå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Î÷åâèäíî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåøåíèå
íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

2. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ: y′ = ϕ(x, y), ãäå ϕ(x, y) � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ (òî åñòü
∀ k 6= 0 ϕ(kx, ky) = ϕ(x, y)). Çàìåíà z = y

x
ñâîäèò òàêèå óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ðàçäå-

ëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

3. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ: y′ + p(x)y = q(x); ñäåëàåì çàìåíó y = z(x) · u0(x) ⇒
z′u0 + zu′0 + pzu0 = q. Âûáåðåì u0 : u′0 + pu0 = 0 (u0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ
ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè). Íàéäÿ u0, ìîæíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè íà z. Ïîëó÷åííîå y = u0z áóäåò îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 1 2.1.

4. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè: y′ + p(x)y = yαq(x). Çàìåíà z = y1−α ⇒ z′ = (1−α)y−αy′ ⇒

y′ =
z′yα

1− α
=

z′

1− α
· z

α
1−α . Òàêèì îáðàçîì,

(
z′

1− α
− q

)
zα + pz = 0 � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿ-

þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

5. Óðàâíåíèå Ðèêêàòè: y′ + p(x)y + r(x)y2 = q(x) íå ðåøàåòñÿ â îáùåì âèäå. Åñëè
èçâåñòíî y1 � ÷àñòíîå ðåøåíèå, òî îáùåå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå y = y1 + z ⇒ y′1 + z′ +
py1 + pz + ry2

1 + 2ry1z + rz2 = q ⇒ z′ + pz + 2ry1z + rz2 = 0 ⇔ z′ + z(p + 2ry1) = −rz2 �
óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

6. Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ: P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. Åñëè íàéäåíî

u : du = Pdx + Qdy = 0 ⇒ u(x, y) = C; â ñëó÷àå
∂ u

∂ y
(x0, y0) 6= 0 ∃ y(x) : u(x, y(x)) = C.

Âûðàæåíèå Pdx + Qdy ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò

îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü D :
∂ P

∂ y
,
∂ Q

∂ x
∈ C(D),

∂ P

∂ y
=

∂ Q

∂ x
. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëíûé

äèôôåðåíöèàë ìîæåò áûòü îáðàçîâàí òîëüêî ïîñëå äîìíîæåíèÿ èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ íà
µ(x, y) (èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü); òîãäà íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè áóäåò
∂(µP )

∂ y
=

∂(µQ)

∂ x
⇒ P

∂ µ

∂ y
+ µ

∂ P

∂ y
= Q

∂ µ

∂ x
+ µ

∂ Q

∂ x
. Åñëè µ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî

îäíîé ïåðåìåííîé, òî ýòî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñòàíîâèòñÿ îáûêíîâåííûì
ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì è ëåãêî ìîæåò áûòü ðåøåíî.

Ïðèìåðû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íîé:

1. Óðàâíåíèå ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà: ïóñòü N � êîëè÷åñòâî íåðàñïàâøåãîñÿ âåùåñòâà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà
dN

dt
= −βN (β > 0) ⇒ dN

N
= −βdt ⇒

lnN = −βt + C1 ⇒ N = Ce−βt; N(0) = C = N0 ⇒ N = N0e
−βt. τ1/2 � âðåìÿ, çà êîòîðîå

ðàñïàäàåòñÿ ïîëîâèíà âåùåñòâà (ïåðèîä ïîëóðàñïàäà):
N0

2
= N0e

−βτ1/2 ⇒ τ1/2 =
1

β
ln 2.
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2. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå òðèìîëåêóëÿðíóþ ðåàêöèþ (2NO + O2 � 2NO2): y1(t) =
[NO], y2(t) = [O2], òîãäà, ñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ,

dy1

dt
= −2ky2

1y2

dy2

dt
= −ky1y

2
2

⇒ dy1 = 2dy2 ⇒ y2 =
1

2
(y1 − C).

Òàêèì îáðàçîì, y′1 = −ky2
1(y1 − C) ⇒ 1

y2
1

· dy1

dt
= −k(y1 − C) ⇒

d
(

1
y1

)
dt

= −k

(
1
1
y1

− C

)
;

ïóñòü z =
1

y1

, òîãäà
zdz

1− zC
= kdt⇒

kt =

∫
zdz

1− zC
= − 1

C
·
∫ (

1 +
1

zC − 1

)
dz = − 1

C

(
z +

1

c
ln |zC − 1|+ C1

)
⇒

⇒ t = B − z

Ck
− 1

C2k
ln |zC − 1|.

Îïðåäåëåíèå: îñîáîé òî÷êîé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ òî÷êà, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íå ñóùåñòâóåò (îñîáàÿ òî÷êà ïåðâîãî
òèïà) èëè íå åäèíñòâåííî (îñîáàÿ òî÷êà âòîðîãî òèïà).

Êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê:
1. Óçåë � âñå ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íî áëèçêî ïîäõîäÿò ê îñîáîé òî÷êå è íå óäàëÿþòñÿ îò

íå¼, ïðè÷¼ì êàæäîå ðåøåíèå ïîäõîäèò ïîä îäíèì è òåì æå, ôèêñèðîâàííûì óãëîì.
2. Ñåäëî � â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, êîòîðîå, ïðèáëèçèâøèñü,

íà÷èíàåò îò íå¼ óäàëÿòüñÿ.
3. Öåíòð � ðåøåíèÿ îáðàçóþò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, ñîäåðæàùèå âíóòðè ñåáÿ îñîáóþ

òî÷êó.
4. Ôîêóñ � ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íî áëèçêî ïîäõîäÿò ê îñîáîé òî÷êå, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî

ðåøåíèÿ íàïðàâëåíèå ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà îêðåñòíîñòè.
Áîëåå ïîäðîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ è èëëþñòðàöèè ïðèâåäåíû â 3.2.

1.3. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íîé.

Òåîðåìà 1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà):D ⊆ R3 � îáëàñòü; F (x, y, y′) : D → R, F ∈ C(D), ∃ F ′y,
F ′y′ ∈ C(D); (x0, y0, y1) ∈ D, F ′y′(x0, y0, y1) 6= 0. Çàäà÷à Êîøè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê
F (x, y, y′) = 0

y(x0) = y0

y′(x0) = y1;

òîãäà ∃ δ > 0: íà îòðåçêå [x0 − δ, x0 + δ] ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà

y(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàäà÷å Êîøè.

Óðàâíåíèå F (x, y, y′) = 0 ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî õîòÿ áû îäíîé èç ïåðåìåííûõ (èíà÷å
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè òðèâèàëüíî), òîãäà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

1) Óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî y′ � â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü óðàâ-
íåíèé, ðàçðåø¼ííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû ìåòîäàìè,
ðàññìîòðåííûìè â 1.2.

2) Óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî y: y = f(x, y′); ïóñòü y′ = p(x) ⇒

⇒ y = f(x, p(x)) ⇒ dy

dx
=
∂ f

∂ x
+
∂ f

∂ p
· dp
dx

⇒ p =
∂ f

∂ x
+
∂ f

∂ p
· p′ ⇒

{
P (x, p, C) = 0

y = f(x, p).
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(ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî p′)
3) Óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x: x = f(y, y′); ïóñòü y′ = p(y) ⇒

⇒ dx

dy
=

1

dy

dx

=
1

p
=
∂ f

∂ y
+
∂ f

∂ p
· dp
dy

=
∂ f

∂ y
+ p′ · ∂ f

∂ p
⇒

{
Φ(y, p, C) = 0

x = f(y, p).

(ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî p′)

Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà: y = xϕ(y′) + ψ(y′)

y′ = p⇒ y = xϕ(p) + ψ(p) ⇒ p = ϕ(p) + xϕ′(p) · p′ + ψ(p′) · p′ ⇔

⇔ p− ϕ(p) = p′(xϕ′(p) + ψ′(p)) ⇒


dx

dp
(p− ϕ(p)) = xϕ′(p) + ψ′(p)− ëèíåéíîå, p′ 6= 0

p− ϕ(p) = 0− àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, p′ = 0.

Óðàâíåíèå Êëåðî: y = xy′ + ψ(y′)

y′ = p⇒ p = p+ xp′ + ψ′(p) · p′ ⇔
[

p′ = 0

x = −ψ′(p)
⇔
[

p = C

y = xC + ψ(p)
⇒
[
x = −ψ′(p)

y = xp+ ψ(p).

Îïðåäåëåíèå: îñîáûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ,
ñîñòîÿùàÿ èç îñîáûõ òî÷åê âòîðîãî òèïà.

Îïðåäåëåíèå: îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ â êàæäîé
ñâîåé òî÷êå êàñàåòñÿ îäíîé èç êðèâûõ ñåìåéñòâà.

Òåîðåìà 2: îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ Φ(x, y, a) = 0 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì Φ′a = 0.

4 Ïóñòü îãèáàþùàÿ çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

{
x = ϕ(a)

y = ψ(a)
⇒ dy

dx
=

ψ′(a)

ϕ′(a)
.

Φ(x, y, a) = 0 ⇒ dΦ

dx
= 0 = Φ′x + Φ′y · y′ ⇒ y′ = −Φ′x

Φ′y
=
ψ′(a)

ϕ′(a)
⇔ Φ′y · ψ′(a) + Φ′x · ϕ′(a) = 0 �

óñëîâèå êàñàíèÿ îãèáàþùåé è îäíîé èç êðèâûõ ñåìåéñòâà. Íî â êàæäîé òî÷êå îãèáàþùåé

Φ(ϕ(a), ψ(a), a) = 0 ⇒ dΦ

da
= Φ′x · ϕ′(a) + Φ′y · ψ′(a) + Φ′a = 0 ⇒ Φ′a = 0. �

Î÷åâèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü çàäàíî
êàê F (x, y, y′) = 0 èëè Φ(x, y, C) = 0; òîãäà îñîáîå ðåøåíèå áóäåò îãèáàþùåé ýòèõ ñåìåéñòâ,
òî åñòü îñîáûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû áåç ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ, èç
óñëîâèÿ îãèáàíèÿ (â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ðàññìàòðèâàþòñÿ y′ = p èëè C). Â çàâèñèìîñòè
îò ýòîãî ïîëó÷èì p-äèñêðèìèíàíòíûå êðèâûå F ′y′(x, y, p) = 0 èëè C-äèñêðèìèíàíòíûå
êðèâûå Φ′C(x, y, C) = 0.
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2. Óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

2.1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî.

Îïðåäåëåíèå: ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèå âèäà a0(x) · y(n) + a1(x) · y(n−1) + . . . + an(x) · y = f(x); â ñëó÷àå f ≡ 0 óðàâíå-
íèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì (èíà÷å � íåîäíîðîäíûì). Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå y(n) = f(x, y, y′, . . . y(n−1)); òîãäà çàäà÷à Êîøè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê

y(n) = f(x, y, y′, . . . y(n−1))

y(x0) = y0

y′(x0) = y01

. . .

y(n−1)(x0) = y0n−1

Òåîðåìà 1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): G ⊆ Rn+1 � îáëàñòü; f : G → R, f ∈ C(G); M =
(x0, y0, y01, . . . y0n−1) ∈ G. Òîãäà ÷åðåç òî÷êóM ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ
� ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèô. óðàâíåíèÿ. Åñëè, êðîìå ýòîãî,
∀ (x, y10, y11, . . . y1n−1), (x, y20, y21, . . . y2n−1) ∈ G ∃ k > 0 :

|f(x, y10, . . . y1 n−1)− f(x, y20, . . . y2n−1)| ≤ k ·
n−1∑
i=0

|y1i − y2i|,

òî òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå: [a, b] ⊂ R; y1, . . . yn : [a, b] → R; ñèñòåìà ôóíêèé {y1, . . . yn} ëèíåéíî

íåçàâèñèìà íà îòðåçêå [a, b], åñëè èç òîãî, ÷òî
n∑

i=1

αiyi ≡ 0 ñëåäóåò, ÷òî αi = 0 ∀ i = 1, n.

Ïðèìåðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì ôóíêöèé:
1. 1, x, . . . xn: ñóùåñòâîâàíèå αi 6= 0 : α0 + α1x + . . . αnx

n ≡ 0, îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n ñ õîòÿ áû îäíèì íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé,
÷òî íåâîçìîæíî.

2. ek1x, . . . eknx (ki 6= kj ∀ i, j = 1, n : i 6= j). α1e
k1x + . . .+ αne

knx ≡ 0 ⇔ α1 + α2e
(k2−k1)x +

. . .+αne
(kn−k1)x ≡ 0 ⇒ (ïðîäèôôåðåíöèðóåì) α2(k2−k1)e

(k2−k1)x+. . .+αn(kn−k1)e
(kn−k1)x ≡

0;ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè, ïîëó÷èì C · e(kn−kn−1−...−k1)x ≡ 0, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çàìå÷àíèå: åñëè ôóíêöèè y1, . . . yn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå: îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî ñèñòåìû ôóíêöèé y1, . . . yn íàçûâàåòñÿ

W (y1(x), . . . yn(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) . . . yn(x)
y′1(x) . . . y′n(x)
...

y
(n−1)
1 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Òåîðåìà 2: åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé {y1, . . . yn} ëèíåéíî çàâèñèìà íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R,

òî W (y1, . . . yn) ≡ 0.

4 Cèñòåìà ôóíêöèé {y1, . . . yn} ëèíåéíî çàâèñèìà, ïîýòîìó ∃ {αi}n
i=1 :

n∑
i=1

α2
i 6= 0, α1y1+
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. . .+ αnyn ≡ 0 ⇒ ∀ k = 1, n− 1 α1y
(k)
1 + . . .+ αny

(k)
n ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

α1y1 + . . .+ αnyn ≡ 0
α1y

′
1 + . . .+ αny

′
n ≡ 0

. . .

α1y
(n−1)
1 + . . .+ αny

(n−1)
n ≡ 0

� ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ îïðåäåëèòåëü
ðàâåí íóëþ (òî åñòü W (y1, . . . yn) ≡ 0). �

Òåîðåìà 3: ñèñòåìà ôóíêöèé {y1, . . . yn} ëèíåéíî íåçàâèñèìà íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R; yi(x)
� ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íà [a, b]
êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà W (y1, . . . yn) 6≡ 0.

4 Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû â òî÷êå x0, àW ≡ 0. ÒîãäàW (y1(x0) . . . yn(x0)) = 0,

à ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé


α1y1(x0) + . . .+ αnyn(x0) = 0
...

α1y
(n−1)
1 (x0) + . . .+ αny

(n−1)
n (x0) = 0

èìååò

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (α0
1, . . . α

0
n).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(x) = α0
1y1(x) + . . . α0

nyn(x) 6≡ 0, êîòîðàÿ, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ,
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Âûáåðåì íóëåâûå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0, èì óäîâëåòâîðÿþò äâà ðåøåíèÿ � y(x) è
y ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è
W (y1, . . . yn) 6≡ 0. �

Òåîðåìà 4: {y1, . . . yn} � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ íà [a, b] ⊂ R ñèñòåìà ðåøåíèé îäíî-
ðîäíîãî ëèíåéíîãî äèôôðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íà [a, b]

êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â âèäå y =
n∑

i=1

Ckyk.

4 Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, y(x) =
n∑

i=1

Ckyk � ðåøåíèå äèô. óðàâíåíèÿ; ïóñòü îíî óäî-

âëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(x0) = y0, y
′(x0) = y01, . . . y

(n−1)(x0) = y0n−1; òîãäà
C1y1(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y0

C1y
′
1(x0) + . . .+ Cny

′
n(x0) = y01

...

C1y
(n−1)(x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = y0n−1.

W (y1(x0), . . . yn(x0) 6= 0, ïîýòîìó ∃ (C0
1 , . . . C

0
n)

6= 0 � ðåøåíèå ñèñòåìû. Íî ϕ(x) =
n∑

i=1

C0
i yi(x) � ðåøåíèå äèô. óðàâíåíèÿ ñ òåìè æå íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè, òî åñòü, ïî òåîðåìå 1, y ≡ ϕ. �
Ñëåäñòâèå: ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè èìååò ðîâíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.
4 Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå n ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé; ìåæäó òåì, èçìåíåíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé âñåãäà ìîæíî
ïîäîáðàòü íàáîð n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü íåâûðîæ-
äåííóþ ìàòðèöó. Ïóñòü çàäàíû óñëîâèÿ

y1(x0) = a11 yn(x0) = a1n

. . .

y
(n−1)
1 (x0) = an1 y

(n−1)
n (x0) = ann

⇒ W (y1(x0), . . . yn(x0)) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

⇒ W 6≡ 0, ïîýòîìó, èç òåîðåìû 3, {y1, . . . yn} � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé. �
Îïðåäåëåíèå: ñèñòåìà ëþáûõ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîä-

íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé
ðåøåíèé.
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Çàìå÷àíèå: åñëè óðàâíåíèÿ
y(n) + a1(x)y

(n−1) + . . .+ an(x)y = 0
y(n) + b1(x)y

(n−1) + . . .+ bn(x)y = 0
èìåþò îäèíàêîâóþ

ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, òî ak ≡ bk ∀ k = 1, n.
4 Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü äâóõ óðàâíåíèé (b1(x)−a1(x))y

(n−1) + . . .+(bn(x)−an(x))y = 0
� ýòî óðàâíåíèå (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, êîòîðîå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 4, èìååò n− 1
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé; ìåæäó òåì, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé èñõîäíûõ
óðàâíåíèé îñòà¼òñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äëÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå òðèâèàëüíî, òî åñòü bk ≡ ak. �

{y1, . . . yn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ; y � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ y1, . . . yn. Òîãäà, ïî òåîðåìå 2,

W (y1, . . . yn, y) = 0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 . . . yn y
y′1 . . . y′n y′

...

y
(n)
1 . . . y

(n)
n y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = y(n) ·W (y1, . . . yn)+ y(n−1) · dW (y1, . . . yn)

dx
+ . . .

(ðàçëîæåíèå ïî ñòîëáöó), ãäå

dW (y1, . . . yn)

dx
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y′1 . . . y′n
y′1 . . . y′n
...

y
(n−1)
1 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 . . . yn

y′′1 . . . y′′n
y′′1 . . . y′′n
...

y
(n−1)
1 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 . . . yn
...

y
(n−2)
1 . . . y

(n−2)
n

y
(n)
1 . . . y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 . . . yn
...

y
(n−2)
1 . . . y

(n−2)
n

y
(n)
1 . . . y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(îïðåäåëèòåëü äèôôåðåíöèðóåòñÿ ïîñòðî÷íî).

Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò âèä

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . . = 0 = y(n) ·W (y1, . . . yn) + y(n−1) · dW (y1, . . . yn)

dx
+ . . .⇒

⇒ −p1(x) =
W ′

W
⇒ ln |W | = −

∫
p1(x)dx⇒ W = W0 · e−

∫
p1(x)dx.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0; åñëè y1 6≡ 0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå,
òî

C · e−
∫

p(x)dx =

∣∣∣∣ y y1

y′ y′1

∣∣∣∣⇒ −C · e−
∫

pdx = −yy′1 + y′y1 ⇒ d

(
y

y1

)
=
−C · e−

∫
pdx

y2
1

⇒

⇒ y

y1

=

∫
Ce−

∫
pdx

y2
1

dx+ C1 ⇒⇒ y = y1

(∫
Ce−

∫
pdx

y2
1

dx+ C1

)
� ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ëèóâèëëÿ.

2.2. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà:
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1. Åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä F (x, y(k), . . . y(n)) = 0, òî çàìåíà p = y(k) ïðèâåä¼ò ê óðàâ-
íåíèþ (n− k)-ãî ïîðÿäêà.

2. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà
F (x, y, . . . y(n)) = dg(x, y, . . . y(n−1)) = 0 ⇒ g(x, y, . . . y(n−1)) = C.

3. Åñëè èçâåñòíî ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 6≡ 0 óðàâíåíèÿ, òî ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå â âèäå
y = zy1; ïðè ïîäñòàíîâêå â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì óðàâíåíèå (n− 1)-ãî ïîðÿäêà.

4. Åñëè â óðàâíåíèå íå âõîäèò x, òî åñòü F (y, y′, . . . y(n)) = 0, òî ìîæíî âçÿòü y′ = p(y) ⇒
y′′ = p′p è òàê äàëåå � ïîëó÷èì óðàâíåíèå (n− 1)-ãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå: ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà y(n) + a1y

(n−1) + . . .+ any = 0, ãäå a1, . . . an =
const. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì òàêîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí F (λ) =
λn + a1λ

n−1 + . . .+ an. F (λ) = 0 íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì.
Òåîðåìà 1: λ1, . . . λm � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèå
êðàòíîñòü ri. Òîãäà {eλix, xeλix, . . . xri−1eλix}m

i=1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ýòîãî
óðàâíåíèÿ.

4 Ïóñòü F (λ) = λn + a1λ
n−1 + . . . + an; Ly

def
= y(n) + a1y

(n−1) + . . . + any;
(
eλxu

)(m)
=

eλx(λmu+C1
mλ

m−1u′+ . . .+u(m)), ïîýòîìó L(eλxu) = eλx(u(λn +a1λ
n−1+ . . .+an)+u′(nλn−1+

a1(n− 1)λn−2 + . . .) + . . .) = eλx

(
uF (λ) + u′

F ′(λ)

1!
+ . . .

)
= eλx ·

n∑
i=0

ui · F
(i)(λ)

i!
. λi îáðàùàåò

â íîëü ïåðâûå ri − 1 ïðîèçâîäíûõ F , ïîýòîìó, äëÿ òîãî, ÷òîáû eλixu ÿâëÿëîñü ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû u(r) ≡ . . . u(n) ≡ 0. Ïîýòîìó âñå ôóíêöèè ñèñòå-
ìû {eλix, xe−λix, . . . xri−1e−λix} ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè; èõ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñëåäóåò
èç ïðèìåðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì â 2.1. �

Ïðèìåð (ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè): y′′ + py′ + qy = 0; λ2 + pλ + q = 0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, à λ1, λ2 �
åãî êîðíè. Òîãäà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ �

1. λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2 ⇒ y = C1e
λ1x + C2e

λ2x;
2. λ1 = λ2 = λ ∈ R ⇒ y = C1e

λx + C2xe
λx;

3. λ1, λ2 ∈ C ⇒ λ1 = α+βi, λ2 = α−βi; y = C1e
λ1x+C2e

λ2x = eαx((C1+C2) cos βx+i(C1−
C2) sin βx); ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àé, ïîýòîìó óñëîâèå i(C1−C2) ∈
R ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ âèäà y = eαx(C ′1 cos βx+ C ′2 sin βx).

Óðàâíåíèå Ýéëåðà: xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + . . . + any = 0 (n ∈ N). Ñäåëàåì çàìåíó{

x = et, x > 0

x = −et, x < 0;
ïðè x > 0 y′t = y′xe

t, y′′tt = y′′xxe
2t + y′xe

t, . . .⇒ y′x =
y′t
et
, y′′xx =

y′′tt − y′t
e2t

, . . .;

àíàëîãè÷íî ïðè x < 0; òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûì êîýô-
ôèöèåíòàìè íà ôóíêöèþ y(t).

Ïðèìåð (ðàññåÿíèå ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà ÷àñòèö íà îäíîìåðíîé ìèøåíè):
Ïóñòü V (x) � ïîòåíèöàë âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ïó÷êà è ìèøåíè, òîãäà óðàâíåíèå

Øðåäèíãåðà ìîæíî çàïèñàòü êàê i~ · ∂ ψ
∂ t

= − ~2

2m
· ∂

2 ψ

∂ t2
+ V (x)ψ, ãäå ψ(x, t) � âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèö ïó÷êà (âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè
t). (Ñàìî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i~ · ∂ ψ
∂ t

= − ~2

2m
·∆ψ+ V (x, y, z, t)ψ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, òî åñòü

èñêàòü ψ(x, t) = ψ0(x)T (t); òîãäà

i~ · ψ0T
′ = − ~2

2m
· T d

2ψ0

dx2
+ V (x)ψ0T ⇒ i~ · T

′

T
= − ~2

2m
· ψ

′′
0

ψ0

+ V (x) = E
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(â ðàçíûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé (T è x ñîîò-
âåòñòâåííî); ýòî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííî
ïîñòîÿííû; ïîñòîÿííóþ ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç E, ïîñêîëüêó îíà èìååò ñìûñë ýíåðãèè).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì T ′ − E

i~
· T = 0 ⇒ T (t) = T0 exp

(
E

i~
· t
)

ψ′′ + (E − V )ψ = 0,

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé ôèíèòíîãî ïîòåíöèàëà (òî åñòü V : ∃ a : ∀ x : |x| ≥ a V (x) = 0);
îáîçíà÷èì çà I îáëàñòü x < −a, çà II: x > a, çà III: x > a. Î÷åâèäíî, îáùåå ðåøåíèå áóäåò
êîìáèíàöèåé ðåøåíèé äëÿ òð¼õ îáëàñòåé: òàêîå ðåøåíèå ñîäåðæèò øåñòü ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ, ÷åòûðå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ψ è ψ′ íà ãðàíèöàõ

îáëàñòåé, à ïÿòàÿ � óñëîâèåì íîðìèðîâêè

(
∀ t ∈ R

∫∫∫
R3

ψ(x, y, z, t)dV = 1

)
. Â ðåçóëüòàòå,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìèêîýôôèöèåíòàìè è ïîëàãàÿ

k =
√
E, ïîëó÷èì

I II

ψ1(k, x) eikx + A(k)e−ikx B(k)eikx

ψ2(k, x) D(k)e−ikx e−ikx + C(k)eikx

(íå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ðåøåíèåì â îáëàñòè III, ÷òî ñðàçó îáåñïå÷èò áîëüøîé ïðîèçâîë â
âûáîðå êîíñòàíò; â ÷àñòíîñòè, ïðèìåì îäíó èç ïîñòîÿííûõ â îáëàñòÿõ I è II çà 1, à äðóãóþ
� çà 0; îäíà èç îñòàâøèõñÿ ïîñòîÿííûõ íåîáõîäèìà äëÿ ñîõðàíåíèÿ íîðìèðîâêè, à âòîðàÿ
ïðîèçâîëüíà; òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì äâà âîçìîæíûõ ðåøåíèÿ, îáîçíà÷åííûõ êàê ψ1 è
ψ2, � ôóíêöèè x è k, ïîñêîëüêó âûáîð ïîñòîÿííîé E òàêæå ïðîèçâîëåí).

Ïóñòü ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ψ′′ + (E − V )ψ = 0; òîãäà

ϕ′′1 − (V − k2)ϕ1 = 0 | · ϕ2

ϕ′′2 − (V − k2)ϕ2 = 0 | · ϕ1

+⇒ d

dx
(ϕ1ϕ

′
2 − ϕ′1ϕ2) = 0 ⇒ W (ϕ1, ϕ2) = K,

ïðè÷¼ì çíà÷åíèå K îäèíàêîâî äëÿ ÷àñòåé îäíîãî è òîãî æå ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ I è II.
Â îáëàñòè IW (ψ1, ψ2) = W (eikx+Ae−ikx, De−ikx) = W (eikx, De−ikx)+W (Ae−ikx, De−ikx) =

DW (eikx, e−ikx) = Deikxe−ikx ·(−ik−ik) = −2ikD; W (ψ1, ψ2) = W (Aeikx, De−ikx) = −2ikAD;
àíàëîãè÷íîW (ψ1, ψ2) = 2ikAD, W (ψ1, ψ2) = 2ikD, W (ψ1, ψ1) = −2ik+2ikAA, W (ψ2, ψ2) =
2ikDD.

Â îáëàñòè IIW (ψ1, ψ2) = −2ikB, W (ψ1, ψ2) = 2ikBC, W (ψ1, ψ2) = −2ikBC, W (ψ1, ψ2) =
2ikB, W (ψ1, ψ1) = −2ikBB, W (ψ2, ψ2) = 2ik − 2ikCC, à ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ îïðåäåëè-
òåëÿ Âðîíñêîãî äëÿ îäèíàêîâûõ ðåøåíèé â îáëàñòÿõ I è II ñîâïàäàþò, B = D, AD +

BC = 0, AA+BB = |A|2 + |B|2 = 1, |C|2 + |D|2 = 1. Ðàñìîòðèì S =

(
A B

B C

)
� ìàòðèöó

ðàññåÿíèÿ. Òîãäà

SS+ =

(
AA+BB AB +BC

BA+ CB BB + CC

)
=

(
1 0

0 1

)
,

òî åñòü ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ S óíèòàðíà.
Ïîñòðîèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïîìîùüþ îäíîé èç ôóíêöèé � íàïðèìåð,

ψ1 : ϕ(x, t) = ψ1(k, x)T (t) = ψ1(x, t)e
−ik2t = C1e

i(kx−ωt) + C2e
−i(kx+ωt); ôèçè÷åñêèé ñìûñë

òàêîãî ðåøåíèÿ � äâå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû îò áàðüåðà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà, ïðèáëèæàþùàÿñÿ ê ìèøåíè, ìîæåò êàê îòðàçèòüñÿ îò íå¼, òàê
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è ïðåîäîëåòü ïðåïÿòñòâèå. PI =
+∞∫
−∞

|ϕ1(x, t)|2dx = |A|2 � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà

îñòàíåòñÿ â îáëàñòè I; PII = |B|2; |A|2 + |B|2 = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ âåðîÿò-
íîñòè (ñì. òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, 2.1). Ôèçè÷åñêèé ñìûñë C è D àíàëîãè÷åí, B = D � òî
åñòü âåðîÿòíîñòü ïðåîäîëåíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ ïîäõîäà ê íåìó.

2.3. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 1: ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = f(x) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå y = yg+ys, ãäå yg � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ y(n) + a1y

(n−1) + . . .+ any = 0, à ys � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
4 Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ y = yg + ys áóäåò ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ. Âûáåðåì ôèêñèðîâàííîå ys, òîãäà y∗g = y − ys � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è y
ïðåäñòàâèìî â âèäå y = y∗g + ys. �

Íåïîñðåñòâåííûé ïîäáîð ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ: òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå è ïîäîáðàòü õîòÿ
áû îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ; ïîèñê ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó-
÷àå äîñòàòî÷íî ñëîæåí, îäíàêî äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ñëó÷àåâ èçâåñòíû ïðîñòûå
àëãîðèòìû.

1. f(x) = Pm(x) = a0 + a1x+ . . .+ amx
m � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m; åñëè x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (x), òî ys = A0 + A1x + . . . + Amx
m, êîýôôè-

öèåíòû A0, . . . Am ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîäñòàíîâêîé â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è
ðåøåíèåì ñèñòåìû m+ 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åñëè x = 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì F (x) êðàòíî-
ñòè r, òî ys = xr(A0 + A1x + . . . + Amx

m) (äîìíîæåíèå íà xr íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîëó÷àåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåëà ðåøåíèå).

2. f(x) = eαxPm(x) âûáåðåì ys = eαxu⇒ (òåîðåìà 1, 2.2)

Lys = eαx

(
F (α)u+

F ′(α)

1!
u′ + . . .+

F (n)(α)

n
u(n)

)
= eαxPm(x).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè x = α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì F (x), òî ys = eαxQm(x), à åñëè x = α �
êîðåíü F (x) êðàòíîñòè r, òî ys = xreαxQm(x).

3.

f(x) = eαx(Pm(x) cos βx+Ql(x) sin βx) = eαx

(
Pm(x) · e

iβx + e−iβx

2
+

+Ql(x) ·
eiβx − e−iβx

2

)
=

1

2
· e(α+βi)x(Pm(x) + iQl(x)) +

1

2
· e(α−βi)x(Pm(x)− iQl(x));

äàëåå ìîæíî îòäåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ï. 2 äëÿ
1

2
· Pm(x)(e(α+βi)x + e(α−βi)x)

è
1

2
· Ql(x)(e

(α+βi)x − e(α−βi)x); ïîëó÷èì, ÷òî, åñëè (α + βi) íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì F (x), òî

ys = eαx(Rp(x) cos βx + Tp(x) sin βx), ãäå p = max{m,n}, à Rp, Tp � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè p.
Åñëè æå α+ βi � êîðåíü F (x) êðàòíîñòè r, òî ys = xreαx(Rp cos βx+ Tp sin βx).

Çàìå÷àíèå (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè): ïóñòü Liy = y(n)+a1iy
(n−1)+ . . .+aniy = fi(x) (i =

1,m) � ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèô. óðàâíåíèÿ, à ϕi(x) � èõ ðåøåíèÿ; òîãäà ∀ α1, . . . αm ∈

R ôóíêöèÿ
n∑

i=1

αiϕi(x) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(
n∑

i=1

αiLi

)
y =

n∑
i=1

αifi(x). Òàêèì îáðà-

çîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñî ñëîæíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåøåíèé ñ áîëåå ïðîñòûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ: ïóñòü {y1, . . . yn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
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y(n)+a1(x)y
(n−1)+. . .+an(x)y = f(x). Áóäåì èñêàòü ys =

n∑
k=1

Ck(x)yk; òîãäà y′s =
n∑

k=1

Ck(x)y
′
k+

n∑
k=1

C ′k(x)yk; âûáåðåì C1(x), . . . Ck(x) :
n∑

k=1

C ′k(x)yk = 0 ⇒ y′′s =
n∑

k=1

Ck(x)y
′′ +

n∑
k=1

C ′k(x)y
′
k. Àíà-

ëîãè÷íî âûáåðåì C1(x), . . . Cn(x) :
n∑

k=1

C ′k(x)y
′
k = 0. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè, ïîëó-

÷èì, ÷òî, åñëè C ′1(x), . . . C
′
n(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé 
C ′1(x)y1 + . . .+ C ′n(x)yn = 0

C ′1(x)y
′
1 + . . .+ C ′n(x)y′n = 0

...

C ′n(x)y
(n−1)
k + . . .+ C ′n(x)y

(n−1)
n = f(x),

òî ys =
n∑

i=1

Ck(x)yk(x) áóäåò ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îïðå-

äåëèòåëåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ W (y1 . . . yn) 6= 0 (ñèñòåìà ôóíêöèé {y1, . . . yn} ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà), ïîýòîìó ñèñòåìà èìååò íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå C ′1(x), . . . C

′
n(x). Òàêèì îáðàçîì,

ïîèñê ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà C ′k(x) è
ïîñëåäóþùåìó èíòåãðèðîâàíèþ ðåøåíèé.

Ìåòîä Êîøè: ïîçâîëÿåò ðåøàòü ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ y(n) + a1(x)y

(n−1) + . . . + an(x)y = f(x) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y′(x0) = y′′(x0) =
. . . = y(n−1)(x0). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ïðèìåì êîí-
ñòàíòû C1, . . . Cn çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííîé s; òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Êîøè
K(x, s) : K(s, s) = K ′(s, s) = . . . = K(n−2)(s, s) = 0, K(n−1)(s, s) = 1. Âûáåðåì ys =
x∫

x0

K(x, s)f(s)ds è ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì.

y′s = K(x, x)f(x) +

x∫
x0

K ′
x(x, s)f(s)ds =

x∫
x0

K ′
x(x, s)f(s)ds (K(x, x) = 0 ∀ x ∈ R;

àíàëîãè÷íî

y′′s =

x∫
x0

K ′′
xx(x, s)f(s)ds, . . . y(n−1) =

x∫
x0

K(n−1)
x...x (x, s)f(s)ds, y(n)

s = f(x) +

x∫
x0

K(n)
x...x(x, s)f(s)ds.

Ïðè ïîäñòàíîâêå â èñõîäíîå óðàâíåíèå èíòåãðàëû äàäóò íîëü (K(x, s) � îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ); îñòàíåòñÿ f(x), òî åñòü ys äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðå-
øåíèåì.

2.4. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ âèäà y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0, ãäå p è q � ôóíêöèè, àíà-
ëèòè÷åñêèå íà R (â äàííîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü àíàëèòè÷åñêîé íà E ⊆ R ôóíêöèþ f ,
ïðåäñòàâèìóþ íà E â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà � íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âîçìîæíîñòè
òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ f ∈ C∞(E); îäíàêî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà (ñì. ÒÔÊÏ, 2.5), äîñòàòî÷íî áîëåå ñëàáîãî óñëîâèÿ f ∈ D(E)).

Çàìå÷àíèå: åñëè p(x) è q(x) � ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå íà R, òî è âñÿêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ y′′ + py′ + q = 0 áóäåò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà R (íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç òåîðåìû 5 (1.1)).
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Ñäåëàåì çàìåíó Ëèóâèëëÿ y = v exp(−1

2

x∫
x0

p(ξ)dξ; òîãäà

y′ = exp(−1

2

x∫
x0

p(ξ)dξ

(
v′ − 1

2
pv

)
, y′′ = exp(−1

2

x∫
x0

p(ξ)dξ

(
v′′ + 2v′

(
−1

2
p

)
− 1

2
vp′ +

1

4
vp2

)
.

Ïîäñòâèâ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì v′′ − 1

2
vp′ − 1

4
vp2 + qv = 0, òî åñòü v′′ + ν(x)v = 0.

Ïðåîáðàçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà y â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà v: v(x0) = a0, v
′(x0) = a1.

ν(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ íà R, ïîýòîìó, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, v òàêæå àíàëèòè÷åñêàÿ íà R.

Ðàññìîòðèì v0(x) = a0 + a1(x − x0), vn(x) =
x∫

x0

(ξ − x)ν(x)vn−1(ξ)dξ, v(x) =
+∞∑
k=0

vk(x).

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, à åãî ñóììà óäîâëåòâîðÿåò èñõîä-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ: äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ∀ x ∈ R |vn(x)| ≤
≤ µ

n!
Mn(x−x0)

2n, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (µ = |v0(x)|, M = sup
[x0,x]

|ν(ξ)|).

Î÷åâèäíî, |v0(x)| ≤ µ; ïðåäïîëîæèì, ÷òî |vm(x)| ≤ µ

m!
Mm(x− x0)

2m; òîãäà

|vm+1(x)| =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

(ξ − x)ν(x)vm(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

(ξ − x) · µ
m!
Mm(ξ − x0)

2mdξ

∣∣∣∣∣∣ =

=
µ

m!
Mm+1 · |x− x0|2m+2

2m+ 2
≤ µ

(m+ 1)!
Mm+1|x− x0|2m+2.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

k=0

vk(x) îãðàíè÷åí ñâðõó ñòåïåííûì ðÿäîì
∞∑

k=1

akx
k,

a2k =
µ

k!
Mk. Ïî ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà (ñì. ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, 5.2.3),

R = lim
n→∞

an

an+1

= lim
n→∞

µ
(

n
2

+ 1
)
!M

n
2

µ
(

n
2

)
!M

n
2

+1
= lim

n→∞

k
2

+ 1

M
= ∞

� ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä
∞∑

k=0

vk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

R è ∃ v(x) =
∞∑

k=0

vk(x). v′n = (x− x)νvn−1 +
x∫

x0

(−1)ν(ξ)vn−1(ξ)dξ = −
x∫

x0

ν(ξ)vn−1(ξ)dξ ⇒ v′′n =

−νvn−1. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä
∞∑

k=0

v′′k(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, à v ∈ C2(R), v′′ =
∞∑

k=0

v′′k(x) =

−ν(x)
∞∑

k=1

vk−1(x) = ν(x)v(x) ⇒ v′′ + νv = 0, òî åñòü v(x) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

äèô. óðàâíåíèÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå, íàéäåííîå òàêèì ñïîñîáîì, åäèíñòâåííî: ïóñòü ñóùåñòâóþò

äâà ðåøåíèÿ u1(x) è u2(x), óäîâëåòâîðÿþùèå îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì u1(x0) =
u2(x0) = a0, u

′
1(x0) = u′2(x0) = a1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = u1 − u2, òàêæå ÿâëÿþùóþñÿ

ðåøåíèåì (w(x0) = w′(x0) = 0). w′′ + νw = 0 ⇒ w′′′ + ν ′w + νw′ = 0; ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ
â òî÷êå x0, ïîëó÷èì w′′(x0) = w′′′(x0) = 0; àíàëîãè÷íî w(4)(x0) = . . . = 0, òî åñòü âñå
êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà äëÿ w â òî÷êå x0 ðàâíû íóëþ, à çíà÷èò w ≡ 0 è u1 ≡ u2.

Ïðèìåð (óðàâíåíèå Ýéðè): y′′ − xy = 0.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, òî åñòü y(x) =
∞∑

k=0

Akx
k ⇒

y′ =
∞∑

k=0

Ak+1(k + 1)xk, y′′ =
∞∑

k=0

Ak+2(k + 2)(k + 1)xk. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

∞∑
k=0

Ak+2(k + 2)(k + 1)xk −
∞∑

k=1

Ak−1x
k = 0 = 2A2 +

∞∑
k=1

(Ak+2(k + 2)(k + 1)− Ak−1)x
k = 0 ⇒

⇒ A2 = 0, Ak+2 =
Ak−1

(k + 2)(k + 1)
.

Òàêèì îáðàçîì, A2 = A5 = A8 = . . . = 0. Êîýôôèöèåíòû A0 è A1 îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè è ïîçâîëÿþò íàéòè A3k, A3k+1. Ïóñòü, íàïðèìåð,

y(x0) = 1, y′(x0) = 0 ⇒ A3k =
1

k∏
i=1

3i(3i− 1)

, A3k+1 = 0.

Òîãäà y(x) = 1 +
∞∑

k=1

x3k

k∏
i=1

3i(3i− 1)

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé � óðàâíåíèÿ âèäà x2y′′+xp(x)y′+ q(x)y = 0,
ãäå p è q � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè (ê òàêîìó âèäó ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî óðàâíåíèå
y′′ + p1(x)y

′ + q1(x)y = 0, ãäå ôóíêöèè p1 (q1) èìåþò â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ïîëþñ ïåðâîãî
(âòîðîãî) ïîðÿäêà (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè xp1(x) (x2q1(x)) ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû
â ñòåïåííîé ðÿä â òî÷êå x0, ïîäðîáíåå ñì. ÒÔÊÏ, 3.3)). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

îáîáù¼ííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà y(x) =
∞∑

k=0

Akx
k+α (α 6= 0) ⇒ y′ =

∞∑
k=0

(k + α)Akx
k+α−1, y′′ =

∞∑
k=0

(k + α)(k + α− 1)Akx
k+α−2. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

∞∑
k=0

(k + α)(k + α− 1)Akx
k+α +

∞∑
k=0

pkx
k ·

∞∑
k=0

(k + α)Akx
k+α +

∞∑
k=0

qkx
k ·

∞∑
k=0

Akx
k+α = 0.

Îáîçíà÷èì f0(α) = α(α−1)+p0α+q0, fk(α) = pkα+qk è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè xα:
α(α−1)A0+p0αA0+q0A0 = 0 ⇒ α(α−1)+αp0+q0 = 0 � êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
α, èìåþùåå äâà êîðíÿ: α1 è α2. Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè äðóãèõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó íà êîýôôèöèåíòû Ak: f0(k + α)Ak + f1(k + α − 1)Ak−1 + . . . = 0,
ïîçâîëÿþùóþ íàéòè Ak ñ ïîìîùüþ α1 (α2) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îäíàêî ðåøåíèÿ, íàéäåííûå òàêèì ñïîñîáîì, ìîãóò îêàçàòüñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè �
â ñëó÷àå α1−α2 = s ∈ Z (òàê íàçûâàåìûé ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé); äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî-Ëèóâèëëÿ
(ñì. 2.1): åñëè y1 � ðåøåíèå, íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ α1, òî

y2

y1

=

∫ exp
(
−
∫ p(ξ)dξ

ξ

)
y2

1

=

∫
e−p0 ln x · exp

(
−
∫ ∞∑

k=1

pkξ
k−1dξ

)
· dx
y2

1

=

(α1, α2 óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ α2 +(p0−1)α+q0 = 0, ïîýòîìó, ïî òåîðåìå
Âèåòà, α1 + α2 = 1− p0 ⇒ −p0 = −1 + α1 + α2 = −1− s+ 2α1)

=

∫
exp

(
−
∫ ∞∑

k=1

pkξ
k−1dξ

)
· x

−1−sx2α1dx

y2
1

=
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(èíòåãðàë è ýêñïîíåíòà îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè,

y1 =
∞∑

k=0

Akx
k+α1 , ïîýòîìó ïîäèíòåãðàëüíûå ñîìíîæèòåëè äàäóò â èòîãå àíàëèòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ)

=

∫
x−1−s

(
1 +

∞∑
k=1

gkx
k

)
dx =

x−s

−s
+ gs lnx+

s−1∑
k=1

gk ·
xk−s

k − s
+

∞∑
k=s+1

gs ·
xk−s

k − s
=

= gs lnx+
∞∑

k=0

g′kx
k−s,

ãäå g′0 = −1

s
, g′s = 0, g′k = gk ∀ k ∈ N, k 6= s. Òàêèì îáðàçîì, y2 = gs lnx ·

∞∑
k=0

Akx
k+α+1 +

∞∑
k=0

Akx
k ·

∞∑
k=0

g′kx
k+α2 . Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðåøåíèå (ϕ(x), ψ(x) � àíàëèòè-

÷åñêèå ôóíêöèè):
Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé: y1 = xα1ϕ, y2 = xα2ψ;
Ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé: y1 = xα1ϕ, y2 = gsx

α1ϕ+ xα2ϕψ.

Ïðèìåð (óðàâíåíèå Áåññåëÿ): x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 (n ∈ R).
Ñäåëàåì çàìåíó Ëèóâèëëÿ

y = v · exp

(
−1

2

∫
dx

x

)
=

v√
x
⇒ x2v′′ +

(
x2 +

(
1

4
− n2

))
v = 0.

Ïðè n = ±1

2
ïîëó÷èì v′′ + v = 0 ⇒ v(x) = C1 cosx+C2 sin x⇒ y(x) =

C1√
x

cosx+
C2√
x

sin x.

Ïðè n 6= ±1

2
áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå îáîáù¼ííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà y(x) =

∞∑
k=0

Akx
k+α.

Óðàâíåíèå íà α èìååò âèä α(α − 1) + α − n2 = 0 ⇔ α2 − n2 = 0 ⇔ α = ±n; f0(α) =
α2 − n2, f1 ≡ 0, f2 ≡ 1, f3 ≡ . . . ≡ 0, ïîýòîìó

Ak((k + α2)− n2) + Ak−2 = 0 ⇒ (α = n) Ak = − Ak−2

k(k + 2n)
,

A2k =
(−1)kA0

22k · k!(n+ 1) . . . (n+ k)
, A2k+1 = 0 ∀ k ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, îäíî èç ðåøåíèé íàéäåíî; â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ìîæíî àíàëîãè÷íî
íàéòè âòîðîå, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå, òî åñòü è îáùåå ðåøåíèå; â ðåçîíàíñíîì
ñëó÷àå ñëåäóåò ïðèìåíèòü ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-Ëèóâèëëÿ. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ èìåþò îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ ìàòåìàòèêè.

Ðàññìîòðèì A0 =
1

2n · Γ(n+ 1)
⇒ A2k =

(−1)k · Γ(n+ 1)

22k · k! · Γ(n+ k − 1)
A0; ðåøåíèå

y = Jn(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k! · Γ(n+ k + 1)
·
(x

2

)2k+n

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Åñëè n 6∈ Z, òî ôóíêöèè Áåññåëÿ Jn è J−n ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ïðè n ∈ Z âòîðîå
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ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå Yn(x) ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî-
Ëèóâèëëÿ è íîñèò íàçâàíèå ôóíêöèè Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà. Ôóíêöèè Áåññåëÿ îòíîñÿòñÿ ê
ñïåöèàëüíûì ôóíêèöÿì ìàòåìàòèêè è èíîãäà íàçûâàþòñÿ òàêæå öèëèíäðè÷åñêèìè.

Çàìå÷àíèå: ∀ n ∈ Z J−n(x) = (−1)nJn(x).
4 Ïóñòü n > 0 (ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, à ïðè n < 0 ñâîäèòñÿ ê äîêà-

çàííîìó çàìåíîé k = −n). J−n(x) =
∞∑

k=n

(−1)k

k! · Γ(−n+ k + 1)

(x
2

)2k−n

(ñóììèðîâàíèå íà÷è-

íàåòñÿ ñ n, ïîñêîëüêó ïðè k < n àðãóìåíò Γ-ôóíêöèè îòðèöàòåëåí, è ñîîòâåòñòâóþùèå

÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â íîëü). l = k − n ⇒ J−n(x) = (−1)n
∞∑
l=0

(−1)l

(l + n)! · Γ(l + 1)

(x
2

)2l+n

=

(−1)n
∞∑
l=0

(−1)l

l! · Γ(n+ l + 1)

(x
2

)2l+n

= (−1)nJn(x) (çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî îäíî èç îñíîâíûõ

ñâîéñòâ Ã-ôóíêöèè: Γ(n+ 1) = n! ∀ n ∈ N � ñì. ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, 6.3.2). �
Òåîðåìà 1: xJn+1(x) = nJn(x)− xJ ′n(x).

4 d

dx

Jn

xn
=

d

dx

∞∑
k=0

(−1)k

k! · 22k+n · Γ(n+ k + 1)
x2k =

∞∑
k=1

(−1)k · 2k
k! · 22k+n · Γ(n+ k + 1)

x2k−1 =

= (çàìåíèì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ íà k − 1) =
∞∑

k=0

(−1)k+1

k! · 22k+n+1 · Γ(n+ k + 2)
x2k+1 =

=
−1

xn

∞∑
k=0

(−1)k

k! · Γ(n+ k + 2)

(x
2

)2k+1+n

= −Jn+1(x)

xn
;

íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d

dx

Jn

xn
=
J ′nx

n − nJnx
n−1

x2n
=
J ′n
xn
− nJn

xn+1
= −Jn+1

xn
⇒ xJn+1 = nJn − xJ ′n. �

Òåîðåìà 2 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): ôóíêöèè Jn(x) èìåþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ n, ïðè÷¼ì ìåæäó ëþáûìè "ñîñåäíèìè"íóëÿìè Jn íàõîäèòñÿ ðîâíî îäèí
íîëü ôóíêöèè Jn+1. Òàêæå ïðè x→∞ âûïîëíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

Jn(x) =

√
2

πx
·cos

(
x− nπ

2
− π

4

)
+O

(
x−

3
2

)
, Jn(x) =

√
2

πx
·
(
cos
(
x− nπ

2
− π

4

)
+O(x−1)

)
.
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3. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

3.1. Îáùèå ïðèíöèïû ðåøåíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ
âèäà 

dx1

dt
= f1(x1, . . . xn, t)

...
dxn

dt
= fn(x1, . . . xn, t)

(1)

Òåîðåìà 1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): Π = {(t, x1, . . . xn)| |t−t0| ≤ a, |xj−x0
j | ≤ b ∀ j = 1, n};

åñëè â ñèñòåìå (1) fi ∈ C(Π) ∀ i = 1, n è ∀ (t, x1, . . . xn), (t, z1, . . . zn) ∈ Π |fi(t, x1, . . . xn) −
fi(t, z1, . . . zn)| ≤ L ·

n∑
k=1

|xk− zk| ∀ i = 1, n, òî ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîìó óñëîâèè −→x (t0) = −→x0

ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ.

Îïðåäåëåíèå: ïðîñòðàíñòâî (x1, . . . xn) íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî (x1, . . . xn, x

′
1, . . . x

′
n), îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåì äèô. óðàâíåíèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà n êîîðäèíàò òàêîãî 2n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè, ÷òî
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñå÷åíèå (x1, . . . xn) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà). Êðèâûå, çà-
äàííûå íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿìè −→x (t), íàçûâàþòñÿ ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè
ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2: â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû äèô. óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà íå ïåðåñåêàþòñÿ.

4 Ïóñòü t0 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿì
−→x1,

−→x2; òîãäà
−→x1(t0) = −→x2(t0), òî åñòü äâóì ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò îäíî íà-

÷àëüíîå óñëîâèå, ÷òî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî òåîðåìå 1. Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûå òðàåêòîðèè
íå ïåðåñåêàþòñÿ. �

Ìåòîä ðåäóêöèè: äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû

{
x′ = f(t, x, y)

y′ = g(t, x, y)
ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåð-

âîå óðàâíåíèå ïî x. Òîãäà x′′ = f ′t +f
′
x ·x′+f ′y ·y′ = f ′t +f

′
x ·x′+f ′y ·g(t, x, y); åñëè âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè, òî ìîæíî íàéòè y = ϕ(x, x′, t) è, ïîäñòàâèâ â ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëü-
íî x. Î÷åâèäíî, òîò æå ñïîñîá ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé,
÷òî, îäíàêî, ïðèâåä¼ò ê óðàâíåíèþ âûñîêîãî ïîðÿäêà íà x.

Áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå âîçìîæíî â ñëó÷àå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, òî åñòü ñèñòåìû âèäà
d−→x
dt

= A · −→x +
−→
F . Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé (òî åñòü F ≡ 0): î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî íàéòè n ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ðåøåíèé òàêîé ñèñòåìû, à çàòåì çàìåòèòü, ÷òî âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ
ðåøåíèé òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (ýòî ëåãêî ïîêàçàòü, ïðîâîäÿ äåéñòâèÿ,
àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè îñóùåñòâëåíû â 2.1). Äëÿ ïîèñêà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-

øåíèé ïðåäñòàâèì −→x â âèäå −→x = ekt ·
−→
b ⇒

−→
x′ = k−→x , k

−→
x′ = A · −→x ⇒ (A − kE)−→x = 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, à ðå-
øåíèÿ −→x ÿâëÿþòñÿ å¼ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè. Â ñëó÷àå rank A = n ìàòðèöà èìååò
n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ −→a1 , . . .

−→an, à ðåøåíèå çàïèøåòñÿ êàê −→x =
C1e

k1t · −→a1 + . . . + Cne
knt · −→an (åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë åñòü êîìïëåêñíûå (à òî÷íåå

� ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ÷èñåë (αi1 = αi2), ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà A), òî, äàáû ñäåëàòü èõ "âêëàä" â ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíûì, ñëåäóåò
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áðàòü Ci1 ·Re(eαi1
t−→a1)+Ci2 · Im(eαi2

t−→a2) = Ci1 ·
(

Re a11

Re a12

)
cosαi1t+Ci2

(
Im a21

Im a22

)
sinαi2t). Åñëè

æå rank A < n, òî êðàòíîñòü íåêîòîðûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë A îòëè÷íà îò åäèíèöû; äëÿ òàêõ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ðåøåíèå âõîäÿò ÷ëåíû âèäà

(
γ1 + β1t

γ2 + β2t

)
· eαt; î÷åâèäíî, ñîñòàâëÿþùèå

ýòîãî ðåøåíèÿ −→c1eαt è −→c2 teαt ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùåå ðåøå-

íèå (êàê è äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ � ñì. 2.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáùåãî ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ÷àñòíî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåîäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé; ïðèìåíèìû êàê íåïîñðäåñòâåííûé ïîèñê ÷àñòíûõ ðåøåíèé, òàê è ìåòîä
âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ � ñì. 2.3.

3.2. Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå: ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ (îñîáîé òî÷êîé) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé x′ = y′ = 0. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (x0, y0), äîñòè-
ãàåìîå â òî÷êå t0 íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó), åñëè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀ t1 : |t1−t0|
< δ, ∀ t > t1 |x(t)− x0| < ε, |y(t)− y0| < ε (ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî åñòü è äðóãèå îïðå-
äåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè � íå òîëüêî ïî Ëÿïóíîâó).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé;
ýòî ïîçâîëèò îïèñàòü îñíîâíûå òèïû îñîáûõ òî÷åê è òå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îíè âîçíèêàþò:
ïóñòü ñèñòåìà èìååò âèä{

x′ = a11x+ a12y

y′ = a21x+ a22y;
ñíà÷àëà èññëåäóåì ñëó÷àé

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ .
λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

(
a11 a12

a21 a22

)
.

I. λ1, λ2 ∈ R; λ1 6= λ2 � ðåøåíèå èìååò âèä{
x = C1α1e

λ1t + C2β1e
λ2t

y = C1α2e
λ1t + C2β2e

λ2t.

1) λ1, λ2 < 0 ⇒ x, y → 0, t → +∞; x, y → ∞, t → −∞ � òàêîé òèï îñîáîé òî÷êè
íàçûâàåòñÿ óçëîì; eλ1t, eλ2t ↓, òî åñòü ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ � òî÷êå
(0,0); ýòî óñòîé÷èâûé óçåë.

2) λ1, λ2 > 0 ⇒ x, y → ∞, t → +∞; x, y → 0, t → −∞ � ýòî òàêæå óçåë, êîòîðûé,
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

3) λ1 6= 0, λ2 = 0 ⇒

{
x = C1α1e

λ1t + C2β1

y = C1α2e
λ1t + C2β2;

Ðåøåíèÿ "ïîäõîäÿò"ê ïîëîæåíèþ ðàâíî-

âåñèÿ (òî÷êå (0,0)), íî çàòåì íà÷èíàþò îò íå¼ óäàëÿòüñÿ. Ïðè λ1 > 0 è → −∞ ðåøåíèå

ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé y =
β2

β1

x, à ïðè t → +∞ � ê ïðÿìîé y =
α2

α1

x; â ñëó÷àå λ1 < 0

ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíûé ñëó÷àé. Òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñåäëîì è âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
íåóñòîé÷èâîé.

II. λ1, λ2 ∈ C (λ1, λ2 = p± qi, q 6= 0). Ðåøåíèå èìååò âèä{
x = ept(C1α1 cos qt+ C2α1 sin qt)

y = ept(C1α2 cos qt+ C2α2 sin qt).

1) p < 0 : (x, y) → (0, 0), t → +∞ (ept → 0, à C1 cos qt + C2 sin qt � ïåðèîäè÷åñêàÿ
è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ); òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ èìåþò âèä ñïèðàëåé, ñõîäÿùèõñÿ ê
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íà÷àëó êîîðäèíàò. Òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå
óñòîé÷èâ.

2) p > 0 � ðåøåíèÿ èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îäíàêî (x, y) →∞, t→
+∞, ïîýòîìó ôîêóñ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

3) p = 0 ⇒ λ1, λ2 = ±qi;

{
x = α1(C1 cos qt+ C2 sin qt)

y = α2(C1 cos qt+ C2 sin qt).
Ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷íû, íî

òðàåêòîðèè íå ñõîäÿòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, à ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Òàêàÿ îñîáàÿ
òî÷êà íàçûâàåòñÿ öåíòðîì è, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.
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